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SATZ VON BLASCHKE

VON ALLEN KURVEN DER KONSTANTEN DICKE D
HAT DER KREIS DEN GROBTEN UND DAS
REULEAUX-DREIECK DEN KLEINSTEN
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Triangle wheeled bike - Burning Man 2012.mp4
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Beobachten und Auswerten nicht linearer Geometrie

Satz von BARBIER (1839 — 1889): Jedes
Gleichdick der Dicke d hat den Umfang U = dn
mit der Kreiszahl .

Abb. 18

Der Satz lasst sich sehr schon experimentell darstellen: In Abbildung 18 sind zwe1 Gleichdicke zwischen zwei
Holzleisten (mit einer Nut) eingespannt. Bewegt man die obere Latte, so rollen beide Gleichdicke unterschied-
lich rasch in der Nut. Markiert man die Bertihrpunkte mit der unteren Latte vor der Bewegung, so kann man
feststellen, dass nach einem Vollumlauf beide Gleichdicke wieder ihre Marken unten haben. Also haben sie

den gleichen Umfang, ist dann die naheliegende Auswertung. ZEITLER [1] gibt eine andere Begriindung unter
Zuhilfenahme eines Satzes von BUFFON an.




Abrollen eines Reuleaux-Dreiecks auf einer Geraden

Autor: EmreDeniz

Thema: Geraden
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https://www.geogebra.org/m/ExCztKhJ
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http://mathworld.wolfram.com/ReuleauxTriangle.html
https://www.youtube.com/watch?v=L5AzbDJ7KYI
https://www.youtube.com/watch?v=rjckF0-VeGI
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http://mathematikum.df-kunde.de/Wanderausstellung/index.php?la=de&f=rot&m=3
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https://www.youtube.com/watch?v=RkQOKSUbwDk
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RAUMLICHE GLEICHDICKE

GEOMETRIE

Rdumliche Gleichdicke

Manche Korper lassen sich - theoretisch - in Kugellagern nutzen, ohne Kugeln zu sein.
Die Aufgabe, solche rdumlichen Gebilde mit méglichst kleinem Volumen zu finden, fiithrt zu einem

merkwiirdigen Phanomen. Physiker wiirden es einen entarteten Grundzustand nennen.

VON CHRISTOPH POPPE

Spektrum der Wissenschaft, 08 /2013
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Raumli

Manche Korper lassen sich - theoretisch ~in Kugellagern nutzen, ohne Kugeln zu sei
Die Aufgabe, solche raumlichen Gebilde mit moglichst kleinem Volumen zu finden, fiihrt 21
merkwiirdigen Phanomen, Physiker wiirden es einen entarteten Grundzustand nennen.

VON CHRISTOPH POPPE

\A [enn man einen Kreis zwischen
zwel parallele Geraden ein-
Ki- fimt, dann ist der Abstand zwischen

en stets derselbe, einerle! wie der
Kreis orientiert ist. Das wussten schon
die & i id Ein

chdicke

malerweise eher von der Dicke {oder
Breite) der Fliche sprechen wirde, die
von der Kurve eingeschlossen wird. Je
nach der Orientierung der Geraden
kann ein und dieselbe geschlossene
Kurve Dicken aufwei-

schwerer Steinquader Lisst sich mit Hil-
fe kreisrunder Rollen iber ebenen Un-
tergrund transportieren, ohne sich auf-
und abzubewegen.

sen. Wenn sie in jeder Richtung gleich
dick ist, nennt man sie eine Kurve kons-
tanter Dicke, kurz »Gleichdick-Kurve«
oderauch »Gleichdicks, Weitere Gleich-

Gilt das auch umg
Steinklotz nicht auf- und

7 Wenn der

hdie
de aus

konnen wir dann sicher sein, dass die
Rolle einen kreisformigen Querschnitt
hat? Eben nicht! An Stelle des Kreises
tut es auch ein so genanntes Reuleaux-
Dreieck (Bild unten, links), Es entsteht
aus einem gleichseitigen Dreleck, In
dem man in jede seiner Ecken einen
Zirkel einsticht und die beiden jeweils

Viclecken mit funf, sieben oder alige-
mein einer beliebigen ungeraden An-
zahl von Seiten.

Gleich dick heiBt nicht kreisrund

Wer also nachpriifen will, ob ein grofes
Gefal kreisrund ist, darf sich nicht
damit begniigen, seine Dicke in ver-

anderen Ecken durch einen Kreisboge!
verbindet.

Die Mathematiker nennen den Ab-
stand zweler paralleler, dicht an der
Kurve anliegender Geraden eine #Di
cke« dieser Kurve, obgleich man nor-

70

u
Diese simple Weisheit hatte sich offen-

ob ein | gketentreibstoffbehi

nach R* dmflug und der Bergung
au T seine kreisformige Ge-
stalt behalten hatte. Nach positivem

Ausgang der Tests setzten sie zwei der-
artige Behiilter zusammen und dichte-
ten die Fuge zwischen ihnen mit einem
dicken kreisformigen Gummiring, ei
nem »O-Ringx, ab. Aus dieser Fuge
schoss beim nachsten Flug der »Chal
lengers am 28. Januar 1986 Treibstoff
heraus, mit den bekannten katastro
phalen Folgen.

Kurz nach dem Start dehnen sich
belde Behdlter aus, und der O-Ring
muss sich mitdehnen, damit die Fuge
dicht bleibt. Nach dem Ergebnis der
umfangreichen Untersuchungen nach
dem Unglick hatte der Ring diese Be-
wegung nicht rechzeitig vollfidhrt, weil
er wegen der Kalte in der Nacht zuvor
gefroren und daher zu trige war. Mog-

sichtlich nicht bis zu den
der Raumfihre #Challengers herum
gesprochen, Die hatten namlich durch
derartige Dickemessungen nachge

war der ¢ aufter
dem an der Bewegung gehindert, well
er zwischen den nicht perfekt kreisrun
den Teilen verklemmt war,

Das Reuleaux-Dreieck (links), benannt
nach Franz Reuleaux (1829 -1gos), dem
wVater des wi i i

Diese Gleichdicke sind alles andere
als kugelrund — funktionieren aber w
Kugellager. Die Plexiglasplatte (obe
im Bild) ist der Unterbau eines »*
tensw. Wihrend die Besuche
New Yorker Museum of

merkwiirdig geformten Gebilden.

Hatten die Verantwortlichen nur die
»Mathematical Gamess des legendéren
Martin Gardner gelesen! Schon 1963
schrieb er im »Sclentiic American«
Uber Kurven konstanter Dicke und
wusste zu berichten, dass man die rich-
tige Form einer U-Boot-Hillle nicht
durch Dickemessungen, sondern durch
Anlegen kreisfarmiger Schablonen zu
ermitteln hat

Fur die antiken SteintFANSPOFIEUre
hatten Rollen mit dem Querschnitt ei-
nes Reuleaux-Dreiecks zumindest ei-
nen Vorteil gehabt: Sie sind leichter als
kreisrunde, sogar die leichtesten uber-

haupt méglichen (wenn man gleiches
Material, gleiche Linge und so weiter
URTErSIENT). UNEr 2len Rurven vor-
gegebener konstanter Dicke ist das
Reuleaux-Dreieck diejenige mit dem
kleinsten Flicheninhalt in ihrem Inne-
ren. Es wilre also etwas weniger mih-
sam gewesen, die Rolle, die hinter dem
Stein zum Vorschein kommt, nach vor-
118 20 SUeppe Uik Wikl uner den
wandernden Stein zu legen.

In der Praxis hatte eine derartige
Leichtrolle jedoch erhebliche Nachteile.
Das Reuleaux-Dreieck ist nicht uberall

bause, besteht aus allen Punkten, die drei
Kreisen gemeinsam sind (dem wDurch-
chnitt: Krelse). Die

schon rund; vielmehr treffen seine drei
Kreisbogen unter cinem Winkel von 60
Grdd dufelander = duit, wo dutls das

der Kreise liegen auf den Ecken eines
glelchseltigen Drelecks, und Ihr Radius ist
gleich dessen Seitenlinge. Entsprechend
ist das Reuleaux-Tetraeder (rechts) der
Durchschnitt von vier Kugeln mit Mittel-
punkten in den Ecken eines regelmiRigen
Tetraeders und dem Radius gleich dessen
Kantentinge.
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gewohnliche Dreleck, aus dem es ent
standen ist, seine Ecken hat. Beim Rol
len liegt entweder eine solche Ecke auf
dem Boden, wihrend der gegenuberlie
gende Kreisbogen unter dem Stein ab-
rollt, oder eine Ecke hat Kontakt mit
e 3tein, uind der zugelisige Keeisbu
gen bewegt sich wie ein Rad Gber die
rde. Oben oder unten — stets ist die
ganze Last des Steins auf einen Punkt

konzentriert. Kaum ein Material hilt
cine solch extreme Belastung auf die
Dauer aus.

fangs bei vorgeschriebenem Flichen-
inhalt ist der Kreis; der Zustand mini
mualer Energle einer Menge Wasser ist

Dem konnte man entgeg
indem man die Ecken etwas abrundet.
Wieder entsteht ein Gleichdick, aller-
dings hat es —bei vorgegebener Dicke -
nicht mehr minimale Flache. Das be-
weist man vhinterricks« mit einem
typIsehen WIdeispruchisarguien.

Ein les Gleich:

ken,

die ebene :
Sterne und Plancten entledigen sich
uberschiissiger Gravitationsenergie so
lange, bis sie Kugelform angenommen
haben, der (energiedrmste) Grundzu-
stand des Elektrons im Wasserstoff-
awur Ist e pesfell hugelfOnunige
Wahrscheinlichkei

dick muss Ecken haben, also Stellen, an
denen eine Tangente an die Kurve nicht
definiert ist und eine Krimmung erst
recht nicht. Beweis: Von einer eckenlo
sen Gleichdick Kurve kbnnte man eine
dGnue 3 absuhidlen, vl es nae
immer noch ein Gleichdick und hatte
in jedem Punkt eine Krammung, Durch
Nachrechnen stellt sich heraus, dass
das geschalte Gleichdick nach Ruckver
groierung auf dle ursprangliche Dicke
immer noch eine kleinere Fliche hatte
als das Oniginal, alsu kann dicacs nicht
minimal gewesen sein: Widerspruch!

Minimieren durch Abschleifen

Mathematiker haben einen ziemlich
speziellen Sinn fur Asthetik Sie stellen
sich die Losung eines Minimierungs
problema perfekt symmctrisch und
glatt, das heifit ohne jegliche Ecken und
Kanten vor - und finden sich oft genug
bestatigt. Die Figur minimalen Um-

Irgendwelche Ecken und Kanten bie-

ten normalerweise Gelegenheit, die zu

Grofe - Flicl

Energie und so weiter —noch kleiner zu
machen, indem man das, was 0 un-
tund bevsorsticht, <in biaxchen glatt
schleift. Das Problem wMinimiere die
Fliche einer ebenen Figur bel vorge-
schriebener Dickes fillt also aus dem
Rahmen. Abschleifen hilft zwar Im
Prinzip, aber der endgUltige Erfolg stellt
sich erst ein, wenn die Figur vor lauter
Abachlcifcn nicht mehr glatt iot

Wenn aber ein minimales Gleichdick
schon unvermeidlich Fcken haben
muss, dann sollen es wenigstens so we-
nig wie moglich sein. So erklart sich die
Anzahl 3.

Indrei statt zwei Dimensionen steht
©0 um die Abweishung ven der perfek
ten Symmetrie noch schlimmer Die
Kugel ist ohne Zweifel ein Gleichdick,
aber sie 1ast das Optimierungsproblem

MATHEMATISCHE

UNTERHALTUNGEN

keine Ecl

iesechs Kanten eines (gewshnlichen) reguliren Tetraeders

lassen sich zu drei Paaren gruppieren, Die beiden Partner
jedes Paares liegen einander gegeniiber, haben Insbesondere
Verbindet man die

Die vorsichtige Glittung des Reuleaux-Tetraeders

trifft.

beider Meissners

auf beiden.

Zuwachs ab, bestehend

Kanten miteinander, so steht die Verbindungslinie senkrecht

Man schiebe nun in Gedanken ein Tetraeder aus Brotteig In
den Backofen. Dort geht es auf, bis daraus das Reuleaux-Tetra-
eder vird. (8iid unten, links; die Ecken des Tetraeders bleiben an
ihren Piitzen ) Schneidet man nun mit dem Brotmesser entlang
der Flachen des urspringlichen Tetraeders, so fallt der gesamte

ten Keil 2u einer uSpindel«
abzurunden. Die Prozedur
betrifft von jedem Paar ge-
geniiberliegender Kanten nur einen Partner. Dazu legt man eln
bogenfdrmiges, unendlich dannes Messer, eigentlich eher el
nen Schneidedraht, entlang einer Schnittiante an und schnei
det damit durch den Xeil in einer Rotationshewegung, bel der

Kugel

viergerade

& |

kappen an den Flichen und sechs spitz zulaufenden Keilen an
den Kanten (Blid unten, rechts). Ein Kell enthilt die gebogene
Kante (aus Brotkrustel, an der rwei Kugelabschaitte aneinander-
grenzen, eine gerade Kante (aus Brot), die mit der Kante des
urspriinglichen Tetraeders zusammentallt, sowie zwel xSchnitt
kantens, an denen Brot und Kruste anelnandergrenzen, also die

wurde.

Schnittebene die AuBensei-

; /\\ |
steht nun darin, jeden zwel- | | ¢

te des Reuleaux-Tetraeders

Rezept

das Messer In den Eckpunkten des Keils unbewegt bleibt. Am
Ende kommt das Messer an der anderen Schnittkante wieder
zum Vorschein. Im Querschnitt sieht das so aus, dass die beiden
Bogen des Kells, die aus Brotkruste bestehen, durch ein einziges
Stixck Kreisbogen ersetat werden, der tangential an den Rest
der Brotkruste anschiieBt. SchlieBlich setzt man das Reuleaux
Tetraeder wieder sozusammen, wie es auselnandergeschnitten

Das Bild oben zeigt einen Querschnitt durch den ganzen
Karpes, Eine unversehrte Kante (unten) liegt genau in der (verti-

P

kalen)
te (oben:; g

gegeni Kan

mit umgekehrtem Vorzeichen: Unter
allen Gleichdicken vorgeschriebener
Dicke ist sie das »fetteste, also das mit
dem groRten Volumen.

Wer schlanke Gleichdicke sucht, orl

mensionalen Vorbild. Man stelle ein
Reuleaux-Dreleck In Gedanken auf-
recht, mit einer Ecke nach oben, und

Meissners minimale Gleichdicke auf
Basis des Reuleaux-Tetraeders. Die abge-
rundeten Kanten treffen sich entweder
in einem Eckpunit {unten im linken Bild),
oder sie begrenzen eine Flache (oben im
rechten Bild).

drehe es um die vertikale Symmetrie-
achse. Das Volumen, das die zweldi-
mensionale Figur dabei Gberstreicht,
ist ein dreidimensionales Gleichdick
Das funktioniert allgemein: Nach die-
sem Drehbankverfahren kann man aus
jedem zweidimensionalen Gleichdick,
das eine Symmetrieachse hat, ein drei:
dimensionales machen

traeders) ist im Querschnitt zu sehen. Diese ebene Figur it ein
Gleichdick mit der richtigen Dicke, Da das fr alle Querschaitte
gilt, ist der gesamte Meissner-Kdrper ein riumliches Gleichdick

des

Aber es geht noch schlanker, Man
setze an die Stelle des gleichseitigen
Dreiecks dessen raumliches Pendant,
das regelmaRige Tetraeder, das ist eine
dreiseitige Pyramide aus vier gleichsel
tigen Drejecken. Diesen Korper muss
man wie sein ebenes Gegenstiick vaus-
beulens, und zwar nicht mit Kreisbo-
gen, sondern mit Kugelausschnitten

SPEXTRUM DER WISSENSCHAFT - AUGUST 2013
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Der eine Meissner-Korper (links) geht
{iber ein Kontinuum von Gleichdicken mit
mehr oder weniger gerundeten Kanten
(Mitte) in den anderen (rechts) Gber. Aber
alle Zwischenstadien haben ein groBeres
Volumen als die Meissner-Kérper.

Die genaue Vorschrift lautet: Lege um
jeden Eckpunkt des Tetraeders eine Ku-
gel, die durch die Gibrigen drei Ecken
geht - also muss der Kugelradius gleich
der Kantenlinge des Tetraeders sein
Der gesuchte Korper besteht dann aus
den Punkten, die allen vier Kugeln ge-
meinsam sind (Bild S. 70 unten, rechts).

Aber das ist noch kein Gleichdick!
Im wNormalfallx, das heift, wenn das
Reul Tetraeder mit

Punkt eines Kugelausschnitts auf dem
Boden aufliegt und mit dem zugeho-
rigen Eckpunkt an die Decke stoft oder
umgekehrt, ist seine Dicke gleich dem

Iradius; so istes Wenn

der Wissenschaft 11/2003, S. 102), und
Christof Weber, Dozent an der Pidago-
gischen Hochschule Nordwestschweiz
in Basel, haben Meissners alte Arbeit
weitergetrieben. Einen Bewels fir des-
sen Behauptung haben auch sie nicht
gefunden, aber mehr als eine Million
gute Griinde fiir ihre Korrektheit

Die wesentliche Idee Meissners
schleife nicht alle Kanten ein bisschen
ab, sondemn die einen ganz und die an-
deren gar nicht (Kasten), Genauer: Man
rundet von jedem Paar gegentiberlie-
gender Kanten nur einen Partner. Aber
welchen? Dafur gibt es viele Auswahl-
i aber am Ende bleiben

fan

es aber mit einer Kante auf dem Boden
steht und mit der gegentiberliegenden
Kante die Decke berithrt, ist es merklich
dicker—ungefihr 2,5 Prozent

mehrfaches

nur zwei Gibrig. die wesentlich verschie-
den sind, das heifit, nicht durch eine
geeignete Drehung des ganzen Tetra
eders ineinander (ibergehen. Man run-
det entweder drei Kanten, die ein Fla:

Was tun? Na a - es bietet sich an, die
Kanten ein bisschen abzuschleifen.
Aber Vorsicht! Durch Abschleifen wird
der Korper auch in Richtungen diinner,
in denen er das gar nicht soll. AuRer-
dem dirfen die Ecken und Kanten bel
dieser Aktion nicht ganziich verschwin-
den. Der Satz, dass ein {iberall wohlge
rundetes Gleichdick nicht minimal sein
kann, gilt auch in drei Dimensionen.
Die Losung fand bereits vor reichlich
100 Jahren der Schweizer Mathemati:
ker Ernst Meissner (1883-1939) — aber
er konnte nicht beweisen, dass die von
ihm gefundenen Korper minimal sind.
Der Beweis steht bis heute aus, auch
wenn an der Korrektheit der Aussage
kein ernsthafter Zweifel mehr besteht
Bernd Kawohl, Mathematikprofessor
an der Universitat zu Kaln und in die-
ser Zeitschrift schon als Erfinder des
perfekten Sichtschutzes im Kleingarten
in Erscheinung getreten (Spektrum

che beg) oder drel, dle sich in el-
ner Ecke treffen (Bild links unten). Beide
Korper haben das gleiche und - hochst-
wahrscheinlich - minimale Volumen.

Das ist nun fast noch schlimmer als
der Mangel an Symmetrie. Zwei ver-
schiedene, gleich grofte Minima? Also
ein wentarteter Grundzustands In der
Sprache der Atomphysiker? Das passt
nicht ins aligemeine Bild. Auf der Suche
nach einer enoch minimalerens Lo-
sung deformierten Thomas Lachand
Robert und Edouard Oudet von der
Université de Savoie ganz allmahlich
den einen Kérper in den anderen (»Mor-
phing«) derart, dass jedes Zwischensta-
dium die Gleichdick-Bedingung erfillt,
in der Hoffnung, dass unterwegs das
Volumen noch ein bisschen absinkt
(Bild oben). Leider steigt das Volumen
geringfuglg an.

Martin Miiller, ein Diplomand von
Bernd Kawohl, wiihlte einen anderen
Zugang Lachand-Robert und Oudet ha

ben eine alte Idee von Hans Radema-
cher (1892-1969) und Otto Toeplitz
(1881-1941) zu einer Methode verallge
meinert, aus einem n-dimensionalen
Gleichdick ein (n+1)-dimensionales zu
konstruieren. Dieses Verfahren hat
Maller fur n=2 an einer Million nach
dem Zufallsprinzip ausgewihlter Bei
spiele durchgefahrt. Keines der Ergeb-
nisse konnte die MeissnerXérper an
Volumen unterbieten.

Auch wenn der Beweis noch aus
steht: Aller Voraussicht nach wird das
merkwirdige Phanomen mit dem dop-
pelten Minimum jeder weiteren Nach-
pritfung standhalten. ~
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https://www.youtube.com/watch?v=9ttWerLSULE
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https://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/G/Gleichdick/Gleichdick.pdf
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