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Kapitel 1

Einleitung

Wenn man das Verhalten makroskopisch vieler Teilchen untersucht, stellt
man fest, dass es nicht mehr auf die Details und Anfangsbedingungen an-
kommt. Es stellt sich i.d.R. nach sehr kurzer Zeit ein thermodynamisches
Gleichgewicht ein, das nur von wenigen makroskopischen Grofien, den Zu-
standsgroflen/ Zustandsvariablen abhingt. Die Gesetze und Phdnomene
der Thermodynamik fiir makroskopisch viele Teilchen sind andere, als die
auf atomarer Ebene. Auf allen Ebenen der Materie gibt es organisierende
Prinzipien, die von den mikroskopischen Eigenschaft grofitenteils unabhéngig
sind. Zum Beispiel gilt die Zeitumkehrinvarianz nicht mehr. Die Gesetze der
Thermodynamik lassen sich ausgehend von den mikroskopischen Bewegungs-
gleichungen (klassisch bzw. quantenmechanisch) begriinden, unter anderem
auch die Irreversibilitédt. Es ist allerdings nicht nur unmdoglich, sondern auch
unsinnig, zur Beschreibung thermodynamischer Systeme die Bewegungsglei-
chungen von 10?* Teilchen zu l6sen. Am Ende kommt es nur auf gemittel-
te Groflen an, bei denen die Details der einzelnen Teilchen irrelevant sind.
Phé&nomene von komplexen Systemen benotigen zum Teil nur sehr wenig De-
tails der mikroskopischen Ebene. Es wére dhnlich abwegig, wenn ein Arzt zur
Behandlung einer Grippe mit Supercomputern die Schrédingergleichung fiir
den Patienten l16sen wiirde.

Wir werden sehen, dass in klassischen thermodynamischen Systemen von den
Newton’schen Bewegungsgleichungen nicht viel {ibrig bleibt und das makro-
skopische Verhalten sidhe sehr dhnlich aus, wenn die mikroskopischen Gesetze
andere wéren.

1.1 Einfache Modelle
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Um zu sehen, wie thermodynamisches Verhalten, wie Gleichgewichte und Ir-
reversibilitét, aus den Newtonschen Bewegungsgleichungen unter Beteiligung
makroskopisch vieler Teilchen entsteht, untersuchen wir einfache Modelle.

1.1.1 Ehrenfest-Modell (Dog Fleas)

Wir betrachten zunéchst ein (freies) Gas von N Atomen, die untereinander
iiber hard-core AbstoBung wechselwirken. Das Gas befinde sich in einem qua-
derférmigen Volumen V', das wir gedanklich durch eine senkrechte Wand in
zwei Teilquader mit V; und V5 teilen. Die Grenzflache zwischen den gedach-
ten Teilvolumina nennen wir A. Demnach ist die Ausdehnung senkrecht zur
Wand L; bzw. Ly. Diese Richtung definieren wir zur z-Achse.

Wir betrachten ein Atom in V; dessen Geschwindigkeit in x-Richtung v,
betragen moge. Um in V; einmal von der Wand A zur gegeniiberliegenden
Quaderwand und zuriick zu A zu fliegen benétigt es die Zeit Ty = 2L /v,.
Da wir nicht wissen wo es sich gerade auf der xz-Achse befindet, ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass es im Zeitfenster dt die gedachte Wand A iiberquert,
gegeben durch

dt vy L Avg

Pl=— = =
AP) = o = dis = dt

Nun befinden sich im Volumen V; zur Zeit ¢t insgesamt N; Atome mit einer
mittleren Geschwindigkeitskomponente v, in x-Richtung. Geméafl der Sum-
menregel ist somit die Wahrscheinlichkeit, dass in dt irgendein Atom die
Wand A iiberquert

szNl o thPIU:c

dP, = N,dP! = dt —
! 1 2, 2

Sie ist also proportional zur momentanen Dichte p; in V. Fiir die folgenden
Uberlegungen schreiben wir diese Wahrscheinlichkeit als

dP, = Ny dt .

Entsprechendes gilt natiirlich fiir V5. Wenn dt infinitesimal ist, wird es in dt
nicht gleichzeitig zwei Atome geben die A iiberqueren.
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Es gibt also in dt nur drei Moglichkeiten:

Prozess Wahrscheinlichkeit
1) Es fliegt ein Teilchen von Vj nach Vy: P, = dt\ N,
2) Es fliegt ein Teilchen von V5 nach V;: P, = dtA5 Ny
3) Kein Teilchen iiberquert die Trennwand: | P = 1 — dt(A; N1 + A2 N»)

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeiten P(Nl(t) = n) berechnen, dass sich
zur Zeit t, N7 Teilchen im Volumen V; befinden.

Wir ermitteln die gesuchte Wahrscheinlichkeit, indem wir eine Dgl in der Zeit
herleiten.

—

N
PN = m) =37 PV = m|ND =n) PV =n) . (L)

n=0

In dt gibt es die folgenden Moglichkeiten

P(N1(t+dt) — m|/\/1(t) =n) = Omp_1 MNAL + O i1 A2(N —n)dt
+ Omn[l — Andt — Xo(N — n)dt]
= Onmi1 Ar(m + 1)dt
+ Onm—1 A2[N — (m — 1)]dt
+ Omn[l — Aymdt — Ao(N —m)dt] .

Einsetzen in Gleichung (1.8)) [Seite [16] liefert

PN = ) = PIND = m) [1 = Aymdt — A\a(N — m)di]
PN =m +1) M(m+ 1D)dt + PN =m — 1) Mp(N = (m —1))dt

_|_

P

_|_

— PN =m) = P(N(t) m) (A2 — A)m — AaN)
N =m+1) M(m+1)+ PN =m —1) [N — (m—1)].

Uns interessiert hier nur die stationére Verteilung P(Nl(tﬁoo) = m), deren

Herleitung im Anhang ({A.1]) [Seite [190] zu finden ist. Die gesuchte stationére
Verteilung lautet
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STATIONARE VERTEILUNG DES EHRENFEST-MODELLS

o N n —-n
PN =n) = (n)qlfév

_Va
G =77

Das ist ein sehr interessantes Ergebnis. Es stellt sich eine Binomialvertei-
lung ein, als wenn die N Atome zufillig, mit apriori Wahrscheinlichkeiten
entsprechend der Teilvolumina, aufteilen wiirden.

Aus der bekannten Formel fiir die mittlere Zahl der Teilchen im Volumen V;
erhalten wir

MITTELWERTE UND DICHTEN IM GLEICHGEWICHT

NV,
(M) =Ngi = — =Vi p
P1L=pP2=2p
_Na. _N
pOZ_Va7 p_V'

Somit stellt sich im Gleichgewicht eine homogene Dichteverteilung ein. Im
stationédre Zustand, ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen V; in dt
verldsst P. = dtApjv,/2 = dtApv,/2 = P, genauso grof} wie die Wahr-
scheinlichkeit, dass eines hinzu kommt (Gleichgewicht!). Diese Situation nennt
man Detailed Balance. Im Gleichgewicht ist die Wahrscheinlichkeit, dass
in dt ein Teilchen die Seite wechselt (egal von wo nach wo) gegeben durch
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FLUKTUATIONSWAHRSCHEINLICHKEIT

N
dP = dt Apv, = dt L“"” . (1.2)

Ein weiteres wichtiges Ergebnis betrifft die relative Ungenauigkeit des Mit-
telwertes bei makroskopischen Systemen

RELATIVE UNGENAUIGKEIT DES MITTELWERTES

ANy q2 —12 .. 24
=,/ = 0(10 : fiir 10°*Atome .
<N1> @ N ( )

Das bedeutet, das makroskopische System strebt eine stationédrer Verteilung
an, bei der die Zustandsvariablen scharfe Werte annehmen. Der dritte
und wichtigste Punkt den wir anhand dieses Modells kennengelernt haben,
ist die Tatsache, dass im Gleichgewicht derjenige Zustand vorliegt, der die
groffte Wahrscheinlichkeit hat oder bei gleichen a-priori Wahrscheinlichkeiten
ist es der Zustand mit maximaler Zahl an Mikrozusténden.

Bei insgesamt N Teilchen ist die Zahl der Mikrozusténde durch den Binomi-
alfaktor gegeben. Das Maximum liegt bei N; = N/2. Das wére die mittlere
Teilchenzahl bei gleichen a-priori Wahrscheinlichkeiten g, = 1/2.

GLEICHGEWICHT

maximale Wahrscheinlichkeit der Mikrozustande
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Zeit bis zu signifikanten Abweichungen

Wir wollen uns nun {iberlegen, wie lange es dauert bis das System, das sich
bereits im Gleichgewicht befindet, wieder signifikant (AN; = r) hiervon ab-
weicht. Die mittlere kinetische Energie betrégt kg7, und damit ist die typi-
sche Geschwindigkeit 72 = 2kpT/m.

Bei Zimmertemperatur haben wir kT = 1.38 - 1072 - 300.J = 4.14 - 10724J.
Die Masse eines Protons ist m, = 1.67 - 107*"kg und die mittlere thermische
Geschwindigkeit fiir Atome mit der Massenzahl A ist dann

THERMISCHE GESCHWINDIGKEIT

\/2.4.14-10—21 m  2.23-10° m
Vg = —_— =
A-1.67-10727 sec VA sec

Das ist fiir Luftmolekiile mit A ~ 29 nahe der Schallgeschwindigkeit. Da wir
nur an der Gréflenordnung interessiert sind, betrachten wir den Spezialfall
Vi = V5 und behandeln nur Abweichungen, die noch immer so klein sind, dass
wéhrend des gesamten Zeitverlaufs, die Teilchen mit gleicher Wahrscheinlich-
keit, zwischen den Teilsystem hin und her wechseln.

Wir haben es also mit einem Random-Walk zu tun, bei dem mit der Wahr-
scheinlichkeit dP aus Gleichung Seite [9] ein Teilchen die Seite wechselt.
Das geschieht mit gleicher Wahrscheinlichkeit (P = 1/2) von links nach recht
oder umgekehrt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, das kein Ereignis stattfindet,
ist demnach ¢ =1 — dP.

Wir wollen nun berechnen, wie viele Schritte nétig sind, bis der Walker, der
bei AN = 0 startet, das erste mal entweder AN = r oder AN = —r erreicht
hat. Das ist dquivalent zu einem Random Walk, der auf den ganzen Zahlen
0,2,...,2r stattfindet. Er beginnt bei r und endet, sobald er das erste Mal die
Position 0 oder 27 erreicht hat. Eine sehr ausfiihrliche Behandlung solcher
Random Walks findet man im Buch von Wolfgang Woss, Denumerable
Markov Chains. Wir wollen uns hier mit der einfachsten Variante begniigen
und uns iiberlegen, wie lange es im Mittel dauert bis der Walker das erste Mal
eine der beiden Enden erreicht. In der Literatur heifit das Problem: random
walk /markov chain with absorbing walls.

Wir definieren hierzu die mittlere Laufzeit E,,, die besagt, wie lange es im
Mittel dauert, bis der Walker eine der beiden Grenzen das erste Mal erreicht.
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Es gibt zwei Randbedingungen
Eo=Ey =0, (1.3)

die gelten, da in beiden Féllen das Ziel bereits erreicht ist, und keine weiteren
Schritte nétig sind.
Wir betrachten den ersten Schritt:

e Mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — dP &ndert sich nichts, dann ist nach
dem ersten Schritt die mittlere Laufzeit immer noch E,,.

e Mit Wahrscheinlichkeit dP’ = % hiipft der Walker nach links und die
verbleibende mittlere Laufzeit ist E,,_;.

e Mit Wahrscheinlichkeit dP’ = % hiipft der Walker nach rechts und die
verbleibende mittlere Laufzeit ist F,, ;.

Als gilt

dP dP
En - (]. - dP)En + TEn_l + 7En+1 + 1 .
Die Terme in der eckigen Klammer geben an, wie lange die mittlere Laufzeit
nach dem ersten Schritt dauert. Hinzu kommt das Zeitinkrement fiir den
ersten Schritt. Diese Gleichung kann vereinfacht werden zu

1 1
(AP En) = 5(dP - Ep1) + 5(dP - Enya) + 1
=Dy,
= —2= Dn+1 +D,_1—2D, . (14)

Das ist die Gleichung, bei der die Wartezeiten eliminiert wurden, und in
jedem Zeitschritt ein Hiipfprozess stattfindet. Diese Differenzgleichung ent-
spricht der dikretisierten Form der Dgl

D"(z)=-2.
Die Losung hiervon lautet a + b x — 2. Wir zeigen, dass der Ansatz
D, =a+bn—n?
auch die Gleichung [Seite erfiillt

a+bn+1)—(n+1°+a+bn—1)—(n—1>-2(a+bn—n?
=—(n+1)*=(n—1)>+2n°
=—(n*+2n+1+n>-2n+1—2n°)

— 9
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Zur Erfiillung der Randbedingungen Gleichung ([1.3) [Seite [11] bendtigen wir
noch
a+b-0—-0*=0; = a=0
b-2r—(2r)*=0; = b=2r.

Damit ist die gesucht Anzahl der Schritte
Dn:r:bT_T2:2T2—T2:T2 .

Ein Random Walk benétigt als im Mittel 72 Schritte, um eine Distanz r
zuriickzulegen.
Wenn wir noch die Wartezeiten beriicksichtigen, erhalten wir

D, r? L,

ET:@_dthx'

Wir sehen, dass die Zahl der Schritte mit dt divergiert. Aber die mittlere Zeit
(t) := E,dt ist endlich

MITTLERE ZEIT FUR EINE FLUKTUATION AN =¢e¢N

(t) = e?N? L, &N L.V A sec
~ Nu,  223-103 m

Wir betrachten einen Liter Wasser (A = 18, L, = 10cm, N = 10?") und eine
relative Teilchenzahlfluktuation von = 107%. Dann erhalten wir
(t) = 10712.10%7- 10 - /18
B 2.23-10°
Ein Jahr hat a = 366 - 24 - 3600sec = 3.2 - 107sec, bzw 1sec = 3.16 - 10~%a,
und somit dauert es

sec =1.9-10Ysec .

() =1.9-3.2-10* a = 610a ,

bis eine Fluktuation auftritt. Wir wollen noch einmal betonen, dass wir die
dichte-abhéngige treibende Kraft in Richtung Gleichgewicht vernachléssigt
habenﬂ. Mit diesen Termen wiirde es noch ldnger dauern! Das heifit, wir
werden solche Fluktuationen nie beobachten. Das ist einer der Griinde fiir
die Stabilitdt und Universalitéit der thermischen Gleichgewichts.

! Anderungen AN, = +1 waren gleichwahrscheinlich.
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Mittlere Zeit bis zur stationiren Verteilung

Wir haben also gezeigt, dass ein makroskopisches System nicht mehr aus dem
Gleichgewicht herauskommt und dass Fluktuationen vernachlassigbar klein
sind.

Wir wollen nun noch iiberlegen, wie lange es dauert, bis der Gleichgewichtszu-
stand, ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand erreicht wird. Wenn
das auch so exorbitant lange dauert, gibe es eigentlich keine Gleichgewichts-
thermodynamik. Als Ausgangskonfiguration wéhlen wir diejenige, die am
weitesten vom Gleichgewicht entfernt ist, ndmlich alle Atome befinden sich
im Teilvolumen 1.

Ahnlich wie zuvor bei den Fluktuationen, bestimmen wir die mittlere Anzahl
der Schritte, die notig ist, um ausgehend vom Zustand N; = 0 das erste Mal
den Zustand N; = N/2 zu erreichen. Wir gehen davon aus, dass wir insgesamt
N Teilchen im System haben.

Wir definieren die mittlere Laufzeit F,,, die besagt, wie lange es im Mittel
dauert, bis die Verteilung von Ny = n zur Verteilung mit N; = N/2 gelangt.
Wir haben hier allerdings andere Randbedingungen

En:N/2 =0.
Wir betrachten wieder den ersten Schritt:

e Mit Wahrscheinlichkeit » = 1 — dP &ndert sich nichts, dann ist nach
dem ersten Schritt die mittlere Laufzeit immer noch E,,.

e Mit Wahrscheinlichkeit £ dP hiipft ein Teilchen von V; nach V3, d.h.
es befinden sich nun nur noch n — 1 Teilchen in V; und die mittlere
Laufzeit ist somit F,_;.

e Mit Wahrscheinlichkeit (1 — %) dP ein Teilchen zu N; hinzu und die
mittlere Laufzeit ist danach F,, ;.

Wir erhalten die Bilanz nach dem ersten Schritt

E,=|(1—-dP) E, +dP %En_l +dP(1- %)En+1 41

(dP E,) = +(dP Eyoa) + (1= 55)(dP Eypa) +1.

Wir fithren wieder D,, := dP FE,, ein und erhalten nun hierfiir

n n
D, = NDn—l + (1 - N)Dn-&-l +1. (15)
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D,, ist wieder die mittlere Laufzeit wenn dP = 1 (bzw. r = 0), jeder Schritt
also mit einem Hiipfprozess verbunden ist. Das Ergebnis wird im Anhang
(A.2)) [Seite [192] hergeleitet. Die Losung hierzu lautet

N
DO = Z IH(N)
LDy
Yy =dtEy, =
< > 0 Nu,
B L,N In(N) B L, In(N)
-~ 4Nv,  4dv,

MITTLERE ZEIT BIS ZUM GLEICHGEWICHT

ty In(N)
t) =
() = 20
Ly
fy =2
Vg

Die Grofle t, ist die Zeit, die ein Atom bei der mittleren thermischen Ge-
schwindigkeit v, benétigt, die Lénge L, des Volumen zuriickzulegen. Nehmen
wir wieder Wassermolekiile in einem Wiirfel mit der Kantenldnge L, = 10cm,
dann ist diese Zeit

1018

¢ = 553 705 S6¢ = 1.9-107 sec,

1.2 Modellbasierte Einfithrung in die
Statistische Physik

Wir wollen nun weitere Merkmale der Gleichgewichtsthermodynamik ken-
nenlernen. Dazu betrachten wir ein weiteres einfaches Modell, das hierzu
besonders geeignet ist. In einem Volumen der Grofle V' befinden sich N freie
klassische nicht wechselwirkende Teilchen. Das Volumen sei, so wie in Ab-
bildung dargestellt, gedanklich durch eine Trennwand A in zwei Kam-
mern V, und V,, aufgeteilt. Ein Mikrozustand besteht in der genauen Orts-
und Geschwindigkeitsangabe der einzelnen Teilchen. Zu Beginn seien die Ge-
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Abbildung 1.1: Schematiche Darstellung des Modellsystems.

schwindigkeiten zufllig verteilt. P| Hinzu kommt die Unkenntnis der exakten
Werte der Anfangsbedingungen. Obwohl die Bewegung der Teilchen den Ge-
setzen der Newton’schen Mechanik gehorcht, ist somit die Verteilung der Teil-
chen auf die Elementarvolumina zuféllig: kleine, fiir uns nicht wahrnehmbare
Anderungen in den Anfangsbedingungen, fithren zu signifikanten Anderungen
in den resultierenden Mikrozustédnden.

Wir wollen nun den Ortsraum in kleine Teilvolumina (Voxel) unterteilen.
Volumen V, hat M, solcher Voxel und V,, hat M,. In Summe gibt es M =
M, + M, Voxel. Wir wollen nun das Modell weiter vereinfachen. Die Dyna-
mik soll dazu fiithren, dass die Teilchen zu verschiedenen Zeiten stochastisch
auf die M Voxel verteilt werden und in jedem kann sich nur ein Teilchen
befinden (Also doch noch eine Art Hard-Core-Wechselwirkung). Wenn ein
Teilchen zuféllig mit konstanter Geschwindigkeit durch das Volumen V fliegt
ist die a priori Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem Elementarvolumen
anzutreffen, proportional zu seiner Gréfle. Der Einfachheit halber seien al-
le Volumina gleich grofl. Ein Mikrozustand besteht nun in der Angabe, in
welchen Voxeln sich die Teilchen befinden. Wir nehmen nun fiir unser Mo-
dell an, dass wir an einer makroskopischen Messgrofie interessiert sind, die
nur unterscheidet, wie viele Teilchen sich in den beiden Kammern V, und
V., befinden, weil dort z.B. unterschiedliche elektrische / magnetische Felder
vorliegen. Damit ist unser Modell definiert.

1.2.1 Isolierte Kammern

Wir betrachten zunéchst die beiden Kammern V,, und V, von einander iso-
liert, d.h. die Trennwand ist undurchdringlich. Wenn sich N, Teilchen im
Volumen V,, mit M, Voxeln befinden (v € {o,u}), dann ist die Zahl der

2Bei wechselwirkenden Teilchen ergibt sich das durch die Sté8e untereinander und mit
den Wanden.
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damit kompatiblen Mikrozusténde
Ly, = <M,,) _ M,! .
v N, (M, — N,)IN,!
Da sowohl M, als auch N, in thermodynamischen System makroskopisch

(Ordnung 10%* oder gréfier) sind, konnen wir getrost String Niherung In(N'!) ~
N1In(N) — N verwenden. Fiir die Binomialfaktoren heifit dass

In(Ly,n,) = M, In(M,) — M, — N, In(N,)) + N, (1.6)

— (M, — N,)In(M,, — N,) + M, — N,
= M, In(M,) — N,In(N,) — (M, — N,) In(M, = N,) . (1.7)
Nun gilt zusétzlich M, > N,,. Im klassischen Fall ist die Unterteilung sowieso
kiinstlich und die Voxelgrofle ist infinitesimal klein. Aber auch in quanteme-
chanischen Systemen ist die Voxelgrofe im Phasenraum sehr klein (sie ist

durch h3 gegeben), so dass wir von M, > N, ausgehen koénnen. Damit ver-
einfacht sich das Ergebnis weiter

N
In(Ly,m,) = M, In(M,)) — M, — N, In(N,)) — (M, — N,) {ln(Ml,) — ﬁy}
— M, n(M,) — N, n(N,) — M, In(M,) + N, ln(M,) + N, — Ny%
N, N,
=—-N,|1 “)—1 Y
n(yo) — 14

Der letzte Term ist proportional zu N/M und somit vernachldssighbar im
Vergleich zu den anderen Termen. Die apriori Wahrscheinlichkeit, dass ein
Teilchen im Volumen V,, landet ist

MV

M

Wir definieren zusétzlich die aposteriori Einzelwahrscheinlichkeit fiir das Vo-
lumen v als

gy =

P— NV
q, = N
Daraus folgt
S,(N,) :=In(Ly, 1) = —Ng, {m(%) - 1] (1.8)
N,
= —N, {m(m) — 1} (1.9)
N°:=¢'N . (1.10)

Die rechte Seite von Gleichung (1.8) [Seite[L6] bzw. Gleichung (L.9) [Seite[L6]

entspricht der relativen Entropie, die wir auch wieder in den Teilchenzahlen
ausgedriickt haben.
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1.2.2 Teilchenaustausch zwischen den beiden Teilen

Wir wollen nun die Trennwand A zwischen den Kammern herausnehmen, so
dass die Teilchen ungehindert die Kammern wechseln kénnen. Das ist ein
embryonales Modell fiir eine groflkanonische Gesamtheit. Die Gesamtzahl
der Teilchen ist dabei nach wie vor erhalten N = N, + N,. Die Zahl der
Mikrozustiande zu festem N, und N, lautet

F(No,Nu) = LNO7Nu|MD,Mu = LNO\MOLNH|MU )

da jeder Mikrozustand von Teilsystem V, mit jedem von V,, gepaart werden
kann. Wir kénnen nun die Gesamtzahl der Teilchen aber beliebig auf N,
verteilen, solange N = N, + N, erfiillt ist. Die Zahl der Mikrozustdnde des
Gesamtsystems I'(N) ist demnach

N
D(N) =" Lyt L, vo) .

No=0

Ny(N,) :=N—N, .
Wir betrachten zunéachst einen der Summanden und definieren

S12(Noy Nu) i=1n (Liv,ar, Lvnsy) = >, W(Lyypr) = Y Su(V,)
ve{u,o} ve{u,o}

(1.11)

Da die beteiligten Zahlen alle makroskopisch grof§ sind, kénnen wir die so-
genannte Sattelpunktsnédherung verwenden, die in Anhang [Seite
erlautert ist. Dazu entwickeln wir Sy (NO, Nu(No)) um sein Maximum in N,
bis zu quadratischer Ordnung in der Abweichung vom Maximum. Zunéchst
suchen wir das Maximum als Funktion von N,. Das Maximum bestimmen
wir wie iiblich aus der Nullstelle der Ableitung. Unter Beriicksichtigung von

—dl\s}g") = —1 erhalten wir
dS(No, Nu(No)) — OS(No, Nu(No)) — OS(No, Nu(No))
dN, B ON, ON,
No Nu !
= —1In (FS) —|—ln (@) =0 (112)

No Ny

NS NG
Daraus folgt zusammen mit der Bedingung N, + N, = N

N,=c-N?

N=) N,=cY» N\ =c-N

= c=1



18 KAPITEL 1. EINLEITUNG

bzw.

M, :>N,,_N
M’ M, M

N,=N’=N

Das heifit, die Gleichgewichtskonfiguration entspricht dem Fall gleicher Dich-
te in beiden Kammern. Gleichzeitig erkennen wir, dass

9So(No, Ny)  9S,(N,, Ny)
ON, N ON,,

9S(No,Ny)
ONy

sagt, dass sich, bei Anderung der Teilchenzahl um dN, die Entropie um jid N
andert und dies ist identisch auf beiden Seiten. Die Grofle fi ist proportional
zum chemischen Potential. Als Resultat erhalten wir, dass sich gleiche Dich-
ten in beiden Kammern einstellen, wenn sich das System im Makrozustand
mit den meisten Mikrozustédnden befindet.

Wir machen nun mit der Sattelpunktsnidherung weiter. Dazu benotigen wir

noch die zweite Ableitung von .S an der Stelle des Maximums. Wir verwenden
hierfiir die erste Ableitung aus Gleichung (|1.12)) [Seite

ES(No Nu(N)) _ d (N (N
N2 —an,\ A\ e ) TR Vo

NS AN NG AV
~onN, "\ ) Tan, T\ )\ an,

11 N,+N, N
NO Nu NoNu N NONU

Der Ausdruck ji := ist offenbar eine Gleichgewichtsgréfie. Sie be-

Wir benétigen diese Ableitung an der Stelle des Maximums N, = N?. Damit
liefert die Sattelpunktsndherung der Summanden

N
“2NONO

(No - Ng)2
LNOIMOLNu‘Mu - LNg‘MOLNS‘M“ €

Die relative Unsicherheit in der makroskopischen Grofie N, ist demnach

_on,  [2eNONQ 27N 1
TN TN T\ NN N

Die relative Unsicherheit ist fiir makroskopische Systeme wieder kleiner als
107!, Das bedeutet von allen Summanden tragen nur sehr wenige in der
Nachbarschaft des wahrscheinlichsten Wertes von N, bei. Wir fithren nun die
Summe in der Sattelpunktsndherung durch. Dazu wandeln wir die Summe in




1.2. MODELLBASIERTE EINFUHRUNG 19

ein Integral um, da die Inkremente von 1 bei makroskopischen N, infinite-
simal klein werden. Da der Integrand extrem scharf gepeakt ist, konnen wir
das Integral auch iiber die gesamte reelle Achse erstrecken.

DY) = Logus g, | € an,

—0o0

= Lyoim, Lo, vV 2mqdqS/N .

Damit ist die Entropie des Gesamtsystems

In()

S(N) =0 (T(N)) = $1(ND) + So(N9) + 3 In2maled) —

o

Da S, proportional zu N ist, sind die letzten beiden Terme von der Ordnung
% und somit vernachlissigbar in makroskopischen Systemen. Es gilt also

S(N) := Sy(N?) + S, (N?) .

Das ist die Extensivitit der Entropie.
Weiter gilt
dS(N) dSO(NO)’ dN? N dSu(Nu)| dN?
dN ~  dN, "NeNan TN, MeeMigN
=fiqo+ gy =/

Damit sehen wir, dass die Definition konsistent ist. Das chemische Poten-
tial des Gesamtsystems ist identisch mit dem der beiden Teilsysteme. Wir
berechnen nun hiermit, wie eingangs erwahnt, als makroskopische Modell-
Messgrofie z.B. die Energie, die im Volumen V, den Wert E, und in V,, den
Wert Null haben soll (Energienullpunkt!). Damit ist die Energie E = E,N,,.
Wenn wir die Energie in Einheiten von FE, angeben. Dann ist die mittlere
Energie (E) = (N,) und die Varianz ist die von N,. Somit ist die makrosko-
pische Grofle mit einer relativen Genauigkeit von 1/ VN festgelegt.

Ein wichtiges Ergebnis der hier durchgefithrten Uberlegungen ist auch, dass
sich wieder mit vernachldssigbar kleinen Unsicherheiten derjenige Makro-
zustand einstellt (die Summe dominiert), der die grofite Zahl an Mikro-
zustdnden aufweist.

1.2.3 Thermisches Gleichgewicht (Energieaustausch)

Wir wollen nun das Modell so erweitern, dass wir damit untersuchen kénnen,
was passiert, wenn zwei zuvor isolierte Systeme ¥ und £® in thermischen
Kontakt gebracht werden.
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5(1) 5@
M NM (M) @ N@ v
E N () N@ @)
o o’ o o’ o
---------- <-E-—> fp---------
E N () N@ 2
u u’ u u’ u

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung des Modellsystems.

Das System X habe das Volumen

und die Teilchenzahl
NO = NO L NO

Diese Werte sollen beim thermischen Kontakt, den wir nun zwischen den
beiden System herstellen, erhalten bleiben. Das gilt nicht fiir die Energien
E®M und E® | die die beiden Systeme vor dem Kontakt besitzen. Diese Ener-
gien miissen nicht unbedingt den Werten entsprechen, die bei den isolierten
Systemen jeweils den maximalen Zahlen an Mikrozusténden entsprechen, da
wir die Systeme experimentell passend préaparieren. Da die beiden Systeme
zunéchst isoliert sind, behalten sie dann auch ihre Energie bei.

Nun bringen wir beide Systeme in Kontakt, so dass sie Energie austauschen
konnen. Wie gesagt, bleiben die Teilchenzahlen und Volumina der beiden Sy-
steme hierbei unverindert. Allerdings koénnen sich die Energien E® #ndern.
Jedoch soll auch das neue Gesamtsystem gegeniiber dem Rest der Welt iso-
liert sein, so dass die Gesamtenergie erhalten bleibt

E=EW + E®@)

Dieser Energieaustausch wird dadurch erreicht, dass sich innerhalb der beiden
Systeme die Aufteilung der Teilchenzahlen auf der beiden Kammern éindernﬂ

3Wir werden sehen, dass wieder der Makrozustand mit maximaler Anzahl von Mikro-
zustdnden (maximale Wahrscheinlichkeit) realisiert werden wird.
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Das heifit, die Teilchenzahlen in den Kammern ngi) sind nun variabel, jedoch
unter den Nebenbedingungen:

NGO = NO 4 NGO . fiir i = 1,2 . (1.13)

Die Volumina der Kammern sind jedoch fix. Die Teilchenzahlen der Teilvolu-
mina von vorher N, gehen iiber in die bedingten Teilchenzahlen N, ; fiir die
beiden System £(). Die Gesamtteilchenzahl N des Einzelsystems wird nun
zur Teilchenzahlen N* des Systems 1.

Uns interessiert nun die Zahl der Mikrozustinde des Gesamtsystems zum
Makrozustand (Zustandvariable) N, = NV + NS Wir bestimmen die Zahl
der Mikrozustdnde mithilfe der Marginalisierungsregel

No
D(N,) = > T(NM) T(NA(NM)) (1.14)
N =0
NONWDY .= N, - NV

Wir vereinfachen zunéchst die Summanden auf dhnliche Weise mit der Sat-
telpunktsnidherung, wie wir es fiir ein einzelnes System getan haben, und

verwenden hierzu Gleichung (|1.11)) [Seite

S:=1n (r(zvzs”) r<N£2><N§”>> = Z In (D(NG?))

>SS

Man beachte, dass fiir die Teilchenzahlargumente die Zwangsbedingungen
Gleichung ((1.13) [Seite zu erfiillen sind. Fiir die einzelnen Summanden
verwenden wir nun Gleichung (1.9) [Seite und erhalten

S:Zz- {— > Ny>[1n(N]§i))—1]} (1.15)

ve{o,u} .
S
= Si(NJY, NID(NE)) + S (NP, NP (NSP)) - (1.16)
mit:  NO(ND)=NO — NI (1.17)

Wir stellen zunéchst fest, dass S = S (N,gl) ,Nl(tl), N£2), Ng)) eine Funktion
der Teilchenzahlen fiir die vier Kammern ist. Allerdings ist nur eine dieser
Teilchenzahlen frei wahlbar, alle anderen sind durch die Zwangsbedingungen
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davon abhéngig
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NV 4+ N® =N, = N® =N, — NV (Energicerhaltung)
N® + N = N®  (Teilchenzahlerhaltung) =
Nél) N® _ N(Si)
Nz(f) N® _ N(2) N® _ N+ Nél)
N = NO _N@ = NO _ N® L N, - ND |
Somit ist NV die einzige unabhéngige Variable. Wir fassen das Ergebnis
zusammen

TEICHENZAHLEN

: N,, NO NO®
: N(Sl)
abhéngige Variable :

N® =N, - N

vorgegebene Variable

unabhéngige Variable

Nzgl) =NO _NO® 4 N — Nél)
N2 = N = Ny o+ N (1.18)
AN
IND -1
No
dNS?
aNg
AN
T 1.

Wir suchen wieder den Wert der unabhéngigen Zustandsvariablen (Nél)) fiir

den die Zahl der Mikrozusténde (also §) maximal wird. Dazu benotigen wir
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die Nullstelle der Ableitung von & nach N

ds dS  4s®  4s  4s® gn®?

ANSY T ant - dANSY g * AN an
——

-1

(1.19)

dS™ dS®)
T AN gN®

=0 (1.20)

Damit haben wir eine neue Gleichgewichtsgréfie, die in beiden Systemen den-
selben Wert annimmt. Wenn wir beriicksichtigen, dass die Energie im System
YO durch E® = EON(gi) gegeben ist, wobei E, die vorgegebene Energieein-
heit ist, dann gilt im Gleichgewicht (dort wo die Zahl der Mikrozustdnde
maximal ist)

THERMISCHES GLEICHGEWICHT UND TEMPERATUR

dSW  ds® 1
dEM — dE® T kgT

(1.21)

Diese Formel entspricht auch gleichzeitig die statistische Definition der Tem-
peratur. Wir formen die Ableitungen in Gleichung ([1.20)) [Seite weiter

ui

ds®  dsO(NS NS(NSY)
ANS AN
aS8®» 980 N
= ~ + - -
ONS  aN{ Ny
——

-1

oS oS
“oND  aND
[T15) dS® N[Si) Nl(f)

N = _ln(—NS”)) Hn(—NS“)) . (1.22)
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Barometrische Hohenformel

Wir {iberzeugen uns, dass die so eingefiihrte Temperatur richtige Eigenschaf-
ten hat. Zum einen gilt

E,  dS® dSO(NY NN
kgT ~ ~ °dE® AN
(4) (4)
T22) No Ny
= _ln(Ng(i)) +ln(N0())
OO\ D)
Ngl)Ng(l)
Wir haben also
NJOND R,
In (N(i)NO(z‘)) T BE, . (1.23)

Darin erkennen wir die barometrische Hohenformel. Bei gleicher apriori Wahr-
scheinlichkeit, also No® = NY®  gilt namlich

N( i)
In ( ) bE,
N
N(l) B,
= O' — ¢ kBT — e*ﬁ(EofEu)
N

NGO = ¢6) =88

Die Normierung geméafl der Gesamtzahl liefert

NG = $TND = ¢ 7 o8

(@)
No - NY
v e_ﬂEo + e_ﬂEu

Richtung des Energietransfers

Diese Modelliiberlegungen zeigen auch, in welche Richtung beim thermischen
Kontakt Energie flieit. Hierzu betrachten er elnmal einen Anfangszustand,
der durch die Besetzungszahlen N:D und Ni® charakterisiert ist. Die Tem-
peraturen der beiden zunichst getrennten Systeme sind gemé&f der Definition

in Gleichung ([1.21)) [Seite
E, Ng(i)N;(i)
kpT*® - (N:(i)Ng(i))
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Man beachte, dass die Temperaturen zu Beginn unterschiedlich sind. Nach
dem thermischen Kontakt ist die Temperatur des Gesamtsystems im thermi-
schen Gleichgewicht

Eo Ng(i)qu)
—— =1In ( . . ) : gilt fiir beide ¢ gleichermaflen!
BT~ NN
No"‘(i) N1EZ) Ng(i)qu(i)
=In , +In . .
(N(Sz) N;Lk(z)) . (N*(z) Ng(z))l

EO/];;T*(Z')
E, ( 1 1 ) (N:(i)ngi)) | (N:(i)(N(i) _ N(gi)))
—_— |\ = — —= = MN|\————=) =111 - -
E\T T*() N(SZ)N;‘(Z) NO(Z)(N(i) _ N:(Z))

Wenn vor dem Kontakt die Temperatur im System X*) hoher war als die
Endtemperatur, dann ist die linke Seite positiv und die rechte Seite liefert
dann

No*(i)(N(i) _ N(Si)) > No(i)(N(i) _ No*(i))
(1) (1)
No*(l)N(l) — NO*(Z)NO(Z) > NO(Z)N(Z) — Nél)N;(Z)
N:(i)N(i) > N(gi)N(i)

N:®D > NO

Das bedeutet, dass nach dem Kontakt die Energie in £® abnimmt, wenn
seine Temperatur vor dem Konatkt héher war als die Endtemperatur.

Additivitiat der Entropie

Wir hatten bisher nur den maximalen Beitrag zur Summe in Gleichung
[Seite berechnet. Wir fahren nun mit der Sattelpunktsnédherung fort. Dazu
bendétigen wir noch die zweite Ableitung am Maximum. Wir formen zunéchst
die erste Ableitung, die wir in Gleichung [Seite berechnet haben,
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welter um

ds  dSW  dS®
AN T gND N ®@

(1) (1) (2) (2)
ﬁ?_(ln(_No ot () (Yo (e ))

Ng(l) Ng(l) Ng(z) NS(Z)
&S d NS NS N N
(N = TN ( n (W) —In (W) —In (W) +In (W))

1 1 1 1
TN TN TN TN

=1 aus

. . (1) (2) (2)
Die Vorzeichenwechsel stammen von dN?l) = N = — 1, %

av®d — 77 aNg T
Gleichung [Seite [22].
Wir kénnen nun die Summe in Gleichung [Seite wieder in ein
Gauflintegral umwandeln und erhalten schlieflich wieder die Additivitéit der
Entropie

S=5W 483

Die Korrekturterme sind wieder von der Ordnung O(In(NV)). Das heifit, der
relative Fehler ist, wenn man die Korrekturterme weglésst, ist von der Ord-
nung O(In(N)/N) und verschwindet im thermodynamischen Limes.

Konsistenz der Temperaturdefinition

Ausgehend hiervon wollen wir noch {iberpriifen, ob die Temperaturdefinition
auch fiir das Gesamtsystem zu einem konsistenten Ergebnis fiihrt.

E, as

kpTyes dN,

In Gleichung (|1.18)) [Seite [22] hatten wir gefunden

N® =N, - N

o

AN AN

dN, dN,

(1.24)

Die Abhéngigkeit von N, kommt explizit in N und N vor und aber
auch implizit {iber das optimale Nél), das natiirlich eine Funktion von NN, ist.
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Damit haben wir

E,  dSONY, NP(N)) N dSA(NS, NP (NSP)Y)

knTyes dn, dN,,
dS(l)(Nél) N(l)(N(l))) dN(l) d8(2)(N(2) N(z)(N(Q))) dN(z)
— 9 u o o + [0 9 u o o
(1) dN, (2) dN,
N ] N AN,
Eo Eo 2%, v
kT kpT(2) = 1_ﬁ
_ ( E, E, )dNé” LB
kgT®  kgT® ) dN, kgT® -

Nun ist gilt aber im Gleichgewicht 70 = T = T und somit haben in der
Tat ein konsistentes Ergebnis

Tyeo =T .

1.2.4 Entropie

Wir haben bisher fiir die Entropie den Ausdruck & = In(I"), also den Loga-
rithmus der Zahl der Mikrozustdnde. Wie héingt das eigentlich mit der De-
finition zusammen, die wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie kennen gelernt
haben? Sei p; die Wahrscheinlichkeit des [-ten Mikrozustandes. Die Entropie,
die wir in der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet haben, lautete

r
S = —Zpl In(py) .
=1

Das MaxEnt-Prinzip besagt, dass wir diese Entropie maximieren unter Ein-
haltung der Nebenbedingungen. Wenn aufler der Normierung keine Neben-
bedingungen gegeben ist, dann ist die MaxEnt Losung p; = 1/I". Wenn wir
das in die Entropie einsetzen erhalten wir

SME:_i

In(2)

=In(l) =S8

==

Die Entropie als Mafl der Unkenntnis oder Unordnung ist nur bis auf ei-
ne Proportionalitdtskonstante definiert, die keinen Einfluss auf MaxEnt hat.
Nach Boltzmann definiert man in der Thermodynamik die Entropie als

S :=kgn(l).
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ENTROPIE

Die Boltzmann-Entropie entspricht dem Maximalwert der Entropie aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Zunahme der Entropie

Die Entropie nimmt zu, wenn man zwei zuvor getrennte Systeme in Kontakt
bringt, da zuvor mehr Zwangsbedingungen vorliegen als nachher. Z.B. ther-
mischer Kontakt. Vorher sind N und N individuell vorgegeben. Damit
ist die Zahl der Mikrozustéinde des Gesamtsystems, das Produkt aus beiden
Zahlen zu festen NS und N{?. Nachher ist nur die Summe vorgegeben und es
wird iiber alle NV summiert. Hierbei ist der vorherige Wert nur ein Beitrag
zur Summe iiber positive Gréfen. Damit nimmt die Zahl der Mikrozustéande
und auch der Entropie zu.

1.3 Verschiedene Mittelungen

Man beobachtet experimentell, dass im thermodynamischen Limes, das heif3t,
wenn sehr viele (typischerweise N > 10%*) Teilchen beteiligt sind, und man
zeitlich und raumlich nicht zu sehr auflost, makroskopische Messgrofen(] zei-
tunabhéngig sind. Weiters findet man, dass solche Messgrofien nur von we-
nigen Zustandsgrofen (Temperatur, Druck, Volumen, Dichte, ...) abhéngen
und reversibel sind. Das soll heiflen, egal welche Werte die Zustandsgréfien
vorher hatten, sobald diese Werte eingestellt sind, hat die Messgrofie immer
denselben Wert.

Wir wollen nun versuchen, dieses Verhalten mikroskopisch zu verstehen.

1.3.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichung

Dazu benétigen wir zunéchst einige Details der Hamiltonschen Bewegungs-
gleihungen aus der analytischen Mechanik. Aus der analytischen Mechanik
wissen wir, dass die Trajektorie eines Teilchens im Hamiltonformalismus
durch die Zeitabhingigkeit einer generalisierten Koordinate x(¢) und dem
zugehorigen generalisierten (kanonischen) Impuls p(t) = g—'g gegeben ist.

Wir betrachten nun den Phasenraum fiir NV Teilchen. Bei einem d-dimensionalen
Ortsraumes ist der Phasenraum fiir N Teilchen 2d N-dimensional. Die Ko-
ordinaten eines Punktes in diesem Phasenraum seien so definiert, dass in

4das impliziert natiirlich rdumliche Mittelung
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einem Vektor zunéchst die d Komponenten des ersten Teilchens, dann die
des zweite Teilchens bis hin zu denen des N-ten Teilchens angefiihrt werden.
Anschlieflend werden die Komponenten des Impulses eingetragen

™= <x17$27"'71:N7p17p27"'7p/\/> (125)
N:=N-d. (1.26)

Die Hamilton’schen Gleichungen ergeben dann

dx, OH

& = 5, (1.27)
dp,  OH ..

i on fir v e {1,...N} (1.28)

Wir kénnen nun auch einen 2d N-dimensionalen Nabla Operator definieren

als
(0 0 o 0 0 0
Zwei wichtige Bemerkungen:

° ist eine gewohnliche DGL erster Ordnung. Angabe des Anfangs-
wertes (Punkt im Phasenraum) legt eindeutig fest wie es mit der Tra-
jektorie weitergeht. Das heifit insbesondere, dass sich Trajektorien nicht
schneiden konnen!! Sie konnen aber geschlossene Bahnen bilden.

e Die Trajektorie hdngt natiirlich zu einem spéteren Zeitpunkt davon ab,
wo sie begonnen hat. Die Anderungsraten ‘fi—’; héngen jedoch davon nicht
ab, sondern nur von der momentanen Position (wie ein Markovprozess).

In sind auf der rechten Seite Impuls und Koordinate in den Ablei-
tungen im Gegensatz zur linken Seite vertauscht. Deshalb fithren wir eine
2dN-dimensionale Matrix T ein, die diese Vertauschung an V, durchfiihrt,
das soll heiflen, wir wollen erreichen

d
LTV, H
dtw \V4

Dann hat die Matrix eine 2 x 2 Block Gestalt, wobei die 4 Blocke jeweils
dN x dN Matrizen sind
0 1
(0.

Die Matrix T hat die besondere Eigenschaft, dass sie, wenn man sie auf
einen 2N -dimensionalen Vektor anwendet, einen dazu orthogonalen Vektor
konstruiert. Das heifit: 2Tz = 0.
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1.3.2 Zeitmittel

Wir betrachten nun die Bewegung eines Phasenraumpunktes. Zu einem An-
fangszeitpunkt ¢ = 0 befinde sich das System im Phasenraum am Punkt
m(t = 0). Geméafl der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen bewegt sich
der Phasenraumpunkt und befindet zur Zeit ¢ bei 7(t). Eine Messgrofie
F, die nicht explizit von der Zeit abhéngen soll, hat zur Zeit ¢ dann den
Wert F(7(t)). Dass experimentell keine Zeitabhingigkeit bei makroskopi-
schen Messgroflen beobachtet wird, bedeutet, dass immer iiber ein endliches
Volumen im Ortsraum gemittelt wird. Denn wenn wir ganz genau hinschau-
en, sehen wir natiirlich die einzelnen Atome und deren Zeitverhalten. Die-
se Mittelung ist in der makroskopischen Messgrofie F'(m) bereits inkludiert.
Trotzdem wiirde man immer noch kein stationédres Verhalten erwarten. Das
kann nur vorliegen,wenn man auch zeitlich mittelt. Das heiflt, was man in
“thermodynamischen” Experimenten beobachtet ist ein Zeitmittel

F(t) = 1/OtF(w(lt’))dt’ = %/OtF(w(t’)) </5(7r—7r(t')) dQNw) dt’

.

Damit haben wir das Zeitmittel in die iibliche Form des Mittelwerte einer
Funktion iiber dem Phasenraum, gebracht.

ZEITMITTEL

F°(t) = /F(?T)pz(ﬂ',t)dﬂ'

o2 (. t) = (% /0t5(7r () dt’)

Das so definierte Zeitmittel entspricht der Mittelung von F'(7) mit einer
Wahrscheinlichkeitsdichte p?(m,t), die angibt, wie grof§ die Wahrscheinlich-
keit ist, im Volumen dm um den Punkt 7 im Phasenraum im Zeitfenster
(0,t) die Trajektorie anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte ist gleich-
bedeutend mit der mittleren Zeit, die die Phasenraumtrajektorie insgesamt
im Volumen dm bei m verbringt. Die experimentelle Beobachtung, das im
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thermischen Gleichgewicht makroskopische Messgrofien stationédr sind, be-
deutet, dass p?(m,t) nicht von ¢ abhingt. Das setzt wiederum voraus, dass
die Messdauer lang genug ist.

1.3.3 Scharmittelung

Es gibt noch eine andere Moglichkeit eine Mittelung einzufiihren, die so-
genannte Scharmittelung. Da man den Anfangszustand nicht genau kennt,
kann man diese Situation auch durch viele Punkte im Phasenraum (En-
semble) beschreiben, die sich jeder fiir sich nach den Hamilton’schen Be-
wegungsgleichungen zeitlich entwickeln und keine Wechselwirkung unterein-
ander spiiren. Die Trajektorie des n-ten Punktes des Ensembles sei 7" (t).
Der Schar-(Ensemble-)Mittelwert ist dann

:/ P() (%Z(s(w—wn@)) dr

Damit haben wir das Ergebnis fiir das Scharmittel

SCHARMITTEL

Dieser Ausdruck ist formal derselbe wie beim Zeitmittel nur hat die Dichte ei-
ne vollig andere Bedeutung. Nun ist es die Wahrscheinlichkeitsdichte p®(, 1),
zur Zeit ¢t Ensemblemitglieder im Volumen dm bei 7 anzutreffen. Wenn die
Zahl der Ensemblepunkte gegen unendlich geht, erhédlt man so etwas wie ei-
ne Massendichte, die wir in der Fluidmechanik kennengelernt haben. Fiir die
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diese Dichte kénnen wir eine Bewegungsgleichung herleiten

% S(r,t) = %% ;5(7 —(t) = —% ;Vﬁé(w —7"(t)) 7" (¢)

Wegen der Delta-Funktion konnen wir im letzten Argument 7" (¢) = 7 wéhlen
und erhalten

% S(m,t) = — ; V.0(m —x"(t)) TV H(n)
= -V, (N ; §(m — w”(t))) TV . H(r)

LIOUVILLEGLEICHUNG

% S(m,t) = —(Vﬂps(ﬁ,t)) 7(m,t) . (1.29)

1.3.4 Wahrscheinlichkeitstheoretische Herleitung

1.3.5 Informationstheoretischer Zugang

Wir kénnen aber auch so argumentieren. Da der Anfangszustand gar nicht
genau bekannt ist und auch nicht sein kann (wegen N > 10?*), miissen wir
ihn durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(m,t = 0) = p(7(t = 0) = 7) be-
schreiben. Die Wahrscheinlichkeitsdichte zum Zeitpunkt ¢ ist dann p(m,t) :=
p(m(t) = 7). Geméf der Regeln der Wahrscheinlichkeitstheorie (Marginali-
sierungsregel) gilt fiir die Zeit ¢ > 0

p(r(t) = ) = / p((t) = 7'|7(0) = 70) po(mo) dro
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Wenn wir aber die Anfangsbedingung my kennen, dann ist iiber die Hami-
lon’schen Bewegungsgleichungen der Phasenraumpunkt zur Zeit ¢ eindeutig
festgelegt, d.h.

p(m(t) = 7'|7(0) = mp) = 6(7" — m(t|m)) -

Hierbei ist 7(t|my) der Phasenraumpunkt der Trajektorie zur Zeit ¢, die zur
Zeit t = 0 bei my beginnt.
Wir wollen nun die Schreibweise etwas umformulieren. Wir definieren

p(r' t) = p(m = 7' |mg = mp) .

Das ist so etwas wie die Massendichte in der Fluidmechanik. Da Trajekto-
rien nicht verlorengehen oder aus dem Nichts entstehen kénnen, muss auch
hier die Kontinuitétsgleichung gelten. Wir wollen uns davon aber explizit
iiberzeugen.

Op(n',t)
p s /— o(r" — m(t|mo)) polmo) dmo

_/Z or' o(m" — 7 (t|mo)) 7;(t|mo) po(mo) do

—/Vﬂ/ o(r" — 7w (t|mo)) 7(t|mo) po(mo) dmo -

Nun ist aber die Anderungsrate (1.27)) , wie bereits besprochen, nur abhéingig
vom jeweiligen Punkt 7(¢) aber nicht vom Anfangspunkt. Wir haben deshalb

w _ _<vw, / 5(x' — 7(t|mo)) po(mo) dwo) (1)

= (Vo ptat0)) i

PO (9o o)) (a0

Damit haben wir formal dasselbe Ergebnis wie bei der Ensemblemittelung in
Gleichung [Seite [32].

Das heift, der Zugang iiber das artifizielle Ensemble und der Zu-
gang iiber die Wahrscheinlichkeitstheorie sind formal identisch.
Wir verwenden deshalb im folgenden nur noch das Symbol p fiir die Dichte.
Da pim = j die Stromdichte ist, ist das die Kontinuitdtsgleichung, allerdings
bereits in einer speziellen Form, da die Ableitung nur auf die Dichte wirkt und
nicht auf das Geschwindigkeitsfeld u = 7 (7', t). Da die Kontinuitéitsgleichung

0=
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wegen der Erhaltung der Trajektorien gelten muss, ist u offensichtlich diver-
genzfrei. Das wollen wir noch unter Ausnutzung von ({1.27)) zeigen

V, ilmt) =V IV.H =0, (1.30)

da 2Tz = 0 fiir jeden Vektor. Also ist p inkompressibel. Das bedeutet, dass
sich die Dichte entlang einer Trajektorie nicht dndert. Um das noch einmal
zu verifizieren benotigen wir die Eulersche Ableitung

d 0 :

L om(t),t) = L plrt) + Vap(m, ) 0.
dt ot

Das besagt, dass die Dichte am Ort 7(t), der geméfl der Bewegungsgleichung

zur Zeit t angenommen wird, nicht von der Zeit abhéngt. Das bedeutet im

Klartext,

Die Dichte p ist entlang einer Trajektorie konstant!

Die Kontinuitétsgleichung ist eine Folge der Erhaltung der Zahl der Trajek-
torien. Die Inkompressibilidt folgt jedoch zusétzlich aus der Hamilton’schen

Bewegungsgleichung (siehe (|1.30))).

1.3.6 Ergodenhypose/-theorem

Man kann unter bestimmten Voraussetzungen zeigen, dass eine Trajektorie
eines isolierten Systems im Laufe der Zeit jedem Punkt auf der Hyperfliche
konstanter Energie im Phasenraum beliebig nahe kommt.

Das Ergodentheorem besagt fiir ein isoliertes System, dass eine Trajek-
torie, die an einem beliebigen Anfangspunkt my beginnt, irgendwann jedem
anderen Punkt beliebig nahe kommt. Die Menge der Punkte, die so nicht
erreicht werden, hat das MaB Null. [] Wir wissen zudem aus der Liouville-
Gleichung, dass die Dichte p entlang der Trajektorie konstant ist. Da die
Trajektorie zudem jedem Punkt beliebig nahe kommt, heiflt das, dass die
Dichte auf der Hyperfliche fester Energie konstant ist. Allerdings wird diese
Normierungskonstante von der Energie abhéngen.

p(1) = —— fiir alle 7 auf der Hyperfliche (1.31)

5Man beachte, dass sich Trajektorien nicht schneiden kénnen. Hiebei spielen Integrale
der Bewegung eine wichtige Rolle
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wobei Z(FE) der Inhalt der Hyperflache zur Energie ist

2(E) = / in = /5(1{(@ _ B)dr .
H(m)=F
Diese Gréfle wird auch Zustandsdichte oder Strukturfunktion genannt.
Sie hat die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitdichte fiir Zustédnde mit der
Energie E. In vielen Féllen ist es etwas einfacher, die zugehoriger Vertei-
lungsfunktion, also das Integral bis zu einer Grenze E zu berechnen

F(E) = /E Z(E"dE' .

—00

1.3.7 Stationaritat

Nun hatten wir gesagt, dass sich im thermischen Gleichgewicht ein stati-
onérer Zustand einstellen wird, der dadurch gekennzeichnet ist, das p(,t) = p(m).
Es wird bei reversiblen Prozessen immer beobachtet, dass dieses Gleichge-
wicht reproduzierbar und unabhéngig von Ausgangspunkt ist. Wie kann man
mikroskopisch verstehen, dass das so ist? Hier kommt etwas hinzu, was an
der sehr groflen Zahl der beteiligten Teilchen liegt und nicht primér an der
Dynamik.

Es gibt nun zwei Griinde warum, bzw. wann die Dichte stationir wird. Nach
den obigen Uberlegungen ist pg(7) = 1/Z(E), fiir alle Phasenraumpunkte auf
der Energie-Hyperfliche FE. Das kann man aber auch eleganter formulieren
als

p(m) = p(H(7)) .
Die Dichte ist eine Funktion der Hamiltonfunktion und somit automatisch

konstant auf der Energie-Hyperfliche. Daraus ergibt sich automatisch die
Stationaritit von p(m,t). Dazu formen wir Gleichung (1.29) [Seite [32] um

% __ (vﬂ/ p(7r’,t)> (1)

__ <v,r, p(ﬂ’,i)) TV, H(x)

=—{p,H}; (Poissonklammer)

Wenn p(m,t) nur iiber H von 7 abhéngt, d.h. p = p(H(7),t), dann ist die
Poissonklammer Null:

(9.1} = (o pla'.0)) TYH()

_ %(W H) T(VWH(W’)) —0.
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Der letzte Schritt folgt wieder wegen Tz = 0. Damit haben wir also tatsichliche
eine stationdre Dichte.



Kapitel 2

Klassische Statistische Physik

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Was ist ein thermodynamisches System

Die Thermodynamik ist eine eigenstindige phénomenologische Theorie,
die von einigen fundamentalen Postulaten (Hauptsidtzen) ausgeht, die ex-
perimentell als gesichert angesehen werden konnen. In thermodynamischen
Systemen werden Phénomene und physikalische Verhalten beobachtet, die
erst durch das Zusammenspiel von sehr vielen Teilchen entstehen.

Dennoch bestehen thermodynamische Systeme aus bekannten Bestandteilen
(Atome, Molekiile, Cluster, . . . ), deren mikroskopisches Verhalten den Geset-
zen der analytischen bzw. Quantenmechanik geniigen sollte. In der Statisti-
schen Mechanik werden die Postulate und Gesetzméfigkeiten der Thermo-
dynamik aus den dynamischen Verhalten der Bestandteile hergeleitet. Da wir
es in thermodynamischen System typischerweise mit 10?4 oder mehr Teilchen
zu tun haben, entstehen Phdnomene, die den Einzelteilchen nicht anzusehen
sind.

Das Ganze ist mehr als die Summe der Teile!

Es wird aber dennoch nicht darauf hinauslaufen, dass man jemals die ge-
koppelten Bewegungsgleichung der einzelnen Bestandteile l6sen muss, was
ohnehin auch numerisch nicht moglich ist. Wir werden vielmehr von den
mikroskopischen Bewegungsgleichungen ausgehend, einen Formalismus ent-
wickeln, mit dem man direkt das makroskopische Verhalten thermodynami-
scher Systeme ermitteln kann.

2.1.2 Einige Begriffe und Definitionen

Unter einem thermodynamisches System versteht man ein makroskopi-
sches System, das aus sehr vielen Bestandteilen (Atome, Elektronen, Pho-

37
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nonen, Photonen, . . . ) aufgebaut ist. Wie iiblich in der Physik, werden
thermodynamischen Systeme zunéchst isoliert vom Rest der Welt betrach-
tet. Auf diesen Ergebnissen aufbauend werden wir das System auf gezielte
Weise mit der Umgebung in Kontakt treten lassen. Hierbei werden wir drei
Fille unterscheiden

e Isolierte (abgeschlossene) Systeme Das System ist perfekt vom
Rest der Welt entkoppelt. Es dringt nichts in das System von auflen
ein und es gelangt auch nicht hinaus. Kein Teilchen, keine Energie,
keine Felder.

e Geschlossene Systeme Nach wie vor gibt es keinen Materie- bzw.
Teilchentransfer. Aber Energie kann mit der Umgebung ausgetauscht
werden. Das kann im wesentlichen auf zwei Arten geschehen

1. Wirmeaustausch (thermischer Kontakt):

Hierbei findet Temperaturausgleich zwischen System und Umge-
bung durch Austausch von Energie in Form von Wérme statt.
Theoretisch beschreiben wir das durch Ankopplung an ein Warmebad.

Wenn keine Wérme ausgetauscht werden kann, ist das System
thermisch isoliert.

2. Arbeitsaustauschkontakt:

Dieser Energieaustausch kann durch mechanische, elektromagne-
tische, chemische oder eventuell andere Formen von Arbeit her-
vorgerufen werden.

e Offenes System:

Systeme bei denen sowohl Energie als auch Teilchen mit der Umgebung
ausgetauscht werden kénnen.

Zustand, Gleichgewicht

Thermodynamische Systeme werden durch wenige makroskopische Groflen,
den sogenannten Zustandsgrofien (Zustandsvariablen), charakterisiert.
Wenn alle thermodynamischen Grofien eines Systems eindeutig durch eine
bestimmte Menge von unabhéngigen Zustandsvariablen beschrieben werden
konnen, so liegt ein vollstédndige Satz unabhingiger Zustandsvaria-
blen vor.

In der Regel reichen, wie man aus der Thermodynamik weif}, wenige Zu-
standsvariablen aus. Z.B. zur Beschreibung von Gasen und Fliissigkeiten
verwendet man: Druck, Volumen, Temperatur, Teilchenzahl, Entropie, in-
nere Energie . . . .
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Bei Magneten sind, Magnetfeld, magnetisches Moment, Magnetisierung, Tem-
peratur, relevante Variablen.

Nicht alle Zustandsgréfien sind unabhéngig; es gibt Relationen zwischen ih-
nen. Man unterscheidet deshalb zwischen abhéngigen und unabhéngigen
Zustandsvariablen. Die abhéngigen nennt man Zustandsfunktionen.

Man unterscheidet aulerdem:

1. Extensive Zustandsgréfien

Sie sind proportional zur Stoffmenge und somit additiv wenn Teilsy-
steme zusammengefiihrt werden. Beispiele sind: Volumen, Masse, Teil-
chenzahl, Innere Energie, Magnetisierung, etc.

2. Intensive Zustandsgréfien

Sie sind mengenunabhéingig. Beispiele sind: Temperatur, Dichte, che-
misches Potential, etc.

In der Thermodynamik hat man es praktisch ausschliefilich mit extensiven
oder mit intensiven Zustandsgréfien zu tun.
Wir listen weitere wichtige Begriffe auf:

e Zustandsraum: Raum, der von einem vollstdndigen Satz unabhéngiger
Zustandsgroflen aufgespannt wird.

e Zustand: Werte eines vollstédndigen Satzes von unabhéngigen Zustands-
grofen; Punkt im Zustandsraum.

e Gleichgewicht: Zustand, in dem sich die Werte der Basiszustands-
groflen zeitlich nicht mehr &ndern.

Weitere Definitionen

e Erfahrungsgemifl geht jedes isolierte System in einen stationédren Zu-
stand (Gleichgewichtszstand) iiber. Die Zeit, die das System benotigt,
um den stationdren Zustand zu errreichen, wird Relaxationszeit ge-
nannt. Diese kann von System zu System um Groflenordnungen variie-
ren.

e Zustandsidnderung, Prozess: Folge von Zustédnden, die das System
durchlauft. War der Ausgangszustand ein Gleichgewichtszustand, so
kann eine Zustandsidnderung nur durch Anderung der duferen Bedin-
gungen veranlasst werden.

e Die Zustandsdnderung wird quasistatisch genannt, wenn sie sehr lang-
sam im Vergleich zu den Relaxationszeiten verlauft, so dass sie prak-
tisch aus einer Folge von Gleichgewichtszustinden besteht.
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e Die Zustandsdnderung wird reversibel genannt, wenn es sich um eine
umkehrbare Folge von Gleichgewichtszusténden handelt. Also wenn der
Prozess zeitumkehrinvariant ist.

e Das Gegenteil ist eine irreversible Zustandsdnderung. Paradebeispiel
ist die Durchmischung zweier Gase. Reale Prozesse sind in der Regel
weder quasistatisch noch reversibel.

e Eine Funktion von Zustandsvariablen heifit thermodynamisches Po-
tential, wenn sie das Gleichgewichtsverhalten des Systems vollstindig
bestimmt und ihre Ableitungen direkt die abhéngigen Zustandsvaria-
blen liefern.

e Unter natiirliche Variablen versteht man Zustandsvariablen, als Funk-
tion derer eine Grofle zum thermodynamischen Potential wird.

Zum Beispiel kann das grofSlkanonische Potential in die Form Q2 = —pV/
gebracht werden. Die Variablen p und V' sind aber keine natiirlichen
Variablen, da durch partielle Ableitung danach nicht andere Variablen
bestimmt werden kénnen. Ebenso ist die Innere Energie U(T,V,N)
kein thermodynamisches Potential, weil ihre Ableitungen allein keine
vollstdndige Berechnung aller anderen Zustandsgroflen gestatten, z.B.
von p, S.

2.2 Mikrokanonisches Gleichgewicht

Wir untersuchen zunéchst isolierte Systeme. Die Untersuchungen an den Mo-
dellsystemen und die Uberlegungen zu den Bewegung im Phasenraum zu-
sammen mit der Voraussetzung, dass die Ergodenhypothese zutrifft, haben
gezeigt, dass thermodynamische Systeme einem stationédren Gleichgewicht
zustreben, das nur von wenigen Zustandsvariablen, wie Volumen, Teilchen-
zahl, Energie etc. abhéngt. Dieses Gleichgewicht ist zudem eindeutig und
unabhéngig von der Vorgeschichte, wie das System in diesen Zustand ge-
langt ist.

Im mikrokanonischen Fall (isoliert E, V| N sind fix) sind alle Mikrozustéinde
gleichwahrscheinlich. Man nennt ein solches Ensemble auch Gibbs-Ensemble.
Diese Prior-Wahrscheinlichkeit folgt aus der Physik sie lasst sich nicht apriori
begriinden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hdngt also nur von der Energie ab, d.h
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WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER MIKROKANONISCHEN (GESAMTHEIT

e -
Z(E,N,V) = / S(H(m) — E)d*Nx
N :=N-d

Die Normierung ist das Phasenraumvolumen der Hyperfliache zur Energie F,
bzw. die Zustandsdichte oder auch Zahl der Mikrozustdnde genannt.

Beispiel: Das ideale Gas klassischer Teilchen

Wir betrachten ein Gas aus N klassischen Teilchen, die weder untereinander
noch mit einem Potential wechselwirken, allerdings sind sie in einen Qua-
der mit den Kanten (L,, L,, L,) eingesperrt. Die Hyperfliche Z(E, N, V') ist
i.d.R. schwieriger zu berechnen als die zugehorige Verteilungsfunktion, das
Phasenraumvolumen F(E, N, V), aus der wir durch Ableitung nach E die
GréBe Z(E,N,V) = (%) v,y bestimmen kénnen:

FX(E,V) ;:/ 0(E — H(n)) Ve ¢Vp

Mit dem Volumen der 3/N-dimensionalen Hyperkugel mit Radius v2mFE aus
Gleichung (C.2)) [Seite erhalten wir schliefflich

N
T2

FRE,V)=VN @mEYWN/? ———

(2.1)

Dieses Ergebnis hat einige Schwachstellen, die erst durch die Quantenmecha-
nik behoben werden konnten. Hierbei handelt es sich u.a. um die Mischungs-
entropie, die wir spéter im Detail besprechen werden.

Quantenkorrektur

Es ist moglich eine Minimal-Korrektur an den Gleichungen der klassischen
statistischen Mechanik anzubringen, die bereits wesentliche Quanteneigen-
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schaften beriicksichtigt. Dazu betrachten wir noch einmal dieselbe Situation
nun aber quantenmechnisch. In der Quantenmechanik gibt es den Phasen-
raum nicht, da Orts- und Impulskoordinaten nicht gleichzeitig angegeben
werden konnen. Die Zahl der Mikrozustédnde ist naheliegenderweise gleich
der Zahl der Quantenzustdnde. Die Eigenenergien von freien nicht wechsel-
wirkenden Teilchen in einer Box sind

3 3
1 2mhl;\ 2 1 hl;\ 2
E—o: R — = — e
mit [; € 0,...,00. Die Verteilungsfunktion fiir ein Teilchen ist dann
F™E) =Y 0(E — Ep) A%
r
Mit den quantisierten Impulsen p;(l;) = ’2—1 erhalten wir hierfiir
m LyLyLs
F(B) = P ST 08— By A%
0]
4 3
= FZ 0(E — Ejmy) A°p
p(7)

Nun sind die Unterschiede der Energien benachbarter Impulswerte sehr klein
und gehen im thermodynamischen Limes V' — oo gegen Null, da Ap; = L%
Deshalb geht die Summe iiber p in ein Integral {iber.

1% p?
FI™(E) = — E——)d%.
mE) =5 [ e Ly
Die Zahl der Mikrozusténde fiir NV Teilchen ist zunéchst einmal (F I)N. Wenn
es sich um Teilchen einer Sorte handelt, sind diese aber als Quantenteilchen
ununterschiedbar. Deshalb lautet das Ergebis

VN pz N
qm _ _ £ N8
FY(E) = v </ 0(E 2m)dp> .

Wir erkennen einen kleinen aber sehr wesentlichen Unterschied zum klassi-
schen Ergebnis. Aufgrund der Quantisierung und der Ununterscheidbarkeit
gibt es einen zusitzlichen Vorfaktor 1/(h"' N), der zwar in den meisten Féllen
nicht zum Tragen kommt, aber in manchen Situationen sogar ganz wesent-
lich ist, um Experimente richtig zu beschreiben. Ohne diesen Vorfaktor liefern
klassische Rechnungen das sogenannte Gibbs-Paradoxon, auf das wir spéter

noch in Abschnitt (4.1.3) [Seite 90] eingehen werden.
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Wir sehen, dass eine quantenmechanische Minimal-Korrektur darin besteht,
ein anderes Integrationsmaf anstelle von d*Vm zu verwenden, namlich

MASS iIM PHASENRAUM FUR KLASSISCHE PROBLEME

d*N

T RNNT
N = Nd.

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen

ZAHL DER MIKROZUSTANDE UND BOLTZMANN-ENTROPIE

Z(E,N,V,d) ::/ S(H(m)— E) DY = ﬁ/ S(H(m)— E) dN=
SB(E,N,V) = kpln [Z(E,N, V)] . (2.2)

Diese Ausdriicke sind anwendbar auf ein System mit nur einer Teilchensorte,
also ununterscheidbaren Objekten. Bei unterscheidbaren Teilchen fehlt die
Fakultdt N!in der Definition des Mafles.

2.2.1 Gekoppelte Teilsysteme

Wir betrachten nun ganz abstrakt zwei isolierte Systeme, die wir durch Zu-
standsvariablen z; beschreiben. Diese Zustandsvariablen kénnen die Energie,
Teilchenzahl, Volumen etc. sein.

Wie im Modellbeispiel wollen wir nun zwei isolierte Systeme in Kontakt brin-
gen. Vor dem Kontakt haben die Zustandsvariablen den Wert zj(-l/ Y Das
Gesamtsystem soll hierbei nach wie vor isoliert sein. Je nach Kopplung der
beiden Systeme bleiben manche der Zustandsvariablen fix. Bei thermischem
Kontakt zum Beispiel erlauben wir nur, dass Energie ausgetauscht wird aber
keine Teilchen oder Volumen. Wenn die Wand zwischen den beiden Systemen
verschiebbar ist und Energie ausgetauscht wird, bleibt nur die individuelle
Teilchenzahl erhalten. Wir zerlegen den Satz der Zustandsvariablen in sol-
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che, die fix bleiben f und solche, die variabel sind ©. Vor dem Kontakt liegen
also die Zustinde (f,7D) und (@, 7®) vor. Nach dem Kontakt bleiben
die individuellen Werte f1/? erhalten. Die variablen Zustandsgrofien werden
sich &ndern, jedoch unter der Mafigabe

o=+ 7

Das heifit nach dem Kontakt kénnen im System 1 die variablen Grofien die
Werte v haben und das System 2 hat dann die Wert © — V). Der End-
zustand ist also charakterisiert durch (70, 7, fV, f?). Nach den vorherigen
Uberlegungen wird der neue stationire Gleichgewichtszustand derjenige sein,
der die maximale Zahl an Mikrozustdnden aufweist, bzw. der das grofite
Phasenraumvolumen (kompatibel zu den vorgegeben makroskopischen Zu-
standsvariablen) hat. Da die beiden System ansonsten nicht wechselwirken
sollen, ist die Zahl der Mikrozustédnde, bzw. Phasenraumvolumina gleich dem
Produkt der beiden Teilsysteme, das heif3t

Z(@7, fO, f) = 2050 f0) 23 (i — 50| )

Das Maximum hiervon erhalten wir aus der partiellen Ableitung nach den
verschiedenen vj(-l), wobei alle anderen Variablen festgehalten werden.

0 0 .
mZ - (mzm(gﬂwfm)) Z2) (7 — 5| f2)
0 !

9(2) =g—g(1)

Z2 (5 |JF(2)))

Division durch Z liefert

0 0
L ( 2070 fm)) - ( 2079 Jm)))

2

; 7@ =7—5(1)

0 o __9 g

o ov?

)

F® =g—g(D)

Es stellen sich also je nach Kontaktart gewisse Gleichgewichte ein, die wir
der Reihe nach besprechen werden.

Energieaustausch

Es soll nur Energie ausgetauscht werden, d.h. v = E. Damit lautet die Gleich-
gewichstbedingung

9 v —_Y .
OEW o0E®) E@—p_g1)
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Die Grofle gg—((ll)) wird in der Thermodynamik als inverse Temperatur 1/7;

definiert. Energie und Temperatur sind zueinander konjugierte Groflen.

DEFINITION DER TEMPERATUR

)

1 (aS(E,V,N) (23)

T OF

V,N

Temperatur entspricht also im Sinne der Statistischen Physik der relativen
Anderung des Phasenvolumens einer mikrokanonischen Gesamtheit mit der
Energie.

Alternativ gilt, dass zwei beliebige Untersysteme eines isolierten Gesamtsy-
stems im thermischen Gleichgewicht dieselbe Temperatur besitzen. Die bei-
den Untersysteme wurden an keiner Stelle der Ableitung in irgendeiner Weise
spezifiziert. Wir kénnen deshalb verallgemeinern:

Im Gleichgewicht herrscht in einem isolierten System {iberall dieselbe Tem-
peratur.

Die eben definierte Grofle T ist in der Tat die absolute Temperatur der Ther-
modynamik. Wir werden formal dieselben Beziehungen zwischen Tempera-
tur, Entropie und (Innerer) Energie wie in der phanomenologischen Thermo-
dynamik finden.

Wir haben also mit dem mikroskopischen Zugang gezeigt, dass sich in ther-
misch gekoppelten Systemen die Temperaturen beider Systeme anpassen. Da
die Aufteilung in die beiden Teilsysteme willkiirlich gewéhlt war, gilt somit,
dass sich in einem isolierten System in allen Teilvolumina (iiberall) die gleiche
Temperatur einstellen wird. Natiirlich miissen die betrachteten Teilvolumina
noch makroskopisch grof3 sein, sonst kiimen die Fluktuationen zum Tragen.

Teilchenaustausch

Nun wollen wir zusitzlich Teilchenausgetausch zulassen, d.h. v = E,v®?) =
N. Damit lauten die Gleichgewichtsbedingungen

0 g _ 0 S@)
RIAO OE®) E@—p_EQ
d g _ i S(2) )
ONQ) ON®) N@=N_NO)
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Die erste Bedingung fordert wieder, dass die Temperaturen in beiden Syste-
men gleich sind. Die zweite Bedingung enthélt die Grofe gff—%, die in der
Thermodynamik als (—pu/7}) definiert ist. Der mikroskopische Zugang hat
somit bestétigt, dass sich in Systemen mit Energie und Teilchenaustausch
in beiden Systemen, dieselbe Temperatur und dasselbe chemische Potential

einstellt.

DEFINITION DES CHEMISCHEN POTENTIALS

— (aS(g,Nv, N))

BV

Demnach sind N und p zueinander konjugiert. Auch hierbei gilt:

In einem isolierten System liegt in allen makroskopischen Teilvolumina (iiberall)
das gleiche chemische Potential vor.

Variables Volumen

Schliellich betrachten wir noch, was uns der Formalismus liefert, wenn die
Trennwand beweglich ist. Es sollen also die beiden Volumina und die beiden
Energien variabel sein. Die Teilchenzahlen halten wir hingegen fest. Es gilt
also v() = E, v® = V. Damit lauten die Gleichgewichtsbedingungen

0 ) 0

_ )
OE@ S = OE®) S E@—p_g®
9 g _— i S(2) )
oV oV (@) V@ —y_yQ)

Die erste Bedingung liefert wieder gleiche Temperaturen in beiden Systemen.
Die zweite Bedingung enthélt die Grofle %, die bereits iiber die Mechanik
eine feste Bedeutung hat, die wir nun herausarbeiten wollen.

Was habe wir bisher gelernt? Die Entropie eines (Teil-)Systems héngt im
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einfachsten Fall [[]ab von E, N,V d.h.

S = S(E,V,N)
83 89 89
as = [ 22 dE + [ &2 AN + [ 22 AV
(aE) T <6N> pv (aV) .

1 1 oS

= B —Lan + (W) E,Ndv
83

bzw. dE=TdS + pdN —T | — dv . (*)

V) |on

Die Gleichung S = S(E,V,N) ldsst sich invertieren zu £ = E(S,V,N).

Daraus folgt
oF oF oF
dE = | — d — dN —
(5)],05+ (5% |, + (&)

Vergleich mit (*) liefert

av .

S,N

)

(%) o

EY|

ON ) |y a

OEN| (98

oV S,N_ V) gy

Wenn wir die Wand um dz verschieben, verdndert sich das Volumen hierbei
um dV = Adzx, wobei A die Flidche der Wand ist. Hierbei wird eine Arbeit
dW = Fdx = pAdx = pdV verrichtet. Da das System bei Volumenszunahme
Energie verliert, definiert man dE = —pdV'. Damit haben wir

DRuUCK

- (aS(g,Vv, N))

(2.4)

E,N

1Es sind natiirlich noch andere Zustandsvariablen denkbar, wenn z.B. elektromagneti-

sche Felder anliegen oder das System aus verschiedenen Teilchenarten zusammengesetzt
ist.
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Auch hierbei gilt:

In einem isolierten System stellt sich in allen makroskopischen Teilvolumina
(iiberall) derselbe Druck ein.

Demnach sind auch V und p zueinander konjugiert, das heif3t, dass
man von der einen zur anderen Variablen iiber eine Legendre-
Transformation kommt. Interessant ist noch, dass jeweils eine der beiden
Legendre-Partner extensiv (£, N, V') und der andere intensiv (T, u, p) ist.

2.2.2 Ist die statistische Entropie dieselbe wie die ther-
modynamische?
Um zu zeigen, dass die statistische Entropie mit der thermodynamischen

Entropie identifiziert werden kann, sind zwei wesentliche Aussagen zu kon-
trollieren:

1. S ist extensiv (additiv).

2. S erfiillt den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik: Bei allen in einem
isolierten System noch moglichen Prozessen nimmt die Entropie nicht

ab (dS > 0)!

Die erste Bedingung ist leicht zu sehen. Wenn man zwei Systeme in Kontakt
bringt, bleiben die fixen Variablen ﬂa) individuell erhalten und fiir die va-
riablen Zustandsgrofen @ ist die Summe vorgegeben ¥ = ") 4 #?). Die Zahl
der Mikrozustande ist iiber die Faltung gegeben

Z@, fO, fB)=>" zO@, f0) zO(@ -5, f2) . (2.5)
v

Wie wir anhand des Modellsystems gesehen haben, trigt bei makroskopisch
grofien Systemen im wesentlichen nur ein Zustand 7" zur Summe bei und

Z(@, f, ) = zO (O, f0) Zz@ (5 — 5O f12))

Man kann leicht zeigen, dass dieses Ergebnis fiir beliebige Systeme im t.d.L.
exakt wird. Fiir die Entropie gilt somit die

ADDITIVITAT

S = kpln[Z] = kgln [Z] + kpln [27] .
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2.2.3 Zweiter Hauptsatz

Um die statistische Entropie tatséchlich mit der thermodynamischen identi-
fizieren zu konnen, miissen wir noch die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes
nachweisen. Es bleibt zu zeigen, dass bei allen, innerhalb eines isolierten
Systems ablaufenden Prozessen die Entropie nicht abnimmt. Nach den Vor-
bereitungen des letzten Abschnitts ist der Beweis nicht mehr sehr schwierig.
Wir betrachten wieder zwei zunéchst isolierte Systeme 1 und 2, deren zu-
gehorige mikrokanonische Gesamtheiten die Phasenvolumina

Z(a)(E(O‘), N©@), V(a))

besetzen. Das Gesamtsystem, bestehend aus den immer noch getrennten Sy-
stemen, hat dann das Phasenvolumen

2
Z(E,N,V) = H Z(a)(E(o‘),N(O‘),V(a)) 7

a=1
mit der Entropie

2
S(E,N,V)=>_ S(E N v©),

a=1

Wenn wir die beiden Systeme, wie im Zusammenhang mit Gleichung (2.5
[Seite beschrieben, in Kontakt bringen, ist die Entropie nachher

S(, U, ) = kpln | 37 200, F0) 22w — 0, @) | .

(1)

Der Zustand vor dem Kontakt, stellt einen der Summanden dar. Da die
Summanden alle nicht-negativ sind, wird die Entropie sicherlich nicht kleiner.
Wie bereits vorher besprochen, dominiert im t.d.L. einer der Summanden die
Summe und zwar ist das der grofite aller Summanden, genau der, der das neue
Gleichgewicht festlegt. Solange sich die Makrozustéinde der beiden Systeme
durch den Kontakt &ndern, bedeutet das, dass ein anderer Summand grofer
ist als der, der zum Ausgangszustand gehort, und die Entropie nimmt zu.

Richtung des Energieflusses

Nachdem wir die Giiltigkeit des zweiten Hauptsatzes nachgewiesen haben,
wollen wir uns noch iiberlegen, in welche Richtung Energie bzw. Teilchen
zwischen den Systemen ausgetauscht wird / werden.



50 KAPITEL 2. KLASSISCHE STATISTISCHE PHYSIK

Wir betrachten wieder ganz allgemein die Situation, bei der durch den Kon-
takt bestimmte Zustandsgrofen individuell erhalten bleiben und andere nur
in Summe. Vor dem Kontakt gilt

S(fW, f2,5) = SOFV, 50) + SO (F2 57 — 51y .
Nach dem Kontakt im thermischen Gleichgewicht gilt im t.d.L.

S(fﬁ(l), f_@)’g) - 5(1)(]7(1)71?(1)) + 5(2)(]?(2)’17_ 17*(1)> '
Die Anderung der Entropie ist somit

AS(f_(l)7f_f2)’g) — As(l)(f_fl)’{ﬁ(l)) + AS(Q)(];@),{)’_ 2—}»*(1)) ‘

Wir entwickeln um den Anfangszustand und erhalten

AS — (ng SO ) _ 7 SO(FD, 7))

!
) AT >0 .
72 —g—g(1)
Diese Ungleichung ist allgemein giiltig. Wir konnen also z.B. thermischen
Kontakt betrachten, bei dem nur Energie ausgetauscht werden kann. Dann
lautet die Ungleichung

oS 9s® 11 !
— Ef —FE)=|(——-—=—|(Ef—E >0.
(G5 -%5) B - = (g -z)w- 2
Wenn nun vor dem Kontakt 77 > T, war, dann folgt hieraus AF; < 0. Die
Energie des ersten Systems mit der hoheren Anfangsenergie nimmt ab.
Genauso kann man sich iiberlegen, was passiert, wenn wir bei den beiden

System, die sich bereits im thermischen Gleichgewicht befinden, auch noch
Teilchenaustausch zulassen.

oSM  9s®@ . 0
AS = (aNl - aNQ) (N7 — N9)
_ (M k2
_<T T)ANl
B AN,
=\ H1 — He T
>0,

Hieraus folgt, dass Teilchen vom System mit hoherem chemischen Potential
in das System mit kleinerem chemischen Potential fliefen. Ganz genauso kann
man zeigen, dass zwei Systeme, die bereits im thermischen Kontakt sind, die
Trennwand zwischen ihnen so verschieben, dass sich derselbe Druck auf bei-
den Seiten einstellt. Das geschieht so, dass das Volumen in dem Teilsystems
zunimmt, in dem der Druck vorher gréfler war.
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2.2.4 Der Erste Hauptsatz
und die Grundrelation der Thermodynamik

Gleichermafien wichtig fiir die Thermodynamik wie fiir die Statistische Phy-
sik des Gleichgewichts ist der Begriff der quasi-statischen Zustandsin-
derung. Darunter versteht man in der Statistischen Physik eine stetige und
so langsame Variation der Zustandsvariablen, dass sich in jedem Moment ei-
ne mikrokanonische Gesamtheit definieren liasst. Der Ablauf lédsst sich immer
so langsam gestalten, dass in jedem Moment das System als isoliert und im
Gleichgewicht gelten kann. Es ist also auch zu jedem Zeitpunkt wihrend der
quasi-statischen Anderung eine Entropie definierbar. Fiir eine infinitesimale
Anderung der Entropie muss dann gelten:

oS oS oS
E,N, V)= == E+ | — N+ == 2.
A58, N V) <8E> N,Vd i <8N> Eyd i (8V) E,Ndv (26)
1 7 p
= —dE — ZdN + =dV . 2.
FAE = ZdN + ZdV (2.7)

Daraus lesen wir auch ab, dass die Entropie das thermodynamische Potential
der mikrokanonischen Gesamtheit ist

ENTROPIE S(E,N,V)

(Differentiale)
1 Iz p
ds = TdE — TdN + TdV

OS(E,V,N) 1
( OF ) v T

9S(E,V,N) o (2.8)
(Fow )7

0S(E,V,N) p
( oV ) ey T

denn die Ableitungen nach den natiirlichen Variablen F, N,V liefern die dazu
konjugierten Variablen T’ u, p.
Alternativ kénnen wir Gleichung (22.7)) [Seite auch umformen in

dE = TdS — pdV + udN, (2.9)
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so dass die Energie E(S, N, V) zu einer Funktion von S, N,V wird, mit den
Ableitungen

OF
i T

(35) .
oF _ 2.10
ON sV =K ( . )
OF oS

(W) o (W) on D

Die Gleichung (2.7)) [Seite ist gleichbedeutend mit dem

ERSTER HAUPTSATZ

TdS = dE + pdV — pdN |,

den wir hier speziell fiir ein Gas aus N Teilchen einer Sorte im Volumen V
abgeleitet haben. Nehmen wir noch die Giiltigkeit des Zweiten Hauptsat-
zes hinzu, so erhalten wir die Grundrelation der Thermodynamik, die einer
Zusammenfassung der beiden ersten Hauptséitze entspricht

GRUNDRELATION DER THERMODYNAMIK

TdS > dE + pdV — pdN .

Es bleibt noch der Dritte Hauptsatz zu beweisen. Diesen Beweis konnen wir
aber erst im Rahmen der Quantenstatistik durchfiihren.

Damit haben wir die Grundrelation und infolgedessen die gesamte makro-
skopische Thermodynamik statistisch begriindet. Alle Messré8en lassen sich
iiber Phasenvolumen und Hamilton-Funktion auf mikroskopische Wechsel-
wirkungen zuriickfiihren.
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Folgerung aus der Homogenitét

Die natiirlichen Variablen der Entropie (E, N, V') sind alle extensive Grofien.
Wegen der Homogenitit muss dann gelten

S(AE,AN,A\V) =AS(E,N,V) .
Wir leiten beide Seiten ab und erhalten

aus der linken Seite:

d 0 0
—S(AE, AN \V) = E' AN\ E AE.N' )\
FSOEANAY) = (SN} | B (saE )
2
+ - S(AE, AN, V’)) V.,
oV VI=AV
aus der rechten Seite:
%S(AE, AN, AV)=S(E,N,V) .
Beide Seite zusammen liefern:
0 0
E N = E' AN\ FE AE.N' )\
S(EN.V) = g (S| g (s0E )
2
+ - S(AE, AN, V’)) V.
ov VI=AV

Da die linke Seite nicht von A abhéngt, muss das auch fiir die rechte Seite
gelten und wir konnen sie an der Stelle A = 1 auswerten. Das liefert

0S oS 0S
S(E.N, V)= — FE — N — V.
e = ()|, 2+ ()|, o+ (@),
~" _ ~"~ — W—7’
E3yr =T B3 1
ENTROPIE
TS(E,N,V)=FE—uN —pV . (2.11)

Auf der rechten Seite stehen nur die extensiven natiirlichen Variablen zusam-
men mit den zugehorigen konjugierten intensive Grofien.

N'=AN

N'=AN

N

N
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Zusammenfassung

Die natiirlichen Variablen der mikrokanonischen Gesamtheit sind £, N, V.
Das Thermodynamische Potential ist die Entropie S(E, N, V), da wir hieraus
alle anderen abhéngigen Grofien (p, T', 1) durch partielle Ableitung berechnen
konnen.

Die Vorgehensweise ist folgendermaflen:

e Formulierung der Hamiltonfunktion H (7|«), in der eventuell neben den
dynamischen Variablen auch externe Parameter o, wie z.B. das Volu-
men, vorkommen.

e Berechnung von Z(E, N, V).
e Berechnung der Entropie S(E, N, V) = kg In(Z).

e Festlegung der Temperatur, des chemischen Potentials und des Drucks
iiber obige Formeln.

e Bestimmung der (Inneren) Energie U = (H) durch Invertieren von

S(E,N,V)=8 ;= E=E(S,N,V).

e Durch Legendre-Transformation kénnen weitere thermodynamische Po-
tentiale berechnet werden, z.B.

freie Energie F(T,V,N)=U-TS
freie Gibbs’sche Enthalpie G(T,p,N)=U+pV —-TS

Beispiel: Ideales Gas klassischer Teilchen

Als Beispiel betrachten wir Abschnitt (4.1.1)) [Seite ein ideales Gas aus
klassischen Teilchen.

2.2.5 Attraktivitit des Gleichgewichts und Irreversi-
bilitat

Wie wir anhand des einfiithrenden Beispiels gesehen haben, konvergiert ein

System in sehr kurzer Zeit in den Gleichgewichtszustand, aus dem es in end-

licher Zeit nicht mehr herauskommt. Wir sehen am Beispiel der Modellsy-

steme, wie die grofle Zahl der Freiheitsgrade der makroskopischen Systeme

neuartige Verhalten einfiithrt. Die in diesem Abschnitt aus einem sehr ab-
strakten, sehr einfachen Modell abgeleiteten, wesentlichen Aussagen werden
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von allen exakt rechenbaren Modellen bestétigt. Die Annahme, dass sie sogar
allgemein giiltig sind, hat bislang zu keinem Widerspruch zwischen Theorie
und Experiment gefiihrt.

Dennoch sind die mikroskopischen Bewegungsgleichungen zeitumkehrinvari-
ant und das gilt zundchst auch fiir makroskopische Systeme: Wir praparieren
das System in einem thermodynamisch extrem unwahrscheinlichen Zustand
7** und lassen es ins Gleichgewicht laufen. Dann messen wir zu einem festen
Zeitpunkt die Orte und Impulse aller Teilchen. Dann préaparieren wir einen
Zustand mit denselben Orten aber entgegengesetzten Impulsen. Dann wird
das System definitiv wieder in kiirzester Zeit in den thermodynamisch ex-
trem unwahrscheinlichen Zustand 7** laufen. Nun kénnen wir natiirlich nicht
so einfach 10?* Teilchen mit ganz genauen Orten und Impulsen priparieren
und beliebige kleine Anderungen wiirden schon reichen, dass das System das
Gleichgewicht nicht mehr verlassen kann. Aber warum kommt das System im
Laufe der Zeit nicht von selber (da es ja nach der Ergodenhypothese jedem
Punkte beliebig nahe kommt) auf den Phasenraumpunkt, der aus dem Gleich-
gewicht wieder zu 7** fithrt? Die Antwort lautet, das Mass der Zusténde, die
wieder aus dem Gleichgewicht herausfiihren geht im t.d.L. gegen Null.

2.3 Kanonische Gesamtheit

Die mikrokanonische Gesamtheit beschreibt isolierte Systeme. Diese doch
sehr idealisierte Situation wollen wir dahingehend abdndern, dass wir nur
noch ein geschlossenes System betrachten, das mit seiner Umgebung Energie
austauschen kann. Wir nennen das uns interessierende System voriibergehend
Referenzsystem. Die Umgebung (Wérmebad) sei sehr viel grofler als
das Referenzsystem. Das Gesamtsystem, bestehend aus Referenzssystem und
Bad, sei wieder isoliert. Wir haben diese Situation bereits im vorherigen Ab-
schnitt angesprochen und gefunden, dass sich ein Gleichgewicht einstellen
wird, bei dem im Referenzsystem und im Wérmebad dieselbe Temperatur
vorliegt. Da das Wéarmebad unendlich grof3 sein soll, &ndert es seine Tempe-
ratur nicht beim Kontakt mit dem Referenzsystem. D.h. das Referenzsystem
wird die Temperatur des Warmebades {ibernehmen. Das Statistische Ensem-
ble, das diese Situation beschreiben wird nennt man kanonische Gesamt-
heit.

2.3.1 Wahrscheinlichkeitsdichte

Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeitsdichte p(wg|Ng, Ng, Vg, Vg, E) des
Referenzsystems herleiten. Hierbei steht der Index R fiir Referenzsystem und
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B fiir das Bad. Fiir das Gesamtsystem gilt

N = N+ Np
V=Vr+Vs
E:HR<7TR)—|—HB(7TB) .

Die letzte Gleichung setzt voraus, dass die Wechselwirkung zwischen den
beiden Teilsystemen, die vorhanden sein muss, um den Energieaustausch
iiberhaupt zu ermoglichen, dennoch so gering ist, dass die Energie des Ge-
samtsystems gleich der Summer der Teilenergien ist. Die Marginalisierungs-
regel liefert

p(7r|Ng, Ng, Vg, Vg, E) :/ p(7r, 8| Nr, Ng, Vi, Vp, E) Dﬁf -
VB

Der Integrand ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Gesamtsystem und
wir haben somit

O(H(mr,mB) — F)
Np, N, Vi, Vg, FE) = DB
p(mr|Ng, N, Vg, Vg, E) /VB Z(E,N,V) T

1

== 0(H —(F—H DV

Z(E,N,V) Jy, (Ha(ms) = ( #(ma))) P

Das verbleibende Integral ist gerade der Inhalt der Hyperfliche des Bades
zur Energie £ — Hg(m). Das fithrt zu

Zp(E — Hg(mr), Ng, Vi)

Uns interessiert hier lediglich die Abhéngigkeit von 7wg. Alle anderen Faktoren
kéonnen wir in die Normierung stecken und erhalten

1
p(mr|Nr, Ng, Vg, Vg, E) = 7 Zp(FE — Hg(mr), N, Vp) .

Wir machen nun wieder die Sattelpunktsnaherung, die exakt wird fiir Ng — oo.

p(ﬂ-RlNR NB VR VB E) = i eln[ZB(E_HR(WR)vNBva)]
) ) ) ) 7
_ l eésB(E*HR(”R),NB,VB)
A
055 (Eg, Ny, V,
SB(E_HR(WR)7N37VB) :SB(E,NB7VB>_ B( aBEBB B) HR(WR)
Ep=E
182S(Ep, Np, Vi)
N 7 7 H2 (7TR> + ...
2 OE% Epeis R
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Der Term erster Ordnung liefert

0Sp(Ep, N, Vp)
0Eg

Hp(7R)
Ty '’

HR(WR) =

Ep=E

wobei zu beriicksichtigen ist, dass T = T'. Der Term zweiter Ordnung kann
wie folgt abgeschitzt werden. Sp, Ep und Hp sind extensive Groflen und
somit proportional zur jeweiligen Teilchenzahl, d.h.

82‘\S’B(‘EB7 NB7 VB)
IE?

Np
HQ(WR) X —=
R N%

N2 = Np=£

Ep=E

Der Term erster Ordnung ist proportional zu Ng, so dass der Term zweiter
Ordnung relativ hierzu um den Faktor Ng/Ng kleiner ist und fiir Ng — oo
vernachlissigbar wird.

Damit haben wir das Ergebnis hergeleitet. Wir konnen nun die Indizes weg-
lassen, da das Bad aufler als Temperatur-Lieferant nicht mehr auftaucht.

WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER KANONISCHEN GESAMTHEIT

1 - T
p(W!TyN,V,d)Ime pHm)

Die Normierung Z(E, N, V,d) (Zahl der Mikrozusténde) wird auch Zustands-

summeE] genannt.

KANONISCHE ZUSTANDSSUMME

_BH(r 1 —BH(x
Z(T,N,V,d)—/ e 5H(>D,,N:thN! /e BH() 2N,

Bevor wir mit dem Formalismus weitermachen. Wollen wir zwei Beispiele
besprechen.

2hier besser Zustandsintegral
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a) Ideales Gas klassischer Teilchen

Das ideale Gas klassischer Teilchen in der kanonischen Gesamtheit wird in

Abschnitt Abschnitt (L.1.4) [Seite [95] behandelt.

b) Freie klassische Teilchen in einem externen Potential

Wir betrachten noch die realistischere Situation von N nicht wechselwir-
kenden klassischen Teilchen in drei Dimensionen, die ein externes Potential
spiiren. Die Hamiltonfunktion ist dann

l

i~

N o
szzszrV(f).
=1

Der Vektor & enthélt die Ortskoordinaten aller Teilchen. Ebenso werden wir
den Vektor p’ verwenden, in dem spaltenweise die Impulskoordinaten aller
Teilchen angeordnet sind. Die kanonische Zustandssumme ist dann

1 ; 2
Z(T,NV) = 5 /eW(w)de /ez‘fnp dp

/ sy (/ s )N
e 2P dVp = e 2P dp

© 5.2 omm\ /2
v (22)
/. :
N/2
8 - 2mm
e ()
/ :
Z(T,N,V):m< = ) / BV@) N g

KANONISCHE ZUSTANDSSUMME FREIER KLASSISCHER TEILCHEN

Y ;
Z(T,N,V) = % / e V@ Ny

h
Ap 1= —— (thermische de Broglie Wellenlénge) .

V2mmkgT
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2.3.2 Verbindung zur Thermodynamik

Als erstes berechnen wir die Innere Energie U(T, N,V) = (H)

U(T,N,V) = m / H(r) e PH™ DN (2.12)
. 2 OIn[Z(T,N, V)]
=33 In[Z] = kT T : (2.13)

Die mikrokanonische Gesamtheit ist durch die Variablen (E = U),N,V
bestimmt. Das sind, wie man bereits aus der Thermodynamik weif3, die
natiirlichen Variablen des thermodynamischen Potentials S = S(U, N, V).
Daraus kann man die Energie U(S,N,V) als Funktion von S, N,V aus-
driicken. Demnach ist die Innere Energie kein thermodynamisches Potential

in den kanonischen Variablen (7', N, V).

Die Variablen T, N,V sind die natiirlichen Variablen der Freien Energie,
die somit anstelle von S in der kanonischen Gesamtheit die Rolle des ther-
modynamischen Potentials iibernimmt. Um von einer Funktion in den Varia-
blen (S, N, V') zu einer Funktion in (7', N, V') iiberzugehen bendtigen wir die
Legendre-Transformation, die dann im vorliegenden Fall zur Freien Energie
fithrt

FREIE ENERGIE

F(T,N,V)=U(T,V,N) =T S(T,V,N) . (2.14)

Wir iiberzeugen uns, dass die Variablen-Transformation in der Tat geklappt
hat:

dF =dU —TdS — SdT
TdS — pdV + pdN — TdS — SdT .

Damit gilt
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FREIE ENERGIE
(Totales Differential)

dF(T,N,V) = —SdT — pdV + pdN . (2.15)

Also ist F' in der Tat eine Funktion der kanonischen Variablen.

Wir wollen nun eine Bezichung zwischen F(T', N, V) und Z (T, N, V') herstel-
len. Dazu betrachten wir zunéchst das totale Differential der Freien Energie
fiir konstantes N

dF = —SdT — pdV . (2.16)

Fiir den Druck verwenden wir die Beziehung

oOH
p= _<W>
=L Oz N V) (2.17)
p - ﬂ av 9 bl . .

Das lésst sich wie folgt zeigen

10 1 9
~—I[Z(T,N,V)] = —— [ e #Hm DV

Die Volumensgrenzen stecken wir iiber ein kastenférmiges Potential in die
Hamiltonfunktion. Dadurch sind die Integrationsgrenzen unabhéingig von V'
und wir konnen Ableitung und Integral vertauschen

1 1 0
“In[Z(T,N,V)] = — [ —¢ PH@ pV
ﬂn[ (T,N, V)] Bz/ave A

1 [ _anem O(—BH)
I %
37 /6 oy D

_ l/e—ﬂH(ﬁ)a_HpN_ OH =

7

oV _<W> p.

Wir betrachten nun das totale Differential von In [Z(T, N, V)] (weiterhin fiir
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av
Ty,

konstantes V)
(0 [Z] Oln [Z]
dln[Z]_( o ) N,VdT+< 5

TV
& 13) (2-17)
-,BU/T = Bp

( dT + pdV)
= 5

< dT + SdT + pdV)

F —dT
ﬁ (TdT dF) (F e +5dF)
~——
dB

= I
||l ||.

—d(BF) .

Somit haben wir das gesuchte Ergebnis

FrREIE ENERGIE
(Zustandssumme)

F(T,N,V) = —kgTh [Z(T,N, V)]
Z(T,N,V) =e Pl

Da die Freie Energie ein thermodynamische Potential ist, kénnen wir hieraus
alle unabhéngigen Variablen durch Ableiten bestimmen. Die Bestimmung der
Innere Energie aus F' haben wir im Prinzip bereits in Gleichung [Seite
erledigt. Wir erhalten

Jln [Z]

U=-— 3 (2.18)
O [efF]  9(BF)
a o 9B

Ebenso folgt die Beziehung fiir den Druck aus Gleichung (2.17)) [Seite

10(BF)  OF

3 av oV
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Aus Gleichung ([2.15]) [Seite erhalten wir die Entropie geméf

aT
Dies entspricht der Definition, die in der Thermodynamik verwendet wird.
Wir werden spéter noch zeigen, dass die so bestimmte Entropie mit der mi-
krokanonischen Definition iibereinstimmt.

NV

Folgerung aus der Homogenitét

Die natiirlichen Variablen der Freien Energie sind (7', N, V'), hierbei sind die
letzten beiden extensive Groflen. Wegen der Homogenitét muss dann gelten

F(T,AN,\V) = AF(T,N,V) .

Wir leiten beide Seiten ab und erhalten

a) aus der linken Seite:

d 0 0
— F(T,AN,\V) =N ——F(T,N',\V V ——F(T,AN, V'
d)\ ( ) Y ) aN/ ( Y Y )N/:)\N + av[ ( ) ) )V/:)\V

b) aus der rechten Seite:

d
S F(TANAV) = F(T,N,V) .

Beide Seite zusammen liefern:

v L RN, v

F(T,N,V) = N -2 F(T, N, AV) ,
N'=AN oV

ON’

V=V

Da die linke Seite nicht von A abhéngt, muss das auch fiir die rechte Seite
gelten und wir kénnen sie an der Stelle A = 1 auswerten. Das liefert
F
F(T,N,V)z(a ) V.

OF

gz N v
INJ |y " (GV) T,N
—_——— —_———

(2.15) (2.15)
="n =" -p
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FREIE ENERGIE
(alternative Dartstellung)

F(T,N,V)=uN —pV .

Auf der rechten Seite stehen nur die extensiven natiirlichen Variablen zusam-
men mit den zugehorigen konjugierten intensive Grofien.

Nur bei Kenntnis der Abhéangigkeit eines thermodynamischen Potentials von
seinen natiirlichen Variablen kann man alle thermodynamischen Gréfien des
Systems berechnen. Die Beziechung F' = —pV — uN reicht z.B. nicht aus,
denn fiir die Freie Energie fehlt die natiirliche Variable 7.

Vorgehensweise

Im Rahmen der kanonischen Gesamtheit wird man also ausgehend von der
Hamiltonfunktion zunéchst die Zustandssumme und daraus die Freie Energie
bestimmen.

Wirmekapazitit

Wir wollen nun die Formel fiir die Warmekapazitéit in der kanonischen Ge-
samtheit herleiten. Die Waremkapazitat C'y, ist definiert als

C(oUN| (U
= (o), = (5)

Da die Innere Energie gleich der mittleren Energie ist, erhalten wir

()], - G T)
08) Iyv

N,V

0B A NV
[ H2PHDN [ HePHEDN 97
B 7 N 72 a3
= (H?) = (H)* = ((AH)?) (2.19)

Also ist die
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W ARMEKAPAZITAT

oU
Cv= (a—T)

= kpf*((AH)?*) >0.

N,V

Wir sehen, dass die Warmekapazitéit nicht negativ sein kann. Andererseits
erhalten wir mit S(7,N,V) = S(E(T), N,V) einen alternativen Ausdruck

fiir die Warmekapazitit
(85(T,N,V)> (8S(E,N,V)) (8E(T,N,V)) 1 o
PN Y et S A it Sl R =~ Oy
NV NV or

or oF T

NV

und somit gilt auch

WARMEKAPAZITAT 11

o (8S(T, N, V))

orT

N,V

Hieran konnen wir die thermische Stabilitidt ablesen

TdS
0<Cv=—7

_aw
VN ar -

Das heifit, Wiarmezufuhr bei konstantem Volumen und konstanter Teilchen-
zahl erhoht die Temperatur.

Gleichung [Seite kann auch genutzt werden, um eine interessante
Beziehung zur Berechnung der Energiefluktuationen herzuleiten

(AH)?) = — (8(]) (5% [Z(T,N,V)])

38 T (2.20)

N,V N,V

AuBlerdem koénnen wir den Ausdruck fiir die Warmekapazitit auch nutzen,
um die relative Unschérfe in der Energie zu berechnen
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AE _ V{(AH)?)

E = U
 VOvkgT? T\/(Jvk;B
n U N U

Nun sind sowohl die Warmekapazitét als auch die Innere Energie extensive
GrofBlen und somit geht die relative Unschérfe der Energie wie

AFE 1

T ——

E VN
gegen Null. Das heifit, im t.d.L. ist die Innere Energie der kanonischen Ge-
samtheit gleich der Energie der mikrokanonischen Gesamtheit bei gleicher
Temperatur. Allerdings miissen wir noch zeigen, dass beide Temperaturen
tatsichlich gleich sind.

Aquivalenz von mikrokanonischer und kanonischer Gesamtheit
(Ergénzungsstoff)

In der kanonischen Gesamtheit ist die Temperatur 7' ein von auflen vorgege-
bener Parameter (natiirliche Variable) wihrend sie in der mikrokanonischen
Gesamtheit iiber die Formel

1 (aS(E, N, v>>

Tore OF

(2.21)

NV

definiert ist. Um die Aquivalenz zwischen kanonischer und mikrokanonischer
Gesamtheit zu zeigen, betrachten wir noch einmal den Ausdruck fiir die In-
nere Energie in der kanonischen Gesamtheit

() = [ HEme "o DY
— %/ E p(E) e PPdE |

wobei p(FE) die Zustandsdichte reprisentiert. Die Tatsache, dass die Ener-
gieunschirfe im t.d.L. gegen Null geht, bedeutet, dass p(E)e F eine scharf
gepeakte Funktion ist. Wir konnen also wieder die Sattelpunktniherung ver-
wenden, um das Integral zu berechnen, dazu entwickeln wir

®:=In[p(E)e "] = —BE+ In[p(E)]
N——
S(E,N,V)/kp
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in eine Taylorreihe um die Position des Maximums. Das Maximum liegt bei
der Inneren Energieﬂ die wir aus folgender Bedingung erhalten

0 0, 185(ENV)
OE OF
I aS(E,N,V) 1
T OF Torc

Damit ist die Aquivalenz der Temperaturen bewiesen. AuBerdem liefert diese
Gleichung die Position £* = U, des Maximums von ¢. Wir machen nun
weiter mit der Taylorentwicklung

0P 10°®
=9+ —=(F—-F)+-—=(E—-FE"
(%) + T2 (B~ ")+ o (B — B
Die erste Ableitung verschwindet am Maximum. Die zweite Ableitung an der
Stelle E = E* liefert

1/kaG =0

N N

’e 0 1 a_s Sy 1o 1 o
kB(?EkaG 0E

0E2 ~ OF

mm( )
o (o) |,

(8UTNV>
mkG

kBT kG C’V

Den vorletzten Schritt konnten wir durchfithren, da die Temperaturen am
Maximum der Energie gleich sind. Somit lautet die Reihenentwicklung
1

2%kpT?Cy

Im Rahmen der Sattelpunktndherung berechnen wir nun die Zustandssumme

NV

d=P(E") — (E — E*)?

Z(T,N,V) = / p(E)e PEAE

— *\ ,—BE” _2(577‘36)'2
= p(E%)e e *sT*Cv (F

= p(E*)e_BE* vV 27T]€BT2CV .

3da bei der Sattelpunktniherung p(E)e #F durch eine GauB-Funktion approximiert
wird, deren Mittelwert gleich der Position des Maximums ist
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Die Terme, die wir bei der Sattelpunktniherung weggelassen haben, ver-
schwinden im t.d.L., wie wir bereits frither gesehen haben. Nun kénnen wir
bequem die Freie Energie berechnen

F = —kgTn[Z)]

1

= —kpln [p(E")] T + kgTB E* +=In [2rkgT*Cy|
—_— \U,./ 2

SmkG

=U — TS+ O(n[N]) .
Der letzte Term ist im t.d.L. gegeniiber den beiden anderen extensiven Gréfien

vernachlédssigbar und Der Vergleich mit dem Ausdruck fiir die Freie Energie
in der kanonischen Gesamtheit

F<Ta N7 V) = U<T7N7 v) _TSkG(T7N7 V)

liefert unmittelbar die Aquivalenz der Entropien, also

OF (T, N, V)

kpln [p(E, N, V)] "2 kgln [Z(E, N, V)] "2 — ( —

NV

2.3.3 Virialsatz und Aquipartitionstheorem

Wir untersuchen den thermodynamischen Erwartungswert

OH (m)
<7Ti8—7rj>

im kanonischen Ensemble. Das mikrokanonische Ensemble liefert dasselbe
Ergebnis. Die Rechnung ist nur wesentlich umfangreicher.

OH(m), 1 _sum OH
<7T’L 37rj >_Z/€ 871']' WZID;\/.
—————

—BH

e}
Bﬂj €

|-

Partielle Integration liefert schlie8lich

OH () kel ([ sr(m| ™ / ~pH(m O par
i = — 4 — T = (S, k’ T .
<7T 87Tj > A © Tomin € 871']' T i "B
=0 6;;2

(2.22)

Der erste Term bei der partiellen Integration verschwindet an den Réndern
des Integrationsgebietes. Der Rand fiir die Impulse bedeutet p — 400 und
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somit ist die kinetische Energie unendlich wodurch der Boltzmannfaktor Null
wird. Was den Ortsanteil angeht, gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder haben
wir ein endliches Volumen, dann muss aber das Potential am Rand unendlich
sein, oder das Volumen ist unendlich und auch hier muss das Potential im
Unendlichen gegen Unendlich streben, z.B. wie beim harmonischen Oszilla-
tor.

Das Ergebnis in Gleichung [Seite gilt fiir beliebige Hamilton-
Funktionen.

Wir betrachten nun die physikalische Konsequenzen. Es sei zunéchst m; = py,
der kanonische Impuls zu einer verallgemeinerten Koordinate ¢;. Dann ist
geméf den Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

OH(m) d :
=74 =q
apl dt
Also gilt (piqr) = kT
N

bzw. Z(plql> =2T) = NkgT .

1=1
Das heifit die mittlere kinetische Energie pro Teilchen ist

(T) = ngT .

Wenn wir andererseits m; = ¢; als eine der verallgemeinerten Koordinaten
wahlen, dann erhalten wir

OH(r) _ 0U(x)

oq dq
X au(g)
= O a P ) = NkpT .

=1

Wenn das Potential eine homogene Funktion vom Grad « ist, erhalten wir

 NET
) =
und somit
o
1) =)

Im Fall eines quadratischen Potentials ist die mittlere kinetische Energie
gleich der mittleren potentiellen Energie.

Wir hatten in der analytischen Mechanik bereits das Virial als Zeitmittel
besprochen. Da Zeitmittel und Scharmittel gleich sind erhalten wir also das
bekannte Ergebnis.
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Beispiel: Teilchen in einem harmonischen Potential

Wir betrachten N klassische Teilchen in einem harmonischen Potential. In
diesem Fall ist

(1) = vy = 2T

=  (H)=NkpT. (2.23)

2.4 Grof3kanonische Gesamtheit

In der kanonischen Gesamtheit haben wir die Temperatur als Zustandsva-
riable eingefiihrt, die experimentell wesentlich leichter zu kontrollieren ist als
die Energie eines Systems. Nun ist es auch schwierig, die Teilchenzahl exakt
vorzugeben. Auflerdem kann sie sich &ndern, wenn man andere Zustandsva-
riablen dndert. Sie ist daher keine gute Zustandsvariable. Dazu eignet sich das
chemische Potential besser. Wir wollen also ein thermodynamisches Poten-
tial herleiten, dessen natiirliche Variablen die Temperatur 7', das chemische
Potential x und weiterhin das Volumen V' sind. Das wird uns zur grof3ka-
nonische Gesamtheit fiihren.

Hierzu koppeln wir das Referenzsystem an ein Warmebad und Teilchen-
reservoir. Aus den vorherigen Uberlegungen wissen wir, dass sich dann eine
gemeinsame Temperatur und ein gemeinsames chemische Potential einstel-
len wird. Beide Zustandsgrofien werden vom Bad vorgegeben, das unendlich
grof sein soll. Da die Teilchenzahlen nicht fix sind, miissen wir eine Erweite-
rung des Phasenraums vornehmen. Wir definieren den Fockraum als Anein-
anderreihung von Phasenrdumen unterschiedlicher Teilchenzahl, angefangen
bei Null Teilchen bis hin zu unendlichen vielen Teilchen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir ein einfaches Beispiel. Wir beschrénken
uns hierzu auf 1 oder 2 Teilchen in einer Dimension d = 1 und beriicksichtigen
nur die Ortskoordinaten der Teilchen. Fiir ein Teilchen benétigen wir einen
ein-dimensionalen 'Phasenraum’ und fiir zwei Teilchen einen zweidimensiona-
len. Wir fiigen beide zu einem drei-dimensionales Koordinatensystem zusam-
men. Die z-Achse soll den Phasenraum eines Einteilchensystems beschreiben
und die xy-Ebene den Phasenraum fiir zwei Teilchen. Legitime Punkte in
diesem Fockraum liegen entweder auf der z-Achse oder in der xy-Ebene.
Fiir den allgemeinen Formalismus, benotigen wir die Wahrscheinlichkeits-
dichte

p(ﬂgRlvR’ VBv N’ E)

fiir den Phasenraumpunkt 7n7 des Referenzsystems. Hierbei enthilt mp"
nicht nur Impuls- und Ortskoordinate, sondern auch die Teilchenzahl Ng,
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die angibt, in welchem Sektor des Fockraums der Punkt liegt. Wir haben
hier diese Teilchenzahl explizit als Index hinzugefiigt, man hétte sie auch als
Teil von 7 definieren konnen. Wenn das Referenzsystem (R) im Zustand 7"
vorliegt, dann muss das Bad die Teilchenzahl Ng = N — Nk haben und es
kann in irgendeinem Zustand WgB mit der Teilchenzahl Nz vorliegen. Wir
berechnen zwar die Wahrscheinlichkeiten fiir alle moglichen Teilchenzahlen
Ng, aber zu jedem zu untersuchenden Np ist die Herleitung wie zuvor und
fithrt iiber die Marginalisierung zu

(TR VR, Vs, N, E)  Zg(Ep = E — Hy"(ng)|Ng = N — Ng|V3)

1
X exp (E SB<EB =F— HgR(T('RHNB =N — NR’VB)) .

Wir fithren wieder die Sattelpunktnéherung ein, wobei die Terme hoherer
Ordnung fiir N — oo exakt verschwinden. Wir erhalten folgende Beitriage

Sp(E — HY"(ng)|N — Ng|V) = Sp(E|N|V3)

853 N
Hp"(mR)
( aEB NBVB) Ep=E,Ng=N 5
853
Nr
< aNB EBVB> Ep=E,Ng=N

1
_ ENV)—T—HNR( )+’$NR

Nun ist aber wieder T = Tr = T und zudem pup = pr = p und das Ergebnis
lautet somit

<7TR \Vr, VB, N, E) = ; ~BHR(n " )+BuNR

Wir konnen nun wieder den den Indix R weglassen, da das Bad nicht mehr
explizit vorkommt. Auch lassen wir nun die explizite Angabe der Teilchenzahl
beim Phasenraumpunkt m weg, da sie sich implizit ergibt.



2.4. GROSSKANONISCHE GESAMTHEIT 71

WAHRSCHEINLICHKEITSDICHTE DER GROSSKANONISCHEN GESAMTHEIT

1
p(x|T, 1, V) = ¢ PHN (m)+BuN
2T, V)= 2N [ e?ixmpy
N=0
ZN

Wir erkennen, dass die Tatsache, dass die Gesamtenergie und Gesamtteil-
chenzahl erhalten sind fiir das Referenzsystem bedeutet, dass die Temperatur
(mittlere Energie) und das chemische Potential (mittlere Teilchenzahl) durch
das Bad vorgegeben werden.

2.4.1 Verbindung zur Thermodynamik

Wir wollen nun die fiir die Thermodynamik relevanten Zustandsgrofien im
Rahmen der groflkanonischen Gesamtheit darstellen, d. h. durch die grof-
kanonische Zustandssumme bzw. das groflkanonische Potential ausdriicken.
Wir beginnen mit der mittleren Teilchenzahl

MITTLERE TEILCHENZAHL

SN NZNZ(T,N, V)

SN ZNZ(T,N,V)

1 (8111 [Z(T,u,V)])
B o

(V)

(2.24)

TV
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Die mittlere Teilchenzahl
(N) = N(T,u, V)

ist eine Funktion von (7, u, V'). Diese Gleichung kann bzgl. p invertiert wer-
den und liefert dann

/L:”(T’ <N>7V) .

Nun héngt die groSkanonische Zustandssumme nur iiber die Fugazitdt vom
chemischen Potential ab. Ersetzt man in der Zustandssumme p durch In(z) /3,
dann erhélt man eine Funktion Z(T, z, V') und damit gilt dann auch

(2.25)

) = ; (aln [zg;,z,\/)])

Als néchstes wollen wir den Druck im Rahmen der groflkanonische Gesamt-
heit berechnen. Analog zu Gleichung (2.17)) [Seite erhalten wir

TV

. ,0H, 1 (Om[Z(T,p, V)]
P=—Gv) =3 ( oV ) (2:26)
Fiir die Innere Energie gilt
Ol [Z(T, u, V
U:<H):—( n (aﬁ% )]) + u(N) . (2.27)
w,V

Den Zusatzterm erhélt man, da 8 auch als Vorfaktor von N im Exponenten
der Wahrscheinlichkeitsdichte vorkommt. Wenn wir statt p die Variable z in
der Zustandssumme verwendet und z bei der Ableitung festhalten, kann das
vermieden werden und wir erhalten dann den alternativen Ausdruck

_— (8ln [Z(;g z,V)])

2,V

Im Rahmen der grofkanonischen Gesamtheit {ibernimmt das groflkanoni-
sche Potential, das ist die Legendre Transformierte der Freien Energie, die
Rolle des erzeugenden Funktionals

UT,u,V)=F(T,N,V)—uN
dQ) = dF — pudN — Ndu

—SdT — pdV + pdN — pdN — Ndy
— —SdT — pdV — Ndp .
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Damit haben wir

GROSSKANONISCHES POTENTIAL

AT, pu,V)=F(T,N,V)—uN
dQd = =SdT — pdV — Ndp

o8N

E;}g% Vo ) j (2.28)
V) \|p,

(@)=

Wir berechnen nun damit das totale Differential von 5§2

d(p0) = 2 s <SdT + pdV + (N)du>

kT2
Q4+ ST
__U—uN)

BT dT — ﬁ(pdV + (N)d,u) .

Die Innere Energie, den Druck und die mittlere Teilchenzahl driicken wir

gemiB Gleichung (2.27)) [Seite [72], (2.26) und (2.24)) iiber die Ableitungen

von In(Z) dar und erhalten damit
1 Jln [Z] Oln [Z] Oln [Z]
Q) =——— T [ —= ol '
d(ﬁ ) kgT? < op ) ,u,Vd { ( ov T’udV " op T,vdlu
d,u}
TV

Jln [Z]) { ((9111 [Z]) (8111 [Z])
( oT LV oV
Bis auf eine fiir ein thermodynamisches Potential irrelevante Konstante er-

o
halten wir also

T,p

In[Z(T, u, V)] = —pQ2 .
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Damit haben wir eine dhnliche Beziehung zwischen der Zustandssumme und
dem Potential wie im Fall der kanonischen Gesamtheit

GROSSKANONISCHES POTENTIAL
(Zustandssumme)

T, p, V) = —kgTIn [Z(T, p, V)]
Z(T, 1, V) = e Tt

Folgerung aus der Homogenitét

Die thermodynamische Variablen 7" und p sind intensive Groflen und V' ist
extensiv. Das heifit,

QT AV, 1) = \UT, V, 1) . (2.29)

Wir leiten diese Gleichung nach A ab und derhalten

d 0
linke Seite: — QT \V,u) = — | QUT, V' V
inke Seite UL AV, ) av( (T, ,u)> o
d
rechte Seite: EQ(T, AVip) = QT,V, 1)

beide Seiten:

V=Q(T,V,p) .

a?// (Q(T, v u))

Da die rechte Seite unabhéngig von A ist, muss das auch fiir die linke Seite
gelten. Wir konnen daher die linke Seite an der Stelle A = 1 auswerten und
erhalten schlieflich

V=V

0
ATV, p) = 55 (Q(T, |8 u)) V=-—pV.

J

~~
(2.28)

Auf der rechten Seite stehen nur die extensiven natiirlichen Variablen zusam-
men mit den zugehorigen konjugierten intensiven Grofien.

Damit erhalten wir eine hilfreiche alternative Darstellung fiir das grofikano-
nische Potential und den Druck in der grolkanonische Gesamtheit
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(GROSSKANONISCHE POTENTIAL
(alternative Darstellung und Druck)

Q= —pV (2.30)
Q  kgT

=——=——nZ(T . 2.31

p=—p = 2ol [Z(T V] (231)

Nur bei Kenntnis der Abhéangigkeit eines thermodynamischen Potentials von
seinen natiirlichen Variablen kann man alle thermodynamischen Groéfien des
Systems berechnen. Die Beziehung )2 = —pV fiir das Potential alleine reicht
z.B. nicht aus, denn die natiirlichen Variablen von €2 sind nicht p, V' sondern
T wV.

Aquivalenz von (Mikro-)kanonischer und grokanonischer Gesamt-
heit

Es kann gezeigt werden, dass die im Rahmen der groflkanonischen Gesamt-
heit definierten GroBen wie Entropie, Druck und mittlere Teilchenzahl (siehe
Gleichung Seite [73]) mit denen der anderen Gesamtheiten {iberein-
stimmen. Details konnen u.a. im Buch von W. Nolting nachgelesen werden.

Kompressibilitit

Eine sehr interessante Grofle in diesem Zusammenhang ist die (isotherme)

Kompressibiltét
(8ln [V]) 1 (8V)
Kr 1= — =—— | =
dp T V- \ Op

Das Minuszeichen in der Definition ist nachvollziehbar, da eine Verkleinerung
des Volumens mit einer Druckzunahme einhergehen sollte. Wichtig ist hierbei
zu beachten, dass nur die Temperatur festgehalten wird und nicht auch noch
das chemische Potential. Sonst miisste wegen

(@), -] (@)

gelten dass
Op.
ov

T

T,p

= 0.
T,p
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Als mechanisches Stabilitatskriterium fordert man in der phdnomenologischen
Thermodynamik

HTZO.

Im Rahmen der statistischen Mechanik kann man folgende Relation herleiten
(sieche Buch von W. Nolting)

((AN)?)
=0V ——5—. 2.32
KT 5 <N>2 ( )
Die Kompressibilitdt hingt also mit dem Quadrat der relativen Fluktuation
der Teilchenzahl zusammen und ist offensichtlich nicht negativ, womit die

Stabilitatsbedingung bewiesen ist.

Teilchenzahlfluktuationen

Wir hatten in Gleichung [Seite im Zusammenhang mit der kano-
nischen Gesamtheit gesehen, dass man die Energiefluktuationen als zweite
Ableitung nach der Temperatur (bzw. ) ausdriicken kann. Analoges geht
auch fiir die Teilchenzahlfluktuation, fiir die wir die zweite Ableitung nach
dem chemischen Potential betrachten. Ausgehend von Gleichung [Seite

73]

T,V =W

(=52

WLl

L QZNNzNZ(T,N,V)
N o > nz2NZ(T,N,V) TV

_ Sy N2ZNZ(T,N V) (S N2NZ(T, N, V)\?
b Sy Z2NZ(T,N,V) _( ZNZNZ(T,N,V))

= —B({(AN)?).

erhalten wir

(e

TEILCHENZAHLFLUKTUATION

(AN)?) = —ksT (M)

! e (a?m (T, 1, V)])
"

ou?

v TV
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Aus Gleichung (2.32)) [Seite erhalten wir

(AN))
(N2 TV

Da die Kompressibilitdt und die Temperatur intensive Groéflen sind, erhalten
wir

2
<(AN) ) N1 const
(N) VN
Somit verschwindet auch die relative Teilchenzahlfluktuation im thermody-

namischen Limes und die mittlere Teilchenzahl entspricht der festen Teil-
chenzahl der kanonischen Gesamtheit.

Beispiel: Ideales (GGas klassischer Teilchen

Das ideale Gas klassischer Teilchen in der groBkanonischen Gesamtheit wird

in Abschnitt (4.1.5) [Seite [100] besprochen.



Kapitel 3

Wahrscheinlichkeitstheoretischer
Zugang

3.1 Gibbs/Shannon Entropie

Bereits Gibbs hat einen alternativen Zugang zur Statistischen Mechanik vor-
geschlagen, den man heutzutage als Bayes-Zugang bezeichnen wiirde.

Wir gehen von der Gibbs/Shannon-Entropie bei vorgegebener Teilchenzahl,
so wie in der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, aus

S = kg / p(m)n [p(m)] DY = S[p(m)]

Hier wurde noch der an sich fiir MaxEnt irrelevante Proportionalitatsfaktor
kg eingefithrt, um an die in der Statistischen Physik iibliche Definition anzu-
kniipfen. Diese Definition wurde im Rahmen der Statistischen Physik auch
von Gibbs propagiert und wird deshalb in diesem Kontext Gibbs-Entropie
genannt. Hier haben wir allerdings beriicksichtigt, dass das default model
/ prior Wahrscheinlichkeitsdichte aufgrund physikalischer Uberlegungen
konstant ist. [[| Es liegt zunschst einmal immer die Normierungsbedingung

/p(ﬂ) DY =1

VOr.

IDie Zuweisung der uninformativen Prior-Wahrscheinlichkeitsdichte setzt Invarianzei-
genschaften der Dichte im Phasenraum voraus. Das ist eine der wenigen Stellen, an d er
im MaxEnt-Formalismus Details des mikroskopischen Problems einflieflen.

78
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3.2 Mikrokanonische Gesamtheit

Im Fall der mikrokanonischen Gesamtheit liegen zusétzlich die Nebenbedin-
gungen vor, dass die Energie, das Volumen und die Teilchenzahl fest vorge-
geben sind. Das definiert unsere Grundgesamtheit. Innerhalb dieser Grund-
gesamtheit liefert die Maximierung der Entropie eine konstante Wahrschein-
lichkeitsdichte, also

O(H(m) — E)
Z(E,N,V,d)

Normierung = Z(E,N,V,d):/ §(H(r) — E) DV .

p(r|E,V,N,d, mkG) =

Dieses Ergebnis ist bei vorliegender Information das einzig konsistenteE] Es

stimmt mit dem iiberein, was wir in Abschnitt (2.2)) [Seite behandelt
haben. Der Wert der Gibbs-Entropie an der MaxEnt-Losung fiir p(7) liefert
dann

S* = —kB/ p(n|E,V,N,d,mkG) In [p(r|E, V,N,d, mkG)] DV

1 1
= —kg / Zn(1/2] DN = kgln(Z) / 7 DY
H(m)=E H(m)=E

=1
= kpln[Z] = S .

Die Gibbs-Entropie an der MaxEnt-Losung entspricht also der Boltzmann-
Entropie. Insofern ist die Gibbs-Entropie also eine allgemeinere Konstrukti-
on, die es zudem durch Maximierung erlaubt, die zur jeweiligen Gesamtheit
gehorende Wahrscheinlichkeitsdichte zu bestimmen. Setzt man diese physika-
lische Wahrscheinlichkeitsdichte ein, erhéilt man die Boltzmann-Entropie, aus
der dann Thermodynamische Relationen (u.a. Potentiale) bestimmt werden
konnen.

Um die Notation nicht zu iiberbiirden, lassen wir den oberen Index bei der
Entropie weg, da die Bedeutung durch die Argumente der Entropie festgelegt
ist. Das heifit, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte als Argument vorkommt,
handelt es sich um die Gibbs-Entropie, ansonsten um den Maximalwert der
Gibbs-Entropie, bzw. um die Boltzmann-Entropie. Auflerdem werden wir im
Folgenden die Dimension d nicht mehr explizit als Argument anfiihren, da
sie sich wéhrend einer Rechnung nicht dndert.

2Siehe Skript zu Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik, Datenanalyse.
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3.2.1 Extremalbedingung

Im Fall der mikrokanonischen Gesamtheit, ist die Extremalbedingung trivi-
al. Wie der Name MaxEnt schon sagt, wird unter allen normierten Wahr-
scheinlichkeitsdichten, das Gleichgewicht durch diejenige beschrieben, die die
Entropie S maximiert.

EXTREMALBEDINGUNG DER MIKROKANONISCHEN GESAMTHEIT

Die Entropie ist maximal, bei festem N, V. (3.1)

3.3 Kanonische Gesamtheit

Im Falle der kanonischen Gesamtheit liegt nicht die Energie sondern die Tem-
peratur (und somit die mittlere Energie) vor.

VN . (81n [Z(aEE,N,V)])

;- (20)

V,N

Das heifit, wir haben eine neue Nebenbedingung
(H) = / H(x) p(x|T, N,V,kG) DV = F .

Wenn wir diese Nebenbedingung iiber Lagrangeparameter in das MaxEnt-
Verfahren einbauen, erhalten wir

0= —kp — kpln [p()] — Ao — N H(7)

1
bzw. p(m) = Ee_MH(”) :

wobei Z durch die Normierung festgelegt ist als

™

Z(T,N,V) = / e~ MHm DN
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Damit ist die Entropie an der Stelle der MaxEnt-Losung (Boltzmann-Entropie)
5" =tz [ plr)In fo(r)) DY
—A1H(m)
= —kp /p(ﬂ)ln {e 7 ] DY

—kn [ p(mNHE) DY + kel (2] [ p(m) DY
— kA (H) +kg In[7] .
~—

=F

Die Temperaturbedingung liefert

1 05

= —ka

T 8E BN\
= M=p0.

Damit haben wir die Beziehung

T S(T,N,V)=FE + kgTln [Z(T,N, V)]

=—F(T,N,V)
U(T,N,V)=ST+F.

Wir haben hier die Bezeichnung der Inneren Energie anstelle der mittleren
Energie verwendet. Wir sehen, dass der MaxEnt-Zugang zwanglos auch die
Beziehung zwischen Freier Energie, Entropie und Innerer Energie liefert, den
wir zuvor aus der phidnomenologischen Thermodynamik iibernehmen mus-
sten. Die Ergebnisse sind alle identisch zu denen aus Abschnitt [Seite
. Der Gibbs-/ Bayes-Zugang ist also méchtiger als der Boltzmannsche Zu-

gang.

3.3.1 Extremalbedingung
Wir haben hier das Funktional
d.=5— )\1<H>

bzgl. der moglichen Wahrscheinlichkeitsdichte maximiert unter Beriicksichtigung
der Normierung. Diese Maximierung gilt fiir alle Werte von Aq, also insbe-
sondere fiir \y = 1/7. Damit gilt, dass
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fiir festes T" maximal wird. Das heif3t, unter allen normierten Wahrscheinlich-
keitsdichten, entspricht diejenige dem Gleichgewicht, die die Freie Energie
minimiert.

EXTREMALBEDINGUNG DER KANONISCHEN GESAMTHEIT

Die Freie Energie ist minimal, bei festem N, V. (3.2)

3.4 GrofB3kanonische Gesamtheit

Wenn wir zusétzlich die Teilchenzahl flexibel lassen und {iber p nur die mitt-
lere Teilchenzahl vorgeben, dann miissen wir zunédchst die Entropie entspre-
chend erweitern

S = kBé /p(WN)ln (p(ﬂ'N)) DY

Die Nebenbedingungen sind nun

Z/p(ﬂN) DY =1
> [ 1) pi) DY =
DR /p<wN>Dﬁ=<N>.

&y

Die Maximierung liefert
0= —kp — kpln [p(7™)] = Ao = MH (V) = Ao N

l 6—)\1H(7rN)—/\2N
7 .

Die maximale Entropie ist dann

S* = kB)\1<H> -+ k’B)\2<N> -+ kBln [Z] .

N)_

bzw. p(m

Aus der Definition der Temperatur folgt wie zuvor \; = (. Die Definition
des chemischen Potentials liefert

oS i
oy~ T

A= =P .
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Also haben wir wieder das Ergebnis aus Abschnitt (2.4) [Seite .

1
T k — —BH+BuN
p(n|T, i, V, dkG) 2T )"
U w(N) kgTh[Z]
T -

ST =U — u(N) + Q.

3.4.1 Extremalbedingung

Analog zur Diskussion im Fall der kanonischen Gesamtheit, wurde hier das
Funktional

bzgl. der moglichen Wahrscheinlichkeitsdichte unter Beriicksichtigung der
Normierung maximiert. Insbesondere ist ® maximal fiir feste Werte Ay = 1/T°
und Ay = p/T. Das fithrt dazu, dass

fiir festes T' und g maximal wird. Das heifit, unter allen normierten Wahr-
scheinlichkeitsdichten, entspricht diejenige dem Gleichgewicht, die das grof3-
kanonische Potential minimiert.

EXTREMALBEDINGUNG DER GROSSKANONISCHEN (GESAMTHEIT

Das groBkanonische Potential ist minimal, bei festem V. (3.3)

3.5 Grundrelation

Die Extremalbedingungen sind dquivalent zur Grundrelation der Thermody-
namik

0>dU —-TdS — pdV — pdN .
o [/ N,V fest = 0> —dS, also S Maximum.
o NV fest = dU — T'dS = dF > 0, also F' Minimum.
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o V fest = dU — T'dS — pdN = dS2 > 0, also  Minimum.

Wichtige Gleichgewichtseigenschaften thermodynamischer Systeme héngen
deshalb eng mit den Extremaleigenschaften der Thermodynamischen Pot-
etniale zusammen. Bei allen (irreversiblen) Prozessen, die unter bestimmten
Randbedingungen moglich sind, nimmt das Potential mit den entsprechenden
natiirlichen Variablen zu bzw. ab.

3.6 Boltzmann H-Funktion

BOLTZMANNSCHE H-FUNKTION

Man kann leicht zeigen, dass H < 0 fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsdichten
py und p. Wir beweisen zunéchst, dass

In(z) <x—-1; Vo >0. (3.4)
Dazu definieren wir f(x) = In(z) — x 4+ 1. Die zweite Ableitung

" 1
f(x):—ﬁgo Vo >0

ist negativ, das heiit f(x) ist konvex und hat somit ein eindeutiges Maximum.
Die Ableitung

fla)=1-1

verschwindet an der Stelle z = 1. Das Maximum befindet sich also bei z = 1
und hat den Wert

fme = f(1) = 0.
Es gilt also f(z) < 0 fur alle x > 0 und damit ist Gleichung (3.4) [Seite

bewiesen.
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Diese Ungleichung verwenden wir nun fiir die H-Funktion

= [yt [P 0 < by [, (22 1)

Pg(7) Py(7)

i<t [ (o0 -0 25 = ([0 DY = [y DY)

H<O0.

Das heif}t, die H-Funktion ist kleiner-gleich Null. H verschwindet, wenn die
beiden Wahrscheinlichkeitsdichten gleich sind und nimmt betragsméfBig zu,
umso unterschiedlicher die beiden Dichten sind. Man verwendet deshalb die
negative H-Funktion auch als Abstandsmaf fiir Wahrscheinlichkeitsdichten.
Nehmen wir z.B. zwei Gau-Funktionen mit derselben Varianz, aber unter-
schiedlichen Mittelwerten

dann ist die H-Funktion

H = ((x —7,0)?), ~ {(x 7)),
\_\;_/

=0’ — <((7T —Tg0) + (mg0 — 7To))2>

=0’ - <(7T - 7Tg,0)2>g_2\<(7T - 7Tg,0)>% (mg0 — m0) — (Tg0 — 7To)2

[\

g

~~ v
o2 =0

= —(mg0 — 7o)’

Die Extremalbedingungen lassen sich auch aus der Ungleichung H < 0 her-
leiten. Siehe z.B. das Buch von W. Nolting.

3.7 Gibbs Gesamtheit

Man kann sich auch leicht iiberlegen, was passiert, wenn man die Energie und
das Volumen freigibt, also nur die Temperatur und den Druck und damit die
mittlere Energie und das mittlere Volumen vorgibt. Im MaxEnt-Formalismus
muss man lediglich im Vergleich zur vorherigen Herleitung (groflkanonisches
Potential) formal den oberen Index N fiir die Teilchenzahl durch V' ersetzen.
Statt iiber N zu summieren muss man iiber V integrieren und die dritte
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Nebenbedingung lautet

/dV 1% \(/p(ﬂv) Dﬁ)/: (V).

~
hierin ist V fest

Die MaxEnt-Bedingung liefert
—kp — kgln [p(7™)] — Ao — MH(7|V) = AV =0,
bzw.

1
p(x|T,N.p) = — e~ MH M=

Die Entropie am Maximum (Boltzmann-Entropie) ist in diesem Fall
S* = kpA(H) + kgXo(V) + kgln [Z]
bzw. TS* =kgTA U+ EkgTXy (V) + kgTn[Z]
Da wir hier die Temperatur und den Druck vorgeben, sind die Lagrange-

Parameter sowie S* und Z Funktionen von 7', N, p anhéngig. Aus der phédnomenologischen
Thermodynamik iibernehmen wir die Definition der freien Gibbs Enthal-

pie
G(T,N,p) =U+p(V)-TS .
Der Vergleich zeigt, dass
A =5
A2 = Bp

und wir haben den Zusammenhang der Freien Enthalpie mit den mikrosko-
pischen Groflen

FRrREIE GIBBS ENTHALPIE

G(T,N,p) = —kpTIn[Z]
Z(T,N,p) = e P¢

p(m|T,N,p) = ZT.N.p)

Z(T, N, p) ::/ e~ BH(m)+pV) DKN-
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Daraus leitet man leicht ab, dass

Oln [Z(T, N, p)]
(s
Oln [Z(T, N, p)]
( dp > TN =AW
und somit gilt wegen G = —kgT'n [Z]
(2T =TV = V).

Wir haben hier eine Legendre-Transformation von F(T, N, V) nach G(T', N, p)
gemacht, wobei wir V' gegen p eingetauscht haben, deshalb gilt auch

G(T,N,p) =F(T,N,V)+pV .
Das totale Differential liefert zusammen mit Gleichung (2.15)) [Seite

dG = dF + pdV + Vdp
= —SdT + pudN — pdV + pdV + Vdp
= —5dT + pudN + Vdp .

Auflerdem koénnen wir die Homogenitét in der einzigen extensiven Grofie N

G(T,AN,p) = A\G(T, N, p)
ausnutzen. Das liefert
N=uN

oG
= (a—N)

—_——
“w

Fiir ein Gas einer Spezies gilt fiir die freie Gibbs Energie also sowohl

G=uN
als auch G=F+pV=U-TS+pV.



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Das ideale Gas klassischer Teilchen

Wir betrachten hier den Fall nicht wechselwirkender freier (konstantes Po-
tential) Teilchen. Die N Teilchen befinden sich in einem Quader mit den
Kanten (L, Ly, L.).

4.1.1 Mikrokanonische Gesamtheit
Zahl der Mikrozustinde

In klassischen Problemen entspricht die Zahl Z(E, N, V') der Mikrozustéinde
zur Energie E/ der Grofle der zugehorigen Hyperflache im Phasenraum. Diese
Grofle (Dichte) ist allerdings leichter durch Ableitung der zugehorigen Ver-
teilungsfunktion, dem Phasenraumvolumen T'A(E) zu berechnen

™

r'(E) ;:/ 0(E — H(r)) DV

_ 1 /Q(E pges>dj\[ dN
~ VN om /¢ TP

Vv

_ N

Mit dem Volumen der N' = 3N-dimensionalen Hyperkugel mit Radius v2mFE
aus Gleichung (C.2)) [Seite erhalten wir schlieflich

T (p) = v 2mE)* nt (4.1)
AN N (& +1)
_ <27””E )N/2 ! (4.2)
NI\ A2 I(§+1) '



4.1. DAS IDEALE GAS KLASSISCHER TEILCHEN 89

Entropie

Wir berechnen nun die Entropie. Eigentlich ist sie durch das Volumen Z(E, N, V)
der Hyperfliche zur Energie F und nicht durch das hiervon eingeschlossene
Volumen I'y(E) gegeben. Wir werden dennoch zunéchst mit letzterem die
Entropie bestimmen und danach erst unter Verwendung der richtigen Grofe

Z(E,N,V).

S = k(TN (E))

V(27rhr;1E) g] —In(N!) —In {F(%/ + 1)} }

= k’B{NlIl

In(N!) +In [F(%/ + 1)} _ NV - N+ Y ln(/;/) - g
_N {m(N) +1In {(%/)3} _ %} |

Das ergibt fiir die Entropie

ssov [ (522) ]
o i[5 +d;2} -

ENTROPIE DES FREIEN KLASSISCHEN (GASES
(mikrokanonische Gesamtheit, klassisch)
[Sackur-Tetrode Gleichunyg]

S(E,V,N) = kN {m DG (t@TNE ) } + M} (4.32)

= kpN {m F <47;ZZE> 2} + %} . (4.3b)

S
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In der zweiten Gleichung haben wir die Teichendichte n := N/V und die
Energie pro Teilchen E = E /N eingefiihrt. Die Extensivitdt der Entropie
ist explizit zu erkennen und ebenso leicht sieht man, dass die Entropie eine
homogene Funktion in den extensiven Gréfien ist. Das wére nicht der Fall
ohne die qm Korrektur!

Eigentlich ist die Entropie iiber Z(E,N,V) = Mg—ng) zu bestimmen. Wir
nennen die richtige Entropie voriibergehend S ). Nach Gleichung [Seite

| gilt I' = ¢E% und somit erhalten wir

) OTN(E
S = kg [Z(E,N, V)] = kpln { §E< )}
e ]
5+ ko [ 1]
S=S5+0(1).

Da die Entropie S extensiv ist (proportional zu N), ist die relative Abwei-
chung zwischen S und S von der Ordnung 1 /N und somit im thermodynami-
schen Limes vernachléssigbar. Das gilt generell und bedeutet, dass in hohen
Dimensionen, dass gesamte Volumen in einer infinitesimalen Schale bei der
Hyperflache konstanter Energie steckt.

4.1.2 Temperatur
Die Temperatur ist in Gleichung ([2.3)) [Seite definiert:

1 (2

Die hierin vorkommende Ableitung haben wir gerade erst berechnet und wir
erhalten somit

V,N

1 dkpN
T 2F
2FE
T p—
dkg N
bzw. E = gNkBT (4.4)

4.1.3 Gibbs Paradoxon

Wir betrachten nun folgende Situation. Zunéchst haben wir 2 getrennte Kam-
mern mit Volumina V; und Teilchenzahlen N;. Zwischen den Kammern be-
finde sich ein beweglicher Kolben, sodass sich in beiden Kammern derselbe
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Druck einstellt. Auflerdem sollen sich beide Kammern im thermischen Kon-
takt befinden, um auch dieselbe Temperatur in beiden Kammern sicher zu
stellen. Nun nehmen wir die Trennwand zwischen den Kammern heraus. Bei
den Teilchen in beiden Kammern soll es sich um ideale ununterscheidba-
re Teilchen handeln. Aufgrund der speziellen Anfangsbedingung éndern sich
Druck und Temperatur nicht, wenn man die Trennwand entfernt.

Aus der thermischen Zustandsgleichung, Gleichung [Seite leiten
wir ab, dass die Teilchendichten in den beiden Kammern

N; kT

n; - — — n

Vi P

vor und nach Entfernen der Trennwand ebenfalls gleich sind. Dasselbe gilt
aufgrund von Gleichung [Seite auch fiir die Energie pro Teilchen
E :=FE/N.

Wir berechnen nun die Entropie vor Entfernen der Trennwand. In Kammer

i ist sie geméB Gleichung (4.3b)) [Seite

1 [ 4nmE\*“? d+2

Die Gesamtentropie ist die Summe der Teilentropien und somit

) /2
1 /4mmE d+2
Gvorher _ ZS(Ei, Vi, N;) = kgN (ln {_ <%> } + %) . (4.5)
i=1

n

wobei die gesamte Teilchenzahl natiirlich N = N; + Ns ist. Nach der Kopp-
lung gilt weiterhin die Gleichung (4.3b) [Seite 89, nun jedoch mit der Ge-

samtteilchenzahl, und wir erkenne, dass
Svorher — Snachher. (46)

So sollte es bei identischen Teilchen auch sein. Wir kénnen das Experiment
fiir ununterscheidbare Teilchen auch so sehen, dass wir nach der Durchmi-
schung die Trennwand einfithren. Damit sollte sich die Entropie nicht &ndern.
Der Zustand vorher und nachher ist derselbe.

Wir héitten ein falsches Ergebnis erhalten, wenn wir den Korrekturterm 1/N!
im Phasenraumvolumen nicht eingefithrt hédtten. Wir kénnen uns das leicht
klarmachen. Dieser Korrekturterm bewirkt in der Entropie eine additive
Anderung

AS(E,V,N) = —kpIn(N!) = —kg (Nln(N) - N) .
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Somit erhalten wir hieraus eine Anderung fiir das Gesamtsystem

2 2
ASvorher _ ZAS(E“ V;’ Nz) = _szln(Nll) = —k'B hl(Nl'NQ')
=1

=1

Nach Entfernen der Trennwand ist die Anderung der Entropie aufgrund des
Korrekturterms von der Form

ASrachber — _ppIn(NY) |

Demnach unterscheiden sich die Korrekturterme

N N
nachher vorher __ _
AS - AS = k’B In <—N1'N2'> = k‘B In (N1> (47)

Vor der Erkenntnis, dass identische Quantenteilchen strikt ununterscheidbar
sind, hatte man den Korrekturterm nicht verwendet und somit unterschied-
liche Entropien erhalten. Das wird als Gibbs Paradoxon bezeichnet.

Mischungsentropie Die Sache sieht jedoch anders aus, wenn die Teilchen
nicht identisch sind. Nehmen wir an, dass die Teilchen in Kammer 1 vor Ent-
fernen der Trennwand rot und die in Kammer 2 blau gefirbt werden. Dann ist
der (Farb-)Zustand nach der Durchmischung natiirlich ein anderer. Dasselbe
gilt fiir die Entropie, die ja der Logarithmus der Zahl der Mikrozusténde ist.
Vorher sind die Teichen in den beiden Kammern natiirlich weiterhin unun-
terscheidbar und Gleichung [Seite bleibt giiltig. Nach der Durchmi-
schung sind die Entropien der beiden Teilchensorten weiterhin additiv, nur
dass sich jetzt das Volumen geédndert hat und somit die Teichendichten an-
dere sind. Die Energie pro Teichen bleibt nach wie vor gleich, da es sich um
nicht wechselwirkende Teilchen handelt. Das heifit:

2 2 o\ o
- V [(4mrmE\ 2 d+ 2
nachher — E. = N.E N =k N |1 R -
S ;S( i i a‘/a z) B; Z<n|:NZ< dh2 > :|+ 2 ) ’
(4.8)

Damit ist der Entropieunterschied
2
A GMischung .__ gmachher _ gvorher _ —kp Z N; hl(Nl) + ]{?BNIH(N)
=1

Das entspricht genau der Stirlingndherung der negativen Korrektur in Glei-
chung (4.7) [Seite [02]. Mit anderen Worten, ohne den Korrekturterm 1/N!
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wére hier das richtige herausgekommen, da in diesem Fall die Teilchen un-
terscheidbar sind. Diesen Entropieunterschied nenn man Mischungsentropie.

GeméiB Gleichung (4.7) [Seite erhalten wir also

. N
Aleschung —— . ]
o (Nl)

Dieser Entropieunterschied resultiert allein aus der Farbunterscheidbarkeit
der Teilchen. Ununterscheidbare Teilchen liefern nach Gleichung [Seite
AS = 0. Der Entropieunterschied ist leicht zu verstehen. Die Mikro-
zusténde des Systems sind dadurch die Zahl Ny ; festgelegt, die angibt, wie
viele Teilchen der Farbe f sich in Kammer ¢ befinden.

Vor dem Entfernen der Trennwand ist der Makrozustand durch die Anga-
ben der Teilchen in den beiden Kammern N; und N, und zudem durch

Ny_1=1 =Ny, =Ny_9;-1 =0,
Ny_1i=0=0, =Nj_gi—0 = N;

charakterisiert. Das sind die natiirlichen Variablen, was den Farbfreiheitsgrad
angeht. Zu diesem Makrozustand gibt es nur einen Mikrozustand (F = 1) und
die Entropie aufgrund des Farbfreiheitsgrades ist

Sy = ~kpIn(F) = 0.

Nach Entfernen der Trennwand ist der Makrozustand nur noch durch die Teil-
chenzahlen N; und Ny charakterisiert. Die fehlende Wand liefle zwar auch
andere Teilchenzahlen zu, aber diese sind bereits ohne die Farbunterschei-
dung im thermischen Gleichgewicht durch N; = n V; gegeben und, wie wir
oben gesehen haben, dndern sich diese Zahlen nicht durch das Entfernen der
Trennwand. Das bedeutet, dass die Teilchen zwar zwischen den Kammern hin
und her wechseln, aber immer so, dass die mittlere Teilchenzahl unveréndert
bleibt.

Nach dem Entfernen der Trennwand ist der Makrozustand also durch die
Zahl der Teilchen in den beiden Kammern, N; und Ns, und durch die Zahl
N, (Ny) der roten (blauen) Teilchen gekennzeichnet. Es ist aber nicht fest-
gelegt, wie die Farben auf die Kammern verteilt sind. Daraus resultiert die
Zahl der Mikrozustande. Diese Anzahl erhalten wir folgendermafien: Wenn
wir die Teilchen in einer Reihe anordnen, dann gibt es F’ = ( J]\\fi ) unterschied-
liche Farbsequenzen. Jeweils die ersten N; Teilchen dieser Sequenz geben wir
in Kammer 1. Damit ist F' auch gleichzeitig die gesuchte Zahl der Mikro-
zustdnde. Auflerdem ist aufgrund der Anfangssituation NV, = N; und somit
haben wir

N
%ﬁﬁz—@m@w:_@m(M),

Damit ist AS erklart.
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Innere Energie

Wir 16sen nun die Gleichung (4.3a)) [Seite [89] nach der Energie auf

i—ln(K)%—gln Amm —I—C—iln £ —i—w
kN "N’ 2 dh? 2 N 2

. E\ 28 _d+2_gln<z>_ln drm
N )  dkgN d d ‘N dh?

und erhalten somit die innere Energie als Funktion von S

2
U(S,V,N) = E= N e@sn & (ﬂ) <dh2> |

Vv 4m

Druck

Der Druck berechnet sich aus der Inneren Energie. Zunéchst isolieren wir die
Volumensabhéngigkeit der inneren Energie

U=cV-a.

Daraus berechnen wir den Druck

~[(oUu B N
= ()|, =t =u(a)

Somit erhalten wir

DRUCK DES IDEALEN GASES
(mikrokanonische Gesamtheit, klassisch)
[Kalorische Zustandsgleichung]

pV=-U. (4.9)

ISH )

Zustandsgleichungen

Alternativ erhalten wir iiber Gleichung ([2.4)) [Seite zusammen mit Glei-
chung ([4.3a]) [Seite [39]

p_(95\|  _ksN

T \oV)|gy V
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die
THERMISCHE ZUSTANDSGLEICHUNG DES IDEALEN (GASES
(mikrokanonische Gesamtheit, klassisch)
pV = NkyT . (4.10)

Interessanterweise ist die Zustandsgleichung unabhéngig von der rdumlichen

Dimension d.

Innere Energie

Gleichung (4.10)) [Seite [95] zusammen mit Gleichung (4.9)) [Seite [94] liefert

INNERE ENERGIE
(mikrokanonische Gesamtheit, klassisch)

d

(4.11)

4.1.4 Kanonische Gesamtheit

Zustandssumme

Wir wollen nun dasselbe Modell in der kanonischen Gesamtheit behandeln.

Z(T,V,N) = v —BE®) gV

VN o 5.2 n dp
= On / e 2mP pN —
hN N 0 D

Y
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mit der Substitution p = /2m/B/x erhalten wir

VN om\ V21 [ d
Z(T,V,N) = 5 v (—m) —/0 eogh2 2

15} 2 x
VN opN/2 om\ V%1
~ RN T(NV/2) (7) 5l W/2)
_ VN (2N VN
— N\ R23 TN T

Damit haben wir die Schliisselgréfle, die Zustandssumme, berechnet

KANONISCHE ZUSTANDSSUMME DES IDEALEN GASES
(klassisch)
VY v
h
Ap = NerT5 (thermische de Broglie Wellenlénge) . (4.13)

Wir haben hier die Definition der thermischen de Broglie Wellenlédnge ein-
gefiihrt, die u.a. bei der Bose-Kondensation relevant seinwird.

Freie Energie

Als néchstes berechnen wir die Freie Energie
F(T,N,V) = —kgTIn(Z) = —kgT [Nln (V)\;d) — NIn(N) + N} .

Damit lautet die

FREIE ENERGIE DES IDEALEN (GASES
(klassisch)

F(T,N,V)=—N kgT {m (%/\;d> + 1] .




4.1. DAS IDEALE GAS KLASSISCHER TEILCHEN 97

Die Freie Energie ist extensiv und besitzt die korrekte Homogenitét.

Entropie

Die hieraus abgeleitete Entropie liefert

. <8F(7;7{V, V))

N,V

T

d
A4 1| + =N kp— .
)+]+2 BT

ENTROPIE DES IDEALEN (GASES
(kanonische Gesamtheit, klassisch)

2
S(T,N,V) = N kg {m (%)\;d> + d%} . (4.14)

Das entspricht genau dem Ergebnis, das wir mit der mikrokanonischen Ge-
samtheit in Gleichung (4.3al) [Seite erhalten haben, wenn man bertick-
sichtigt, dass dort aufgrund von Gleichung 1) [Seite E durch %k‘BT zZu
ersetzen ist.
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Chemisches Potential

Als néachstes berechnen wir das chemische Potential in der kanonischen Ge-

samtheit iiber Gleichung (2.15) [Seite

(8FQ’NXU)
Vv
_ a V —d
() 1o ()] ()
N
= —k’BT {ln

CHEMISCHES POTENTIAL DES IDEALEN (GASES
(kanonische Gesamtheit, klassisch)

M:—@Tm(%gﬁ

F
— — 4+ kT .
N B

Innere Energie

Als néchstes ermitteln wir die Innere Energie

U= F(T,V,N)+TS(T,V,N)

V. ._ 7N d+2
-t [1“ (NATd) “] A et {1“ (N“d) +Tl
3
= “NkgpT .
2 ki
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INNERE ENERGIE DES IDEALEN (GASES
(kanonische Gesamtheit, klassisch)

WﬁNﬂU:gN@T.

Das ist genau das Ergebnis der mikrokanonischen Gesamtheit aus Gleichung
(4.11)) [Seite . Damit koénnen wir in der Entropie die Temperatur durch
die Energie ¥ = U ersetzen und erhalten ebenfalls das Sackur-Tetrode Er-
gebnis aus Gleichung [Seite . Das bestétigt, dass es im t.d.L. keinen
Unterschied macht, welche Gesamtheit man wéhlt.

Energieunschirfe in der kanonischen Gesamtheit

In der kanonischen Gesamtheit ist die Energie nicht vorgegeben, sondern die
Temperatur. Die mittlere Energie (Innere Energie) haben wir gerade berech-
net. Wir wollen nun die Varianz der Energie in der kanonischen Gesamtheit
berechnen. Wir kénnen dazu die Ableitung der Inneren Energie nach 3 her-
anziehen

_om {He=PH} B tr {H2e 71} N tr {He "1} (—tr = BH}>

Op tr{efH} —  tr{e-AH} (tr{e-PH})2

- ) — {1y
= o= ((AH)) = — (—aU(g’BN’V) "

Die Varianz der Energie des idealen klassischen Gases liefert

, 9 dN _dN

T opep 2

dN
op = —kgT
2
(o8 2] . %kBT 2
= <E> dNkgT dN
2

Die relative Ungenauigkeit verschwindet also wie allgemein gezeigt mit zu-
nehmender Teilchenzahl proportional zu 1/ V'N.
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4.1.5 Groflkanonische Gesamtheit

Zustandssumme

Die Zustandssumme der groffkanonischen Gesamtheit erhalten wir aus der
kanonischen Zustandssumme, indem wir iiber die Teilchenzahl mit dem Ge-

wicht 2z summmieren

Z(T, 1, V) = i N Z(T,N,V) (4.15)
" —d\N
=> 2 —(V?@ ) : (4.16)

ZUSTANDSSUMME DES IDEALEN (GASES
(grofSkanonische Gesamtheit,klassisch)

Z(T, 1, V) = exp (Vz/\;d) .

Grof3kanonische Potential

Daraus folgt

(GROSSKANONISCHES POTENTIAL DES IDEALEN (GASES
(klassisch)

UT, 1, V) = —kpTIn(Z) = —kpT2V A% .

Die mittlere Teilchenzahl ist

oUNT, 1, V
= (2050)
2 TV
_q Oz _
= kpTV A o = V!
~—~
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Druck

Aus der allgemein giiltigen Formel 2 = —pV erhalten wir bequem den Druck

DRUCK DES IDEALEN (GASES
(grofSkanonische Gesamtheit,klassisch)

p=FkpTz \;". (4.17)

Damit kann man die mittlere Teilchenzahl auch durch

(N)=Vpp

ausdriicken, was wiederum mit der thermischen Zustandsgleichung der mi-
krokanonischen Gesamtheit in Gleichung [Seite iibereinstimmt und
gleichzeitig beweist, dass die mittlere Teilchenzahl der groflkanonischen Ge-
samtheit mit der festen Teilchenzahl der mikrokanonischen Gesamtheit iiber-
einstimmt. Ebenso muss gelten

ov

pV:—V< av

= (N) =VpB=N.

OF (T, N, V))

=V NkBT(i ln(V)) = NkgT
TN

Das bedeutet, dass die mittlere Teilchenzahl der grokanonischen Gesamtheit
mit der festen Teilchenzahl in der kanonischen Gesamtheit iibereinstimmt.

Verteilung der Teilchenzahlen

Wir wollen nun noch die Verteilung Py der Teilchenzahlen in der groSkanoni-
schen Gesamtheit ermitteln. Wir betrachten dazu noch einmal den Ausdruck
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fiir den Mittelwert der Teilchenzahl in etwas anderer Form

0= (3)

TV

Zusammen mit Gleichung (4.15)) [Seite[100] erhalten wir die Poissonverteilung

TEICHENZAHLVERTEILUNG DES IDEALEN (GASES
(grofkanonische Gesamtheit, klassisch)

Damit ist die relative Ungenauigkeit in der Teilchenzahl ebenfalls proportio-
nal zu 1/v/N.

Bestimmung des chemischen Potentials

Schliefllich wollen wir noch das chemische Potential ermitteln.

(4.17) _
Ny B Lyad



4.1. DAS IDEALE GAS KLASSISCHER TEILCHEN 103

4.1.6 Geschwindigkeitsverteilung

Wir wollen die Geschwindigkeitsverteilung des idealen klassischen Gases in
3 Dimensionen berechnen. Das heifit, die Teilchen spiiren keine gegenseiti-
ge Wechselwirkung. Sie sind in einer quaderféormigen Box eingesperrt in der
ansonsten ein konstantes Potential vorliegt. Wir verwenden die kanonische
Gesamtheit. Die Wahrscheinlichkeitdichte im Phasenraum faktorisiert dann
in die Beitriage der einzelnen Teilchen und ist unabhéingig von deren Ortsko-
ordinaten

N
U s .
(N V.T) = — e O = [ [ po(57)
i=1

1 B a2
po(ﬁ2> = (—) e 2mkgT X

27kaBT

Wir greifen nun zuféllig ein Teilchen heraus und bestimmen die Wahrschein-
lichkeitsdichte dessen Impulses p(p). Uber die Marginalisierungsregel fithren
wir den Index des Teilchens ein, dass zuféllig ausgewéahlt wurde, und welchen
Impuls dieses Teilchen hat. Da die Teilchen unabhéngig und identisch sind,
ist das auch die marginale Wahrscheinlichkeitsdichte des ersten Teilchens

p(p) = po(p) -

Hierbei wurde iiber die Ortskoordinate auch marginalisiert. Wenn wir noch
beriicksichtigen, dass p' = mv gilt, und auf Kugelkoordinaten transformieren
erhalten wir

p(0)dPv = po(m)d®p = po(mv)m>d*v

3

m 2 _ma?
— 25T I3
<27rl€BT) corav

m'u2

_ (" “EpT 2 gi
(QWkBT) e v° sin(f) dvdfde .

Njw

Damit haben wir die

MAXWELL GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG IN KUGELKOORDINATEN

m
27TkBT

3/2 o
p(v,0,¢) = ( ) v? e BT " sin(f) . (4.18)
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Wenn wir nur am Betrag der Geschwindigkeit interessiert sind, kénnen wir
den Winkelanteil marginalisieren.

p(v) = / p(v,6, 6)d6ds
1 2

= — 0 G_QkTgTv
o

2

Wir berechnen als néchstes die Normierungskonstante z’:

o0
__m 2 odv
z’:/ e kT 93— |
0

v

Mit der Substitution v = \/x2kgT/m erhalten wir

2T\ /2 oo
S = ( BT> 1 / 6—mx3/2d_m
m 2 Jo T

m 2
2k T\Y? 7 (2kpTT\Y? 1
a m 4 m 47

Damit haben wir die

MAXWELL'SCHE GESCHWINDIGKEITSVERTEILUNG

3/2 o
p(v) = 4r < m ) v? e *BTY (4.19)

Wir rechnen hierzu noch die unteren Momente aus

o0 _ 2
fo U2+n€ av d’U

<U > - fooo v2Ze—av? dy
L m
T kT

Wir wollen zunéchst generell Integrale vom Typ

o0
) dU
I, = e —
0 v
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berechnen. Mit der Substitution v = y/x/a erhalten wir

105

I, =-a2 / xTG_xdﬁ =—qa 2 1—‘(@)
2 0 x 2
/Oov3+n —ow?@:l (&)—”T+3 /Ooa:";?’exd_ﬂv
0 v 2 0 x
— a7
2 2
&0 QdU ]_ m+3 m + 3
Me~av =—-a IN—— 4.20
| et s Sam (4.20)
Somit haben wir
" F(Q) _QF(nTH—i-l) 2kgT\2 n+1 _n+1
o 2F(§) 5\/7_1' m ﬁ 2
und speziell
MOMENTE DER MAXWELL-VERTEILUNG
2kgT 2 kgT
b — =4 (= (4.21a)

ﬁ 2mm

2k T 3 3 3kgT
(W) =252 2 pE) = 25 (4.21b)
m T 2 m
Aus der letzten Gleichung folgt
1 3

§m<v2> = §kBT 5

in Ubereinstimmung mit den vorherigen Rechnungen.
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4.1.7 Effusion

Wir wollen nun iiberlegen, was passiert, wenn wir ein infinitesimal kleines
Loch in die Wand machen.

dA

v dt |cos(0)|

Abbildung 4.1: Alle Teilchen, die sich im blauen Zylinder befinden und de-
ren Geschwindigkeitsvektor in der infinitesimalen Nachbarschaft von (v, 6, ¢)
liegt, werden die infinitesimal Offnung dA in der Zeit dt erreichen.

Wir betrachten hierzu die in der Abbildung dargestellte Geometrie und be-
rechnen die Zahl der Teilchen, die in dt unter einem Winkel 6, ¢ durch die-
se Offnung fliegen. Wenn in dt ein Teilchen mit Geschwindigkeit (v, 6, ¢) in
(dv,df, d¢) durch die Offnung fliegen soll, muss es vorher im zylinderformigen
Volumen, das in der Abbildung dargestellt ist, gewesen sein. Der Zylinder hat
das Volumen

dV = dA v dt |cos(0)] .

Teilchen, die sich nicht und dV befinden, kommen entweder zu spéit oder
sie treffen die Wand an der falschen Stelle. Die Gesamtzahl der Teilchen in
diesem Volumen ist, wenn wir von einer homogenen Dichte p ausgehen,

dN(v,0,¢)=p -dV =p -dA v dt|cos(d)| .
Von allen Teilchen im angegebenen Volumen kommen nur solche durch die
Offnung, deren Geschwindigkeit im Intervall (v,v + dv), (8,6 + db, (¢, +
d¢) liegt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, Teilchen mit Geschwindigkeiten aus
diesem infinitesimalen Intervall anzutreffen, ist p(v, 6, ¢). Somit ist die Zahl
der Teilchen, die pro Zeiteinheit und Fldcheneinheit auf die Wand treffen,

und deren Winkel und Geschwindigkeitsbetrag im angegeben infinitesimalen
Intervall liegen, gegeben durch

dN(U7 0, Q5) = dN(U7 0, Qb) ’ p('U, 0, ¢) - dvdfde
=pdAdtv|cos(0)| -p(v,0,0)- dvdddp
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Der Vergleich von Gleichung (4.19)) [Seite mit Gleichung (4.18)) [Seite
liefert die Beziehung

sin(6) .

Pl0.6,0) = p(v) 2

Somit gilt

d*N (v, 0 sin (6

TNLE) o eos(@)] - plv) - T
In dem Volumen befinden sich nun Teilchen mit den angegebenen Merkmalen,
es gibt aber immer noch die Moglichkeit, dass ein Teilchen sich auf das Loch
zu oder von ihm weg bewegt. Wir definieren die Teilchenzahl als positiv,
wenn dass Teilchen auf das Loch zufliegt und negativ im umgekehrten Fall.
Fiir die so definierte Teilchenzahl, die wir mit N bezeichnen, erhalten wir
nach Multiplikation mit sign(cos(6))

- dvdfds .

d®N(v,6,¢)

dcos(6) do
dtdA '

e (4.22)

= pwvcos(0)p(v)dv
Wenn wir die Offnung als virtuelles Loch irgendwo im Volumen positionieren
und {iiber alle Winkel integrieren erhalten wir Null, da gleich viele Teilchen
von der einen Seite wie von der anderen Seite durch die Offnung fliegen.
Anders sieht das aus, wenn sich die Offnung in der Wand befindet, da wir
dann nur iiber 6 € (0,7/2) integrieren diirfen. Wir integrieren als néchstes
die beiden Winkel aus. Das liefert

2w w/2
/ d¢/ cos(f)dcos(f) = .
0 0

Dann ist die Zahl der Teilchen, die pro Zeit- und Flécheneinheit auf die
Offnung treffen, und die eine Geschwindigkeit in (v, d + dv) haben, gegeben
durch

d*N (v|B 1
% =PV p(v)dv . (4.23)

Damit konnen wir die Effusionsratendichte definieren

EFFUSIONSRATENDICHTE

BNw|B) 1

Jrdddy 1" P (4.24)
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Das ist auch gleichzeitig die Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen, die
durch die Offnung fliegen, bzw. unmittelbar hinter der Offnung beobachtet
werden. Wegen des Extrafaktors v ist die zugehorige Wahrscheinlichkeits-
dichte

1 m
_ 3, —5emv
peffusion<v) = —v'e 2T

Ausstromgeschwindigkeit

Daraus erhalten wir die mittlere Ausstromgeschwindigkeit

4 —av? d
<U>effusion = f oe 2 ’
fo v3e=? dy
5
= @ 2I‘(2) _ -t 3T
o iT(Y) [
3V (2T 2
4 m

Das Interessante hieran ist die 1/y/m-Abhéngigkeit, die man auch Graham—
Gesetz nennt. Sie wurde und wird technisch ausgenutzt, z.B. Urananreiche-

rung.
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Effusionsrate

Schliellich wollen wir noch die Effusionsrate, d.h. die Zahl der Teilchen be-
rechnen, die pro Zeit- und Fliacheneinheit, das Volumen verlassen (ungeachtet
ihrer Geschwindigkeit). Dazu miissen wir lediglich die Effusionsratendichte
in Gleichung [Seite iiber alle Geschwindigkeiten integrieren und
wir erhalten unmittelbar

N(A) 1
qaa 1"

Hierbei ist (v) der Mittelwert des Geschwindigkeitsbetrages der Fliissigkeit
vor dem Austreten. Die Struktur des Ergebnisses ist im nachhinein trivi-
al, denn links steht die Zahl der Teichen pro Zeit- und Fldcheneinheit, al-
so die Stromdichte. Das Produkt aus Geschwindigkeit und Teilchendichte
ist ebenfalls eine Stromdichte. Allerdings steht hier der mittlere Betrag der
Geschwindigkeit. Nicht alle Teilchen, die vom Betrag her diese mittlere Ge-
schwindigkeit haben, fliegen jedoch durch das Loch. Offensichtlich effektiv
nur 1/4 hiervon. Dieser Faktor kommt von der Winkelintegration.

Wie bereits erwihnt ist (v) der Mittelwert der Maxwell-Verteilung aus Glei-
chung [Seite [104], die wir in Gleichung [Seite angege-
ben haben. Damit ist die mittlere Zahl der Teilchen, die pro Zeit- und
Flacheneinheit, die Box verlassen

EFFUSIONSRATE
2N (A) kT 2
= —_— . 4.2
dAdt P (27Tm) (425)

Auch dieses Gesetz wurde als erstes von Thomas Graham entdeckt.

Druck

Auf mikroskopischem Niveau entsteht Druck durch die Sto8e der Teilchen mit
der Wand. Wenn ein Teilchen an der Wand, deren Normale in x-Richtung
zeigt, reflektiert wird, dann éndert sich die z-Komponente von p, auf —p,.
Das liefert eine Impulséinderung

Ap = —2p,€, . (*)
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Der Impulsiibertrag auf die Wand ist pro Stof§ eines Teilchens mit Geschwin-
digkeitsbetrag in (v,v 4+ dv) und Winkel in (6,60 + d0)

Ap,(v,0) = 2muv cos(0) .

Dieser Impulsiibertrag ist unabhéngig vom Winkel ¢. In Gleichung
[Seite haben wir die Zahl der Teilchen angegeben, die pro Zeit- und
Fldcheneinheit die Wand in der Fliache dA treffen und deren Geschwindigkeit
im infinitesimalen Volumen dvdfd¢ bei (v, 0, ¢) liegt:

d*N(v,0, ¢)
dtdA

dcos(0) do

= pvcos(d)p(v)dv p

Jedes dieser Teilchen iibertrdgt den Impuls (*). Somit ist der gesamte Im-
pulsiibertrag pro Zeit- und Flacheneinheit, der von allen Teilchen, die in dt
die Fliche dA treffen, gegeben durch

d*Ap, ] "o
dAc]lyt / dv/ d@/ do 2mUCOS( )} p vecos(f)p(v)dv COZ(?T) ¢

2 2
m 7Tp/ dv v* p(v )/ d¢ cos(#)? dcos(f)
4dm 0 0
[ €2de13
mp

= ?/Ooodv v? p(v) = ?(v% :

Nach dem 2. und 3. Newton’schen Axiom entspricht die Impulsénderung pro
Zeiteinheit der Kraft, die die Teilchen beim Stofl auf die Wand ausiibt. Diese
wiederum héngt mit dem Druck p zusammen iiber p = dF'/dA. Wir haben
also

dF  d*Ap, mp< 2y
dA ~ dAdt 3 W/

p:

Den Mittelwert (v?) haben wir in Gleichung (4.21)) [Seite zu (v?) =

%kBT berechnet und erhalten damit wieder die thermische Zustandsglei-
chung:

N
p = pkgT = kaT
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4.2 Bohr Van-Leuwwen Theorem

Wir wollen nun wechselwirkungsfreie geladene Teilchen in einem Magnetfeld
behandeln. Die Hamiltonfunktion lautet

N 0 2
H=Y —|p—“A V(x),
> 5 (- %)) + V0
wobei V' (z) das skalare Potential darstellt, das von den Teilchenorten abhéngt.

Die Magnetfeldabhingigkeit steckt im Vektorpotential A. Die kanonische Zu-
standssumme lautet

q;

2
1 B 5 (m—;&m))
Z(T,N,V,B) = W/d% e AV ) /dee i :

. J/
-~

=1

Mit der Substitution

—

e -
i — — A7) =7
i = Ald) =2
wird aus dem Integral iiber die Impulse

I, = /sz e AT 2

eine Grofle, die unabhéngig vom Magnetfeld ist. Damit ist die gesamte Zu-
standssumme unabhéngig vom Magnetfeld. Aus der Zustandssumme erhalten
wir die Magnetisierung iiber

(M) = kgTVEIn(Z) =0

Wir haben damit das erstaunliche Resultat, dass die Magnetisierung un-
abhingig vom angelegten Magnetfeld immer Null ist.

Rein klassisch ist die Magnetisierung unabhéingig vom Magnetfeld Null.
Magnetismus ist ein quantenmechanischer Effekt.
Das ist das Bohr van-Leeuwen Theorem.

4.3 Harte Kugeln

Bisher haben wir die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen vernachléssigt.
Das wollen wir nun &dndern. Ein einfaches klassisches Modell-System, das in
der Entwicklung der statistischen Physik eine sehr wichtige Rolle gespielt hat,
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ist das freie Gas von kugelféormigen Teilchen, die iiber St6fle miteinander und
den Winden des Behélters, in dem sie sich befinden, wechselwirken.

Der Behélter hat das Volumen V' und die Teilchen haben ein Figenvolumen
Vi . Aulerdem definieren wir noch v := V/Vk > 1. Es seien N kugelformige
Teilchen mit Radius o vorhanden. Die Hamiltonfunktion besteht aus der
kinetischen Energie 7'(p) und der potentiellen Energie V(%)

1

T(p) = — 52
() 5D

V(#) = 0  falls alle Paarabstédnde grofler als 20
| sonst

Die kanonische Zustandssumme lautet dann

g _ / ¢~ -0V(E) PN _ thN' ( / e—BT(ﬁ)de) ( / e—ﬂV(f)de) .

AN
v~ v~

Zy Zs

Den ersten Beitrag kennen wir schon aus Gleichung (4.12)) [Seite

I _
Z,(T,N,V) = i AV

Wir berechnen noch den Beitrag von der Ortsintegration, die fiir punktférmige
Teilchen V geliefert hat. Dazu betrachten wir zuniichst nur eine Dimension.
Das Zentrum jedes Teilchens ist auf jeden Fall schon einmal auf das Intervall
(0, L — o) beschrankt. Wir definieren noch zwei Hilfsfunktionen

o) = {1 falls: |z; — ;] > 20 Vi, j
0 sonst

O(z) =

1 falls: 27 <29...<znN
0 sonst ‘

Der Beitrag der Ortsintegration zur Zustandssumme ist

L—o L—o
Zy = /eﬁv(f)de :/ / O(x)dx

_ /ULU_../ULU@(:E) <;O(Px)) A

=1

wobei die Summe iiber alle Permutationen lauft. Allerdings trigt natiirlich zu
jeder x Konfiguration immer nur eine Permutation P bei, bei der O(Px) = 1
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ist.

7.=% /UL_U.../UL_U@(x)O(Pa:)de

L—o L—o
y::f”xz / / O(P~'y)O(y)d¥ P~y
P ag g

Sowohl dVz als auch ©(x) sind invariant gegen Umnummerieren der Inte-
grationsvariabeln, d.h. d¥P~ly = d¥y und O(P~ly) = O(y). Damit gilt
also

2= [ [ ewoway

L—o L—o L—o
:N!/ dyl/ dyQ.../ dyn .
o y1+20 YN—1+20

Die Funktionen © und O sind in den Integrationsgrenzen beriicksichtigt.
Rechts vom Teilchen k befinden sich noch N — k Teilchen, die ein Volu-
men 20(N — k) einnehmen (Siehe Abbildung). Beriicksichtigt man noch den

(N=K) 26

Abbildung 4.2: Rechts von der Kugel k£ befinden sich N — k Kugeln, die
aneinandergereiht eine Linge (N — k)20 haben.

Radius der k-ten Kugel, so muss gelten
2y <L—(20(N—-k)+0)=L—-2No+o(2k—1).

Also koénnen wir Z, weiter vereinfachen zu

L—20N+o(2—1) L—20N+o(2k—1) L—20N+0(2N—1)
Zx:N!/ dyl.../ dyk.../ dyy .
o Y Y

k—1120 N-1120
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SchlieBlich substituieren wir noch y, = zy + (2k — 1)o. Das bedeutet, die
Integrationsgrenzen von y; gehen von

Yr € (yk_l +20,L —2No + (2k — 1)0)
tiber in

xy € (yk_l +20 — (2k—1)o,L —2No + (2k — 1)o — (2k — 1)0>

€ (yk_l —(2(k—1) = o, L - 2NJ> .

-~

Tk—1

Hiermit lassen sich die Integrale weiter vereinfachen

L—20cN L—20cN L—20N
Zx:N!/ da:l.../ d$k/ dry .
0 T—1 TN-1

Fiir die neuen Integrationsvariablen gilt 0 < z; < 29 < ... < L — 20N.
Wir koénnen die Integrationsintervalle in allen Integralen gleich (0, L — 20 N)
wihlen, wenn wir wieder die Funktion O(x), die fir die richtige Ordnung
sorgt, einfithren. Das ergibt

L—20cN L—20cN
Zz:N!/ / O(x) dx .
0 0

AuBlerdem fiihren wir auch wieder die Summe iiber die Permutationen ein

L—20N L—20cN
Zy=Y /0 /0 O(Pz) d~ Px
P

_ /OLZUN.../OHUN (Z@(P:c)) Ve

P

ORTSANTEIL DER ZUSTANDSSUMME

Zy=(L—NL)"N =V
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Das heif3t, das Eigenvolumen der Teilchen reduziert in einer Dimension auf
das fiir die Zustandssumme zur Verfiigung stehende Volumen V — Vg =
V — Vb und die Zustandssumme lautet somit

ZUSTANDSSUMME
Vit -~
Z<T7N7V):W/\T .

Wir verallgemeinern das Ergebnis auf beliebige Dimensionen und haben da-
mit formal dasselbe Ergebnis wie fiir punktformige Teilchen. Die Freie Ener-
gie ist dann wie gehabt

F = —NkgT {m [VIGHAT?’} + 1} .

Daraus berechnet sich der Druck

. (aF(g,VN, V))

T.N
@111(‘/;5) 1 av;eff
= NkpT | ——=~2 = NkgT
B ( ov TN " Vg 0V
. NkgT
Ve
pVegr = NKpT' .

Das entspricht, was das effektive Volumen angeht, der van-der-Waals Zu-
standsgleichung, die eigentlich lautet

VAN-DER-WAALS ZUSTANDSGLEICHUNG

PetVet = NkpT' . (4.26)

Der effektive Druck ist ein effektiver Druck, der durch die Wechselwirkung
der Teilchen untereinander verstédrkt wird. Diese Wechselwirkung kommt im
einfachen Modell, das wir hier behandelt haben, allerdings nicht vor.
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VAN

Abbildung 4.3: Anordnung der Ising-Spins auf einer Kette mit periodischen
Randbedingungen

4.4 Das Ising-Modell

Wir wollen nun kollektiven Magnetismus untersuchen. Das einfachste Modell
hierfiir ist das Ising-Modell, das durch folgende Hamilton-Funktion definiert
ist

H=-J sisj—uBZsi,

)

wobei die Spins s; nur die Werte s; = =1 annehmen konnen. J ist die Aus-
tauschwechselwirkung und die Summe ist auf solche Indizes beschréankt, fiir
die Z; und #; nidchste Nachbarn-Gitterplétze sind. j steht hier fiir das magne-
tische Moment, nicht fiir das chemische Potential und B fiir die magnetische
Flussdichte. Dieses Modell wird auch zur Beschreibung von binéren Legierun-
gen verwendet. Die Parameter haben dann allerdings eine andere Bedeutung.
Das Ising-Modell ist in 1d und 2d exakt 16sbar und liefert in 2d sogar einen
Phaseniibergang. Allerdings sprengt die Losung fiir das 2d Problem den zeit-
lichen Rahmen dieser Vorlesung und wir werden uns auf 1d beschréinken.
Wir betrachten periodische Randbedingungen |I| Die Hamilton-Funktion lau-
tet dann

(2

N
B
H = —JZSiSz’H - MT Z(Sz + Sit1)
i=1

(pbe): SitN = S; .

!Die Randbedingungen sind im thermodynamischen Limes i.d.R. irrelevant.
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Kanonische Zustandsdichte

Die Auswertung ist besonders bequem in der kanonischen Gesamtheit. Die
Zustandssumme ist in diesem Fall

Z(T, N, B) = Z 6/8JZ7; 5i5i+1+# Zi(si+5i+l)
{s;}=%1

N
— E | | 6j3i5i+1+g(si+si+1)

Es wurden folgende Abkiirzungen eingefiithrt j = 5J und b = pfSB. Mit der
Definition der Transfermatrix

M,y = ¢354

| +1 -
mit den Matrixelementen M,y = +1 ]t e
_1 e_j ej_b
N
gilt:  Z(T,N,B)= > |[ M., -
{si}=%1 i=1

Wir betrachten zunéchst den Fall N = 2, dann ist die Zustandssumme

Z(LLN=2B)= > Y M, My, =) (M?), = tr{M*}

s1==%1 so=%1 S1

Die Verallgemeinerung ist nun offensichtlich
Z(T,N,B) = tr {M"} .

Die Transfermatrix ist reell-symmetrisch und kann mit der Spektraldarstel-
lung wie folgt ausgedriickt werden

M =UDU',

wobei U die unitdre Matrix der Eigenvektoren und D die Diagonalmatrix der
Eigenwerte (dy,dy) ist. Damit erhalten wir

Z(T,N,B) = tr {M"} = tr {(UDU")"} = tr {UDNU'} = tr {D"}
=dy +dy .

Die Eigenwert der Transfermatrix sind

J+b 4 pi—b J+b — ei—bY\ 2
dp= T \/(%> gy

= ¢ ( cosh(b) £ \/ sinh®(b) + e4j>




118 KAPITEL 4. ANWENDUNGEN

Wir kénnen d; > ds in der Berechnung der Zustandssumme im thermodyna-
mischen Limes ausnutzen

Z(T,N,B) = d¥ {1 + (Z—j) N} .

Freie Energie

Die freie Energie lautet dann

N\
F(T,N,B) = —kgTIn[Z(T,V)] = —kgT N In(d,) — kgTln |1+ (d—Q)
Rl,_/
—0
= —NkBT hl(dl) .
Magnetisierung

Die Magnetisierung ist definiert als
M =p <Z Si) -

Der Vergleich mit der Zustandssumme zeigt unmittelbar

1 /0In(2) __(9F
M‘B( o8B )T,N‘ (aB)
TN

- ()
dn(d,)

= —pB(—kpTN) (T) .

oy smh(b) + sinh(b) cosh(b)

T \/sinh? e—4J
! cosh(b) + \/sinh2(b) +e Y

1 cosh(b)

cosh(b) + \/sinhQ(b) e
sinh(b) \/ sinh?(b) + e~4 + cosh(b)
\/sinh2(b) +e=% cosh(b) + \/SiHhQ(b) e 4 '

TN

= Ny sinh(b)
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MAGNHETISIERUNG DES 1D ISINGMODELLS

sinh(ufB)

M(T,N,B) = Nu .
\/sinhZ(uﬁB) + e 48

Paramagnet

Ohne Wechselwirkung der magnetischen Momente untereinander J = 0 er-
halten wir

sinh(pf5B)

M(T,N,B) = Nu
\/sinh2(,uﬁB) +1

= Nptanh(uBB) ,

das bekannte Ergebnis eines Paramagneten.

Grenziiberginge

Es kommt auf die Reihenfolge der Grenziiberginge an. Wenn wir zunéchst
B = 0 setzen erhalten wir fiir jede Temperatur T° > 0

M(T,N,B =0)=0

eine verschwindende Magnetisierung. Wenn wir umgekehrt B > 0 wihlen
und 7" gegen Null gehen lassen, d.h. § — oo ergibt sich

sinh(ufB)
\/sinh2 (uBB) 4¢P

>1 <1

M(T,B > 0) = Ny

= N

In diesem Grenzfall erhalten wir perfekte Ausrichtung aller Spins, auch wenn
wir nun B gegen Null gehen lassen.

Das 1d-Ising-Modell hat einen Phaseniibergang bei 7" = 0.
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Magnetisierungskurve

Wir wéhlen die Austauschkopplung J als Energieeinheit, dann verbleiben
zwei unabhéngige Parameter, T und B := pB. Wir plotten die Magnetisie-
rung als Funktion von B

1 ——
[
4
0.5 K ]
1
Py 1
Z 1
1,
2 90
~ 1]
E 1
1
051 / __k T/J=05]]
_0. ,
’ __k T/Jd=2
/’ B
______ .- J kg T/J=10
-t —— paramagnet
-2 -1 0 1 2
uB

Abbildung 4.4: Magnetisierungskurve des 1d Ising Modells.

Wir sehen anhand des Vergleichs mit dem Resultat fiir den Paramagneten,
dass der Betrag der Magnetisierung durch den Einfluss der Wechselwirkung
iiberall zunimmt. Fiir tiefe Temperaturen geht die Magnetisierung abrupt in
den vollstéandig polarisierten Zustand.



Kapitel 5

Quantenstatistik

5.1 Einfiihrung

In der Quantenstatistik sind nun noch die Besonderheiten der Quantenme-
chanik zu beriicksichtigen. Es gibt dynamische Variablen eines Objektes,
die unvertréglich miteinander sind (wie z.B: Ort und Impuls oder L, und
L,) und zu denen dem Objekt nicht gleichzeitig Werte zugerwiesen wer-
den konnen. Das mag daran liegen, dass das Ding an sich nicht mehr im
klassischen Sinne ein Teilchen mit Ort und Impuls ist, oder dass Ort und
Impuls per se in quantenmechanischen Dimensionen keinen Sinn mehr ha-
ben oder dass es nicht moglich ist, die Gréflen zu messen, ohne das System
dabei grundsétzlich zu storen. Damit geht natiirlich das Konzept des Pha-
senraums verloren. Aber selbst wenn man sich auf eine dynamische Variable
beschrankt, z.B. auf die Ortskoordinaten der Teilchen, muss man auf Quan-
tenniveau den Determinismus aufgeben. Man kann i.d.R. nicht definitiv vor-
hersagen, wie ein Experiment ausgehen wird, sondern man kann den Zustand
nur durch Wahrscheinlichkeitsamplituden beschreiben, fiir die man allerdings
das Zeitverhalten berechnen kann. Hierbei geht das Gesamtsystem inklusi-
ve des Beobachters (Messaparatur) ganzheitlich ein. Es geht noch weiter:
der Vielteilchenzustand ist nicht mehr durch Angabe der Ortskoordinaten
der einzelnen Teilchen beschreibbar. Wechselwirkende Teilchen verlieren ihre
Identitdt und bilden i.d.R. eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte, die
nicht faktorisiert.

Die gesamte Information eines Zustandes wird in der Quantenmechanik durch
den Dichteoperator beschrieben, der folgende Eigenschaften hat

e p ist hermitesch:
_ ﬁT =) =

— reelle Eigenwerte p;

121



122 KAPITEL 5. QUANTENSTATISTIK

— vollstandiger Satz ortho-normaler Eigenvektoren
e EBigenwerte haben die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten:

-0<p <1

- 2ipi=1

- =tr{p} =1
e reine (kohérente) Zusténde p = |¢) (1]

e gemischte (inkohérente) Zusténde p =", p; [1;) (¢

— die |¢;) seinen orthonormale Vektoren

— dann sind sie auch die Eigenvektoren von p mit Eigenwert c;.

THERMODYNAMISCHE ERWARTUNGSWERTE
(einer Observablen O)

(0) :tr{,ﬁ()} :

Soweit betrifft alles die Beschreibung eines Quantenzustandes zu einem fe-
sten Zeitpunkt, z.B. die Préiparation. Zu einem spéteren Zeitpunkt folgt der
Dichteoperator aus der Schrodingergleichung

ZEITENTWICKLUNG DES DICHTEOPERATORS

im0 _ (i1 o).

mit H dem Hamiltonoperator des Systems.

Obgleich wir es hier bereits nur noch mit Wahrscheinlichkeiten zu tun haben,
kann der Zustandsoperator p bei einem System, das nur aus wenigen Teilchen
besteht, zu jedem Zeitpunkt eindeutig angegeben werden. Im Vergleich mit
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der analytischen Mechanik entspricht das der genauen Vorgabe von Anfangs-
bedingungen und der Moglichkeit, daraus den Phasenraumzustand zu jedem
spéateren Zeitpunkt exakt berechnen zu konnen.

Wie in der klassischen statistischen Mechanik éndert sich auch in der Quan-
tenstatistik die Situation drastisch, wenn makroskopisch viele Teilchen be-
teiligt sind. Wir kénnen dann das System nicht mehr eindeutig préparieren
und und somit den Dichteoperator eindeutig vorgeben. Erst recht kénnen wir
dann nicht mehr angeben, wie der genaue Dichteoperator zu einem spéteren
Zeitpunkt aussieht. In der klassischen statistischen Mechanik geben wir an,
mit welcher Wahrscheinlichkeitsdichte p(7m) das System am Phasenraum-
punkt 7 ist.

Das quantenmechanische Gegenstiick zu den Phasenraumpunkten sind die
reinen Zusténde, die zu den Eigenvektoren |1);) des Hamiltonoperators kor-
respondieren, also

pi = i) (il -

Anstelle der Eigenbasis von H kann man auch jede andere orthonormale Ba-
sis zur Definition des Dichteoperators verwenden. Die Wahrscheinlichkeiten
haben dann eine entsprechend modifizierte Bedeutung.

Die Wahrscheinlichkeitsdichten p(7) gehen nun tiber in die Wahrscheinlich-
keiten p;, mit denen diese Zustédnde vorliegen, bzw. in den Dichteoperator
eingehen

QUANTENSTATISTISCHER DICHTEOPERATOR

p=> pi i)l

Fiir diese Wahrscheinlichkeiten verwenden wir die Gibbs-Entropie
S = —kp Zpl- In(p;) . (5.1)

Da die p; die Eigenwerte von p sind, kann die Quanten-Entropie auch wie
folgt geschrieben werden
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QUANTEN-ENTROPIE

S = —kptr{pln(p)} .

5.2 Gesamtheiten

Man kann nun den MaxEnt-Formalismus wiederholen und man erhélt dann
die Wahrscheinlichkeiten p; fiir die verschiedenen Gesamtheiten. Diese leichte
Ubung mit MaxEnt liefert die Wahrscheinlichkeiten, die die Dichteoperatoren
definieren. Die Ergebnisse hierfiir lauten

DICHTEOPERATOR DER MIKROKANONISCHEN GESAMTHEIT

kG 1 Op i diskretes Spektrum
Pe = Z(E,N,V) |§(E — I:]) ;  kontinuierliches Spektrum

tr 5Eﬂ} ; diskretes Spektrum

Z(E,N,V) = .
tr<o(E — H)} ; kontinuierliches Spektrum

S(E,N,V) = —kgtr {pIn(p)} = kgln [Z(E,N, V)] .
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DICHTEOPERATOR DER KANONISCHEN (GESAMTHEIT

~kG 1 —BH .

Pr=zmnNv)"
Z(T,N,V) = tr {e*ﬁﬂ} :
F(T,N,V) = —kgTIn [Z(T,N, V)] .

DICHTEOPERATOR DER GROSSKANONISCHEN (GESAMTHEIT

1 ~ “
SghG _ —B(H-uN) .
=7 !

20.10) = s o)
Q<T7 K, V) = —kpTln [Z(T7 22 V)] :

5.3 Dritter Hauptsatz

Der Dritte Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropie fiir alle
Systeme im Limes T — 0 gegen eine universelle Konstante geht und nicht
mehr extensiv ist. Wegen der Aquivalenz reicht es die Entropie in einer Ge-
samtheit zu berechnen. Wir wéahlen der Einfachheit halber die mikrokanoni-
sche Gesamtheit. Hierin ist die Entropie

S(E,N,V) = —kptr { p* In [pk¢] }
= kpln [Z(E,N, V] = kgln [tr {%HH
= kpln [['(E,N, V)],

wobei I'(E, N, V') die Zahl der Zusténde zur Energie £ darstellt. Fiir 77— 0
geht die Innere Energie gegen die Grundzustandsenergie Fy. Also ist die
Entropie fiir 7' — 0 durch

S — kpln [[(Eo]
T—0
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gegeben. Die Entropie ist also fiir 7" — 0 durch die Entartung des Grundzu-
standes gegeben. Natiirlich gibt es Systeme, deren Grundzustand nicht ent-
artet ist. Fiir solche Systeme ist die Entropie Null. Falls jedoch der Grundzu-
stand entartet sein sollte, liegt das i.d.R. an Symmetrien, die aber aufgrund
geringer duflerer Storungen aufgehoben werden. Die Aufspaltung kann aller-
dings sehr klein sein, so dass man experimentell zu sehr tiefen Temperaturen
gehen muss, um S — 0 zu beobachten.

Der Dritte Hauptsatz wird auch Nernst-Planck-Theorem genannt. H.
Nernst hat aufgrund von Untersuchungen an zahlreichen chemischen Reak-
tionen die Behauptung aufgestellt, dass bei T = 0 Anderungen des Zustandes
eines Systems keine Anderung der Entropie mit sich bringt. Planck hat diese
Vermutung verallgemeinert und behauptet, dass die Entropie fiir T"— 0 ge-
gen eine von der Systemgriéfie unabhéangige Konstante geht, und somit Null
gesetzt werden kann.

5.4 Beispiel: Der Einstein-Festkorper

5.4.1 Modell

Die Schwingungen der Atome eines Festkorpers werden durch unabhéngige
harmonische Oszillatoren in drei Dimensionen beschrieben. Die Energie eines
einzelnen Oszillators ist

3
Ezhw(ﬂx—l—ny—irm)—l—éhw.

Die Nullpunktsenergie stecken wir in den Energie-Nullpunkt. Die Quanten-
zahlen konnen, wie beim eindimensionalen Oszillator die Werte n, € N
annehmen. Da die einzelnen Oszillatoren unabhéngig sind, addieren sich Th-
re Beitrdge zur Energie.

N

1=1

=M
E]\/jithM; MG./\[O

Die Gesamtenergien sind also quantisiert in ganzzahligen Vielfachen M von
hw.

5.4.2 Mikrokanonischen Gesamtheit

Zu einer makroskopischen Energie, charakterisiert durch M, gibt es viele
Mikrozusténde {n;}. Fiir die mikrokanonische Gesamtheit benotigen wir die
Zahl I'y; dieser Mikrozustéinde.
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Zahl der Mikrozusténde
Es geht also darum, die Gesamtzahl der Quanten M auf NV = 3N Oszillatoren
(Pldtze) zu verteilen. Die Quanten sind ununterscheidbar, die Gitterplitze

natiirlich nicht. Das bedeutet also M Objekte auf N' Boxen zu verteilen.
Dieses Problem haben wir in WSD bereits behandelt. Die Losung war

FM_(N+J{4\4_1)-

Entropie

Nun ist die Zahl der Gitterplitze wieder makroskopisch N > 1. Wir kénnen
also N/ — 1 durch N ersetzen und die Stirling Formel verwenden, um die
Entropie auszuwerten. Wir gehen auch davon aus, dass M > 1

S(Ex, N) = kgIn(Ty) = kp <ln (N —=1+M)]—=In[N -1 —In [M!])
N+ MhN+M+N+M-NhN]—-N-—-MhnM — M)

ki ( )+1n{ %D—Nln(/\/’)—Mln(M))

(N + M)
(1) 1)
——

NIn(N)+MIn(N) + (N + M)ln [1 +

b
kB(/\/+M1nN+M] Nlnw]—Mln[M])
(

= kg (Mln(N) + (N + M) {1 + %] — Mn [M]) .

Der Ausdruck fiir die Entropie lautet also

S(Eap, N) = kg ((1 + %)m [1 + %] _ %m {%D 62

Die Entropie ist somit extensiv!
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Temperatur

Die Temperatur in der mikrokanonischen Gesamtheit liefert

L_o(25)] L (95
T \OE) |y hw \OM) |\

S (e ] Y]

kg N
TEMPERATUR
(Einstein Solid)
1 N
6:ﬂln{1+ﬁ}’ (5.3)
hw N\ !
T(EM’N):E <ln {1+M}) (5.4)

Innere Energie

Wir losen Gleichung (/5.3) [Seite zunéchst nach M auf

N
5%—ln{1+ﬁ}
%:eﬂh‘“—l

N
M=

Damit lautet die Innere Energie
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INNERE ENERGIE
(Einstein Solid)

(5.5)

Die Energie ist also extensiv, wie es sein soll. Wir kénnen nun die Entropie
auch von S(M,N) in S(T,N') umrechnen, indem wir M /N durch 1/(e” —1),
mit v = fhw ersetzen. Wir gehen von Gleichung ((5.2)) [Seite aus

S(T,N) = kN % { j\ﬂ_%m[%b

[1+ ! ]+ ! m[ev_u)

e’ —1 ev—1

(0

(0

(o [61J+€;11D[M)
_k:BN( In "] — 6_11n[ev—1])

(

(

(

(

= kN

= kN

e’ —1 e’ —1

17 e 1])

= kN

e’ —1

= kpN

ffl ~In[e(1—e 7)})

e -y — 1n[1—e7]>

— kN (S

)

= kN

o mp_eq).

Damit liegt die Entropie als Funktion der natiirlichen Variablen vor.
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ENTROPIE
(Einstein Solid)

S(T,N):kB/\/(—ln [1—e ] + By )

o 1 (56)

5.4.3 Kanonische Gesamtheit

In der Regel ist es einfacher, die kanonische oder groflkanonische Gesamtheit
zu verwenden, wie wir am Beispiel des Einstein-Festkorpers gleich sehen wer-
den. Der Unterschied ist, dass nun die Energie, und damit die Gesamtzahl
der Quanten M, nicht vorgegeben ist und somit die Zahl der Quanten n; bei
jedem Oszillator uneingeschrinkt die Werte Null bis Unendlich annehmen
kann.

Kanonische Zustandssumme

Die Zustandssumme ist nun sehr einfach zu berechnen

Z(T,N) = tr {e’ﬁﬁ} = Ze’ﬁhwzi”i
{ni}

KANONISCHE ZUSTANDSSUMME
(Einstein Solid)

Z(T,N) = (ﬁ)N

Freie Energie

Somit ist die freie Energie
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FREIE ENERGIE
(Einstein Solid)

F(T,N)=—kgTn(Z) = kgT N [1 —e ] .

Entropie
Daraus berechnen wir die Entropie
OF(T,N
S(T, _/\[) = — <—)
orT N
hwe™ P 9B
_ _ o Bhw 7
= kB/\f(ln [1—e ]+T1_6_ﬂm 8T)

_ hw -1
B kBN( - [1 — 5"’“} a Teﬁﬁw —1 (k:T2)>

_kBN<—1n[1—e—ﬂm’]+ By )

efhw — 1

Das ist derselbe Ausdruck wie der in Gleichung [Seite [130], den wir
im Rahmen der mikrokanonischen Gesamtheit berechnet haben. Fiir T — 0,
also § — oo geht die Entropie gegen Null. Das ist im Einklang mit dem
Dritten Hauptsatz.

5.4.4 Innere Energie

Aus der Entropie erhalten wir die Innere Energie

o () ()

— Bhw 1
e

1 — e Bhw efhw — 17

auch wieder in Einklang mit dem Ergebnis der mikrokanonischen Gesamtheit.
Das entspricht wieder dem vorherigen Ergebnis in Gleichung [Seite .
Nach dem Aquipartitionsgesetz (Gleichung [Seite ) sollte die Innere
Energie aber U = N'kgT sein. Wir sehen, dass das Aquipartitionsgesetz fiir
quantenmechanische Oszillatoren nicht gilt. Es gilt erst wieder im klassischen
Limes fiir hw < kgT.
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Wirmekapazitit

Als néchstes berechnen wir die Warmekapazitit

= (5, - (“F, (o)

hwePhw
(Pl —1)2

= NkpB*hw

WAREMKAPAZITAT
(Einstein Solid)

e P

Cy = Nkg(Bhw)? 1= e Py -

Fiir tiefe Temperaturen Shw > 1 geht die Warmekapazitdt exponentiell
gegen Null, da es eine Mindestanregungsenergie gibt. Fiir sehr hohe Tempe-
raturen Shw < 1 verhélt sich die Warmekapazitit wie

1 — Bhw 1
Die Wirmekapazitit pro Freiheitsgrad geht dann gegen kp. Abschlieflend be-
rechnen wir noch den Druck. Da die Freie Energie unabhéingig vom Volumen
ist, verschwindet der Druck

B oF
P==\ov
Das liegt daran, dass die Schwerpunkte der Oszillatoren keine translatorische
Bewegung ausfiihren.

CV ,1;)0 Nl{3<5hW)2

=0.
T,N




Kapitel 6

Wechselwirkungsfreie
Quantensysteme
identischer Teilchen

Fiir wechselwirkungsfreie Quantensysteme identischer Teilchen kénnen zahl-
reiche Eigenschaften analytisch berechnet werden. Der entscheidende Punkt
ist, dass der Hamiltonoperator eine Summe von identischen Einteilchenope-
ratoren ist, die sich nur im Teilchenindex unterscheiden

N
iy =51,
v=1

Dieser Operator beschreibt z.B. ein quantenmechanisches Teilchen in einem
externen Potential V' (z). Der Hamiltonoperator lautet dann

~2
H =22 1 v,).

 2m
P, und z,, sind Impuls- und Ortsoperator des v-ten Teilchen. Abgesehen vom

Teilchenindex sind die Hamiltonoperatoren alle identisch und haben somit
auch dieselben Eigenwerte ¢;.

6.1 Unterscheidbare Teilchen

Bei unterscheidbaren Teilchen konnen wir angeben, welches Teilchen sich in
welchem Eigenzustand befindet. Der Zustandsvektor

i1, .. in)

133
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gibt dann an, in welchem FEigenzustand sich die einzelnen Teilchen befinden.
Die Gesamtenergie ist dann die Summe iiber alle Teilchen

v({iv}) Z Ei, -

Im Fall identischer unterscheidbarer Teilchen ist die kanonische Gesamtheit
besonders geeignet. Wir miissen in diesem Fall, wie im Beispiel in der Tabelle
angedeutet, nur angeben, welches Teilchen welchen Quantenzustand
besetzt und iiber alle solchen Verteilungen summieren

’ Quantenzahl ‘ T, ‘ T ‘ T3 ‘ Ty ‘ Besetzungszahl ‘

1 X 1
2 X X 2
3 0
4 X | x| x| x 4
) X | X 2
L X | x X 3

Tabelle 6.1: Besetzungszahlen von Finteilchenenergien bei unterscheidbaren
Teilchen.

Die kanonische Zustandssumme lautet in diesem Fall

KANONISCHE ZUSTANDSSUMME
(fiir identische unterscheidbare Teilchen)

Z(T,N,V) E: }:ezﬁzuﬁw

11=1 in=1

— H Z —Bei, — (Z €—B€i>N

)

:ZWﬂN:Lvy

Dieses Ergebnis hatten wir beim Einstein-Solid bereits kennen gelernt.
Anhand von Tabelle (6.1]) sehen wir, dass die einzelnen Einteilchenenergien
mehrfach besetzt sein kénnen. Diese Zahl nennt man Besetzungszahl. Zu
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einer gegebenen Einteilchenenergie € gibt es bei N unterscheidbaren Teilchen
mehrere Moglichkeiten M (m|N) eine Besetzungszahl m zu erhalten. Diese
Zahl ist offensichtlich der Binomialkoeffizient

MULTIPLIZITAT DER BESETZUNGSZAHLEN
(bei unterscheidbaren Teilchen)

M(m|N) = <N> | (6.1)

m

6.2 Ununterscheidbare Teilchen

Da Fermionen und Bosonen ununterscheidbare identische Teilchen sind, ist es
prinzipiell nicht mehr moglich anzugeben, welches Teilchen sich in welchem
Quantenzustand befindet. Man kann nur noch die Besetzungszahl der Einteil-
chenzusténde angeben. Dabei wird die Multiplizitdat M (m|N) aus Gleichung

(6.1]) [Seite 7

MULTIPLIZITAT DER BESETZUNGSZAHLEN
(bei ununterscheidbaren Teilchen)

M(m|L)=1. (6.2)

6.2.1 Besetzungszahldarstellung

Die Zustandssumme lduft nun iiber die moglichen Besetzungszahlen m; der
Einteilchenniveaus. Da die Summe der Besetzungszahlen gleich der Teilchen-
zahl ist
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ist die grofkanonische Gesamtheit besser geeignet[']

6.2.2 Zustandssumme in der groflkanonischen Gesamt-
heit

Zur Berechnung der Zustandssumme in dieser Darstellung muss man nun le-
diglich iiber alle moglichen Besetzungszahl-Konfigurationen {n;} summieren.

L
Z(T“u’ V) — tr {e—ﬁ(ﬁ—MN)} — Z e P Xilei—pni — Z H e~ B (eimp)ni

{ni} {ni} =1
L L
1] (Z eﬁ(sill)n) 1] 2. (6.3)
=1 n =1
::‘ggi

6.2.3 Groflkanonisches Potential
Wir bestimmen zunéchst das groflkanonische Potential.
Q<T7 H, V) = —kpT In [Z(Ta K, V)]
= —kpT Y In|Z].
Zur Berechnung von Z. miissen wir zwischen Fermionen und Bosonen unter-

scheiden. Die Summe {iber n 1duft beiFermionen iiber die Werte n € {0,1}
und bei Bosonen iiber n € Nj.

IDa alle Gesamtheiten dquivalent sind, kann man die mathematisch bequemste Ge-
samtheit auswéhlen.
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Damit erhalten wir

Z(T,p) =14 e P (Fermionen)
Z(T,p) = (1 — e Plemmy=L (Bosonen)
= In[Z.(T, p)] = —oln [1 — gze 7] . (6.4)

Wir haben hier folgende Definitionen verwendet

Fugazitit: 7z := e’ (6.5)
B {—1 fiir Fermionen ,

6.6
+1 fiir Bosonen . (6:6)

Das Vorzeichen o entspricht dem Vorzeichen beim Vertauschen zweier Teil-
chen. Also ist das groflkanonische Potential

(GROSSKANONISCHE POTENTIAL

AT, 1, V) =kpT o Y In[l—ogze ], (6.7)

6.2.4 Innere Energie

Wir wollen nun auch den thermodynamischen Erwartungswert des Hamil-
tonoperators und des Anzahloperators in eine dhnliche Form bringen. Fiir
die Innere Energie gilt
1 . N .
U= (Hyp, = ——t {H *ﬂHWN},
M =700y MU

und wir sehen die allgemeine thermodynamische Relation bestétigt, dass

_— (aln(zgg ", V)))

ist. Der Zusatzterm stammt vom Faktor g vor der Teilchenzahl. Um diesen
Term zu vermeiden, konnen wir alternativ bei der Ableitung nach 5 die Fuga-
zitét z festhalten. Dann erhalten wir das allgemein (auch fiir wechselwirkende
Teilchen) giiltige Ergebnis

+ u{N)

N
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INNERE ENERGIE
(via Zustandssumme)

Oln(Z(T, 1, V)) )
op

U(T, 1, V) :—(

z,N

Es ist iiberhaupt nicht offensichtlich, dass die eben verwendeten Ableitungen
iiberhaupt das richtige Ergebnis liefern, da im Exponenten des Dichteope-
rators Operatoren und nicht Zahlen stehen. Der Beweis das die Vorgehens-
weise auch bei nicht vertauschenden Operatoren immer richtig ist, befindet
sich im Anhang @ [Seite . Bei der zweifachen Ableitung nach A\ geht
das allerdings i.d.R. nicht mehr so einfach. Dann erh&lt man zeitabhéngige
Korrelationsfunktionen.

Wir machen nun mit der Berechnung der Inneren Energie weiter

o--(5)], O-5 (452)

2,V z,V
(%)
L oB L —B(ei—p)n
z,V ) €
<n€:>rT,y,
L
= Z € <n€z>Tu
=1
INNERE ENERGIE
L
U=(H)=Y & (n)ru; (6.8)

(ne) T = Z WT . (6.9)
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6.2.5 Mittlere Teilchenzahl

Ebenso kénnen wir den thermodynamischen Erwartungswert des Anzahlope-
rators aus der Zustandssumme berechnen

MITTLERE TEILCHENZAHL
(via Zustandssumme)

(N)rp = m tr {Ne—ﬂﬁ-i-ﬁuN}
1 (aln(Z(T,% V)))

B op

TN

Analog zur Herleitung der Inneren Energie erhalten wir hierfiir

mm;}]mmm) =

L1 /om(Z(e,
<N>:Z_;B( ((19#( )) T N
1 (9In(Z(=)

_;\5( o >T,N

Das entspricht Gleichung [Seite [13].

MITTLERE TEILCHENZAHL

(N) = (ne)r - (6.10)
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6.3 Zustandsdichte

Die Summe iiber ¢ fithrt bei d-dimensionalen Problemen zu d-dimensionalen
Summen bzw. Integralen?] Allerdings kann man unschwer sehen, dass alle
Summanden in 2, U und (N) nur iiber ¢; von ¢ abhéngen. Das kann man
folgendermaflen ausnutzen. Alle drei Summen sind von der Form

Q= Z fle) = Z (=) ( / 5z — &) da)/

o (Bh-0) o

p(E)
Wir haben die Einteilchen-Zustandsdichte eingefiihrt

FEINTEILCHEN-ZUSTANDSDICHTE

225(5—E

Damit kann man das grolkanonische Potential z.B. ausdriicken als
AT, 1, V) =kgTo /ln [1—oze 7] p(e)de .

Der Logarithmus ist fiir die Integration etwas hinderlich. Wir verwenden die
partielle Integration, um die Ableitung vom Logarithmus und die Stamm-
funktion der Zustandsdichte (Verteilungsfunktion) ins Spiel zu bringen:

F

AT, u, V) =—kgTo / (gln [1- aze_ﬁa}) o(e)de
Oe T

= —kgTo / (zo2)(=B)e™ F,(e)de

1 —ozebe
_ / —E F(e)de
a ebe —gz P
= —/ (ne)ry Fp(e) de .

2Im Anhang [Seite [203] ist eine alternative Herleitung der Umwandlung von der
Summe zum Integral gegeben.
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Damit lassen sich ©Q,U und (NN) durch dhnliche eindimensionale Integrale
ausdriicken

GROSSKANONISCHE VARIABLEN

QT u, V)= / (ne)ry Fpe) de; (6.11)
€ (ne)ry ple (6.12)

-/
(N >—/<n€>mp( )de . (6.13)

Es soll bereits hier darauf hingewiesen werden, dass die Einfithrung der Zu-
standsdichte zwar exakt ist, aber Vorsicht angeraten ist, wenn der restliche
Integrand divergiert. Dann muss man beriicksichtigen, dass die Zustandsdich-
te eigentliche eine Summe von Delta-Funktionen ist. Der thermodynamischer
Limes muss dann mit grofler Sorgfalt durchgefiihrt werden. Das werden wir
im Rahmen des Bose-Gases zu beachten haben.

6.4 Mittlere Besetzungszahl der Einteilchen-
zustinde

Eine Schliisselgrofe bei nicht-wechselwirkenden Systemen ist die mittlere Be-
setzungszahl der Einteilchenenergie-Niveaus, die in Gleichung (6.4 [Seite

und Gleichung [Seite [13§] definiert wurde

e—Ble—p)n

el = 2
1) = Z e .

<na>T,u = 5 (W)

Aus Gleichung (6.4]) [Seite folgt dann

TV
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FERMI- UND BOSE-VERTEILUNG

z 1

) —1 Fermionen
mit o =
+1 Bosonen

Das ist die Fermi-Dirac- bzw. Bose-Einstein-Verteilung.

6.4.1 Fermi-Dirac Verteilung

Fiir Fermionen lautet die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchenzustandes
mit Energie €

FERMI-DIRAC VERTEILUNG

1

prT e S fo(e) < 1%

fp(e,T) = (n(e,))r =
fo(e,T) P Oe < p);

fole=mT) =3 .

Die Ungleichung (*) folgt, da die Exponentialfunktion fiir beliebige reelle
Argumente immer positiv ist. Somit gibt es auch keine Einschriankung im
chemischen Potential.

Die Abweichung von den beiden Grenzwerten 0 und 1 sind

1 1

_ B _ _ —Ble—pl .
e W: 1 fD(e,T) 1+ e—BE—m 1 + eBle—ul <¢ ’
1 1
' B . —Ble—ul
e> D) =Geni Taewy1 < '

Das bedeutet, bei |¢ — pu| = kgT ist die Abweichung vom Grenzwert (1 bzw,
0) bereits nur noch ein e-tel. Demnach beschrénkt sich die Abweichung von
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der Stufenfunktion auf den Bereich kg7 um die Fermikante.

1= =
1
1\
1
0.8} -
\
= o6f
=)
“_D
0.4}
k=01 .
0.2f{_ _ kT =00 -
1
k,T = 0.0001
% 0.5 T 15 2

Abbildung 6.1: Fermi-Dirac-Verteilung

6.4.2 Bose-Einstein Verteilung

BOSE-EINSTEIN VERTEILUNG

Fole.T) = (@) = g -

Da eine negative Besetzungszahl unphysikalisch, ist muss das chemische Po-
tential kleiner als die Grundzustandsenergie sein (1 < g¢). Wir kénnen den
Energienullpunkt immer so wéhlen, dass €9 = 0 ist. Mit dieser Konvention
muss gelten p < 0. Da das chemische Potential ja so zu wéhlen ist, dass
eine vorgegeben mittlere Teilchenzahl herauskommt, stellt sich g bei einer
selbstkonsistenten Rechnung immer automatisch richtig ein.



Kapitel 7

Anwendungen

7.1 Das ideale Quantengas

Das ideale Quantengas ist mit das einfachste quantenmechanische Vielteil-
chensystem, das aber bereits interessante thermodynamische Eigenschaften
zeigt. Es besteht aus nicht wechselwirkenden Fermionen oder Bosonen, die
in einem Quader eingesperrt sind und ansonsten kein Potential spiiren.

7.1.1 Zustandsdichte

Wir betrachten nun freie nicht-relativistische Quantenteilchen in einem Qua-
der. Die quantisierten Einteilchen-Energien sind wie bereits besprochen

3
Ef:_ . ( L, )2:_Z(E)2

2m

Zur Berechnung der verschiedenen Groflen bendtigen wir die Einteilchen-
Zustandsdichte unter Beriicksichtigung der Entartung:

MS:2S+1

Die Herleitung der Zustandsdichte befindet sich in Anhang (F.1]) [Seite 207].
Das Ergebnis lautet

144
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EINTEILCHEN ZUSTANDSDICHTE
(freier nicht-relativistischer Teilchen)

ple) = Cq el (7.1)
2
Foy=Ca 5 et ; (7.2)
2rm\2? 1
Cy= MgV 7.3
= (%) =

7.1.2 Grof3kanonisches Potential

Damit sind wir nun in der Lage, mithilfe von Gleichung (6.11)) [Seite
und Gleichung (6.14]) [Seite das groBkanonische Potential zu berechnen.

ZCd z d
QT p, V) = _/ (ne)rp Fp(e) de = — d / oBe _ oz ez de. (7.4
Mit der Substitution Se =t erhalten wir
ZCd d z d dt
T, 1, V) = —=—% (kgT)2 tztl —
ﬁ(aﬂa) d(B>2/€t—022 t/
:F(2+;)rg‘{21+1(z)

3 2rm\? 2 g d ”
d
2rm\?
MgV (hz 5) 67,(2)

Das verbleibende Integral wird noch hiufiger vorkommen. Wegen der Ahnlichkeit
zur Gammafunktion wollen wir es quantenmechanische Gammafunktion nen-
nen und wie folgt als Formel schreiben
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QUANTENMECHANISCHE GAMMA-FUNKTION
(und Rekursionsformel)

Die Rekursionsformel wird im Anhang (G.1)) [Seite hergeleitet. Weitere

Eigenschaften von gl(a)(z) werden wir spéter behandeln. Damit konnen wir

nun das groflkanonische Potential angeben

GROSSKANONISCHES POTENTIAL
(bosonischer Korrekturfaktor fehlt noch)

BT, 1, V) = =MsV Ar? g5,(2) ; (7.7)
27 Bh?
Ap = Wnﬁz . (thermische de Broglie Wellenlénge) (7.8)

Wir haben wieder die thermische de Broglie Wellenlénge verwendet.

7.1.3 Druck

Aus © = —pV erhalten wir unmittelbar

DRUCK
(bosonischer Korrekturfaktor fehlt noch)

B0 = MsAgag.,, (=) (79)
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7.1.4 Mittlere Teilchenzahl

Zur Berechnung der mittleren Teilchenzahl verwenden wir Gleichung (6.13])
[Seite . Die Rechnung ist sehr dhnlich zu der vom groflkanonischen Po-
tential.

Mit der Substitution Sc =t erhalten wir

dt
N) = Cy (kgT)? * p @
(V) d(B)i/et—azztl
=I'(%) 9% (2)
2
7-3) 2rm\ 2 1 d_ 0
Doy () 5 0] o)
2
_<N>T7H_ 2mm \ 2 o
n= Ty = M\ e ) i)

Damit lautet das Endergebnis

MITTLERE TEILCHENDICHTE
(bosonischer Korrekturfaktor fehlt noch)

(T, z) = n(T, u(z)) = MsAp’ga (%) - (7.10)

Diese Gleichung lésst sich, wenn auch nicht auf elementare Weise, invertieren
und man erhélt

z=2z(n,T).

Das setzt man in die Gleichung fiir den Druck ein und hat somit die thermi-
sche Zustandsgleichung des idealen Quantengases.
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THERMISCHE ZUSTANDGLEICHUNG
(bosonischer Korrekturfaktor fehlt noch)

Bp = Ms Mg, (2(n, T)) . (7.11)

7.1.5 Klassischer Grenzfall

Wir betrachten nun den klassischen Grenzfall, hohe Temperaturen und/oder
geringe Dichte, d.h. z < 1. In diesem Fall Verwenden wir die fiihrende
Ordnung der Reihenentwicklung aus Gleichung (G.1]) [Seite [2 - g’ (z) =
z + O(z?). Die Konsequenzen der Terme hoherer Ordnung sind Inhalt Wei—

terfithrender Vorlesungen.
Zunéchst betrachten wir die Dichte geméfl Gleichung ([7.10)) [Seite

n= MS/\;dgg/Q(z) = MS/\;dz =
d
e
Mg

Dieses Ergebnis setzen wir in den Ausdruck fiir den Druck (Gleichung (7.11))
[Seite [14§]) ein

Bp = MgA ng (2) = MgAr%z =n;

Das ist das bekannte Ergebnis fiir klassische freie Teilchen. Klassisch gibt es
die Unterscheidung zwischen Fermionen und Bosonen nicht. Die kalorische
Zustandsgleichung ergibt im klassischen Limes

U=-pV = —kBT
Fiir die Besetzung der Einteilchen-Niveaus erhalten wir

_ 2 L BE(®) 1 B(E(K)—p) 2
(ng) = BE) o ze Ty :<1> e~ +0(z%) .

Wir erhalten also fiir beiden Teilchenstatistiken die klassische Boltzmann
Verteilung.
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7.2 Das ideale Bosegas

Da fermionische Systeme ausfiihrlich in der Festkérperphysik behandelt wer-

den, wollen wir uns hier etwas ausfiihrlicher mit bosonischen Systemen beschéftigen.
Bosonische Systeme weisen interessante makroskopische Quantenphénomene

auf, weil die Besetzungszahl eines Niveaus beliebig anwachsen kann. Wir wol-

len deshalb das ideale Bose-Gas genauer behandeln.

7.2.1 Bose-Einstein Kondensation (BEC)

Wie bereits mehrfach angedeutet, gibt es eine kleine Komplikation bei Bo-
sonen. Um sie zu verstehen, betrachten wir einmal die Besetzungszahlen des
Grundzustandes und des ersten angeregten Zustandes fiir 7' — 0. Die Bose-
Einstein Verteilung hat die Gestalt

1
fB(g) - eBle—m) _1°

Fiir den Grundzustand, fiir den wir ¢g = 0 gewéhlt haben, gilt also

1
feleo) = g — -

Falls sich im thermodynamischen Limes p — 0 ergeben sollte, dann darf
man diesen Beitrag zu den thermodynamischen Erwartungswerten nicht wie
wir das bisher getan haben iiber die Zustandsdichte behandeln, da es auf die
Details des Grenziibergangs V' — oo ankommt.

Um die Problematik klarzustellen und die richtige Vorgehensweise zu de-
monstrieren, betrachten wir noch einmal den urspriinglichen Ausdruck fiir
die mittlere Teilchenzahl in Gleichung [Seite , wobei wir den pro-
blematischen Term (gy = 0) separat behandeln

L

(N) = Z (e;) 1 = Z eﬁfiz— z

1=0 =0
L

z z
- + _
1—2z Z;eﬂfi—z

1=

In Anhang (H.1)) [Seite [212] wird gezeigt, dass die Beitrége der hoheren Ein-
teilchenenergien unproblematisch sind. Wir kénnen die verbleibende Summe
also wieder iiber die Einteilchen-Zustandsdichte in ein Integral umwandeln

(N) = ! + v / ‘ p(e) de.

z7l—1  (2m)
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Eigentlich miisste man den Term ¢ = 0 aus dem Integral aussparen, aber er
hat im thermodynamischen Limes einen vernachléssigbaren Beitrag. Das ist
gerade der Grund, warum dieser Term bei der Umwandlung in ein Integral
und der Verwendung der kontinuierlichen Zustandsdichte ohne den Extra-
term nicht richtig beriicksichtigt wird. Das Integral iibernehmen wir nun aus

Gleichung ((7.10) [Seite und erhalten

MITTLERE DICHTE
(fiir Bosonen)

n(T,z) 1 1

A= /2m

Die Teilchen im Grundzustand werden Kondensat genannt. Den Beitrag vom
Integral nennen wir n, (7, z). Damit die Besetzungszahlen der Einteilchen-
Niveaus nicht unphysikalische (negative) Werte annehmen kénnen, muss —oo <
i < min; g; = 0 sein. Daraus folgt 0 < z < 1. Wir wollen dies ausnutzen, um
die Funktion g;"'(z) weiter auszuwerten.

Die Details der Rechnung befinden sich im Anhang ((G.3)) [Seite und das
Ergebnis lautet

POLYLOGARITHMUS
(de Jonquiere’s Funktion)

o Zn
97 (2) = Z v (7.12)
n=1
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Diese Funktion hat folgende Eigenschaften

g (z) >0;
g7 (0)=0;

d i) 1

o) B2 gt (e) > 0
g™ (1) =)

Das heifit, g;" (%) beginnt fiir z = 0 bei Null, ist monoton steigend und hat
im Intervall 0 < z < 1 am rechten Rand den maximalen Wert ((I) gegeben
durch die Riemannsche Zeta-Funktion. Speziell gilt

¢(3/2) = 2.612 ; ¢(5/2) = 1.3415 .

Wir betrachten im Folgenden zunfichst dreidimensionale Systeme (d = 3)
dann gilt

MITTLERE DICHTE
(fiir Bosonen in 3d)

(T, 2) = g + fin(2) ; (7.13)
1 =z

np '= — ; .13b

S T (7.13b)

() == A2 T3/ g;r/g(z) : (7.13¢)

Im physikalisch erlaubten Bereich der z-Werte ist somit g3 2(2) < ((3/2).
Damit gibt es fiir den Beitrag n,(z) < n¢, der vom Integral stammt eine
Obergrenze n¢:

KRITISCHE DICHTE

ne =n,(T,z=1); (7.14)
=\ ((3/2) . (7.15)
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Bose Kondensation setzt also ein, wenn

> Ap’C(3/2)

=¢(3/2) 7.

iz SO

=((3/2)

L"{Zzl <

Hierbei ist v das mittlere Volumen pro Teilchen und r der mittlere Abstand
der Teilchen.

Bose Kondensation setzt demnach ein, wenn die thermische de Broglie Wel-
lenlénge den mittleren Teilchenabstand iibersteigt.

A) Wir beginnen mit n < n¢:

ohne n,

mit n,

Abbildung 7.1: Dichte als Funktion der Fugazitit z. Die blaue Kurve ist
das Ergebnis ohne Kondensatanteil (n,(T,z)) und die schwarze enthdlt die
Kondensatdichte.

Fiir n < n¢ gibt es bereits ohne Kondensatanteil, wie in Abbildung zu
erkennen ist, immer eine Losung fiir n, (7, z) = n mit

2 <1. (7.16)

Die tatséchliche Losung bei endlichem V' ist 2. Nun ist der Zusatzterm
monoton steigend
d 1 1
dz1—2z (1 —2)?
Damit sind beide Beitridge in Gleichung (7.13)) [Seite [L51] positiv und mono-
ton steigend und es gilt zum einen fiir alle V' < oo:

> 0.

2 <z <1
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und zum anderen folgt hieraus

. 1 27 =i<m 1z
Ng = —

< .
V1-=z V1-z

Wegen z; < 1 (Gleichung (7.16) [Seite [L52]) ist 2j/(1 — z§) eine endliche
Konstante C* und unabhéngig von V. Wir erhalten schlieflich

ng< — — 0.
0 VV—>oo

Daraus folgt, dass in diesem Fall die Kondensatdichte im thermodynamischen
Limes verschwindet und deshalb das chemische Potential eindeutig iiber 2
bestimmt ist.

Fir n < ne ist ng = 0.

B) Wir betrachten nun 7 > n:

ohne n,

mit ny

z z

Abbildung 7.2: Dichte als Funktion der Fugazitit z. Die blaue Kurve ist
das Ergebnis ohne Kondensatanteil (n,(T,z)) und die schwarze enthdlt die
Kondensatdichte.

In diesem Fall werden wir zeigen, dass im thermodynamischen Limes, also
fiir V' — oo, die Fugazitit gegen 1 und das chemische Potential gegen 0 geht
und dass

ng=mn-—nc >0

vorliegt.
Fiir n > ne muss ng > 0 sein. Der Zustand g ist makroskopisch besetzt.
Es liegt Bosekondensation vor.
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Beweis

q.ed. v

Die Fugazitit z* folgt nun aus der Gleichung

+ (T, 27) . (*)

Aus der Abbildung sehen wir, dass z* — 1, da von der blauen Kurve kein
V—=oo

Beitrag kommt und die schwarze Kurve mit zunehmendem Volumen sich
immer mehr an die vertikale Gerade bei z = 1 anschmiegt.
Mathematisch sieht man das wie folgt. Aus (*) erhalten wir

1 =z 1 *
n = o z —+n,(T,2%) < V1 i - +n,(T,1)
=ng
= (n—ﬁ ) < l &
‘ V1—z*
1
(n— nc)(l — z*) v

z*
(n —nc) <V (n —n¢ >

(n —ng)

1

D ——— <1
v+ (n— nc) N

Die letzte Ungleichung folgt aus der Definition von z. Fiir V' — oo geht die
linke Seite gegen 1 und somit z* — 1

Das bedeutet wegen z* = e, dass Bu* — 0.
V—o00

Wir wollen nun eine Reihenentwicklung in p* durchfiihren.

. 11+ 8

Il L Ge— Yy roeu

Vg + e ) T O
* 1 %\ 2
Pur = V(ﬁ—ﬁc+$)+o((“))

* 1 -2 %) 2 *
P = —V(ﬁ—ﬁc)+0(v )+O((u)). (*)
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In fithrender Ordnung geht p* also wie

1 1

O = =7

gegen Null. Somit sind beide Term, die in (*) weggelassen wurden von der
Ordnung O(V~2).
Daraus folgt fiir die Kondensat-Dichte

5 1 2z 11+ 8u* 1 1 1 (i — 7ic) 1
nop--—————-—-————= ——— — — = (N —"nN _
"TVI-z V(-Bw) V(Bw) V v
(i — ic) — =
=n—-nc)— .
@y
IM THERMODYNAMISCHEN LIMES GILT
(in der Kondensatphase, d.h. T < T¢ oder n > n¢)
5 L 1
nozn—nc—v‘/:;n—nca
1 1
P = = The voe U
2r=1-pp" — 1
V—oo

Te wird weiter unten definiert.

Es gibt keine Bose Kondensation in 1d und 2d.

Der Grund, dass es in 1d und 2d keine Bose-Einstein Kondensation gibt ist
einfach. Gemaf Gleichung (7.10)) [Seite ist die normale Dichte

iin(2) = Ar%gays(2) -

Wir hatten allgemein gezeigt, dass g} /2(Z> in der Variablen z eine monoton
steigende Funktion ist, die fir z = 1 mit ((d/2) tibereinstimmt. Der Tabelle
(G.5)) entnehmen wir, dass

((2/2) =¢(2/2) = 0.
Damit gibt es fiir alle Dichten n eine Losung der Gleichung

N (2*) =n.
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Der Rest der Argumentation geht wie in Abschnitt ((7.2.1)) [Seite [152]. Dem-
zufolge ist auch im thermodynamischen Limes z* < 1 und daraus folgt, dass
der Korrekturterm im thermodynamischen Limes wie 1/V verschwindet.

Ist Kondensation nicht etwas Triviales?

Haben wir nicht eigentlich eine triviale Beobachtung gemacht, denn mit ab-
nehmender Temperatur werden wegen der Bose-Verteilung immer mehr Bo-
sonen in den Zustand minimaler Einteilchenenergie ¢y = 0 gehen. Eine hierfiir
typische Temperatur erhalten wir aus der Bedingung

Ber —eo) =Pe1 >1
2rh? '
ﬁ )
2B T A%
bzw. 1< e i L—;ﬂ'
also L<\r.

= kT < g =

Dieser Ubergang findet also statt, wenn die thermische de Broglie Wel-
lenldnge die Ausdehnung des Systems iibertrifft.

Bose Kondensation hingegen tritt auf, wenn die de Broglie Wellenlénge die
mittlere Teilchenabstand iibertrifft.

Eine kleinere Wellenlénge bedeutet hohere Temperatur und somit tritt die
Bose-Kondensation schon bei viel hoheren Temperaturen auf. Das Verhéltnis
dieser Temperaturen ist

2/3

To X0 _L° (VN e 102 — g
T X\ L2 Vi

Wir werden sehen, dass die Bosekondensation bei O(1K) auftritt. Das heifit,

dass der triviale Ubergang hingegen erst bei 107K zu erwarten wire. Das

bedeutet, dass es sich bei BEC tatséchlich um einen echten Phaseniibergang
handelt.

BEC ist ein echter Phaseniibergang.
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Dimensionsabhingigkeit der BEC

Wir betrachten noch einmal die Bestimmungsgleichung fiir das chemische
Potential in Gleichung (|7.13)) [Seite|151]. Fiir Dimensionen d = 1, 2 divergiert
g%(z = 1), denn

gz=1) =05 = 5.

n=1

Wir allgemein gezeigt, dass g bei z = 0 mit Null beginnt und monoton steigt.
Somit gibt es bereits ohne den Kondensatterm immer eine Losung z*. In

Anhang [Seite 212] wird gezeigt, dass dann auch keine Bosekondensation
entsteht.

Das ideale Bosegas hat keine BEC Phase in 1d und 2d.

Verschiedene Bedingungen fiir BEC
Fiir BEC hatten wir in Gleichung ([7.14)) [Seite die Bedingung
i>ne=ANT2.

Daraus kann man zwei Bedingungen ablesen

KONDENSATBEDINGUNGEN

i > ne(T) =AT3? (7.18)
T < Te(h) ;:(%)2/3 : (7.19)
A=X7¢(3/2); (7.20)
C(3/2) T2 = axd . (7.21)

Fir T < T¢, also im Kondensatbereich, ist im thermodynamischen Limes
z =1 (siche Gleichung (7.17) [Seite [155]) und fiir die Kondensatdichte gilt

fig =1 — AT?/?

() ]2 ()]

Damit ist die
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TEMPERATURABHANGIGKEIT DER KONDENSATDICHTE

Das bedeutet, dass unterhalb von 7> eine makroskopische Zahl von Teilchen
in dem (k = 0) Grundzustand kondensieren.

nO/n

0 0:5 1:5 2
T/ll'C

Abbildung 7.3: Anteil der Bosonen im Einteilchen-Grundzustand (condensate
fraction).

Wir sehen, dass die Kondensatdichte fiir 7" — 0 gegen die gesamte Dichte geht
und somit alle Teilchen im Grundzustand kondensieren. Im Kondensatgebiet
ist die Dichte des normalen Anteils der Fliissigkeit

My =1 — ng = A\;2C(3/2) = AT/ . (7.22)

Mit den Werten fiir *He, d.h. Dichte p = 75.4 kg m™3, Masse Mag, =
6.6610"2"kg, sowie ((5/2) = 1.3415 liegt die Ubergangstemperatur bei *He
bei 3.13K . Das ist iiberraschend nahe am Wert fiir den A-Ubergang in “He
(T\ = 2.18K), an dem in Helium der Ubergang von superfluider Fliissigkeit
zur normalen Fliissigkeit stattfindet. Die physikalischen Eigenschaften von
*He sind sehr faszinierend, wiirden aber den zeitlichen Rahmen dieser Vor-
lesung sprengen.

Auflerhalb des Kondensatgebietes verschwindet die Kondensatdichte propor-
tional zu V! und es folgt
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DICHTE
(auferhalb der Kondensatphase, d.h. insbesondere T > T¢)

AT, 2) = A T2 gdjo(2) (7.23)
fig=10. (7.24)

7.2.2 Grof3kanonisches Potential

Wir hatten bereits das groffkanonische Potential ohne die spezielle Behand-
lung des ey-Terms in Gleichung ([7.7)) [Seite [146] berechnet, mit dem Ergebnis

BT, 1, V)
V

Dieser Beitrag zum grokanonischen Potential ist extensiv. Zu diesem FEr-
gebnis der normalen Phase kommt von Gleichung [Seite [137] noch der
go = 0 Term

= —Mg A3 T3 g3(2) . (7.25)

Qe In(1 — 2)
PR _ o ——
% TV
hinzu. Auflerhalb der Kondensatphase ist z < 1, und dieser Beitrag liefert kei-
nen extensiven Beitrag zum Potential und kann gegeniiber Gleichung ((7.25))
[Seite vernachlassigt werden. Innerhalb der Kondensatphase gilt

e — Q 1
—(ncv 7o) :und somit peks, n(V)

Der Korrekturterm verschwindet also im thermodynamischen Limes.

T T

1—z=|Bul =

Achtung: Wenn man das groflkanonische Potential noch verwenden will, um
durch partielle Ableitungen andere thermodynamische Variablen zu berech-
nen, wie z.B. die Teilchenzahl, darf man diesen Korrekturterm noch nicht
weglassen, da er beim Differenzieren eine Form bekommen kann, die im ther-
modynamischen Limes nicht verschwindet! Das heifit, man sollte den ther-
modynamischen Limes erst im Endergebnis durchfiihren.

7.2.3 Druck

Aus dem groBlkanonischen Potential erhalten wir wegen (p = —Q/V) un-
mittelbar den Druck. Hierbei bleibt die Form des Kondensatterms erhalten
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und er tragt im thermodynamischen Limes nicht zum Druck bei. Das ist ein-
leuchtend, da die Teilchen im Kondensat keinen Impuls (£ = 0) besitzen. Der
Druck ist also durch Gleichung ([7.25]) [Seite gegeben

DRuUCK ALS FUNKTION VON T UND z

(T.2) kg AT g p(2) T 5/2 . auBerhalb der Kondensationsphase

) = :

P kg A\ 2C(5/2) T°?; innerhalb der Kondensationsphase
(7.26)

p-T-Phasendiagramm

Da g} /o(2) eine monoton steigende Funktion ist, nimmt der Druck mit zu-
nehmendem 2z zu bis zum Maximalwert bei z = 1, beim Eintritt in die Kon-
densatphase. Das heifit dann auch, dass zu beliebiger aber fester Temperatur
T der Druck nicht grofler werden kann als der kritische Druck:

KRITISCHER DRUCK (DAMPFDRUCK)
(bei fester Temperatur)

po(T) = Ms ki A\T3C(5/2) T2 (7.27)

Dieser Druck wird auch als Dampfdruck bezeichnet. Es ergibt sich dann
das in Abbildung [7.4] dargestellte p-T-Phasendiagramm.
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verboten

%y
/" normale Flissigkeit

T

Abbildung 7.4: p-T-Phasendiagramm. Der Bereich oberhalb der Linie ist
nicht erreichbar. Fir p-T-Wertepaare im unteren Bereich liegt eine normale
Fliissigkeit vor und genau auf der Linie ist der Zwei-Phasen-Bereich, bei dem
ein Gemisch aus normaler Flissigkeit und dem Kondensat existiert.

Um den Druck als Funktion der Temperatur und der Dichte (thermische
Zustandsgleichung) angeben zu kénnen, muss zunéchst die Gleichung
[Seite fir die Dichte n(T, z) invertiert werde, um z(7',n) zu erhalten.
Das Ergebnis setzt man dann in p(T, z(n)) ein und erhilt schlielich p(T,n).
Numerisch ist es einfacher, zu gegebenem z sowohl p(T, z) als auch n(T), z)
zu berechnen und damit im p,n,T Koordinatensystem einen Punkt einzu-
tragen. Dann kann man sich interessierende Schnitte hierdurch anschauen,
z.B. p(T)‘ oder p(n ‘T

Druck als Funktion der Dichte

Zu jeder Temperatur T existiert eine kritische Dichte fic = AT®/? und es
gibt somit bei beliebiger aber fester Temperatur immer einen Ubergang in
die Kondensationsphase.

Auflerhalb der Kondensatphase (0 < z < 1) gilt fiir festes T

(T, z) , d 4 912(2)
T_)\ dgs/z() Ar p >0.
Daraus folgt
op| _opl oz _ A o2 8952(2) de
on|p  O0z|p0n|, dz  dn
_ g 702 932 93/2( z) dz 0.
z  dn

>0
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' -.-P(IMT)
1
: .- P(1/n,T))
4t ' - - -Phasengrenze
\
1
3r 1
P
) N
ol \‘ . T2 > T1
‘\ ~
\ ~
A = ~
IS X=eo .
0 S T T
0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 7.5: Druck als Funktion der inversen Dichte bzw. des spezifischen
Volumens. Bei fester Teilchenzahl entspricht das dem P —V -Diagramm. Ge-

strichelte Linie ist die Phasengrenze. Unterhalb befindet sich die Kondensat-
phase.

Der Druck nimmt also mit zunehmender Dichte zu, wie es intuitiv und aus
Stabilitatsgriinden auch sein sollte.

Innerhalb der Kondensationsphase hingegen hingt der Druck, bei fe-
stem Temperatur, nicht von der Dichte ab. Das bedeutet, wenn wir das Vo-

lumen verkleinern, bzw. die Teilchenzahl erhdhen, steigt der Druck nicht
mehr an. Das heifit:

Die spezifische Dichte des Kondensats ist ng = oo,
bzw. das spezifische Volumen ist vo = 0.

Es gilt fiir den Ubergangspunkt
po = de5/2 : (Gleichung([7.27))[Seitq160])
fe = d,T%? ; (Gleichung(7.18))[Seitdl57]) .

Das ergibt eine Phasengrenze bei

p d, -5/3
d, \n

Das ist die gestrichelte Kurve in Abbildung Im Kondensationsbereich
haben wir ein Phasengemisch vorliegen.

7.2.4 Landau-Kriterium

Wir untersuchen nun die physikalische Ursache fiir das Auftreten einer rei-
bungsfreien Strémung. Hierzu betrachten wir einen makroskopischen Kérper
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der Masse M, der sich mit der Geschwindigkeit V durch eine Fliissigkeit
bewegt. Der Impuls des Kérpers betrdgt dann P = MV und seine kineti-
sche Energie lautet Fy;,, = M V2 /2. Wir nehmen nun an, dass durch diese
Bewegung des Korpers in der Flissigkeit eine Anregung mit Wellenvektor
k erzeugt wird. Der Impuls des Quasiteilchens betrigt dann p = Ak und
seine Energie wird durch eine Dispersion E(k) beschrieben. Nach der An-
regung des Quasiteilchens bewege sich der makroskopische Korper mit der
Geschwindigkeit | , so dass dessen Impuls P =MV betriagt und seine ki-
netische Energie lautet Ej, = MV’2/2. Wir stellen fiir diesen Prozess die
Impulsbilanz

MV = MV' + hk

.k
- — *
V=V - (*)

und die Energiebilanz auf

%MVQ = %MV’Q + B(k) ;
1. =0 1 - h\2- h - =
—MV?E M V24+ (=K —-2—VK
> > ( +(37) M
1., B2
= _—MV? — hkV .
5 V24 Wi vV
Damit erhalten wir also
e 1. o h2k2
= -—MV?— M 12 4 .
hkV 5 vV 5 Vv 507
E(k)
L R2k?
= E(k .
(k) + Wi

Daraus kénnen wir folgende Ungleichung ableiten

Damit der makroskopische Korper Energie an das Fluid angeben kann, muss
also gelten
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BEDINGUNG FUR DISSIPATION

E(k
|V| > min (_,)

Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, dann ist es nicht moglich das Qua-
siteilchen (die Anregung) zu erzeugen und damit einen dissipativen Prozess
zu haben. Diese kritische Geschwindigkeit wurde erstmalig von Landau ab-
geleitet. Wenn die rechte Seite eine untere Schranke hat, bedarf es offen-
sichtlich einer Mindestgeschwindigkeit des Korpers um Reibungsverluste in
der Fliissigkeit zu generieren. Fiir Geschwindigkeiten V' > V. konnen Qua-
siteilchen erzeugt werden, d.h. die Bewegung des makroskopischen Kérpers
kann abgebremst werden. Umgekehrt heifit das, dass sich der makroskopi-
sche Korper fiir Geschwindigkeiten V' < V., reibungsfrei in der Fliissigkeit
bewegen kann. Diese Mindestgeschwindigkeit ist somit

MINDESTGESCHWINDIGKEIT

V., = min E(f) )
Kk hlk|

Wenn die Dispersion des idealen Bosegases vorliegt (F (l;) o k?), dann ist die
rechte Seite Null und es ist immer moglich, dissipative Prozesse zu generieren.
Das ideale Bosegas ist hiernach keine Suprafliissigkeit, trotz BEC.

Fiir das Auftreten von Superfluiditdt ist es deshalb notwendig, dass eine
Wechselwirkung zwischen den Teilchen vorliegt.

Wenn man die Wechselwirkung der Bosonen berticksichtigt, haben die tieflie-
genden Anregungen (Phononen) eine lineare Dispersion E(k) = ch|k|. Dann
ist die kritische Geschwindigkeit gerade gleich der Phononengeschwindigkeit.

Ver = .

-,

Bei superfluidem Helium dagegen besitzt die Dispersionsrelation E(k) bei
einem von Null verschiedenen Wellenvektor £ ein sogenanntes Rotonenmini-
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mum. Fiir /;_'—> 0 liegt_)die Phononendispersion vor. Fiir k am Rotonenmini-
mum ist F(k,.) < he|k|. Daraus folgt:

-,

111 E(ﬁ) = E%Mt) < hc’_l?mt’ =c
k h|k’| h|krot| h|k7’0t|

cr

dass die kritische Geschwindigkeit V., kleiner ist als die Phononengeschwin-
digkeit c. Ein quantitativer Vergleich mit dem Experiment zeigt aber, dass
die auf diese Weise gewonnene Landau-Geschwindigkeit V., bei superfluidem
Helium zu grof} ist. Bei der Herleitung des Landau-Kriteriums wurde die
Ausbildung von Wirbeln vernachléssigt, die zu einer weiteren Verringerung
der kritischen Geschwindigkeit fiihren.

Nach Landau muss es eine Grenzgeschwindigkeit, eine Energieliicke {iber dem
Grundzustand geben, ab der erst Phononen oder Rotonen erzeugt werden
kénnen. Diese ist verantwortlich fiir die Eigenschaften des SF.

Phonon-Roton-Spektrum

RN
’ (&) §q
Sy (O
E(k) s 8
. Ky
& &
S/ 5
Q\Q’ < -
s/ N\
< prade -G
(o) e E =
) T
k_rot K

Abbildung 7.6: Phonon-Roton-Dispersion

7.2.5 Thermodynamische Potentiale
Innere Energie

Die innere Energie erhalten wir aus Gleichung (6.12]) [Seite [141] als

Uz/g ‘ p(e) de

efe — 2

z d
—Cd/eﬁe_zwde.
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Wenn wir das mit Gleichung ([7.4) [Seite|145] vergeichen, stellen wir fest, dass

d d
=——0Q=—pV.
U 5 2pV

Damit haben wir in drei Dimensionen die

KALORISCHE ZUSTANDSGLEICHUNG

3

Wenn wir das Ergebnis fiir den Druck einsetzen, erhalten wir

U 3
Nkg " 2

_ 3. A0
AT ghia(2) = ST ghia(s) (7.28)

wobei im Kondensatbereich z = 1 einzusetzen ist. Zur Erinnerung: Im klas-
sischen Modell haben wir hierfiir U/(Nkp) = 3T erhalten.

Wirmekapazitit (specific heat)

Wir berechnen nun die Warmekapazitdt unter Verwendung von Gleichung
(7.28) [Seite
Cy _ O(U/Nkg)
Nkg =~ 0T

0 (3 3
AT g <>)
vy 8T 5/2

Da V und N konstant gehalten werden, ist auch die Dichte n konstant und
wir haben

V,N

C 3 6

Wir werten diese Formel fiir die beiden Temperatur-Bereiche 7' < T ge-
trennt aus.

V,N

A)T<TC

Fiir T < T ist z = 1 und aus Gleichung ([7.29)) [Seite folgt

C’V 53

15
>\_3T3/2 _ - 2 )\—3T3/2 )
e = 2T gha(1) = 10/
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Die Gleichung ([7.19) [Seite besagt
it = A %C(3/2) T

und somit erhalten wir

Cv _15¢(5/2) (T (7.30)
Nkp 4¢3/2) \Tc ' '
———
=1.925
Zur Erinnerung: Im klassischen Modell haben wir hierfiir ]\?]X =3 erhalten.
B) T > Tc
Fiir T > T liefert auch z einen Beitrag zur Ableitung
C 15 3 d d
s AT gl(2) o AT gl (2) o
Nkg T 4n Hfg—/ 2n W:/ dz dT' |y x
)\T :TAT - 1
="93,5(2) /2
15 3 Z'
= EATS gé/2( ) ‘l‘ T >‘T 93/2(3); ‘

Unter Ausnutzung von Gleichung 1} [Seite 7= A\2gs /2(2)] kénnen

wir dies weiter vereinfachen zu

Cy 15 g55(2) L3
Nkp 4 gé/Q(z) 2 2z

Wir bendétigen noch 2’/ z. Die Fugazitéit héngt nicht nur von 5 sondern auch
von i ab. Da N konstant sein soll, muss sich p mit der Temperatur dndern.

Aus n = N/V = konst folgt wieder mit Gleichung (7.23) [Seite

dn d . _ _
dT dT)‘TSQ:%/z( z) = )\1 ﬁT?’/Q 3/2( z)

3 d
_\-3 1/2 3/2 @ 1
=\ (2T / 3/2( 2)+ 1% _dzg3/2(z)Z/)
/

3 (3 z
=7 (k) + T 0() )

2 3 93/2<Z)
= Z = .
z 2Tg1/2(z)

Damit haben wir schliefilich das Endergebnis fiir die
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W ARMEKAPAZITAT

1 (4 I (z
15 %520 9 93208 Tc (a)

4 gl (2) 4 gl (2)
Af]: - ZZ/; | a2 (7.31)
T .
B o (E) fir T <Tp (b)
1566/2) _ ) go5
4¢(3/2)

Wir wollen nun Cy (T") als Funktion von T plotten. Fiir T' < T ist das ein-
fach, denn es gilt universell fiir alle Dichten Gleichung [Seite (b).
Fiir T' > T, gehen wir folgendermaflen vor. Bei vorgegebener (festgehaltener)
Dichte gilt, wie bereits mehrfach verwendet,

n= >\1_3T3/29§/2(Z) :

Diese Formel gilt fiir alle 7' > T. Wir wéhlen speziell T' = T¢. In diesem
Fall ist z = 1 und wir erhalten

A= AT gl (1)

Division der beiden Gleichungen liefert

3/2 o1 (, 1 (,)7-2/3
= (l) 93/2( ) : N T _ {93/2( )} . (7.32)
Te €(3/2) Te  [€(3/2)
Fiir spétere Zwecke formen wir das noch um fiir den Fall z < 1
T\ ~3/2
1 _ )
dal) =<6 (1)
7\ 32
21 = z=((3/2) (—) : (7.33)
Tc

Um die spezifische Wéarme fiir T' > T zu polten, gehen wir folgendermafien
vor. Wir geben einen Wert fiir z € (0, 1) vor, berechnen aus Gleichung
[Seite die zugehorige Temperatur und werten dann C'y fiir dieses z und
diese Temperatur aus. Im Grenzfall fiir T' — oo, bzw.  — 0 geht z — 0. Fiir
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Abbildung 7.7: Warmekapazitdt des idealen Bosegases. Gestrichelte Linie:
klassisches Ergebnis

kleine Werte von z gilt ¢;(z) ~ 2z und somit erhalten wir in diesem Grenzfall

C’V 5 9 3

s = —.
Nk:B T—oo 4 4 2

Das ist, so wie es sein sollte, der klassische Wert fiir das ideale Gas bei dem
jalU = %Nk;BT gilt.

Die in Abbildung ?? abgebildete spezifische Wirme hat Ahnlichkeit mit der
von *He, allerdings divergierte letztere bei T¢.

7.2.6 Entropie und latente Warme

Ausgehend von

QZ(V,p,T) ]
T]WS —T>\T 95/2( z) + Vln(l — 2)
1
= —T5/2)\ 95 o(2) + Vlﬂ(l —2)
berechnen wir die Entropie iiber S = _g_¥ wV
5 _ 0 ( 5 o (T
T/Q/\ 3 ( )) __(—hl(l—z))
VkpMg ~ 9T 5/2 L\ N
0 5/2 ) — 1
~oT (T A 5)0(2) T In(1— 2) . (7.3

Wir betrachten nun den thermodynamische Limes. Der letzte Term in Glei-
chung [Seite verschwindet: Fiir T' > T ist z < 1 dann verschwin-
det er wie 1/V. Fiir T < Tp gilt 2 = 14+ O(V™!) und der Korrekturterm
geht wie In [V]/V — 0.
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Das bedeutet aber auch, da der Korrekturterm vom Kondensat stammt:

Es gibt keinen Beitrag zur Entropie vom Kondensat.
Die Entropie des Kondensats ist Null.

Es bleibt also nur der erste Term in Gleichung ([7.34) [Seite iiber

S 0 5/2y—3 1
Vi s = 8_T<T / A 95/2(2)

Wir behandeln die beiden Temperatur-Bereiche weder getrennt

(7.35)

u,V

A)T<TC

Hier ist im thermodynamische Limes z = 1 und somit T-unabhéngig und wir
erhalten

S — 5 3/2y—3 1 . 5! _3
VkgMg ST AT (1) = 5A°C(5/2) (7.36)
bzw.
S 4 5
[ V Mg A7 5¢(5/2).

Aus Gleichung ([7.22]) [Seite wissen wir, dass im Kondensat die Dichte
der Teilchen in der normalen Phase durch n, = MgA;*((3/2) gegeben ist.
Demnach gilt

S 5¢(5/2)

kg 2((3/2)
Wobei N, (T') die Gesamtzahl der Teilchen ist, die sich nicht im Kondensat
befinden. Das heifit, die Entropie pro Teilchen im normalen Zustand ist

S 5¢(5/2)

N,  2((3/2)

- Na(T)

Da die Entropie der Teilchen im Kondensat Null ist, ist die Entropie-Differenz
pro Teilchen zwischen normalem und kondensiertem Zustand
AS  5((5/2)
N,  2((3/2)

kg .

Daraus erhalt man die
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LATENTE WARME
(pro Teilchen)

AS 5
L:=T—=—
2

¢(5/2)
N kgT

3/2) ™"

(7.37)

Das ist die Energie, die freigesetzt wird, wenn ein normales Teilchen in ein
Kondensat-Teilchen umgewandelt wird.

Damit erhalten wir eine gemischte Phase, in der zwei Phasen koexistieren,
wie bei einem Phaseniibergang erster Ordnung (z.B. Wasser «+» Eis).

B) Clausius-Clapeyron-Gleichung

Bei einem Phaseniibergang erster Ordnung sollte im Koexistenzbereich die
Clausius-Clapeyron-Gleichung gelten. Dazu benétigen wir die Ableitung des
Dampfdrucks nach der Temperatur. Mit dem Dampfdruck aus Gleichung
(7.27)) [Seite lautet die gesuchte Ableitung
po(T) = Mg kg A\°¢(5/2) T°*;
dpc (T 5 5
o) 5y 1k ATC(5/2) T2 = 2 Mg ki A2¢(5/2)
ar 2 2
Die rechte Seite kann man mit der Formel fiir die kritische Dichte nach Glei-

chung (|7.18) [Seite
ne = MsAr°¢(3/2)

umformen in

dpc(T) _
dT

und das wiederum mit Gleichung ((7.37)) [Seite in

ar T ¢
Schlielich benotigen wir noch den Unterschied der spezifischen Volumina
der beiden koexistierenden Phasen

1
Av=ve—-0=—.
ne
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Damit haben wir in der Tat die

CLAUSIUS-CLAPEYRON-GLEICHUNG
(fir ideale Bosonen)

dpc(T) L

dT TAv

C) Nun wenden wir uns abschlieBend dem Bereich T > T¢ zu.

Oberhalb von T (; ist z < 1 und die Fugazitéit tréagt auch zur Ableitung in

Gleichung ((7.34) [Seite [169] _ | bei

S 0 5/2 y—3
VkpMg aT<T A 05/2(2)

5 B d dz
= )‘T 95/2( 2)+ A TP (%9&/2(2)) aT
—_——
s I
="=03,5(2) /2
5. _ (=)
= NPk () NET 2)z7 2
5T 95/2( ) T 93/2( ) ke T?
5\ 3 1 -3 (‘MT)
= §>\T 95/2(’2) + >\T g?/Q(z) kBTQ
N ~
= §>\T 95/2(2) — Bun .

Wir vergleichen dieses Ergebnisse mit dem fiir die Kondensat-Phase aus Glei-

chung (7.36)) [Seite [170]

s )\T 95/2(1) fir T < Tg¢
V/{ZBMS g)\T g5/2<2) — ﬁ/ﬂfb fir T > Tc

und stellen fest, dass wir beide zusammenfassen konnen, da fir ' < T z = 1
und p = 0 vorliegt. Zusammen mit 3 = In 2] erhalten wir
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ENTROPIE DES IDEALEN BOSEGASES

S 5
— _)\—3 1
VkBMS 2 T 95/2

(z) —In[z]|n .

Um die Entropie als Funktion der Temperatur zu plotten, gehen wir dhnlich
vor wie bei der spezifischen Wéarme. Fiir T' < T verwenden wir

S
VkpMsg

Wir konnen diesen Ausdruck noch etwas umgestalten, wenn wir die Definition

von T in Gleichung ([7.19) [Seite ins Spiel bringen

. (@)2/3 o A ATB/2)
© T \A BRI

= g)\l‘3C(5/2)T3/2 .

- —3/2
= )\I3 — i
¢(3/2)
Demnach gilt also auch
S _ . 5¢(/2)( T\
VkgMs 2 ((3/2) \Tc ‘

Fiir den Bereich T > T geben wir einen erlaubten Wert fiir die Fugazitit
(2 € (0,1)) vor und ordnen der Fugazitét iiber Gleichung (7.32) [Seite
die Beziehung

T {9§/2(2)} 23 (7.38)

~1<B/2)

Te
die Temperatur T /T¢ zu, die wir als Abszissenwert fiir den Plot verwenden.
Des weiteren eliminieren wir aus dem Ausdruck fiir die Entropie

S 5)
— _/\—3 1
VigMg 2°7T 95/2

(z) —In[z]n

die thermische de Broglie Wellenldnge. Fiir T' > T gilt geméfl Gleichung
(7.23) [Seite

n
9?{/2(@ '

n=Algsn(2) = A=
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und somit enthélt der Ausdruck fiir die Entropie nur noch die Fugazitat und
die Dichte

S _ (5935(2)
=a (= —1 - .
V k/‘BIMS " (2 gé/z(z) ! [Z] 7 (7 39)
S 59p2)

bzw.

= —1In|z|. 7.40
NkpMs  2g3,(2) o (740)

Nachdem wir unter Vorgabe von z das zugehorige Verhéltnis T'/T bestimmt
haben, konnen wir diese Formel nun problemlos auswerten. Der resultierende

Graph ist in Abbildung [7.§ abgebildet.

Abbildung 7.8: Entropie des idealen Bosegases. Gestrichelte Linie: klassisches
Ergebnis

Interessant ist wieder der Vergleich mit dem klassischen Ergebnis. Dazu ge-
hen wir wieder von hohen Temperaturen aus, so dass z < 1 und nutzen
aus, dass dann g/(z) ~ 1 ist. Das Argument z des Logarithmus in Glei-

chung (7.40)) [Seite[L74] ersetzen wir gem#B Gleichung (7.33)) [Seite[168] durch
¢(3/2)(T/T¢)~3/? und erhalten somit

S 5 3 T

=—+=-In|—| -1 3/2)] . 7.41
Vi = 3+ 31|~ mles/2) (7.41)
Das Vergleichen wir mit dem klassischen Ergebnis in Gleichung (4.14]) [Seite
97| wiedergegeben ist. Dort hatten wir die Spinentartung noch nicht ein-
gefithrt. Wenn wir das nachtraglich machen, lautet das klassische Ergebnis
in 3 Dimensionen

S 5 o 50 T3/?
_— = n —_— = — n rer-y .
NkgMg 2 7l 2 i}
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Nun kénnen wir iiber Glelchung (7.21)) [Seite [157] die Parameterkombinati-

on A} durch ((3/2)T %/2 ersetzen. Das erméglicht uns auch im klassischen
Fall als Temperaturemhelt Te (aus der quantenmechanischen Rechnung) zu
verwenden, obwohl es im klassischen Fall keinen Phaseniibergang gibt. Wir
erhalten somit
S 5 3 T
——— =—-+-In —1 3/2)| .
Vo~ 3 g 1] ~ k)

Das stimmt in der Tat mit dem obigen Grenzfall des quantenmechanischen
Ergebnisses in Gleichung [Seite iiberein.

Fiir den Plot der klassischen Ergebnisse geben wir natiirlich nicht mehr z
vor, sondern direkt T'/T¢.

Wir sehen auch in Abbildung[7.8] dass sich das quantenmechanische Ergebnis
fir T/Te > 1 dem klassischen annéhert. Wir erkennen aber auch, dass das
klassische fiir tiefe Temperaturen falsch wird und eine divergierende Entropie
besitzt. Im Gegensatz zum klassischen ist das quantenmechanische Ergebnis
im Einklang mit dem 3. Hauptsatz, die Entropie geht gegen Null.

7.2.7 Ist ‘He ein ideales Bosegas?

Wir wollen abschlieBend untersuchen, in wieweit fliissiges *He durch ein idea-
les Bosegas beschrieben werden kann.

Das Thema Bose-Kondensation und Suprafliissigkeit hat bereits zu zwei No-
belpreisen gefiihrt

e 2003: Alexei Abrikossow, Witali Ginsburg, Anthony James Leggett fiir
bahnbrechende Arbeiten in der Theorie iiber Supraleiter und
Suprafliissigkeiten.

e 2001: Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle, Carl E. Wieman fiir die Er-
zeugung der Bose-Einstein-Kondensation in verdiinnten Ga-
sen aus Alkaliatomen, und fiir frithe grundsitzliche Studien
iiber die Eigenschaften der Kondensate.

Fliissiges Helium ist eine auflergewohnliche Fliissigkeit, die in einer von zwei
Phasen vorliegen kann, normales Helium (He I) oder superfluides Helium (He
IT). Diese beiden Phasen werden durch den so genannten Lambda-Phasen-
iibergang getrennt, der bei etwa T = 2.2K liegt. Die Bezeichnung riihrt
daher, dass der Temperaturverlauf der Wirmekapazitét bei T Ahnlichkeit
mit dem griechischen Buchstaben A hat. Experimentell findet man bei T
eine logarithmische Divergenz.

Kann man annehmen, dass dieser Ubergang, wenn auch durch die Zweiteilchen-
Wechselwirkung modifiziert, mit dem BEC-Ubergang idealer Bosonen be-
schrieben werden kann? Dafiir spricht zumindest die gut Ubereinstimmung
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fest
p/atm
% . normale Flussigkeit
"%
e
206l 2 Gas-Flussigkeit
" super— kritischer Punkt
fluid
Gas
T, =2.18K T

Abbildung 7.9: Phasendiagramm von *He.

der der Ubergangstemperatur, fiir die wir im idealen Bosegasmodell fiir *He
Te = 3.13K berechnet haben. Ebenso stimmt die Tatsache iiberein, dass
zweie Phasen koexistieren: eine superfluide Phase, die dem Bose-Einstein-
Kondensat entspricht und eine normale Phase, die den Atomen in angeregten
Zusténden zuzugeordnen ist.

Eine weitere Ubereinstimmung liegt in der Beobachtung, dass die Teilchen
in der superfluiden Phase keine Entropie besitzen.

Allerdings gibt es auch:

e 3He wird ebenfalls bei sehr tiefen Temperaturen superfluid. Hierbei
handelt es sich aber um ein System von Fermionen, bei dem es die
Bose-Einstein-Kondensation in der elementaren Form nicht gibt.

e Der \-Ubergang ist kein Phaseniibergang erster Ordnung, sodass es
sich zumindest nicht um eine reine Bose-Einstein-Kondensation han-
deln kann.

e BEC: in der P-T-Ebene ist P o T°/? also ansteigend, wihrend die
A-Linie mit der Temperatur abfallt.

e Landau’s Argument, dass das ideale Bosegas nicht superfluide sein
kann. Man kann sogar zeigen, dass Suprafliissigkeit nur bei wechsel-
wirkenden Bosonen auftritt.



7.2. DAS IDEALE BOSEGAS 177

7.2.8 BEC in lasergekiihlten Atomen in einer Magnet-
falle

Die genauere theoretische Behandlung von *He ist schwierig, da es wegen der
groflen Dichte sehr starke Wechselwirkungen aufweist. Man tut sich wesent-
lich leichter bei Systemen mit geringerer Dichte und schwicherer Wechselwir-
kung. Dies ist der Fall bei BEC in magnetisch eingeschlossenen lasergekiihlten
verdiinnten atomaren Gasen.

Neutrale Alkali-Atome lassen sich wegen ihres magnetischen Moments in ei-
nem geeignet Magnetfeld einfangen und mithilfe von Lasern abkiihlen.

e Alkali-Atome haben ein Valenzelektron (s-Orbital), wichtig fiir effizien-
tes Laser-Kiihlen

e Man verwendet solche Isotope, bei denen der Gesamtspin von Elektron
und Kern ganzzahlig ist und Bosestatistik vorliegt.

e Alle Atome haben ein magnetisches Moment, das zum magnetischen
Einschluss nétig ist.

Die ersten Experimente, die mit dem Nobelpreis in Physik E] ausgezeichnet
wurden, wurden an Rubidium-Atomen (A = 86) und Natrium-Atomen (A =
23) durchgefiihrt.

Wie wurde BEC in diesen Systemen beobachtet? Die Atome sind
durch die Magnetfalle in einem parabel-formigen Potential gefangen. Das
heifit, es handelt sich um harmonische Oszillatoren. Der Grundzustand des
harmonischen Oszillators hat eine Ausdehnung ay = (h/mw)'/2. Die Aus-
dehnung des v-ten angeregten Zustandes ist ungefihr R, = v'/2ay. Die Zahl
der thermisch besetzten Niveaus ohne BEC ist v,,4, = kguT. Damit wére die
Ausdehnung ohne BEC

Rr = % ap > ao -

Fiir T' > T sieht man also eine nahezu homogene Dichteverteilung mit Radi-
us Ry, > ap. Aber unterhalb von T¢ ist nun ein endlicher Teil der Bosonen-
Wolke im Grundzustand, der die Ausdehnung ag besitzt. Man erkennt im
Experiment mit abnehmender Temperatur (fir 7' < T¢), das zunehmende
Anwachsen eines scharfen Peaks im Zentrum.

Inzwischen gelingt es, 100 bis zu 10'° Atome in einem relativ kleinen Volumen
einzufangen. Hiermit kommt man zu sehr tiefen Temperaturen 7' = 108K —
5-107°K und geringen Dichten n = (10" — 10'%)em =3 (statt 10%%).

! Physik-Nobelpreis 2001: Wolfgang Ketterle, Eric A. Cornell und Carl E. Wieman: fiir
die Erzeugung der Bose-Finstein-Kondensation in verdinnten Gasen aus Alkaliatomen
und fir frihe grundsdtzliche Studien tber die Eigenschaften der Kondensate.



178 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN

Das verwendete Magnetfeld erzeugt ein harmonisches Potential, das wir der
einfachheithalber isotrop annehmen

mw? _,
7.

2

V(@) =

Das fiihrt zu den bekannten quantisierten Energien

d
EBr=Tw) I,
=1

wobei wir die Nullpunktsenergie in das chemische Potential absorbieren. Die
Quantenzahlen sind [; € Ny. Die Berechnung von T ist sehr dhnlich wie im
Fall freier Bosonen. Falls Kondensation eintritt, muss im thermodynamischen
Limes z = 1 sein, da nur dann ng > 0 ist. Die Ubergangstermperatur ist die,
bei der z = 1 erstmals vorliegt, und die Gesamtteilchenzahl noch im normalen
Zustand ist, wir haben also die Bedingung

N: Nn(Tc,Z = 1) .

Zur Erinnerung: N = N/(2S + 1). Die Zahl der Bosonen N, im Normal-
zustand ist iiber Gleichung (6.10]) [Seite ohne Spezialbehandlung des
eo-Terms gegeben

> 1
NoTez=1)= > s
l1,.,lqg=0

Da die Berechnung der Zustandsdichte etwas aufwendiger ist, wollen wir hier
einen alternativen Weg, der auf der Summenformel aus Anhang [Seite
| beruht, einschlagen. Im vorliegenden Fall ist §; = % und

Tc
Ao\
AV =
(kBTC)

Mit der Gleichung (E.3)) [Seite wandeln wir die Summe in ein Integral

um
v (kT [ o0 1
N = E— 7.42
( hw ) /0 /0 exi®i — 1 . ( )

Der relative Fehler hierbei ist gemafl Anhang [Seite von der Ordnung

 Tw
 kgTe

5 (7.43)
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Die experimentellen Werte fiir w liegen bei (100—1000)s~* und T = O(1077K).
Damit erhalten wir eine Abschétzung fiir 0

10-34 . 103
hw < 1.1-10 10

— =8-1072.
kpTo ~ 1.4-10-23.10-7

J

Damit ist 0 noch klein genug, um die Summe durch das einfache Integral
zu approximieren. Wir berechnen nun das Integral in Gleichung (7.42)) [Seite
17§]

Somit laute das gesuchte Ergebnis

UBERGANGSTEMPERTUR FUR BEC IN DER HARMONISCHEN FALLE

N = (thZC)d ¢(d) . (7.44)

Eine wichtige Eigenschaft ist, dass nun auch fiir d = 2 BEC existiert, da
¢(3) = 1.2021 und ¢(2) = 1.6449 und lediglich (1) = cc.

Die Ubergangstemperaturen, die man hiermit bei gegebenen experimentellen
Teilchenzahlen und Fallen-Frequenzen w erhélt, bewegen sich im Nano- bis
Mikro-Kelvin-Bereich. Natiirlich ist das nur eine grobe Abschéatzung, da ver-
nachléssigt wurde, dass die Teilchen untereinander wechselwirken. Die Werte
geben aber die richtige Groflenordnung.

Gleichung [Seite vermittelt den Eindruck, dass aufgrund des
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gednderten Einschlusspotentials ein anderes universelles Potenzgesetzﬂ fiir

Te vorliegt als in Gleichung (7.19) [Seite [I57]. Dort hatten wir fiir d = 3 die
Abhéngigkeit

n= )‘Tg ¢ (5)
gefunden. Der Eindruck tduscht aber, da wir in Gleichung [Seite [179)]
auf der linken Seite nicht die Dichte sondern die gesamte Teilchenzahl stehen
haben. Es existiert kein fixes Volumen beim harmonischen Oszillator. Wir
kénnen das Volumen aber wie folgt abschétzen. Die mittlere quadratische
radiale Ausdehnung der Oszillatoren ist gemafl QM I

(r®), := 3(z%), = 3a2n ;
h
2 = —_—
0w

Uns interessiert die Ausdehnung bei der Temperatur T. Der zugehorige ther-
modynamische Erwartungswert fiir 2 liefert

3a? Botw<l  3aikpTe
<T2>TC - 3ag<n>TC - B O_ 1 ‘= —Ohw .

Damit erhalten wir schlieSlich fiir das mittlere Volumen bei T

e AT v Amags? (ksTe 82
< >TC - ?</]" >TC - 3 h/w
(kBTC)3/2 _ (M

hew 47T\/§a% '

Das setzen wir in Gleichung ((7.44]) [Seite fiir d = 3 ein und erhalten

- EnTo\2 [ kT 22 v T\ /2
v-(00) () ()
@2 keTe YL V27 (mwksTe\*?

" R3 <27ra(2)hw) (3= Ng( 27w ) 3

™ kaTC 3/2
“ Ve \ 2nn2 <(3)-
~—_———

-3
/\TC

?Das ist insofern verwunderlich, als die Potenz unabhingig von der Kriimmung des
Potentials ist.
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UBERGANGSTEMPERATUR FUR BEC IN DER HARMONISCHEN FALLE

i =((3) @ NPT
~—
=0.8698
Ao (R )
! 2mh? '

Wir haben also doch dasselbe Potenzgesetz; lediglich mit einem gednderten
Vorfaktor.

7.2.9 Warum gibt es BEC nur in Quantensystemen?

Der Grund ist die Ununterscheidbarkeit der Teilchen. Wir betrachten noch
einmal den Fall diskreter Einteilchen-Energien ¢; fiir ¢ = 1,..., L. Jedes
Teilchen kann sich in einer der Einteilchen-Energien ¢; befinden. Die Gesam-
tenergie ist dann die Summe iiber die besetzten Einteilchen-Energien

N
FE = E Ei,
v=1

hierbei gibt i, an, in welchem FEinteilchen-Zustand sich das v-te Teilchen
befindet. Alternativ konnen wir die Energie aber auch als

E({n;}) = Zgi ni

schreiben, wobei n; angibt, wie viele Teilchen den Zustand ¢ besetzen. Diese
Besetzungszahlen kénnen die Werte 0, ..., 00 annehmen, allerdings ist bei
der (mikro-) kanonischen Gesamtheit die Bedingung fiir die Teilchenzahl zu
erfiillen

L
i=1

Zu jeder Energie E({n;}), die durch die Besetzungszahlen gegeben ist, tragen
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MULTIPLZITAT UNTERSCHEIDBARER TEILCHEN

M({n;}) =

IT; 7!

verschiedene Konfigurationen {i,} bei (Multinomial-Koeffizient). Das heifit,
die Wahrscheinlichkeit, die Teilchen mit diesen Besetzungszahlen anzutreffen
ist zusammen mit dem Boltzmann-Faktor

P = 7 T

6—5E({ni}) ]

Um den wesentlichen Grund fiir oder gegen BEC zu verstehen, konnen wir
den Boltzmann-Faktor vereinfachen. Wir ersetzten ihn durch eine Stufen-
funktion: Alle Energien unterhalb k5T haben dann dieselbe Wahrscheinlich-
keit und die oberhalb haben Wahrscheinlichkeit Null. Innerhalb des erlaubten
Energiefensters sollen L Zusténde liegen, die nun alle dieselbe Wahrschein-
lichkeit 1/L haben. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine bestimme Verteilung von
Besetzungszahlen vereinfacht sich dann zu

P(nd) = o

Wir gehen davon aus, dass die Anzahl der im Energiefenster kg7 liegenden
Zustande kleiner ist als die Zahl der Bosonen (nur dann tritt BEC auf). Die
wahrscheinlichste Verteilung der Besetzungszahlen ist die Gleichverteilung
mit

~| =

Teilchen pro Einteilchen-Niveau. Wir berechnen nun das Verhéltnis der Wahr-
scheinlichkeiten von der Gleichverteilung zu der, die im BEC vorliegt, namlich
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alle Teilchen im untersten Niveau

P(gleichverteilt) (ml) LN N!

B P(alle in einer Zelle) LN (m!)L -

hIZ 2

In(¢) ~ NIn(N) = N — L (— In (f)

= NIn(N)— N — Nln(L) +N

2 Q=

h|2
~

=Nln(L) ;
greNE) = N s 1

Bei ununterscheidbaren Teilchen hingegen hat, wie wir das bereits diskutiert
haben, jede Besetzungszahlenverteilung dieselbe apriori Wahrscheinlichkeits-
dichte und somit ist

g=1.

Wir sehen also, dass im klassischen Fall unterscheidbarer Teilchen eine ex-
trem starke Entropie-Kraft in Richtung Gleichverteilung vorliegt, die von den
Boltzmannfaktoren nicht mehr iiberstimmt werden kann. Bei ununterscheid-
baren Teilchen fehlt dieser Anteil des Entropie-Terms.

7.3 Hohlraum-Strahlung (Black-Body
Radiation)

Wir betrachten als letzte Anwendung die Warmestrahlung. Ein Beispiel fiir
Waérmestrahlung ist die Infrarot-Strahlung durch einen gewthnlichen Heiz-
strahler oder am Lagerfeuer. Neben dem Warmetransport durch Konvektion
gibt es eben auch noch die Warmestrahlung. Eine Person in der Néhe der
Heizquelle spiirt die abgestrahlte Energie des Feuers, auch wenn die umgeben-
de Luft sehr kalt ist. Warmestrahlung wird erzeugt, wenn thermische Energie
aus der Bewegung von Ladungstrigern im Material (Elektronen und Proto-
nen) in elektromagnetische Strahlung umgewandelt wird. Das Sonnenlicht
enthélt elektromagnetische Strahlung die durch das extrem heifle Plasma der
Sonne erzeugt wird. Klarerweise kommt diese Energie nicht per Konvektion
auf die Erde.

Wikipedia Definition:

Ein schwarzer Korper (auch: schwarzer Strahler, Planck’scher Strahler) ist
in der Physik ein idealisierter Korper, der auf ihn treffende elektromagne-
tische Strahlung bei jeder Wellenldnge vollstindig absorbiert. Er ist zugleich
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eine ideale thermische Strahlungsquelle, die elektromagnetische Strahlung mat
einem charakteristischen, nur von der Temperatur abhdngigen Spektrum aus-
sendet, und dient als Grundlage fiir theoretische Betrachtungen sowie als
Referenz fiir praktische Untersuchungen elektromagnetischer Strahlung. Der
Begriff 'schwarzer Kérper” wurde 1860 von Gustav Kirchhoff geprdgt.

7.3.1 Modellsystem

Als Modellsystem betrachten wir eine leere Box, deren Wande Atome enthélt,
die sowohl fiir die thermische Energie (Temperatur) zustéindig sind als auch
fiir die Prozesse der Absorption und Emission von Photonen. Diese Photonen
gehen in den Hohlraum der Box und bilden dort stehende elektromagnetische
Wellen aus. Uber die genauen Prozesse in der Wand brauchen wir uns hier
keine Gedanken zu machen. Die Wénde stellen fiir unser Modell lediglich ein
Wirmebad und Photonenreservoir dar.
Fiir Photonen gibt es allerdings keine Teilchenzahlerhaltung (genauso wie fiir
Phononen, Magnonen usw.). Wenn man ein System an ein Wéarmebad an-
koppelt, muss generell die Freie Energie bzgl. aller Parameter, die nicht durch
die Randbedingungen festgelegt sind, minimal werden. Da im vorliegenden
Fall auch N variabel ist, muss gelten
OF(T,N,V _0
(o)L,
Andererseits ist die linke Seite per definitionem das chemischen Potential.
Somit gilt im Fall, dass keine Teilchenzahlerhaltung vorliegt,

p=20;
F=Q.

Die Photonen im Hohlraum wechselwirken mit den Atomen in der Wand.
Hierbei werden Photonen erzeugt und vernichtet und deren Energie ausge-
tauscht. Das fithrt dazu, dass sich ein thermisches Gleichgewicht einstellt,
bei dem die Temperatur durch die Wand vorgegeben ist. Photonen (elektro-
magnetische Wellen, Losungen der freien Maxwell-Gleichungen) beschreiben
masselose Anregungen mit einer linearen Dispersion

e(k) = hw(k) = he k
wobei k der Betrag des Wellenzahlvektors k ist. Der Hohlraum sei, wie in
den vorherigen Beispielen, quaderformig mit den Abmessungen (L, Ly, L.).
Wir verwenden offene Randbedingungen. D.h. die Schwingungen werden nach
sin(kq,x,) entwickelt. Das fithrt zur Quantisierung der Wellenzahlen
T

ka - _la )
Lq

(7.45)
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wobei 1, € Ny. Zu beachten ist aber:

Den Zustand mit & = 0 gibt es nicht, da er kein Schwingungsquant enthélt.
Somit gibt es auch keine Kondensation.

Die Verteilungsfunktion und die Zustandsdichte fiir Photonen entnehmen wir
Gleichung (F.1)) [Seite 208] im Anhang (F.2)) [Seite [20§].

Wir miissen nun noch beriicksichtigen, dass wir nicht nur iiber alle k-Vektoren,
sondern auch iiber zwei Polarisationsrichtungen summieren miissen, was einen
zusitzlichen Faktor 2 liefert.

VERTEILUNGSFUNKTION UND ZUSTANDSDICHTE
(von Photonen in 3d)

p(e) = Cpn € ; (7.46)

F,(e) = % e (7.47)
%

Con = (e (7.48)

7.3.2 Grof3kanonisches Potential

Das grokanonische Potential kann mithilfe von Gleichung (6.11)) [Seite
und Gleichung (6.14) [Seite fiir Bosononen berechnet werden. Es ist
noch zu beriicksichtigen, dass wegen pu = 0 die Fugazitdt den Wert z = 1 hat

1
Q(T, V) = —/ 665——1 Fp<5) de .
Damit ist das groBkanonische Potential

(747) V <1 de
o, v) )3/0 .

372 (he -1 ¢
(G.4) V 4
= 307 () (ksT)*C(4)T(4) . (7.49)

Mit ¢(4) = 7*/90 und TI'(4) = 6 erhalten wir schlieflich

. V7T2 (]CBT)4
45 (hc)?

T, V) =
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GROSSKANONISCHES POTENTIAL

AT, V)= -V % T (7.50)
2 k 4
= %% ; (Stefan-Boltzmann Konstante) . (7.51)

7.3.3 Strahlungsdruck

Aus Gleichung (7.50]) [Seite lesen wir unmittelbar den Strahlungsdruck
ab

STRAHLUNGSDRUCK

p:—Q/V:%T4.

7.3.4 Entropie

Auch die Entropie ist aus dem groflkanonischen Potential leicht zu ermitteln

st ()

\%

Sie geniigt der Formel

ENTROPIE

4
S(T,V) = ?aVT‘%
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7.3.5 Spektrales Emissionsvermégen (Planck’sche Strah-
lungsformel)

Die Innere Energie des idealen Quantengases lautet gemafl Gleichung (6.12))
[Seite [141]

U= () = [ <) nm de.

Damit ist der Energieinhalt, der in den Photononen im Einteilchen-Energie
Intervall (e, e 4 de) steckt, gleich dem Integranden. Das spektrale Emissions-
vermogen ist diese mittlere Energie pro Volumeneinheit, also

1

S(e) = v p(e) € (ne)rp (7.52)

Das Ergebnis ist leicht zu verstehen. Die Oszillator-Eigenmoden (Photonen)
sind durch k charakterisiert. Im thermischen Gleichgewicht gibt es hiervon
<n5E> viele. Der Energieinhalt aller Photonen im Hohlraum, die diese Wellen-
zahl besitzen, ist also €;(n..). Das erklért bereits die beiden letzten Faktoren
von Gleichung [Seite. Beim spektralen Emissionsvermogen analy-
siert man nun nicht nach dem Wellenzahlvektor E, sondern nach der Energie
g, der einzelnen Photonen, die den Hohlraum durch ein kleines Loch verlas-
sen. Die Einteilchen-Zustandsdichte p(g) gibt an, wie viele E—Eigenmoden Zur
Energie ¢ beitragen.

Hinzu kommt nun noch der Faktor 2 der Polarisation.

Da die Energie €z nur vom Betrag abhéngt, erhalten wir vom Volumen der
Kugelschale den Faktor k2 oc £2. Damit ist das spektrale Emissionsvermogen,
d.h. die mittlere Energie pro Volumeneinheit, die in Form von Quanten der
Energie € ausgesandt wird, zusammen mit der Zustandsdichte aus Gleichung

(7.48)) [Seite

PLANCK’SCHE STRAHLUNGSFORMEL

g3 1
S(e, T)de = (R P =1 de ; (7.53)
3
1
S(w, T)dw = o dw

Wir betrachten die beiden Grenzfélle hw > kT bzw. hw < kgT', die von
historischer Bedeutung sind. Im ersten Fall erhalten wir
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WIENSCHE STRAHLUNGSFORMEL

Fiw?
S(w, T)dw = —— e duw ; fir hw > kgT .
e

und im zweiten

KrLASSISCHE RAYLEIGHT-JEANS FORMEL

2kpT
S(w,T)dw:w—B; fir hw < kgT .

w2 3

7.3.6 Innere Energie und mittlere Teilchenzahl

Wir rechnen nun die Innere Energie tatséchlich aus. Dazu miissen wir le-

diglich die Planck’sche Strahlungsformel Gleichung ([7.53)) [Seite iiber &

integrieren
V o 1 d
U= | .
n2(he)d Jy efe—1" ¢

Das ist wieder dasselbe Integral wie beim groflkanonischen Potential in Glei-
chung (7.49) [Seite [185]. Der Ausdruck hier unterscheidet sich nur um einen
Faktor (-3). Wir haben also

INNERE ENERGIE

U=-30=Val*; (Stefan-Boltzmann Gesetz) .
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Mittlere Teilchenzahl
SchlieBlich ist die mittlere Teilchenzahl geméf Gleichung (6.13)) [Seite

(N) = / o ple)de
e [ = e -
o (kT C(3) T(3)

@ V2
= e TV )

MITTLERE TEILCHENZAHL
(von Photonen)

N = v 2 ¢(3) (kBT)3

2 he

Setzen wir die Zahlenwerte und ((3) = 1.20 ein, dann finden wir bei Zim-
mertemperatur in einem lem?

(N) =~ 5-10%.



Anhang A

Ehrenfestmodell

A.1 Stationire Verteilung

Wir wollen hier die Stationére Verteilung des Ehrenfest-Modells bestimmen,
fiir das die folgende Differenzen-Differentialgleichung abgeleitet werden soll.

2 p(At") = m) = PATY = m) [(%2 — M — 2a]
+ P(/\/’l(t) =m+1) AMi(m+1)
+ P(/\/’l(t) =m—1) [N —(m—1)]. (A.1)

Dazu fiithren wir das folgende erzeugende Funktional ein

O(x,t) = Z PN =m) 2™ .

m=0

Als néchstes werden wir die Differenzen-Differentialgleichung in eine par-
tielle Differentialgleichung fiir ®(z,¢) umwandeln. Dazu multiplizieren wir
eq:app:ef:1 mit 2 und summieren iiber m. Die linke Seite ergibt, wenn wir
Summe und Ableitung vertauschen,

d & 0
p mEZO PN} =m)z at(b(x,t) :

Im letzten Schritt haben wir berticksichtigt, dass ®(z,t) eine Funktion mit
zwei Variablen ist, und wir deshalb nun eine partielle Ableitung haben. Die-

190
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selben Operationen auf die rechte Seite angewandt ergeben

B
22001 = (e = \) ZP N =m) 2™ m — /\QNZP =m) 2™

mO
> >
' vV

=22 d(xt) =P(,t)

N— N
+ 0 Y PN =m+1) 2™ (m+ 1)+ XN PN =m—1)z

m=1
N
— X2 Z PN =m—1)2"(m—1) .
m=1

Wir haben ausgenutzt, dass PN = 0) = 0 und PN = N 4 1) = 0 ist.
Diese Gleichung formen wir weiter um.

2@(x,t) == A\1) x%@(m,t) — M NO(z,t)

ot
N
+ A0y PN =n)a"tn
n=1

N-1 N-1
+ 0N Y PN =n) 2™ =2 Y PV =n) 2™ n
n=0 n=0

Die Summe im dritten Term kénnen wir wegen des Faktors n bei n = 0
loslaugfen lassen. Die Summen der letzten beiden Terme konnen wir jeweils
bis n = N erstrecken, da die Zusatzterme sich gegenseitig kompensieren.

9 B(@t) = (o — M)

ot - )\QN(I)(.’L',t)

0

N
0 PNV — )2
n=0

o
=
D
=

N N
+ AQNZ P(./\/l(t) =n) 2" ), Z P(./\/'l(t) =n) 2" n;
n=0

n=0

-~ -~

=z®(x,t) :352%@(33,15)

0 0 0 5 0
a@(m, t) = (A2 — A1) x%Q(x,t) — M N®(x,t) + Al%q)(x, t) + A Nax®(x,t) — Az %Q)(x,t)

= %@([E, t) ((/\2 — /\1) T + )\1 — )\21‘2) + q)(l’,t) ( - /\QN + )\QNZL‘)

_ —AQ%(I)(x,t)( (- i—;) - %)Azw(x,t) (x - 1) .

2
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Wir definieren nun 7 = A\t und ¢ = i—; und erhalten damit

dii@(x,ﬂ = (1) (xQ (g - q) + No(z,7) (x - 1) .

Weiter gilt

' —(1=qr—g=(r—1)(x+q)
diTq)(x,T) = (— (x+q) ®(x,7) + NO(z,7) ) (x—1).
Die stationire Losung 2®(z,t) = 0 ergibt also
P'(x,7 = 0) (x +¢q) = NP(x,00)
Oz, 7 = 00) = c(x+q)
Mit der richtigen Normierung, ®(1,¢) = 1, erhalten wir schliellich

d(z,00) = (1+¢) N (x+¢)V

() = ()
1+4+¢ 14+¢ 1+g¢ 14+¢

Wir erinnern uns an das erzeugende Funktional der Binomial-Verteilung

P(n|N,q1, ) —  ®(2) = (1 — ¢ + qz)™ .

Offensichtlich entspricht ¢; = ﬁ = /\112A2' Wir haben oben hergeleitet, dass
Ao = ¢/ V,, ist. daraus folgt
1
q1 = % _‘G
1= 7 1~ 57
AR V
Va
q2 = V )

und damit ist die gesuchte stationire Verteilung

o N n —-n
PN =n) = <n>qlqéV -

A.2 Mittlere Zeit bis zum Gleichgewicht

Wir wollen hier die Gleichung (1.5)) [Seite [13] zur Bestimmung der mittleren
Zeit, bis das System im Ehrenfestmodell das Gleichgewicht erreicht, 16sen.
Die zu losende Gleichung lautet

n n

D, = NDn—l +(1— N)Dn-i-l +1.
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Wir gehen davon aus, dass N gerade ist und verwenden stattdessen N = 2N’

n
Dn - Dn+1 - W (Dn+1 - Dn_1> + ]. . (A2)

Die Taylorentwicklung von D,,+; um n liefert

1 n
D,=D,+D +=-D"'——D' +1
+ n—|—2 n TN n
n

Mit G := D’ haben wir die lineare inhomogene DGL erster Ordnung

/ _ "o - _
G, +2(1 = )G = =2 (A4)

zu losen. Wir betrachten zunéchst die homogene DGL

n

r— 9(1 - *
G ( N’)G
dG n— N’
Fe R T

(n — N")?

In(G) = ¢+ L)
n(G) =c+ N
G:ge(n_NA’”

Fiir die inhomogene DGL lassen wir auch g von n abhingen und erhalten

dann fiir die Gleichung (A.4) [Seite

_ / e N2
GI:G—Q(HN/N) —|—g'e( NA/T)

Mit der Substitution

(N =8 _ 5.
N/

N —t=vVNz;
dt = —vVv N'dz
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folgt
g:a+2vN’/ Yo dz:d—{—QvN’/ Ve dz
oo 0
N —n
=a+VNntd )
()

Damit gilt fiir die Ausgangsgrofie

N/_ )
D;:Gn:(d—}—\/N’WCI)( Wn)>e(NN') .

Wir sind eigentlich an n = 0 interessiert. Hierfiir lautet die Gleichung (A.2))
[Seite

Dy=D; +1
Dy — Dy =—1
D)=-1.

Mit dieser Anfangsbedingung bestimmen wir den Parameter a
Dy = <EL +VN'm CD(VN’))eN' =1
a=—VN7ro(VN)—e.

Damit wird aus der Dgl

D, = — {e(N'N/”)QN’ +VN'm (@(\/ﬁ) oY ”))ew'w”)?}

Dn:C’—i-/ D.dz
0

N/
0
N/
D, = — Dldz .

n

Die gesuchte mittlere Laufzeit ist also

!

N - , I Iy
Dy :/ (eWNI)Q—N +\/N'7r<<1>(W) —o(X t))e(NN’>2)dt.
0
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Wir verwenden wieder die Substitution:

([v7 _'t)z 2 / / /
T:Z; N —t= N/Z; dt = —vV N'dz

und erhalten
\/ﬁ 2 ! 2
Do = \/N’/ (ez N +VN'r <<I>(\/N’) - @(z))ez )dz :
0
Der erste Summand liefert mit der Substitution z = tv/ N’

VN’ 1
V= VN / e Ndn = N' / e N0 gy
0 0
= VN'DawsonF (v N') Nrge

N | —

Dic anderen Summanden sind

DE - N7 / We* (q>(\/ﬁ) - cp(z))dz
e () s
o [t [
(

VN’ , 00 Y )
= 2N / ¢* / e VN gy — / ~(t+2) dt)d (A.5)
0 0 0

Der erste Term liefert

VN’ oo
— _9N / / ~(VND? gty = 2N’( / =N dz) ( / e—tQ—Qth@
0 0
— —2N’<\/ﬁ/ e~ N'(1=2%) dx) </OO e_tg_zt‘/ﬁdt)
0 0
1 [e%s}
= —2<N’/ e~ V' (1-2%) d:v) (\/ﬁ/ e_tg_zt‘/ﬁdt)
0

_ (\/_Dawson(\/_)><N\/_\/_(1— (W))) Nop 1

N J/

~-
—1/2 a1/2
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Der zweite Term in Gleichung (A.5)) [Seite liefert

\/ﬁ 2 o0 2 \/ﬁ o0 2
T, = 2N’/ e* / e~ qtdy = 2N’/ / e U2t
0 0 0 0
00 \/ﬁ fe’e) 1 — —2tv/ N7
= 2N’/ dt et / ey = 2N’/ dt e_t2€—
0 0 0

2t
o0 -t
:N'/ e_ltvi’l ° ar.
0

t

Wir spalten dieses Integral auf in zwei Teile auf, um die Divergenz unter
Kontrolle zu bekommen

3 2] — 2 00 2] _ 2t
T, :N’</ e~ N C a +/ e~ N ¢ dt) )
0 t ¢ t

Wir wihlen 1 < £ < v N/, so dass wir im ersten Integral t*/N’ < 1 haben
und somit liefert das erste Integral

3 2] — e 2t 51_ —2t
/ et © dt_/ C at
0 t 0 t
=’y+ln(2§)+ F(0,2£)
——

<1 (da &>1)

Hierbei ist v = 0.5771 die Euler-Konstante und I'(v, z) ist die unvollsténdige
Gamma-Funktion. Das zweite Integral liefert entsprechend

&0 2 ] 1 [*®e*
/ e_ItV’—dt:—/ ¢ dz
¢ t 2 Je2 oz

1 ; 52
5 ,ﬁ)
1
= —5(7 + 1D(§2/N/))

SRS S 1n !
=3 1(£)+21(N).

I'(0

Damit haben wir

1
T, = N(% +In(2) + 5 In(V) >
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und das Endergebnis lautet
Dy=Di+ T, + T,

:1—1+N(1+mm+%mNﬂ

> 2 2
|
- N(% +In(2) + 5 ln(N/))
N N

-5 <% +1n(2) + %ln(5)>

:%<11g§+mN0.

1.27
Nun ist ja N makroskopisch und wir erhalten schliellich das einfache Ergebnis

Do = Y in(ay .
4
Das N In(N)-Verhalten kann mit einer groben, aber sehr einfachen und an-
schaulichen Abschétzung ebenfalls erhalten. Die mittlere Zahl der Schritt,
die notig ist um von N; = 0 nach N; = N’ mit ¢ rw-Schritten zugelangen,
sei n(t). Die Anderungsrate entspricht grob der Driftgeschwindigkeit, also
P.—P=(1-35%)— 5w =1— 37 Also gilt

T aN’
n
d
U
1=
n(t=0)=0
t:—Nnm1—£ﬂ:Nmqu—mmﬂ—my

Die Zeit bis zu n = N’ — 1 ist demnach ¢t = N’ In(N').



Anhang B

Sattelpunktsniherung fiir ['(z)

[(x) = / e it
0

/00 e—t—‘r(l‘—l)ln(t)dt ]
0

Wir entwickeln das Argument ® der Exponentialfunktion um ihr Maximum

®=—t+ (r—1)In(t)

dd r—1

| — 0=t =a—1

I + ;= x
O(t")=—t"+(x—1)In{t")=(r—1)In(x—1) — (x — 1)
¢l rx-1 1
di? |,. t2 x—1

* 1 *)2
e® ~ e® efm(tft )

F(flj) ~ e@*\/ B_Q(xlfl)(t_t*)2dt
0

~ (2 — 1)@ Ve fon(z — 1)
~ (z— 1)Y= /o
NI =T(N +1) ~ NVH/2e"N/or

198



Anhang C

Volumen einer d-dimensionalen
Kugel

Das Volumen einer d-dimensionalen Kugel mit Radius R erhélt man aus

00 00 R d?”
Vd(R):/ / Q(ngRQ)ddx:Qd/ rt —

00 0 r

Den d-dimensionalen Raumwinkel €2; berechnen wir mit dem d-dimensionalen
Gauss-Integral. Finerseits gilt

00 0o 0o d
I;:= / e P dly = (/ exzdx) S

Andererseits konnen wir das Integral aber auch {iber Kugelkoordinaten be-
rechnen
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Substitution r = /¢ fithrt zu

= l Q /Ooe—t 14/2 ﬂ
2 0
r(4)
()
= Q
2 d
d
2m2
Q=
L(5)
27r% d Wg
Vi(R) = R? =R
ar(d) " T(E+1)

Die Ergebnisse sind also

VOLUMEN UND RAUMWINKEL EINER d-DIMENSIONALEN KUGEL

(fiir gerades d) .




Anhang D

Konsequenz nicht
kommutierender Operatoren
bei Ableitungen von
Zustandssummen

Zustandssummen werden haufig als erzeugende Funktionale zur Berechnung
von Erwartungswerten verwendet. Wir zeigen hier, dass das auch bei nicht
kommutierenden Operatoren funktioniert.

Wir betrachten den allgemeinen Fall einer Zustandssumme der Form

F(A) :=tr {ea(A+’\B)} :

Hiervon wollen wir die Ableitung nach A bestimmen. Da die Operatoren i.d.R:
nicht vertauschen kann die Exponentialfunktion nicht faktorisiert werden. Es
gilt vielmehr

e(AAB) — gad )B4 0(02)\[A, B]) . (D.1)

Wir benétigen aber die Faktorisierung, um die Ableitung berechnen zu kénnen.

Es gilt wegen Gleichung (D.1)) [Seite

M
ea(A+)\B) — lim eeAee/\B :
M—o00

Also gilt fiir die Zustandssumme
~ A~ M M ~ ~
I E €A e\B I I eA e\B
F(\) = J\}lgloo tr { <e e ) } = ]&lgloo tr {k”le e } .

201
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Wenn wir nach A ableiten fithrt die Produktregel dazu, dass wir der Reihe
nach die einzelnen Faktoren abzuleiten haben. Mit der Definition H2=1 =1
kénnen wir die Ableitung wie folgt durchfithren

d - €A _eXB EA 6/\B €A _eXB
sror- g STt ] o

k=I1+1
1-1 A . M . .
= 1 €A _eAB eA _eAB 1 €A _eAB
ME)nOOZtr{[He e e“e“VeB H e“‘e
k=1+1
1
— li t €A _eXB €A _eXB '
EMEHOOZ r{He ‘ H+ ‘

Wegen der Invarianz der Spur gegen zyklisches Vertauschen der Faktoren

erhalten wir
d \M
— e)\B
d)\F ¢ ]\/llligo Z tr { < ) }

M

= € Z tr{Bea(A+”\E)} )
=
=

e —
=3 M=«

Y

Also sehen wir bestétigt, dass wir die Ableitung, wie oben vermutet, verwen-
den diirfen, auch wenn die beteiligten Operatoren nicht miteinander kommu-
tieren.

ABLEITUNG DER ZUSTANDSSUMME

d 5 (AR
_ a(A+)AB)
—d)\F()\) atr {Be } .

Bei der zweifachen Ableitung nach A geht das nicht mehr so einfach. Dann
erhilt man zweitabhéngige Korrelationsfunktionen.



Anhang E

Umwandlung von Summen in
Integrale

Wir wollen hier eine andere Begriindung fiir die Umwandlung von Summen
in Integrale vorstellen. Bei den Summen handelt es sich um d-dimensionale
Summen iiber k-Punkte eines kubischen Gitters mit

Wir wollen diese Summe in folgender Form verallgemeinern

Nip Nap

Z LD )

=Ni,a lg= Nda

f . (51[1, e ,6dld>T ;
< 1.

>

Die Vektoren &, iber die summiert wird, decken einen Hyperkubus ab, des-
sen ite Kante von §;N; , bis ;N;;, geht. Stattdessen betrachten wir nun ein
Integral iiber einen Hyperkubus, mit leicht modifizierten Kanten. Die i-te
Kante soll nun von 6;(N; , — 1/2) bis §;(NV;, + 1/2) reichen. Dieser Kubus ist
aufgebaut aus Einheitszellen der Grofle

d
= H&»
=1

203
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Das Integral soll lauten

1 01(Nyp+1/2) /5d(Nd,b+1/2) g
AV 51(N1.a—1/2) 5

a(Ng,a—1/2)

Wir unterteilen nun das Integrationsvolumen in Teilvolumina der Gréfle AV,
deren Zentren gerade die Punkte 7} sind, also

81/2 8q/2
/ / f(@ + 2) ddx )
512 5a/2
Als néchstes entwickeln wir den Integranden um #; herum bis zur 2. Ordnung.
Der Beitrag erster Ordnung verschwindet hierbei, da Integrale vom Typ

+5/2
/ xdr =0
~5/2
vorkommen. Die Reihenentwicklung liefert dann
41/2 64q/2
e / /
AV Z 51/2 ba/2
1 01/2 6a/2 4
4+ — / .. / v,x; dr .

AV ; Z 0x; 83@ i=7, J 51/2 —54/2 ’ )

~~
(57;]'-J

Das Integral J liefert

61/2 da/2 +6¢/2 (6:/2) 52
[0 <n > O | TR
_61/2 5d/2 14 5/2 12

U

1#1
1. L OPF(F) )
52 .

Die Summe iiber die zweiten Ableitungen kann auch wieder {iber ein &hnliches
Integral abgeschétzt werden. Fiir die kleinen Groflen definieren wir

5i:Ci'57

wobei ¢; = O(1) und 0 < 1. Dann sehen wir, dass der relative Fehler der
Summenformel von der Ordnung O(6?) ist, vorausgesetzt, die zweiten Ablei-
tungen divergieren nicht. Damit haben wir
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SUMMENFORMEL

01(Nyp+1/2) d4(Ng,p+1/2)
/

B 1
> 1) = 5 /

et ..

f(@)d - (1 + 0(52)) :

(E.1)

d(Ng,a—1/2)

Diskrete Werte mit [; € Z:

Wenn der Hyperkubus der diskreten Werte [; die Kanten —oo bis 400 hat,
dann erstreckt sich das Integral iiber den gesamten R?, also

SUMMENFORMEL IM Z¢

; f(@) = Al—v /_Z/: f(@)d'x - <1+0(52)) . (E.2)

Diskrete Werte mit [, € Nj:

Wenn der Hyperkubus der diskreten Werte [; die Kanten 0 bis 400 hat, dann
erstreckt sich das Integral zur Koordinate i eigentlich von —d;/2 bis co. Falls
aber ein relativer Fehler der Ordnung O(6) akzeptabel ist, kann man auch
das Integrationsnterval (0, co) wéhlen, denn

f(z)de = o f(:v)d:v+/0 f(x)dx

—5/2

= f(O)g +/OOO f(z)dz +O(8?) .

Der erste Term fiithrt somit zu einer Nédherung der Ordnung O(d). Mit dieser
Genauigkeit lautet die Summenformel dann
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SUMMENFORMEL IM N¢

S @) :A_lv /OOO.../OOO (@) - (1+0(5)). (E.3)

U

Man erhélt dasselbe Ergebnis, wenn die diskreten Werte bei [; = 1 beginnen.



Anhang F

Zustandsdichten

F.1 Quadratische Dispersion

Wir wollen hier die Zustandsdichte freier nicht-relativistischer Teilchen in d
Dimensionen ist bestimmen. Der einfachste Weg geht iiber die Verteilungs-
funktion. Inklusive der Spinentartung Mg lautet die Verteilungsfunktion

m

Fy(E) := Mg Ze [h2§2(l> <E

N

a2l <

MgV

= — E —
(2n) / f
MSV

(27r) Vg(R = \/QmE/Fﬂ)

d
2

h2k>

d
2m d°k

. Msv (2mE) ™
C@2md h T(E+)
2

2mm
— MV E
o ( h2 ) dT(2)

Die Zustandsdichte erhalten wir aus der Ableitung nach F

[NJisH

Nl

d

p(E) = L Fu(E) = Msv(%m)

d_1
dE 12 £z

2 d
dr(g) 2

d
2mm \ 2
=MsV |5~ ) — E>
° (h) r(4)
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F.2 Lineare Dispersion

Wir beschrénken uns hier auf drei Dimensionen. Die Dispersionsbezichung
lautet

e(k) = he |k|

und die erlaubten k-Werte sind

g s

(kp)i = —li; 1;,>0.
Damit wird die Verteilungsfunktion zu

F(e) = % Y6 [hck(f) < g] N

l
;>0

4 o0
_ VY 7T/ 0e — hck] k2 dk .
0

BECEEY
Der Faktor 47 /8 stammt von der Winkelintegration unter Beriicksichtigung,

dass die Integration nur den ersten Oktanden umfasst. Die Verteilungsfunk-
tion ist dann

Vo[, vV () ve
F(g)—ﬁ/o kdk—2ﬁ23<ﬁ) 6T A3

Die Zustandsdichte erhalten wir aus der Ableitung
dF(¢) 3V &2
ple) = de  6m2h3c3

Wir fassen die Ergebnisse zusammen

VERTEILUNGSFUNKTION UND ZUSTANDSDICHTE
(fiir lineare Dispersion (3d))

pe) = Cpp €% ;
Cpn
Fe) = == &% (F.1)
v
Cop 1=




Anhang G

Quantenmechanische
Gammafunktion

G.1 Rekursionsformel fiir die quantenmecha-
nische Gammafunktion

Wir leiten fiir die quantenmechanische Gammafunktion

et —oz

1 o0
i) = [t
0

fiir [ > 1 eine niitzliche Rekursionsformel her.

d (o 1 /°° e —oz+oz, , 1 /°° el 1
— = tdt = t dt
=9 E) = (et — az) T() Jy (¢ —o2)2
1
- £ dt
INO) / dt et — 0z
1
()

L1 -1y o, 1
l 1 tl 2 dt
* I'(1) /0 et —oz

) et—azo

part.Int.

O

1 o 1 1
== =2 dt = —g/ M.
ri-1 /0 et —oz zgl*l(z)
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G.2 Reihenentwicklung fiir die quantenme-
chanische Gammafunktion

Fiir 2 < 1 wollen wir eine Reihenentwicklung in z um z = 0 durchfithren
1 o z z o 1
7(2) = = ¢t dt = —— Tt ———at
91 () INO) /0 et —oz INO) /0 ‘ 1—ozet
z © = —mn
= — et oze dt
i (X le=e)

I — o0
- n+l _n —(n+1)t 75[—1 dt
i e / ’

Das Ergebnis lautet

REIHENENTWICKLUNG VON ¢/ (2)
(in z um z =0)

2 [zo]™
HOEEDY [m]l (G.1a)
m=1
52

G.3 Bosonischen Gammafunktion

Im Fall von Bosonen (¢ = +1) vereinfacht sich die Reihenentwicklung aus

Gleichung (G.1) [Seite 210] zu

[2]™

97 (2) = Z — - (G.2)

m=1
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Das Ergebnis ist bekannt unter den Bezeichnungen

POLYLOGARITHMUS
(de Jonquiere’s Funktion)

Z % . (G.3)

Speziell fiir z = 1 erhalten wir

BosoNISCHE GAMMAFUNCTION

H=% S=¢ (G.4)

n=1

Hier ist ((I) die Riemann’sche (-Funktion. Einige Werte der (-Funktion, die
wir ben6tigen werden, sind

SPEZIELLE WERTE DER RIEMANN’SCHEN

(1) =0 (G.ba)
¢(2) = 1.645 (G.5b)
¢(3) = 1.202 (G.5¢)
((1/2) = (G.5d)
¢(3/2) = 2.612 (G.5¢)
¢(5/2) = 1.3415 (G.56)




Anhang H

Bosonischer Korrekturterm

H.1 Beitrag der h6heren Zustinde zum Kon-
densat

Wir betrachten den Beitrag des angeregten Zustandes €; zur Dichte
1

1 1

(ne,) == VW :
Der Faktor der Spinentartung wurde unterdriickt, da er die wesentliche Aus-
sage nicht beeinflusst. Diese Beitrige tragen nur zur Bose Kondensation bei,
wenn die Exponentialfuntion im thermodynamischen Limes gegen 1 geht. Wie
wir bereits wissen, sind die Einteilchen-Energien gréfier oder gleich Null und
das chemische Potential geht néhert sich dem Wert Null von unten. Das heifit,
nur Energien in der Ndhe des Grundzustandes konnen, wenn iiberhaupt, zum
Kondensat beitragen.
Es ist noch wichtig, anzumerken, dass beim Ubergang in den Thermodyna-
mischen Limes zunéchst der Grenziibergang V' — oo durchgefiihrt werden
muss, bevor man 7" — 0 betrachtet kann, da sonst die finite-size gaps falsche
Ergebnisse liefern!
Fiir beliebig kleines aber festes T" gehen alle Energien in der Ndhe des Grund-
zustandes Be,;f im t.d.L. gegen Null, da die Energie des angeregten Zustandes

freier Teilchen in einem Quader mit den Kantenldngen L, := c,L gegeben
ist durch
2(mhi)? o 12
€p. = (ﬂ-) —QZCL_Q.,
roml? =

und die Energien in der Néhe des Grundzustandes sind durch feste endliche

212
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Werte [, gekennzeichnetﬂ das heifit auch C bleibt im thermodynamischen
Limes endlich. Dann sind diese Energien alle proportional zu L~2, bzw. pro-
portional zu V=23, Deshalb kénnen wir wieder eine Reihenentwicklung her-
anziehen, da sowohl die Einteilchenenergien als auch p gegen Null gehen,

Wir bestimmen nun die Bose-Besetzungszahlen der Grundzustandsenergie
(g0 = 0) und einer beliebigen weiteren Energie eF, in der Nédhe des Grundzu-

-1
standes und nutzen dabei aus, dass —f8p = (V(ﬁ, - fzc)) ist. Wir erhalten

somit
1 1 o 1]
(ne) = ——g—7 = AL+ 005a0] V(R — ) {1 + O(v)} ,
1 1 1
<na;;r> = 6,3(5%_“) ) = 5(5}— p [1 + O(v)] ;

ey o] = [ - freow] - [Si -] o]

=C (A —ne)VV2+ 0V ;

(1) s oo
) VAL oY)

r

Da im thermodynamischen Limes (n.,) — V(7 — fi¢) ist, gilt in fithrender
Ordnung

(ne,) _ 1

V n—nc’
<n€’5f> ez L

V n—ng

D.h. nur die Besetzung des Grundzustandes ist makroskopisch (x N, bzw.
x V). Die anderen Energien tragen nicht zum Kondensat bei.

IDiese endlichen Werte I, kénnen im Prinzip beliebig grof sein, sie diirfen nur nicht
mit L anwachsen.



Anhang I

Kompendium

I.1 Thermodynamische Potentiale

Tabelle I.1: Thermodynamische Potentiale

Grofle Name Differential

U(S,V,N) (Innere) | dU = TdS — pdV + udN
Energie

S(E,V,N Entropie |dS = 7dU + 2dV — £dN

F(T,N,V)=U-TS Freie dFF  =—SdT — pdV + udN
Energie

AT, u,V)=U—=TS — uN | Grokan. | dQ =-SdT — pdV — Ndu

Potential

G(T,N,p)=U—-TS +pV | Freie dG =-SdT + Vdp+ pdN
Enthalpie

H(S,N,p)=U+pV Enthalpie | dH =TdS + Vdp + pdN
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Aus der Homogenitédt der Potentiale in den extensiven Groflen folgt

Auf der rechten Seite der Gleichungen, die aus der Homogenitét folgen, ste-
hen nur die extensiven natiirlichen Variablen zusammen mit den zugehorigen
konjugierten intensive Grofien.

Achtung: Nur bei Kenntnis der Abhéngigkeit eines thermodynamischen Po-
tentials von seinen natiirlichen Variablen kann man alle thermodynamischen
Grolen des Systems berechnen. Die Beziehung €2 = —pV fiir das Potential
alleine reicht z.B. nicht aus, denn die natiirlichen Variablen von €2 sind nicht
p,V sondern T, u, V.

1.2 Niitzliche Naturkonstanten

Elektronenladung e = 1.602176487- 10~ C
Avogadrokonstante Nj= 6.02214179 - 10%
Boltzmannkonstante kp = 1.3806504 - 107 J/K
kp=8.617343 - 107 eV/K

Wirkungsquantum h = 1.054571628- 1073* Js
Elektronenmasse me= 9.10938215 - 1073t kg
Protonenmasse m,= 1.672621637- 10727 kg

atomare Masseneinheit | m,= 1.660538782- 10727 kg
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