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Kapitel 1

Das mathematische Pendel

1.1 Einfiihrung

Wir betrachten die ebene Schwingung eines sogenannten mathematischen Pendels'. Hierbei
fithrt ein an einem gewichtslosen Stab der Linge [ aufgehingter punktférmiger Korper der
Masse m unter dem Einfluss der Erdschwere eine reibungsfreie Drehbewegung durch. Die
Bahn des Korpers ist ein Kreisbogen mit dem Radius /. Obwohl dieses mechanische Sys-
tem und sein Bewegungsablauf leicht vorstellbar sind, ist im allgemeinen Fall die Ermittlung
einer Relation fiir den Pendelausschlag als Funktion der Zeit mathematisch diffizil. Nur im
Falle "kleiner" Pendelauslenkungen kann die Bewegung mit Hilfe ¢rigonometrischer Funktio-
nen (Sinus bzw. Cosinus) explizit einfach beschrieben werden. Betrachtet man beliebige
Winkelwerte, so ist eine Beschreibung erst durch Heranziehen mathematisch anspruchsvoller
elliptischer Funktionen moglich. Bis vor ca. 30 Jahren war man bei der Auswertung ellip-
tischer Funktionen auf Tabellenwerke (zBsp E. Jahnke und F. Emde oder M. Abramovitz
und I.A. Stegan) angewiesen. Mit deren Hilfe konnte man miihevoll solche Probleme 16sen.
Die inzwischen vorhandenen und zugénglichen Programmpakete zur Losung von Differen-
tialgleichungen und zu symbolischen Berechnungen (zBsp Mathematica, Maple oder Matlab)
ermoglichen einen relativ einfachen Zugang zur Losung solcher Probleme. In den nachfolgen-
den Ausfithrungen werden die verschiedenen moglichen Bewegungsabliufe bzw. auftretende
Phénomene der Pendelbewegung beschrieben und mathematisch analysiert.

1.2 Modellbildung der Pendelbewegung

Bezeichnet man den von der vertikalen Richtung aus gegen den Uhrzeigersinn gemessenen
Drehwinkel mit ¢ und die zugehorige Winkelgeschwindigkeit mit w, so ergeben sich durch

ISiehe zBsp: Agoston BUDO: Theoretische Mechanik, Kap.C (Spezielle Probleme aus der Dynamik des
Massenpunktes). VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin 1980 oder Dieter RUDIGER und Alfred
KNESCHKE: Technische Mechanik, Kinematik und Kinetik / Band 3, Kap. 13 (Schwingung eines Massen-
punktes). Verlag Harri Deutsch 1966 oder Istvan SZABO: Einfihrung in die Technische Mechanik, Kap.20
(Das Newtonsche Gesetz und seine Folgerungen). Springer Verlag 1962
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Anwendung des Drallsatzes folgende Differentialgleichungen

do _

i mit ¢, = (0) (1.1)

und

d
Qd_i = —mglsing mit wp :=w(0) . (1.2)

Hierbei sind ¢ die Gravitationskonstante und © das Massentrigheitsmoment des Korpers.
Letzteres betriagt im vorliegenden Fall

0 = mil>. (1.3)

Nach Einsetzen von (1.3) in (1.2) und Einfiihrung der Abkiirzung

Qp == % (1.4)

erhalten wir ein nichtlineares mathematisches Modell dieses Systems in der Form von zwei
gewohnlichen und zeitinvarianten Differentialgleichungen 1. Ordnung;:

do _

il (1.5)

und
dw

dt
Daraus kann man sofort eine gewthnliche nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung fiir
den Winkel ¢ erzeugen

= —Q2sinp . (1.6)

d*p ,
ﬁ—i—ﬁgsmgoz(), (1.7)
die in der Fachliteratur iiblicherweise als Pendelbeschreibung angefiihrt wird?.

Um signifikante Situationen beim Bewegungsablauf zu erfassen, stellen wir die Frage, ob
besondere Wertepaare (¢p, wgr) existieren, welche die Eigenschaft besitzen, dass bei diesen
Werten das Pendel in Ruhe verharrt. Das bedeutet:

d d

d—f:() und d—C::O fir o = ¢p und w =wpg .
Mit anderen Worten, wir suchen die sogennanten Ruhelagen (vp, wgr) des obigen Systems
(1.5), (1.6). Mit Hilfe von (1.5) und (1.6) kann man leicht ermitteln:

(pr, wr) = (km, 0) mit k=0,+1,£2, ... (1.8)

2Es ist bemerkenswert, dass die gleiche Differentialgleichung auch in anderen Problemen der Technischen
Mechanik auftritt. Hier sei beispielhaft die Berechnung von Auslenkungen bei groflien Durchbiegungen eines
Stabes (der nach Euler genannten Elastica) erwiihnt. Siehe zBsp N.W. McLACHLAN: Ordinary non-linear
Differential Equations in Engineering and Physical Sciences. Kap. 3.180. Oxford University Press 1956.
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d.h. das Pendel verharrt in der Tiefst- bzw. in der Hochstlage in Ruhe, unter der Vorausset-
zung, dass die Winkelgeschwindigkeit an diesen Positionen verschwindet.

Um den Bewegungsablauf besser zu verstehen, betrachten wir nun die Energie E dieses
mechanischen Systems. Sie ergibt sich aus der Summe der kinetischen FEj;, und potentiellen
Energie E,, gemif

1
Eiin = imZQwQ und B,y := mgl(1 — cosp) = 2mgl sin® g

zu

1
E(p,w) = Eyin + Epot = éml2w2 + 2mgl sin® g ) (1.9)

Unter Verwendung der grofitmoglichen potentiellen Energie E,y ., des Pendels - sie wird in
der Hochstlage ¢ = 7 erreicht -

Epot,m = 2mgl

kann sie folgendermaflen umgeschrieben werden:
L o9 .9 P
E(p,w) = §ml W + Eporm sin 5 (1.10)

Sie ist eine positiv semidefinite Funktion. Sie verschwindet fiir ¢ = 2k7 (k = 0, £1, +2, ...)
und w =0

E(2km,0)=0  k=0,41,+2, ...

Fiir alle anderen Werte der Variablen ¢ und w ist sie positiv. Bildet man unter Beachtung
von (1.5) und (1.6) die zeitliche Ableitung %2, so erhélt man

dE 1 dw pldy

= = 2omlPw— + E,y,, COS =~ — = 0. 1.11

ar 2ty T e SS9 (1.11)
Das bedeutet, dass die Energie des Systems konstant bleibt. Es handelt sich also um ein
sogenanntes konservatives System. Damit erhalten wir den Ausdruck

1
E(p,w) = §m12w2 + Epot m sin® g = E(py, wo) = Eo. (1.12)

Anhand dieser Relation - aber auch intuitiv - kann man erwarten, dass je nachdem ob die
Anfangsenergie Fy grofier, kleiner oder gleich der maximalen potientiellen Energie E, ,, ist,
drei Szenarien moglich sind. Im ersten verschwindet die Winkelgeschwindigkeit w nie, auch
nicht im Extremfall ¢ = 7. Dieser Fall entspricht einem umlaufenden oder sich iiberschla-
genden Pendel. Im zweiten Szenario gibt es einen Punkt ¢ # k7 - also nicht in der Tiefst-
oder Hochstlage -, in dem die Geschwindigkeit verschwindet. Letzteres entspricht einem hin-
und herschwingenden Pendel. Im dritten Szenario verschwindet beim Erreichen der Hochst-
lage ¢ = km die Geschwindigkeit w. Das bedeutet, das Pendel verharrt dann in Ruhe. Diese
Szenarien werden nachfolgend mathematisch erfasst und untersucht.
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1.3 Stabilitidtsverhalten der Ruhelagen im Sinne von
Lyapunov

Wir betrachten das Pendelmodell

d—(’p =w und d_w = —Qgsingo

dt dt
mit den Ruhelagen

(pr, wr) = (km, 0) mit k£ =0,+1,£2, ...

Wir stellen die Frage, ob die jeweilige Ruhelage (¢p, wg) stabil, asymptotisch stabil oder
instabil im Sinne von Lyapunov ist®. Intuitiv erkennt man aufgrund der vorangegangenen
Uberlegungen, dass, wenn die Winkelgeschwindigkeit null ist, die Tiefstlage des Pendels stabil,
wihrend die Hochstlage instabil ist. Dies wollen wir nachfolgend mathematisch begriinden.

Hierzu betrachten wir die Abweichungen der Systemgréfien von der Ruhelage, fithren die
Variablen-Transformation

T1 =@ — ¢Yp und 29 =w — wp
durch und erhalten nach einigen einfachen Umrechnungen

d d
%:xg und %: (—1)F (~sinay)  mit k=0,+1,42, ... .

Das bedingt, dass wir nur das Stabilitéitsverhalten der Ruhelage Null

(x1r, mar) = (0, 0) (1.13)

der Modelle dr, d .
Pk und — = —Qg sin a4 (k=0) (1.14)

bzw. diy s .
— = und = Qg sin zq (k=1) (1.15)

zu untersuchen brauchen. Dieses erfolgt mit Hilfe der Lyapunov-Theorie.

Im vorangegangenen Kapitel hatten wir gezeigt, dass die Systemenergie F eine positiv
semidefinite Funktion ist, deren zeitliche Ableitung verschwindet. Demnach gilt fiir das erste
System (1.14) in einer Umgebung der Ruhelage Null mit |z4]| < 7

1
E(x1,x9) = §ml2x§ + Epot.m sin? % >0 fiirx; #0, x5 #0,

3Nach Lyapunov wird eine Ruhelage stabil genannt, wenn die Trajektorien in einer beliebig kleinen Umge-
bung der Ruhelage bleiben, sofern sie in einer hinreichend kleinen Ungebung der Ruhelage gestartet sind. Ist
das nicht der Fall, so nennt man sie instabil. Falls die Ruhelage stabil ist und Trajektorien, die in einer
Umgebung der Ruhelage starten, fiir wachsende Werte der Zeit ¢ gegen diese Ruhelage streben, so heifit sie
asymptotisch stabil.
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E(xi,29) =0 fiirz; = 20=0.

Die Systemenergie ist also eine lokal positiv definite Funktion mit der weiteren Eigenschaft
% = 0 und kann demnach als eine sogenannte Lyapunov-Funktion aufgefasst werden. Nach
der sogenannten zweiten Methode - auch direkte Methode genannt - von Lyapunov folgt, dass
die Ruhelage Null stabil ist, da wir in einer Umgebung dieser Ruhelage eine positiv definite
Funktion ermittelt haben, deren zeitliche Ableitung negativ semidefinit ist.

Wir wenden uns dem zweiten System (1.15) zu. Zur Beantwortung der Stabilitéitsfrage
benutzen wir die sogenannte erste Methode von Lyapunov. Hierzu linearisieren wir das nicht-
lineare System um seine Ruhelage und untersuchen die Stabilitéit des linearen(!) Ersatzsys-
tems. Hierbei kénnen wir unter bestimmten Voraussetzungen auf asymptotische Stabilitét
bzw. Instabilitdt der Ruhelage schliessen. Priiziser formuliert sind folgende zwei Aussagen
moglich: Ist das lineare Ersatzsystem asymptotisch stabil, so ist die Ruhelage des nichtlin-
earen Systems ebenfalls asymptotisch stabil. Ist das lineare Ersatzsystem instabil, so ist die
Ruhelage des nichtlinearen Systems ebenfalls instabil. Die Linearisierung des obigen Systems
liefert aufgrund von sin z; = x; fiir "kleine" Auslenkungen das lineare Ersatzsystem

dx dx
d_tl = T2 und d—; = Qg:ﬂl

bzw. in der iiblichen Matrixschreibweise

i T . 0 1 T
dt \ =a ) Q% 0 Ty )
Die Systemmatrix besitzt Eigenwerte bei €2y bei —€2y. Nachdem ein positiver Eigenwert vor-

liegt, ist das lineare Ersatzsystem instabil. Damit ist die Ruhelage des nichtlinearen Systems
(1.15) instabil.

1.4 Eigenschaften / Verhalten der Losungen ¢ und w

Ausgehend von Gleichung (1.12)
L o o 2P
E(p,w) = §ml W + Epotm sin 5= E(py,wo) = Ep.

formen wir diese unter Verwendung der positiven Konstanten

Ey Ey
V= d = 1.16
%mp o P Epot,m ( )
um und erhalten die prignante Darstellung
Ly 1 .59
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Sie beschreibt in der (w — sin £ )-Ebene eine Ellipse. Sie ist die Gleichung der sogenannten
Phasentrajektorien bzw. das sogenannte Phansenportrit* der Differentialgleichungen (1.5) und
(1.6) und besitzt eine Reihe interessanter Eigenschaften. Zuniichst ist es einleuchtend, dass der
Trajektorienverlauf signifikant von der Konstanten p? abhiingt. Sie entspricht nimlich dem
Verhéltnis der (konstanten) Gesamtenergie (d.h. der Anfangsenergie) Fy zu der maximalen
potentiellen Energie E,, ., des Pendels. Man erkennt, da w in (1.17) quadratisch eingeht,
dass die Kurven symmetrisch zur p-Achse verlaufen. Aus (1.5) folgt, dass der Winkel ¢ in der
oberen Halbebene zunimmt, wihrend er in der unteren abnimmt. Der Trajektorienverlauf in
der (¢ —w)-Ebene (Phasenebene) ist periodisch beziiglich ¢ mit der Periode 27. Es liegt ferner
eine Nullpunktsymmetrie vor, da die Paare (p,w) und (—¢, —w) die Differentialgleichungen
(1.5) und (1.6) erfiillen. Damit geniigt es fiir den Trajektorienverlauf, den Drehwinkel ¢ im
Bereich [0, 7] und die Winkelgeschwindigkeit w im positiven Bereich zu untersuchen. Fiir die
nachfolgenden Untersuchungen ist es ausreichend den Verlauf der Trajektorien im I. Quadran-
ten der (¢ — w)-Ebene zu analysieren!

1.4.1 Eine moégliche Umrechnung der Anfangswerte

Aufgrund von (1.12) bzw. (1.17) kann jeder Anfangswert (@, &) durch einen #quivalenten
Anfangswert (0, wy) dargestellt werden. Das fiihrt zu Vereinfachung mancher mathematischer
Beziehungen und Uberlegungen. Das bedeutet, dass ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
das Pendel zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 in der Tiefstlage mit einer nichtverschwindenden
Anfagngsgeschwindigkeit wg sich befindet. Aus

@w + ? sin 5 = 1
folgt
L o 1 9@ 1
— - 0 =1 1.18
7 wy + e sin” 7 wo ( )
bzw. )
9 -
Wi =03+ <;) sin® %.
Aus (1.18) betrigt die Konstante 9
¥ =wp . (1.19)

2
Unter Beachtung von (1.4) ergibt sich der Quotient (%)

vV 2 o EO Epot,m o 49 o 492
— =7 = — = 0 -
P Iml>  E, ]

Daraus folgt mit Hilfe von (1.19)

20
4Siehe zBsp: Wolfgang HAHN: Stability of Motion, Kap. 22 (Conservative Second Order Systems). Springer

Verlag 1967 oder Hans Wilhelm KNOBLOCH und Franz KAPPEL: "Gewdohnliche Differentialgleichungen",
Kap. 7 (Einiges iiber autonome Systeme. Phasenebene). Teubner Verlag 1973

p
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und damit erhalten wir die Umrechnungsformel fiir den besonderen Anfsngswert

W = Q2 + 402 siHQ%. (1.20)
sowie die Gleichung der Trajektorien
21200
2+ <—°) sin2? = 1. (1.21)
wp wo 2

Man erkennt, dass in diesem besonderen Fall die Winkelgeschwindigkeit w die Ungleichung
w[ < wo

erfiillt.

1.5 Eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir den
Winkel ¢

Unter Beachtung von Cé—f = w erhalten wir unmittelbar aus Gleichung (1.21) eine gewohnliche

Differentialgleichung 1. Ordnung fiir den Drehwinkel ¢

do\"_ o1 L ge? (1.22)
dt 0 p? 2/ '

Alle Losungen ¢(t) und w(t) der Systemgleichungen (1.5) und (1.6) erfiillen obige Differential-
gleichung®. Wir unterscheiden drei Fille

p>1, p<1l und p=1.

Das bedeutet
wo > 2Q0, wo < 2y und wy = 290,

bzw.
EO > Epot,ma EO < Epot,m und EO - Epot,m .

Im ersten Fall (Ey > E,..) ist die Anfangsenergie groffer als die potentielle Energie
in der Hochstlage ¢ = w. Ausgehend von der Tiefstlage ¢ = 0 und der positiven Anfangs-
geschwindigkeit wq wichst der Pendelausschlag ¢ an und erreicht nach einer Zeit ¢ die Hoch-
stlage. Innerhalb des Intervalls [0, #] nimmt gemiB (1.6) die Winkelgeschwindigkeit ab. Der
Wert & der Winkelgeschwindigkeit in dieser Lage betréigt nach (1.22)

@ = w(t) = wy 1—;.

®Diese besitzt allerdings - unter der Voraussetzung, dass die (positive) Konstante p die Ungleichung p < 1
erfiillt - auch die konstante Losung sin & = £p.
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Dies hat ein weiteres Anwachsen des Winkels bis zum Wert ¢ = 27 zur Folge. Danach
wiederholen sich aufgrund der Periodizitit die Verhiltnisse. Es handelt sich um ein sich
iiberschlagendes Pendel. Das Pendel kehrt nie in die Ausgangslage zuriick, da der Winkel
¢ monoton anwichst. Die Zeitfunktion ¢(t) ist nicht periodisch! Die Trajektorien in der
(p — w)-Ebene sind keine geschlossenen Kurven.

Im zweiten Fall (Ey < E, ) ist die Anfangsenergie Ey kleiner als die potentielle Energie
in der Hochstlage ¢ = m. Ausgehend von der Tiefstlage ¢ = 0 und der positiven Anfangs-
geschwindigkeit wy wichst der Pendelausschlag ¢ an, wihrend die Winkelgeschwindigkeit w
abnimmt und zum Zeitpunkt £ den Wert null erreicht. Nach (1.22) erfiillt der Winkel @ zu
diesem Zeitpunkt die Gleichung

1 -
— sin? 2 1
p 2
bzw. )
in—-=p<1
sing = p
D.h. der Winkel @ ist kleiner als 7
0<p<m.

In der Phasenebene erreicht man den Punkt ( @ < 7, 0). Aufgrund der erwiihnten Symmetrie
der Phasentrajektorien zur ¢-Achse "spiegelt sich" der Verlauf bis zum Erreichen des Punk-
tes ( —¢ > —m, 0). Die Trajektorien sind geschlossene Kurven in der (¢ — w)-Ebene und
schliessen die Ruhelage (o = 0, wr = 0) des Systems um. Die Zeitfunktionen ¢(¢) und w(t)
sind periodische Funktionen. Das Pendel schwingt hin und her.

Im dritten Fall (Ey = E, ) strebt das Pendel ausgehend vom Punkt (0, wg) zu dem
Punkt (p = 7, 0). Nachdem es sich dabei um eine Ruhelage des Systems handelt, verharrt es
beim Erreichen dieses Punktes in Ruhe.

1.5.1 Der Fall wy > 2Qy bzw. Ey> E,un,
Die Energie des Systems betrigt geméfl (1.12) fiir den Wert ¢ = 7, d.h. in der Hochstlage

1
E(m,&) = Fy = 5mz%? + Epot.m
mit
0 7é w < wy.

Der Punkt (7,®) ist keine Ruhelage des Systems.

Mit Hilfe der Abkiirzung
20

1
K= —
P wo

<1 (1.23)

erhalten wir die Differentialgleichung

2
(Cji—gf) — w? (1 — Kk%sin? g) =0 (1.24)
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Nach Trennung der Verdnderlichen ¢ und ¢ und anschliessender Integration ergibt sich

L 2 / dy
wo 1—/<;2sin2a“—"

2

Die Auswertung dieses sogenannten elliptischen Integrals® ist im Allgemeinen nichttrivial’.
Es kann nicht in geschlossener Form mit elementaren Funktionen ausgedriickt werden. Solche
Integrale konnen allerdings auf gewisse Normalformen gebracht werden, deren Auswertung
urspriiglich - klassisch miihevoll - mit Hilfe von Tabellenwerken oder heutzutage rechnerun-
terstiitzt mit Hilfe von speziellen Programmpaketen erfolgen kann. Nach einer Substitution
der Integrationsvariablen

© =27 (1.25)

erhalten wir den Ausdruck

(1.26)

%
L 2 / dip
Wo J V1 — k2sin?y .
in dem, ein sogenanntes elliptisches Normalintegral 1. Gattung in der Legendre-Normalform
F(3,k)

(1.27)

o [
F(z,m) .—0/ e
@

erscheint. Das Integral F(%,x) ist eine Funktion des "Moduls" x und der "Amplitude" 2.
Dessen Werte konnen nach Vorgabe von k sowie des Ausschlages % fiir den Drehwinkel in
elementarer Weise zBsp aus Tabellen® entnommen werden. Dadurch erhilt man gemé#f (1.26)

2 @
t= " F(=,K)
Wo 2

6Bei der Integration von Ausdriicken der Form

/R (x, vax? + bx + c) dz,

wobei R (x, Vaz? + br + c) eine rationale Funktion von z und vax? + bx + c ist, erhélt man nach einer Reihe
von Substitutionen elliptische Integrale 1., 2. und 3. Gattung. Sie werden deswegen elliptisch genannt, da sie
urspriiglich zur Bestimmung der Ellipsenbogenlidnge benutzt wurden.

Siehe zBsp Wladimir Iwanowitsch SMIRNOW: Lehrgang der hoheren Mathematik, Teil I11,2. (Kap. 6, §4
Elliptische Integrale und elliptische Funktionen). VEB Verlag 1961

8Siehe zBsp

e Eugen JAHNKE und Fritz EMDE: Tafeln hoherer Funktionen. Teubner Verlag 1948.

e Milton ABRAMOWITZ und Irene Ann STEGUN: Handbook of Mathematical Functions with Formulas,
Graphs and Mathematical Tables. Dover Publications 1964
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bzw. <I>
ﬂt — F(_
2 2

den zugehorigen Wert fiir die Zeit t. Nach einer mathematisch nichttrivialen Umkehrung dieser
Relation ergibt sich die gesuchte Funktion ® = &(¢).

, k) (1.28)

Ermittlung einer expliziten Relation fiir den Pendelausschlag

Hierzu betrachtet man im Integral

v
_ — dy
v=F(¥ k) .—()/\/m

den Winkel ¥ als Funktion von v, und verwendet das Symbol "am" fiir die Umkehrfunktion
(Amplitudenfunktion)

U =F"Y¥, k) =am(v,k) = am(%t, K) .

Benutzt man (1.25)

d
B
2

so erhilt man unter Verwendung der sogenannten Jacobischen elliptischen Funktion
sn(v, k) := sin @ = sinam(v, k) sog. sinus amplitudinis
die Beziehung

sin 3= sin am(%t, K) = sn(%t, K).

Daraus folgt
® = 2arcsin [sn(%t, /ﬁ)] :

1.5.2 Der Fall wy < 2Qy bzw. Ey < Eppmnm

Fiir das Wertepaar (¢ = 7, @) erhalten wir geméf (1.12) die nicht erfiillbare Relation
1
E(m,&) = Ey = §mz2a}2 + Epotm -

Demnach kann der Wert ¢ = 7 nicht angenommen werden. Es handelt sich um ein hin- und
herschwingendes Pendel, das der Differentialgleichung

i d_(’p 2+isin2f:1 mit p<l1 (129)
w3 \ dt p? 2

gehorcht. Bemerkenswerterweise kann - nach einer Variablentransformation - deren Losung in
der gleichen Art wie im vorigen Fall durchgefiihrt werden!
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Hierzu fithren wir eine neue Verénderliche ¢ geméf3
sin g = psiny

ein. Daraus folgt

1
Ccos §§d4p = pcosdi,

coS cos 1
dp = 20y = 2 av
COS B 1— Sin2 %
bzw.
de cos dvy

dt p\/l — p?sin?q¢p dt

Damit erhalten eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die neue Variable ¢

2
1 d
— | 2p cosy —¢ +sin?ep =1,
wo V1 — p?sin?q di

1 cos? 1) d 2 — cos?t)
Q21— p?sin?y \ dt )]

bzw. die priagnante Darstellung

1 [(dip\? ,
Q_(Q](E) + p?sin®¢ = 1

Sie ist das Analogon der Relation gem#fl (1.24) im vorigen Fall

1 d902 2. 2%
W_%<E> + K”sin 521.

Aus (1.32) folgt nach einer Trennung der Variablen ¢ und t das elliptische Integral

2}
mit U = arcsin (—0 sin f)
Wo 2

v
1/ dip
= —
Q00 V1 — pZsin? )
bzw.

Die Umkehrung dieser Relation liefert die gesuchte Funktion ¥ = W(t).

15

(1.30)

(1.31)

(1.32)
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Ermittlung einer expliziten Relation fiir den Pendelausschlag

Hierzu betrachtet man im Integral

v
d
v=F(V,p):= / i
J V1 — pZsin?
den Winkel ¥ als Funktion von v, und die Umkehrfunktion (Amplitudenfunktion)
U = F~(¥,p) = am(v, p) = am(Qt, p) -
Benutzt man (1.30)
sin 3= psin ¥
so erhélt man unter Verwendung der Jacobischen elliptischen Funktion
sn(v, k) := sina = sinam(v, k)

die Beziehung
)

sin 3 =P sin am(Qot, p) = p - sn(Qot, p).
Daraus folgt
® = 2arcsin [p - sn(Qot, p)] .

Eine approximative Losung fiir kleine Auslenkungen

Im Fall hinreichend kleiner Pendelschwingungen, zBsp |¢(t)| < 6° (Grad), erhalten wir durch
die Approximation

sin & ¢

aus (1.29) durch Verwendung der Winkelgeschwindigkeit w = idf die Darstellung in der

Phasenebene
1 2 1 1
—w —p°=1.
wh p?

Die Trajektorien sind néherungsweise Ellipsen in der (¢ — w)-Ebene.

1.5.3 Der Fall wy = 2Qy bzw. Ey= Eyun

In diesem Fall lautet die zu losende Differentialgleichung

dp ? 2. 2% 9
I + wp sin §—w0,

bzw. y
d—f = Wy cosg, (1.33)
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da der Winkel fiir Werte ¢ > 0 anwiichst. Im vorliegenden Fall ist der Trajektorienverlauf in
der (¢ — w)-Ebene gemif (1.33)

_ ' 4
w-wOCOS§

durch Cosinuskurven gekennzeichnet. Nach Trennung der Variablen ¢ und ¢ in (1.33) und
Integration ergibt sich?

Daraus folgt

bzw.

_ Y0y
o =7 —4arctane 2

Es ist ersichtlich, dass nachdem
lim arctane 2 ' = 0

t—o0
gilt, der Winkel ¢ fiir wachsende Werte t gegen den Wert 7 strebt. Ausgehend von den
Anfagswerten ¢ = 0 und wy > 0 erreicht das Pendel nach unendlich langer Zeit seine Hoch-
stlage. Nach (1.33) ist die Winkelgeschwindigkeit gleich null, d.h. in der (¢ — w)-Ebene liegt
die Ruhelage (¢ = m, w = 0) vor. Das Pendel kommt - nach unendlich langer Zeit - in der
Hochstlage zur Ruhe!

1.6 Mathematische Erginzungen

1.6.1 Klassische Einfiihrung der Jacobischen elliptischen Funktio-
nen

Betrachtet man fiir 0 < o < 7 und 0 < k£ <1 in der Relation

_ [ dy
0= Fla k) = / — (1.34)
0

den Winkel « als Funktion von v, so kann man unter Verwendung des Symbols "am" fiir die
Amplitudenfunktion in

a=Fa,k)=am(v,k) (1.35)
9Es gilt die trigonometrische Beziehung:
tana + tanb
t )= ———.
an(a +b) 1 —tanatanbd
Daraus folgt
tan _Hotan?r_(p =1.

4
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die Umkehrfunktion von F(«, k) ausdriicken.
Des Weiteren fithrt man in diesem Kontext die sogenannten Jacobischen elliptischen Funk-
tionen ein'?:

sn(v, k) := sin = sinam(v, k) sog. sinus amplitudinis, (1.36)

en(v, k) := cosa = cosam(v, k) sog. cosinus amplitudinis (1.37)

und

dn(v, k) := V1 — k2sin?a = /1 — k2sn2(v, k) sog. delta amplitudinis . (1.38)

Mit Hilfe der sogenannten vollstindigen elliptischen Integrale mit dem Modul k bzw. Kom-
plementidrmodul £

T o / dy
K(k) = F(2,k) ._O/ e (1.39)
bZVVH
F(C k) =1 |1+ (1)2k2+ <—1'3)2 (k) + (1'3'5>2 ()° + (1.40)
2772 2 2.4 2.4-6 o '

1'Bemerkung 1: Der Definitionsbereich der Jacobischen Funktionen kann durch analytische Fortsetzung
auf die gesamte komplexe Ebene ausgedehnt werden. Es ist das Verdienst von Abel und Jacobi erkannt zu
haben, dass diese Umkehrfunktionen funktionenstheoretisch betrachtet, einfacher(!) als das Integral (1.34)
sind. Sie sind im Gegensatz zum Integral eindeutige Funktionen. Es liegt eine #hnliche Situation wie bei
den iiblichen trigonometrischen Funktionen sin ¢ und cos ¢ vor. Diese sind eindeutige (periodische) Funktio-
nen, aber deren Umkehrfunktionen arcsin ¢ und arccos ¢ sind mehrdeutig. Im Ubrigen sind die Jacobischen
Funktionen im komplexen Bereich "doppelperiodisch". Sie besitzen eine reelle und eine imaginire Periode.

Bemerkung 2: Es gibt zwolf Jacobische Funktionen pq(v, k), wobei neun Funktionen mit Hilfe der oben
definierten drei Funktionen sn(v, k), cn(v, k) und dn(v, k) eingefiihrt werden:

pr(v, k)
qr(v, k)

Hierbei kénnen die Buchstaben p, q und r mit den Buchstaben s,c,d und n besetzt werden, wobei pp(v, k) :=
gilt.

pq(v, k) :=

"Diese Beziehung folgt aus (1.39) indem man den Integranden in eine gleichmiiflig konvergente binomische
Reihe entwickelt

1-3-5

| 2 2
o) = (5) e () e (355) e+

Deren gliedweise Integration liefert unter Benutzung von

sin?®" dep =

1-3-5-...-(2n—1)z

O\m\:l

Relation (1.40).
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K(k) = F(Z,k) = / & mit k=1 — k2 (1.41)
2 V1 — k2sin?
sowie der Abkiirzung o
K
q:= TR (1.42)

kénnen die Amplitudenfunktion und die Jacobischen Funktionen durch Reihenentwicklungen
(Potenz- bzw. Fourierentwicklungen) folgendermaflen dargestellt werden:

" Amplitudenfunktion”
am(v, k) = v + Z 2 sin [7;7(2;) , (1.43)
"Sinus amplitudinis”
V3 v°
sn(v, k) = v — (1+k2)§+(1+14k2+k4)§+.... (1.44)
bzw. .
2T = q 2 . 2n+1)mv
k 1.45
s(v, k) = (k) 2= 1— @1 2K (k) (1.45)
"Cosinus amplitudinis”
02 ! 6
en(v, k) =1 — 5 + (1 + 4k2) + (1 + 442 + 16kY) = ot (1.46)
bzw. -
2T = q 2 (2n+ 1)mv
k) = 1.47
N O P e TR ) (147)
"Delta amplitudinis”
! 6
dn(v, k) = k2 AR k2) — J2(16 + 44k2 + kﬂ% + (1.48)
bzw.
s 2T q" gy
dn(v, k 1.49
k) =srkm T ww) ; 1+ “CK(k) (1.49)
Einige bemerkenswerte Eigenschaften der Jacobischen Funktionen:
1. Die Jacobischen Funktionen sind fiir k£ # 1 periodische Funktionen in v.
2. Es gelten folgende Identitdten:
n*(v, k) +cn?(v, k) =1 (1.50)

sowie

dn®(v, k) + k?*sn®(v, k) = 1. (1.51)
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3. Ausgehend von (1.34) und (1.36) erhélt man nach einmaliger Differentiation nach v unter

Ausnutzung der Beziehung

1
iam(v, k)= —— =V1—k?sin®v

dv 4 F(v, k)

fiir die ersten Ableitungen der Jacobischen Funktionen die Ausdriicke:

d
%sn(v, k) = cn(v, k)dn(v, k),

d
%cn(v, k) = —dn(v, k)sn(v, k)

sowie

d
%dn(v, k) = —k*sn(v, k)en(v, k).

. Durch Grenzwertbetrachtungen des Moduls k erhilt man interessante Resultate, die einen

Einblick in das Verhalten dieser recht komplizierten Funktionen ermoglichen:

Mit abnehmenden Werten des Moduls & nihern sich die Funktionen sn(v, k) bzw. cn(v, k)
den trigonometrischen Funktionen "Sinus" und "Cosinus" :

lim [sn(v, k) — sinv] = 0,

—0
lim [cn(v, k) — cosv] = 0
k—0
sowie
llcllr(l) [dn(v, k) — 1] = 0.
Lasst man den Modul &k gegen Eins streben, so ergeben sich hyperbolische Funktionen,
némlich der "Tangens hyperbolikus"

eV —e Y sinh v

tanh(v) = =
anh(v) ev 4 e v cosh v

und der "Cosekans hyperbolikus" - der Kehrwert der "Cosinus hyperbolikus" -

2 1
sech(v) = e’ +ev  cosho
Es gilt
Ilcl_)rri [sn(v, k) — tanh(v)] =0,
Ilcliq [en(v, k) — sech(v)] =0
sowie

lim [dn(v, k) — sech(v)] =0 .

k—1
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1.6.2 Systemtheoretische Einfiihrung der Jacobischen elliptischen
Funktionen

Es wurde oben erwihnt, dass die trigonometrischen Funktionen in der reellen Variablen ¢
xz(t) =sint  und y(t) = cost

als Grenzwerte elliptischer Funktionen sn(¢, k) und cn(t, k) aufgefasst werden konnen. Bekan-
ntlich kann man diese trigonometrischen Funktionen interpretieren als Losungen eines sogenan-
nten linearen Oszillators, der durch folgende zwei gewohnliche lineare Differentialgleichungen

1. Ordnung
dx dy

— =y und — =-—x

dt at

-2 ))

beschrieben wird. Das bedeutet, dass durch (1.52) die Funktionen "Sinus" und "Cosinus"
definiert werden konnen.

Beachtenswert ist die Tatsache, dass die Jacobischen Funktionen sn(t, k), cn(t, k) und
dn(¢, k) als Losungen z(t), y(f) und z(¢) eines Systems von drei gewohnlichen nichtlinearen
Differentialgleichungen 1. Ordnung definiert werden konnen'?.

bzw. in Matrix-Schreibweise

dx

. 1.

d

d_Z.Z = —2Z ; (1.54)
dz 9 .
%:—k-x-y mit 0<k<1 (1.55)

mit den Anfangswerten

und

dn(0,k) = 2(0) =1.

Die Verwandtschaft zum linearen Oszillator erkennt man unmittelbar, wenn man die ersten
zwei Differentialgleichungen zusammenfasst:

d (z\ . 0 1 x
dt \ Y -1 0 y )
12Siehe zBsp Einar HILLE: Lectures on Ordinary Differential Equations. Kap. 2 (Existence and Uniqueness
Theorems), Addison Wesley, 1969
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Bemerkungen

Aus obigen Differentialgleichungen (1.53), (1.54) und (1.55) erhalten wir nach Quadratur sowie
Verwendung der Identitéten (1.50)

22(t) + () = 1, (1.56)

und (1.51)
2t) + k2P (t) =1 (1.57)

bzw. des Komplementiirmoduls k& gemaB
B4+ k=1 (1.58)

folgende Differentialgleichungen:

(%)2 — (1-a?) (1- K%?) (1.59)

(%) — (1- ) (P 1) (1.60)

(%)2 —(1— ) (B — B (1.61)

Wir gehen auf die Differentialgleichung (1.59) ein, indem man

dx 2 2.2
= = V(=) (1= #2?)

betrachtet. Nach Trennung der Veriinderlichen und Integration, bekommen wir

(1.62)

=/ J_o) 0 _r)

Daraus erkennen wir, dass die Jacobische Funktion z(t) = sn(t, k) als Umkehrfunktion eines
elliptischen Integrals erhalten wird.
Die Analogie zu der trigonometrischen Funktion sinz erkennt man, wenn das Integral

_ dg
N Y e
0 1=¢
betrachtet. Der Wert von I ist eine Funktion der oberen Grenze z. Betrachten wir x als
Funktion von I, d.h. die Umkehrfunktion, so erhalten wir die eindeutige (periodische) Funktion

x =sinl.
Setzen wir in (1.62)

I(x)

= arcsin &

& =singp
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an, so erhalten wir nach einigen Umrechnungen die am Anfang unserer Betrachtungen der
Pendelbewegung angegebene Form

rd
t:/ Ld =: F'(x,k) mit z = sin .
/ 1 — k2sin? o



