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Kapitel 1

Zeitkontinuierliche LZI-Systeme

1.1 Einfiihrung

Wir betrachten ein freies n-dimensionales lineares zeitinvariantes System (LZI-System) mit
der Beschreibung im Zustandsraum 2 = Ax und dem Anfangswert x(t = 0) = xo. Die
Losung x(t) lautet x(t) = ®(¢) - xo. Hierbei ist ®(¢) die sogenannte Transitionsmatrix. Sie

ergibt sich als Losung der Matrix-Differentialgleichung
d

—® =A% 1.1
o (1.1)
mit der Anfangsbedingung
®0)=E. (1.2)
Sie kann formal als (konvergente, unendliche) Reihe
— - 1 v . At
(1) = 2% (A1) = ¢ (1.3)

angeschrieben werden.
Nach dem Theorem von Cayley® erfiillt jede quadratische (n,n)-Matrix A mit den Eigen-
werten s; (i = 1,2,..,n) und dem charakteristischen Polynom A(s)

n

A(s) = det(sE — A) = [[(s — 1) (1.4)

i=1
ihre eigene charakteristische Gleichung
A(A) = ﬁ(A - s5E)=0=(A-s,E)(A—s,1E)...(A — 51E) . (1.5)
i=1
Das hat zur Folge, dass ®(t) als eine endliche Reihe
eAl = nz_fa,,(t)A” (1.6)
V=0

!Arthur Cayley (*16.8.1821 Richmond, Vereinigtes Konigreich, 4+26.1.1895 Cambridge)

5



6 KAPITEL 1. ZEITKONTINUIERLICHE LZI-SYSTEME

angeschrieben werden kann. Hierbei sind «,(t) Potenzreihen in ¢, deren Ermittlung relativ
kompliziert ist.
Nachfolgend wird in konstruktiver Art ein iterativer Algorithmus - in der Fachliteratur als
Putzer-Algorithmus? bekannt - entwickelt, bei dem n Schritte zur Ermittlung der Matrizen-
n

funktion ®(¢) benstigt werden. Das Ergebnis ist ein Ausdruck der Form et = 5~ ¢ (t)P,,. Es
=1

werden lediglich die n Eigenwerte s; (i = 1,...,n) der Matrix A benotigt, wobei das Auftreten
mehrfacher Eigenwerte irrelevant fiir den Rechenablauf ist. Der Algorithmus kann fiir Systeme
niedriger Ordnung leicht per Hand durchgefiithrt werden. Die konstanten Matrizen P, sind
einfach zu berechnende Polynome in A vom Grad v — 1. Es ist kennzeichnend, dass bei jeder
Iteration eine gewohnliche skalare, lineare Differentialgleichung erster Ordnung gelost wird,
die jeweils als Losung die Funktion ¢, (¢) ergibt. Die anschliessenden Ausfiihrungen zielen
auf ein besseres Versténdnis der Zusammenhénge und des systematischen Entstehens dieses
Algorithmus .

1.2 Ermittlung der Transitionsmatrix und der Resol-
venten

1.2.1 Betrachtung im Zeitbereich

Ausgangspunkt nachfolgender Uberlegungen ist eine Interpretation der Differentialgleichung
(1.1) in Verbindung mit dem Theorem von Cayley. Bekanntlich sind die Operationen "Differ-
entiation der Transitionsmatrix ®(¢) nach dem Argument ¢" und "Multiplikation der Transi-
tionsmatrix ®(t) mit der Matrix A" (welche zusiitzlich kommutativ ist) dquivalent:

d
- P=AD (= A). (1.7)

Betrachtet man ein beliebiges Polynom P(A) in A und bildet man die Funktion ¥(¢) gemaf?
U(t):=P(A)-D(t), (1.8)
so erfiillt ¥ () die gleiche(!) Differentialgleichung

d
¥ =AY (= TA) (1.9)

mit der Anfangsbedingung
U(it=0)=PA) - &(t=0)=P(A). (1.10)

Das bedeutet: die Operation "Differentiation der Matrix W(¢) nach dem Argument ¢" ist mit
der Operation "Multiplikation der Matrix ¥(¢) mit der Matrix A" dquivalent®.

’E. J. PUTZER: Awvoiding the Jordan Canonical Form in the Discussion of Linear Systems with Constant
Coefficients. The American Mathematical Monthly, Vol. 73, No. 1, (Jan., 1966), pp. 2-T7.
3Es gilt offensichtlich ¥(t) = ®(t) - P(A). D.h. die Matrizen P und @ sind vertauschbar.

4Es gilt sogar die allgemeinere Beziehung % V=AW (=PA) i=01,23,..
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Die Multiplikation von rechts der Relation (1.5) mit ®(¢) ergibt die Beziehung
(A—s,E)(A—s, 1E)...(A=s:E)(A — s;E) - ®(t) =0, (1.11)
die der Schliissel zur Entwicklung eines Algorithmus zur Berechnung der Transitionsmatrix
ist!
o Man betrachtet nun die Hilfsfunktion ¥,,():
W, (t) = (A—s, 1E)(A—s, 2E)...(A—s1E) - ®(1) . (1.12)
Mit Hilfe der (konstanten) Matrix
P,:=(A-s, 1E)(A—s, 2E)...(A—sE) (1.13)

- diese ist ein Polynom in A vom Grad n—1 und wird mittels der Eigenwerte s; (i = 1,2, ...,n—
1) gebildet - lautet die Hilfsfunktion

W, (t) =P, B(1). (1.14)

Wire die Transitionsmatrix bekannt, so entstiinde aus ihr die Matrix ¥, (¢). Die Idee
besteht darin, einen umgekehrten Weg zu beschreiten: ausgehend von der noch nicht vor-
liegenden Funktion W, (¢) berechnet man sukzessiv die Transitionsmatrix.

Hierzu wird in einem 1. Schritt (1.11) mit Hilfe von ¥, (¢) umgeschrieben

(A — s, E)T,(t) = 0. (1.15)

Diese Bezichung deuten wir aufgrund von (1.9)

(A-s,E)¥,(t)=0 < %‘I’n - 5,9, =0
als Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¥, (¢)
d
—v, =5,9, , (1.16)

dt

die unmittelbar gelost werden kann: W, (t) = e . ¥, (0). Der Anfangswert ergibt sich fiir
t = 0 aus (1.14) unter Beachtung von (1.2) zu

@, (0) =P, = (A—s,_1E)(A—s, »E)...(A—s,E). (1.17)

Damit ist die Losung festgelegt
P, (t)=e"" P, (1.18)

und der 1. Schritt ist abgeschlossen.
In einem 2. Schritt betrachten wir obige Beziehung (1.12)

(A—$,1E)(A—s, 5E)..(A—sE) - ®(t) = U, (1) , (1.19)
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wobei W, (t) gemif (1.18) bekannt(!) ist. Analog vorgehend fithren wir gemif3
W, 1(t) == (A=s, 2E)(A—s, 3E)...(A—s;E) - ®(t) (1.20)
eine Hilfsfunktion ¥,,_;(t) ein, die mit Hilfe der konstanten Matrix
P, 1 :=(A—s, 3E)(A—s, 3E)...(A—5E) (1.21)

die Darstellung
U, 1(t)=P,_1-®(1) (1.22)

aufweist und erhalten aus (1.19) die Beziehung
(A—s, 1E)¥, 1(t) = P,(t) . (1.23)

Diese entspricht aufgrund von

d
(A—Sn,IE)\I’n,IQ) — \I’n(t) =0 < %‘I’n,1 — Snfl‘I’nfl — ‘I’n(t) =0

folgender Differentialgleichung zur Bestimmung von W¥,,_;(t)

d
E\Iln_l = Sn—l\:[ln—l + ‘I’n . (124)

Hierbei ist W,,(t) eine - inzwischen - bekannte Storfunktion. Unter Beachtung von (1.22) lautet
die Anfangsbedingung

\Iln_l(O) = (A—Sn_QE)(A—Sn_3E)...(A—SlE) = Pn—l . (125)

Nach Losung der Differentialgleichung (1.24) ergibt sich ¥,_;(¢) und der 2. Schritt ist
abgeschlossen.

Dieses Vorgehen, d.h. die sukzessive Einfiihrung von Hilfsfunktionen W,(t), wird so lange
wiederholt, bis die Funktion Wy () ermittelt ist> und damit der (n —1). Schritt abgeschlossen
ist.

Mit Hilfe der nun bekannten Funktion Wy (t) gilt im n. - und letzten - Schritt die Beziehung

Damit ergibt die Losung der Differentialgleichung £® = s;® + ¥, mit ®(0) = E die gesuchte
Transitionsmatrix ®(t).

>Man erkennt, dass bei jeder Integration im Ergebnis jeweils eine neue Exponentialfunktion e®* dazukommt.
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Zusammenfassung des Algorithmus

Die Transitionsmatrix ®(¢) kann durch sukzessives Losen folgender einfachen Differentialgle-
ichungen 1. Ordnung berechnet werden:

n—1

%\Pn = 5, ¥, mit ¥,(0) =P, = H(A—siE) , (1.27)

dy _ , B =
S =5 ¥+, mit ¥, _(0) =P,_; = H(A—&-E) : (1.28)

dy , B =
Z¥n2 =5 0Wn o+ Wy mit ¥, _5(0) =P,_y = H(A—S,E) , (1.29)

UusSw.

%‘I’z = 5,W,y + Uy mit ¥y(0) =Py = (A—s51E) |, (1.30)
Ay 5 ®+®, mit ®0)=FE . (1.31)

dt
Die Berechnungsreihenfolge sieht folgendermafien aus:

v, -V, -V, s —»...—>W¥y P |

Beispiel (LZI-System 3.0rdnung)

Die vorgestellte Vorgehensweise zur Ermittlung der Transitionsmatrix wird fiir eine (3, 3)-
Matrix A mit den Eigenwerten s; (i = 1,2,3) und dem charakteristischen Polynom A(s)
demonstriert. Nach Cayley gilt:

A(A) - P(t) = (A—s3E)(A—s2E)(A — s1E) - ®(t) = 0.
Die benotigten Hilfsfunktionen W3(¢) und Wy(t) lauten
\Ilg(t) = (A-SgE)(A — SlE) . q)(t) mit ‘113(()) = P3 = (A—SQE)(A—SlE)

und

Sie erfiillen die Differentialgleichungen

d
E\IIBZSS\IIB (132)
und p
—\Il2 = 82‘1’2 -+ \Ilg . (133)

dt
Die Transitionsmatrix ergibt sich durch Losung von

d
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e Die Losung von (1.32) lautet
\Ilg(t) = eS3tP3. (135)

Damit ist der 1. Schritt abgeschlossen.
e Im 2. Schritt liegt die Differentialgleichung (1.33) %\Ilg = 59Wy + %3t P3 vor, welche die

Losung

t t

Uy (t) = et | Py + / e 2T TPydr | = %2t | Py + / 53727 . Py

0 0

bzw.
633t _ 682t
U,y(t)=e?"-Py + ——— Py (1.36)
S3 — S

besitzt.

e Die Transitionsmatrix ergibt sich im 3. Schritt durch Losung von (1.34) zu
t
B(t) = B+ / T Wy (r)dr | = e[ T(E)] (1.37)

0
t

Die Auswertung des Integrals I(t) = / e 517 . Wy(1)dr erfolgt mit Hilfe von (1.36):

0
t
e53T _ 82T
() = / e [eSQTPQ + Pg} dr
S3 — S92

0
t t

= /6(82—31)Td7- Py + / [6(53—51)7 _ 6(82—31)7] 1 dr - Py

S3 — 89

0 0

1
1(+ _ (s2—s1)t 11 P
(t) — e | Py +
1 1 1

n { el _ 1] el _ 1}} P, |

83 — 81 S22 — 851 53 — S3

Setzt man dieses Ergebnis in (1.37) ein, so ergibt sich nach einigen Umrechnungen

682t _ 6slt 63315 _ eslt eszt _ eslt 1
q)(t) = €sltE + —Pg + < - ) P3

So — 51 S3 — S1 S9 — 51 S3 — 89

bzw.
sat s1t

() = "B+ " P+ (1.38)
So9 — 51
(83— s9)estt — (83— s1)€%2 + (89 — s1)e

(83 — 52)(s3 — 51)(s2 — 51)

sat

n P; .

Die Transitionsmatrix weist die prignante Darstellung ®(t) =¢; (t)E + @, ()P, + ¢4(t)Ps,
wobei die drei Funktionen ¢, (t) rekursiv berechnet wurden, auf.
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1.2.2 Betrachtung im Bildbereich

Wir wollen nun obiges Berechnungsschema (1.27)-(1.31) in den Bildbereich der Laplace’-
Transformation iibersetzen. Dadurch bekommen wir eine explizite Darstellung der Laplace-
Transformierten der Transitionsmatrix, der sogenannten Resolventen. Ferner erhalten wir
unmittelbar die rekursive Vorschrift zur Berechnung der Funktionen ¢, (t) zur Darstellung der

n
Transitionsmatrix geméf ®(¢) = > ¢, (¢)P,. Hierzu benutzen wir die Laplace-Transformierte
v=1

L {f(t} einer (matrixwertigen) Funktion f(¢) gemifl £ {f(t} = f(s) := [ f(t)e *'dt und erhal-

ten die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix
L{B()} =L{M]} =(E-A) ' = R(A,s),
wobei R(A, s) die sogenannte Resolvente der Matrix A ist.

e Durch Transformation von (1.27) erhalten wir eine algebraische Gleichung fiir ¥,,(s)

v, (s) = ! P,. (1.39)

S — Sp

Damit ist der 1. Schritt abgeschlossen.

e Aus (1.28) erhalten wir zunéichst ¥, ;(s) = ——P, ; + ﬁ\in(s) bzw. mit (1.39)

s—sp_1- N

- 1
v, =—P,_
1(5) S — Sp_1 o (s — Sp_1) (s — sn)

P, . (1.40)

Damit ist der 2. Schritt abgeschlossen.

e Aus (1.29) bekommen wir ¥,,_(s) = ——P,_» + ——W,_(s) bzw. mit (1.40)

= 1 1 1
v, o(s) =———P,,_ P, P, .
2(s) S — Sp_2 ot (s — Sp_2) (s — 8p_1) i (s — Spn-2)(s—8n_1)(s—$n)
(1.41)
Damit ist der 3. Schritt abgeschlossen.
e Dieses Verfahren wird solange fortgesetzt, bis aus (1.30) die Gleichung Wy (s) = 5—152 P+
57132 W;(s) bzw.
W, (s) ! p + = Ps+ ...+ ! P, (1.42)
2 s—s3 0 (s—so)(s—s3) ° (s —s2)(s — 83)...(5 — Sp)

entstanden ist. Damit ist der (n-1). Schritt abgeschlossen.

OPierre Simon de Laplace (*23.3.1749 in Baumont-en-Auge, Frankreich, +5.3.1827 Paris)
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e Letztlich ermitteln wir aus (1.31) die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix
®(s) = E + —L-W,(s) bzw.

s—s1 s—s1
D (s) ! E + ! Py + ! P3+ ... (1.43)
s) = .. (1.
s — 81 (s —s1)(s — s2) 2 (s —s1)(s — s2)(s — s3) s
1
P,.

(s —s1)(s — s2)(s — 83)...(5 — Sp)

Obige Relation ist eine bemerkenswerte, explizite Darstellung fiir die Resolvente R(A, s) :=
(sSE— A)"" von A, mit Hilfe der Eigenwerte s; (i = 1,2,...,n) von A und der (konstanten)

Matrizen Py,
k—1

P, =[[(A-sE) mit k=23, ..n . (1.44)
i=1
Wir fithren folgende Abkiirzungen fiir die benostigten Laplace-Transformierten ein:
1
£ = 1.4
P1() 1= —— (1.45)
() )] (146
5) = = s)|, .
2 (s —s1)(s — s2) S — 89 A1
usw. . . .
% = = = % . 1.4
#als) (s —s1)(s—89)..(s—5,)  A(s) [ s — snwn_l(s)} (1.47)
Damit lautet die Resolvente der Matrix A
®(s) = (sE — A)_1 =0, )E+ 25(s)Pa+ ... + &,,(s)P,, . (1.48)

Zusammenfassung des Algorithmus

Die Laplace-Transformierten ,(s) und die konstanten (n,n)-Matrizen P; kénnen rekursiv

gemif
1 1
0.(8) == D, fir 1=2,3,... it =
@z(s) s — Sigozfl(s) ur 1 )y , 1 1M1 901(8) s — 81

(1.49)

und’
Pi+1 = (A - SZE) : Pz fiir ¢ = 1, 2, = 1 mit P1 =E (150)

berechnet werden
Die Zeitfunktionen ¢,;(t) ergeben sich durch Riicktransformation von (1.49) rekursiv als

Losungen skalarer Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir i =2, 3, ..., n
de . sit
o = st i mit 9;(0) =0 und ¢,(t) = e (1.51)

"Wertet man Relation (1.50) fiir i = n aus, so ist die - nicht benétigte - Matrix P,,;1 gleich A(A)
Poi1=(A—s,E) - P, =(A-$,E) - (A—s$,1E)...(A—51E) = A(A) .

Sie ist nach dem Theorem von Cayley eine Nullmatrix!
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Die Transitionsmatrix et ist darstellbar durch
A= "p,(t) P, . (1.52)
i=1

Die Ermittlung der Transitionsmatrix geméf (1.50), (1.51) und (1.52) ist in der Fachliteratur
als Putzer-Algorithmus bekannt.

Beispiel (LZI-System 3. Ordnung, Fortsetzung)

Transformiert man die Differentialgleichungen (1.32), (1.33) und (1.34) in den Bildbereich, so
erhélt man:

_ 1 - 1 1 1
‘I’g(S) = P3 5 ‘I’Q(S) = P2 —|— P3
S — 83 S — 89 S — 8298 — 83
bzw. 1 11 101 1
5(8) = E + P2 —I— P3 .
S — 851 S§— 818 — 89 S§— 818 —8985— S3
Mit den Definitionen
21(s) = — (1.53)
901 . s — 8 ) .
1 1 1
% = = % 1.54
Pa(s) S— 595 — 51 3—32%(8) ( )
und 11 1 1
P3(s) = = Po(5) (1.55)

§—838— 898 — 851 S — 83

erhalten wir den Ausdruck
®(s) = P1(5)E + a(5)P2 + §3(s5)Ps -

Die Zeitfunktionen ¢, () ergeben sich durch Riicktransformation von (1.53), (1.54) und (1.55)
rekursiv als Losungen zweier skalarer Differentialgleichungen 1. Ordnung

d . s
S gt mit py(0) = 0 und (1) = e
und d
SD .
W5 — sapt s mit g0) =0

Es ergeben sich - natiirlich - die in Gleichung (1.38) angegebenen Funktionen ¢, (t).

Bemerkung Die Zeitfunktionen ¢, (t) konnen natiirlich klassisch durch Riicktransformation
der Gleichungen (1.53), (1.54) und (1.55) in den Zeitbereich ermittelt werden. Aus (1.53)
ergibt sich unmittelbar o, (t) = e®’. Die Funktion @,(s) gemif (1.54) kann aufgrund der

Beziehung
1 1 1 1
ey ] i) (150
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zu

5(5) = I ( 11 ) (157)

S— 898 — 851 So — S1 S — So S — 851

umgeformt werden. Der Witz dieser Umschreibung besteht darin, dass @,(s) mit Hilfe el-
ementarer Teilbriiche S_—lsl dargestellt wird. Dadurch kann die Riicktransformation in den
Zeitbereich unmittelbar erfolgen und ergibt die Zeitfunktion o, (t) = % Die Funktion
P5(s) gemif (1.55) kann unter Anwendung der grundlegenden Beziehung (1.56) auf das ermit-
telte Ergebnis (1.57) umgeschrieben werden. Dadurch enthélt 4(s) ausschliefllich elementare

Teilbriiche.
_ 1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Pa(s) = Pals) = - = -

S — S3 S9 — 51 S — 89 S§— 51 S — 83 S9 — 51 S§— 8985 — S3 §— 8185 — S3

B 1 1 1 1 1 1 1
N S9 — 81 [ S3 — S2 S — 83 S — S9 S3 — 51 S — 83 S — 851 ’

Obiger Ausdruck kann unmittelbar riicktransformiert werden und ergibt
1 1 (esgt _ eszt) _ 1 (683t _ eslt):|

H =
oult) = -
(83— s9)€ett — (83— s51)€®2 + (89 — 7)€"

(83— s1)(53 — 52) (52 — 81)

Beispiel

Die Systemmatrix sei
210
A=10 21
00 3
Ihre Eigenwerte sind - aufgrund der Dreiecksform der Matrix - in der Hauptdiagonale er-
sichtlich. Eine willkiirliche(!) Indizierung ergibt: s; = sy = 2 und s3 = 3. Das bedeutet:
det(sE — A) = (s — 2)%(s — 3).
Die konstanten Matrizen P; ergeben sich zu:

und
010 010 0 01
P,=(A—sE)-Po=| 00 1 001 ]|=[001
0 01 0 01 0 01
Die Ermittlung der Funktionen ¢, (t) und ¢4(t) erfolgt durch Losung der Differentialgleichun-

gen

dpy

d
o =2p, +e* mit p,(t=0)=0 und 2> =3p;+¢, mit @;(t=0)=0 .
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Wir erhalten
t ¢

0y(t) = 62t/€2T€2Td7' = te* und p4(t) = ¥ / e e’ dr = ¥ [—te™ — (e7" = 1)] = —(t+1)e” +e™.
0 0

Damit lautet die Transitionsmatrix

010 001
M=eE+te”| 00 1 | +[-(t+1)e+e¥]| 0 0 1
001 001
bzw.
€2t te2t _(t + 1)62t + 63t
eAM=1 0 e* —e? + et : (1.58)
0 0 3t
Alternative (klassische) Berechnung (optional): Es gilt:
s—2 -1 0 \
P(s)=(sE—-A)' = 0 s—2 -1 :
0 0 s-3
bzw. nach Durchfithrung der Matrix-Inversion
1 (s —2)(s—3) s—3 1
P(s) = : 0 (s—2)(s—3) s-2 =
(5_2) (3_3) 0 0 (8—2)2
1 1 1
s—2  (s—2)2  (s—2)%(s-3)
= 0o X I
5—2 (s—2)(s—3)
0 0 ﬁ
Die Partialbruchzerlegung der Eintrige obiger Matrix ergibt
ﬁ (5—12)2 B ﬁ B (5—12)2 + ﬁ
P(s) = 0 5 -5 +4
0 0 L

Obiger Ausdruck bestétigt unter Verwendung der Korrespondenz £ {tkeat} = k!m, das
ermittelte Ergebnis (1.58).

Beispiel (LZI-System 2. Ordnung)

Wir betrachten ein LZI-System 2. Ordnung mit der Systemmatrix A und den zugehorigen
Figenwerten s; und s,. Die Transitionsmatrix lautet

2

A =Y " 0,(t)P, = 0, ()P, + o, ()P,
i=1
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mit g
' s
d_252232902+901 , 02(0) =0, () = e
sowie
PQZA—SlE, P1:E
Nach einer einfachen Integralauswertung ergibt sich o, (t) = % Damit lautet die Tran-
sitionsmatrix eines Systems zweiter Ordnung
eslt _ esgt
Al = e"E + ——— (A - 5E). (1.59)
S1 — S9
Ein Umschreiben ergibt die sogenannte Sylvester®-Formel”
eAt _ esltA — 82E i €S2tA — 81E
S1 — So S2 — S1
Fiir den Fall s; = sy erhalten wir aus (1.59) durch Anwendung der Regel von de
L "Hospital'’:
s1t __ ,sat sit __ 8ot
A = lim {esltE + & ‘ (A — SlE)} = e"'E + lim {u} (A —s51E)
§2—51 S1 — So §2—S1 S1 — So
—tes2t

= ""E + lim {

82—81

} (A — 5,E)

bzw.
e = 'R + te*' (A — 5E)

8James Joseph Sylvester (*3.9.1814 in London, +15.3.1897 in London)
Diese Formel wird in der Fachliteratur unter der Voraussetzung verschiedener Eigenwerte abgeleitet.
10Guillaume Francois Antoine, Marquis de L "Hospital (¥*1661 in Paris, +2.2.1704 in Paris)



Kapitel 2

Zeitdiskrete LZI-Systeme

2.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt nachfolgender Uberlegungen ist ein zeitdiskretes System
Xit+1 = 1AXZ + Bul 1= 0, 1, 2, (21)

mit dem n-dimensionalen Zustand x;, der m-dimensionalen Eingangsgrofie u;, den konstanten
Systemdaten passender Dimension A und B, dem vorgegebenen Anfangswert x, sowie den
Werten ug, uy, ug, ug, ... fiir i > 0. Das Modell (2.1) stellt eine rekursive Relation zwischen
unmittelbar aufeinander folgenden Werten des Zustandsvektors dar. Deren Auswertung ergibt

i—1 i1
X; = AZ (Xg + Z A_l_kBuk> = AiXQ + Z Ai_l_kBuk . (22)
k=0 k=0
Bezeichnet man mit f(z) := Z{f;} := Y fiz7* die z-Transformierte der (Matrix-) Folge
k=0
{f;} := (fy, f1,£2,f3,...), so erhélt man fiir f; = A® die 2-Transformierte
i A -1
Z{A'} =(E- ;) =zE—A)"". (2.3)

Unterwerfen wir das System (2.1) der z-Transformation, so erhalten wir unter Beachtung von
(2.3) die z-Transformierte des Zustandsvektors bzw. die Systembeschreibung im Bildbereich':

%(z) = (E — %)_1)(0 + (2E — A)"'Bii(z) . (2.4)

In den Beziehungen (2.2) bzw. (2.4) sind Potenzen A’ bzw. die Resolvente (:E — A)~!
prigende Groflen. Das Ziel ist, eine explizite Darstellung fiir A’ - ohne Bildung von Potenzen
der Matrix A - zu ermitteln bzw. die Berechnung der Inversen (zE — A)~! in einfacher Weise
zu bewerkstelligen. Zum Verstéindnis der nachfolgenden Ausfithrungen ist die Kenntnis der
vorangegangenen Kapitel fiir zeitkontinuierliche Systeme nicht notwendig.

'Diese Relation ist die 2-Transformierte von (2.2).

17
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2.2 Rekursive Ermittlung einer expliziten Darstellung
von A’

Die Matrix A’ kann als Losung ®; der Rekursionsgleichung ®;,; = A®; (= ®,A) fiir i =

0,1,2,... mit dem Anfangswert ®, = E aufgefasst werden. Betrachtet man ein beliebiges

Polynom P(A) in A und bildet mit Hilfe der Funktion ®; die Funktion ¥, gemifl ¥, :=
P(A) - ®, [=®,- P(A)], so gilt ebenfalls

und insbesondere
(A — IiE)\Ill = A‘I’l - K‘I’Z‘ = \I’i—l—l - K‘I’Z‘ y (26)

wobei k ein konstanter Parameter ist.
Bezeichnet man mit z;, die Eigenwerte der (n, n)-Matrix A, so lautet das zugehorige charak-

teristische Polynom
n

['(z) :=det(zE — A) = H(z — 2k). (2.7)

k=1

Die Matrix I'(A) ist nach dem Theorem von Cayley gleich der Nullmatrix:

n

rA)=][(A-=E)=0. (2.8)

Nach Multiplikation obiger Gleichung (2.8) mit der Matrix ®; erhalten wir die Beziehung
(A — 2, E)(A — 2,1E)...(A — z3E)(A — E)(A — z1E)®; = 0, (2.9)
die eine zentrale Funktion bei den nachfolgenden Ausfithrungen innehat.

e Fiihrt man nun in (2.9) eine Matrix-Hilfsfunktion 1115") gemésf

T = (A - 2,E)..(A — %E)(A — 2,E)®, (2.10)

)

ein, so erhélt man unter Beachtung von (2.5)
(A — ZnE)‘IIz(n) = AlIJz(n) - Zn‘I’z(n) = ‘Ilz(i)l - Zn‘Ilv(;n) =0.

(n)

)

Dies ist eine Rekursionsgleichung zur Berechnung von ¥
o =z, e i=0,1,2,3, ... (2.11)

mit dem Anfangswert ®{"” gemis (2.10)
T = (A -2, 1E)..(A — »E)(A - #E) . (2.12)

Deren Losung kann unmittelbar angeschrieben werden: '™ = zi @)
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e Ausgehend von der Definition (2.10) fithren wir nun eine weitere Hilfsfunktion

T = (A = 2, LE)..(A — %E)(A — 4 E)®, (2.13)

)

ein. Unter Beachtung von (2.5) ergibt sich aus (2.10):

(A - 2z B) B D =g g =g,

i+1 i
Man erhilt demnach eine Rekursionsgleichung zur Ermittlung? der Matrix \Ilgn_l)
ol = ey el (2.14)
deren Anfangswert \Il[()"_l) - aufgrund der Definition (2.13) -
T = (A — 2, 5E)...(A — E)(A — 4E) (2.15)

betragt.

e Dieses Vorgehen - d.h. das Einfithren von Hilfsfunktionen und Aufstellen von Rekur-
sionsgleichungen zu deren Ermittlung - wird bis zur Ermittlung der Hilfsfunktion \I!Z(?)
wiederholt. Es gilt dann

(A — 2E)®;, = A®, — :)E®, = 0. (2.16)
Beziehung (2.16) ist eine Rekursionsgleichung fiir die gesuchte Matrix ®;
D1 =2P; + ‘I’Z@) (2.17)

mit dem Anfangswert
b, =E. (2.18)

Zusammenfassung des Algorithmus

Die Matrix ®; = A’ ergibt sich durch sukzessive Losung folgender Rekursionsgleichungen

n—1
o =20"  mit ¥V =[][(A-xE) | (2.19)
k=1
n—2
USRI ) L )0 mit ¥V =J[(A - %E) | (2.20)
k=1
USw.
v? = 5?4 ¥ it ¥ = (A - 4E) (2.21)
P =28, +¥? mit ®=FE. (2.22)

2Deren Losung kann mit Hilfe von (2.2) berechnet werden.
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Beispiel (zeitdiskretes LZI-System 3. Ordnung) Die erwihnte Vorgehensweise wird
fiir eine (3,3)-Matrix A mit den Eigenwerten z; (k = 1,2,3) und dem charakteristischen
Polynom I'(z) demonstriert. Nach dem Theorem von Cayley gilt

bzw. nach Multiplikation mit der Matrix ®; von rechts
(A—ZgE)(A—ZQE)(A - ZlE)@i =0.

Die zwei bendtigten Hilfsfunktionen \Ill(g) und \IIZ@) lauten \Ilgg) = (A—2%E)(A—2zE)®; und
\IIZ(-Q): (A—2z E)®,;. Sie erfiillen die rekursiven Relationen

o = 20®  mit P = (A—%E)(A—%E) , (2.23)
v? = 50?4 ¥ it O = A—4E (2.24)

und
@ =P +¥?  mit &o=F . (2.25)

Aus (2.23) folgt unmittelbar
o = gl (2.26)

)

Nach Einsetzen in (2.24) \Il( )1 = 2 \Il( )+ 23\11(3) und unter Verwendung der allgemeinen
Beziehung (2.2) erhalten wir \IIS ) = 2h - lIl0 + Z PR \Il,:’) bzw. mit (2.26)3
k=0
\I’( ) _22 ‘11(2 +Zzz 1-k k ‘11(3) (2.27)
Setzt man dieses Ergebnis in (2.25) ein, so erhélt man

Unter Verwendung von (2.2) bekommen wir fiir ®; eine Beziehung mit der Struktur:

& =2 -E + p2w? 4 o). @) (2.28)

)

i-1
SDie Summe Y 2571 7F2F betrigt:
k=0

i—1 i—1 i—1 1—¢(

Z2) 0
1 . -_ 22 i_1_ i ) i Zg — &
P 1 kzk _ P 1— ka i+1 e 1 _ (7)1 1-k | P 1 _ Z3. ., i 1_ =3 2 )
2 3 2 3 3 3 1 z2 3
z3 — (Z) zZ3 — 29

k=0 k=0 k=0
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(2)

Hierbei erscheinen zwei - von den Eigenwerten der Matrix A abhéngige - Groflen p,” und

p§3). Nach - einer kosmetisch bedingten - Einfithrung der Grofle pgl)(zl) := 2! erhalten wir die
Darstellung

2) 3, (2 3 3

()-\Il(())+p§)-‘1'(()).

& =p" E 4 p
Es wird nun ein einfaches rekursives Bildungsgesetz von ,052) und p§3) abgeleitet. Hierzu
unterwerfen wir die Rekursionsgleichungen (2.23), (2.24) und (2.25) der z-Transformation und

erhalten unter Verwendung der Beziehung Z {f;,1} = 2 [f(2) — ;] folgende Gleichungen:

3 — _° g®
z— 23 0o »
T© — o c o®
z2—29 ° * (2 — 29)(2 — 23)
und
T < < (2) < 3)

P = E + v, + v, 2.29
z—2 (z—21)(z — 25)  ° (z—21)(z — 29)(2 — 23)  ° (229)

Letzte Gleichung ist die z-Transformierte einer Folge mit den Elementen (®;) geméf (2.28).
Damit gelten folgende Relationen:

2{d) = = 230
E z—2
z{o®} = - é 2.31
P P T (- ) (2:31)
und ) .
Z{ P } =p® = . 2.32
P P (z —21)(z — 22)(2 — 23) (2:32)
Aus (2.30), (2.31) und (2.32) erhalten wir die Bezichungen
1
5 _ 50 (2.33)
Z — Z9
und 1
p = pe . (2.34)
Z — Z3

Die Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt Folgendes:
Die Funktion pgl) erfiillt die Rekursionsgleichung

Py =2p mit pf) =1
und lautet
PtV =4, (2.35)
Aufgrund von (2.33), (2.35) und (2.34) gilt
P =2p” + o0 mit p? =0 und pfV =z
und

ph = zp” + p mit pf? =0

Diese Rekursionsgleichungen legen pZ@) und pg3) fest.
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2.2.1 Das diskrete Analogon des Putzer-Algorithmus

Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall erfolgt in voller Analogie zum vorange-
gangenen Beispiel. Durch Transformation der Rekursionsgleichungen (2.19) bis (2.22) in den
Bildbereich erhalten wir folgendes Resultat:

Die Matrix ®; = A’ besitzt die Darstellung
mp,, . (2.36)

i

A =ZE+ pPPy+ o+ oI,

(%)

Die konstanten Matrizen* P}, bzw. die Funktionen p;”’ werden rekursiv mittels

k
Piy = (A—%E)P, = [[(A-2E) mit 1<k<n-1 und P,=E (2.37)
p=1

bzw.
pgi)l = zkpgk) + p(k_l) mit 2<k<n |, p(()k) =0 und pgl) =2 (2.38)

)

berechnet. Hierbei sind z; die - willkiirlich indizierten - Eigenwerte der Matrix A.

Beispiel
Die Matrix A lautet

0 1
A= ( —0.5 —L.5 )

und besitzt das charakteristische Polynom
det(zE—A)=0,5+1,52+22=(z+1)(z+0.5) = (z — 21)(z — ).

Unter Beachtung von (2.36), (2.37) und (2.38) lautet A’

i i 2 . 1 1
A :zlE—i—pl(- )Pz mit P, = A — 2E = ( 05 _0'5)

und

2 2 1
A2h = 2+ 7

Damit ergibt sich fiir p(.2)

7

mit p((f) =0 und ,051) =2

i—1

i—1 ;

2 _ i—1—k_k _ i—1—k k—i+l _i—1 _ B2k i1

P = E 29 21 = E 29 21 TR = E (_) sl
k=0 1

k=0

B (z_?)z i—1 i i
= = 27 =-2(1-0.5")(-1)
z1

1Es gilt Pj, o=@,
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und wir erhalten

AY =

bzw.

—(=1)"+2(=0.5)" —2(—=1)" +2(-0.5)"

(—1)" — (—0.5)° 2(—1)" — (—-0.5)"

23

2.3 Explizite Darstellung der Resolventen (:E — A)~!

Ausgangspunkt sind die Beziehungen (2.36),(2.37) und (2.38):

bzw.

mit

Py = (A_ZkE)Pk = H(A_ZI/E> ;

sowie
(k)

Pi+1 = ZkP;

Wir unterwerfen (2.39) der z-Transformation unter Beachtung von (2.3):

zZ{A} =z {Z§E+Zp§’“)Pk} =Z{4}E+Y Z {pg’“’} P,
k=2 k=2

bzw.

Die Auswertung des Ausdrucks Z { pg

2} =az {2 {0 5 2<k<n mit o) =0

A" =2'E + ,052)P2 +..+p

k=1,2,....,n—1und P, =E

(2<k<n) =0 undpgl):z‘.

2(zE—-A)t = Z {pgk)} P,
2

mit Hilfe von (2.41) ergibt:

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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bzw.

(2.43)

k k

(k)
Z{pz } Hz—zuz—zl U
pn=2 =

Wird obiges Ergebnis in (2.42) eingesetzt, so erhalten wir fiir die z-Transformierte von A’ den

Ausdruck
-1 __
2(2E—A)" = Z_z1E+zE (” —— k) (2.44)

_Z,U«

Damit lautet die Resolvente von A

E—A)"! = 2—2E+ i(Hz_z k) (2.45)

k=2

und wir erhalten mit (2.40) die explizite Darstellung

- 1 n k k—1
(:E— A) 1:Z_Z1E+ Z[]:[Z_ZM [[(A-=E)

(2.46)

Beispiel (Fortsetzung)
Die Matrix A lautet

0 1
A= ( —0.5 —L1.5 )

und besitzt die Eigenwerte z; = —1 und 2z, = —0.5.
Unter Beachtung von (2.45) bzw. (2.46) erhalten wir fiir die Resolvente

1 2 1 1 1
E—A)"! = E+ ][] P, = E + (A—zE)

2
z—2 2T 2 z—2 Z— 22— 29

B S 1 1 1
241 (z+1)(2+05) \ 05 =05 /)"

Nach einer einfachen Umrechnung und einer Multiplikation mit z erhalten wir

R B z Z 1 1
WEE- AT = B 2><z+1 z+0.5>(—0.5 —0.5)'

Die Riicktransformation obiger Beziehung ergibt

Al — (—1)iE — 2(1— 0.5i)(_1)i ( _(1).5 _(1],5 )
= (-1)'E-2[(-1)" — (-0.5)"] ( _(1),5 —(1).5 )

und bestitigt das anhand der Relation A" =2{E + p§2)P2 erhaltene Ergebnis.
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Beispiel
Die Matrix A lautet
-3 1 -1
A=| -2 0 -1
-1 1 =2

und besitzt die Eigenwerte z; = —1, 25 = —2 und z3 = —2. Gemé8 (2.45) und (2.46) gilt fiir
n=3

E-A)!t = (z—2)'E + Z
k=2

2 3
= (z—2) "B+ [[(z=2)""P2 + [[(z—2)7'Ps.
p=1 w=1

[H(Z - Zu)_lpk

p=1

Die konstanten Matrizen P, bzw. P3 lauten:

-2 1 -1
PQI(A—ZlE) = -2 1 -1 s
-1 1 -1
-2 1 -1 -1 1 —-1 1 -1 1
P;= (A—»E)(A—»E)= | -2 1 -1 22 -1 |=[1 -1
-1 1 -1 -1 1 0 0 0 0

(k)

Die zugehorigen multiplikativen Faktoren Z {pi } ergeben sich zu

o1 T L1 1 1
Z{pi }_H(Z_Z“) S z—zmz—2 (2+1)(z2+2)

k=1

und

3
) 11 |
Z{p§3)} = [[G=2)" = =

et z—zmz—2mz—23 (241)(z+2)?"
Damit betrigt die Resolvente

(z:E—A)"! ! E + : _3 11 _1 + !
zh— = — _ _
z+1 +DGE+2)\ 1 {1 _3 (z4+1)(z +2)?

—_
|

—_

—_

Nach einer Partialbruchzerlegung und Multipilkation mit z

2 1 -1
E-A)! = 2 E =z 2 -1 -1
Z(Z ) z+1 + (z+1 zZ+2 +

-1 1 -1

. . . 1 -1 1
— — 1 -1 1
+[ (2+2)2+z+1 2—1—2]

0 0 0
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erhélt man mit Hilfe der Korrespondenzen der z-Transformation

z{d'} = il , Z{id '} = : und Z{A'} =2(:E—-A)""

z—a (z —a)?

fir die Potenz A’ die Darstellung

| 2 1 -1 1 -1 1
A= (-1)E+ [(—1)’—(—2)1} —? —11 —1 H(=1) = (=2)F —i(=2)"] (1) _01 (1)



Kapitel 3

Mathematische Erginzungen

Bei den nachfolgenden Ausfithrungen wird ein alternativer Zugang zur Entwicklung des rekur-
siven Schemas fiir die Berechnung der Resolvente einer Matrix A vorgestellt. Hierzu wird das
Theorem von Cayley geeignet umformuliert.

3.1 Eine alternative Formulierung des Cayley-
Theorems

Wir betrachten eine (n,n)-Matrix A mit den Eigenwerten s; (i = 1,2,..,n) und dem charak-

teristischen Polynom

n

A(s) :=det(sE — A) = H(s —5;) = ags’ +a1s+ ... +a,_ 15"+ 5" (3.1)

i=1
Hierbei gilt folgender bemerkenswerter Zusammenhang: die Polynomkoeffizienten a; sind

mit den Polynomnullstellen (Eigenwerten) s; miteinander verkniipft':

—n1 = si=581+8+ 53+ .+ 5,

Ap_9 = E S8;Sk = S1S9 + $1S3 + S1S4 + ... + Sn_15n

—Qp_3 = E SiSkS] = 515253 + S15284 + ... + Sp—25p—15n
Usw.

(—1)"ag = $15983...5,.

Obige Summen werden iiber alle Produkte zu je 1 oder 2 oder 3 usw. der Nullstellen s; mit

verschiedenen Indizes erstreckt. Die Koeffizienten bzw. die GroBen (—1)""a; sind sogenannte

!Siehe zBsp.: L. BIEBERBACH, G. BAUER: Vorlesungen tiber lineare Algebra, (Erster Abschnitt, fiinftes
Kapitel : Teilbarkeitsfragen sowie Dritter Abschnitt, erstes Kapitel: Symmetrische Funktionen), Teubner
Verlag Leipzig, Berlin, 1928

27
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elementarsymmetrische Funktionen 1., 2., 3. usw. Ordnung der Nullstellen s;. Sie sind die ein-
fachsten Funktionen, die sich nicht &ndern, wenn man die Nullstellen s; beliebig untereinander
vertauscht.

Nach dem - wunderschénen - Theorem von Cayley erfiillt die Matrix A ihre eigene charak-
tristische Gleichung:

n

AA) =][(A-sE)=0 (3.2)
i=1
bzw.

A(A) = apA’ + a1 A+ ...+ a, A" +A" =0 |, (3.3)
d.h. A(s) geméf (3.1) ist ein annullierendes Polynom der Matrix A. Daraus folgt, dass die
Potenz A" durch eine Linearkombination der niedrigeren Potenzen [A%, A! ..., A""!] darstell-
bar ist: A" = — (apA° + a;A + ... + a,_1A"1). Damit ist die Potenz A™ fiir jedes m > n

durch
A™ = b A+ b A + ..+ b, A" (3.4)

gegeben! Hierbei sind b; geeignete Konstanten.
Wir wollen nun das Theorem von Cayley dquivalent umschreiben. Dies wird manche an-
schlieBende Uberlegungen bzw. Berechnungen vereinfachen. Hierzu wird obiges charakteris-

tische Polynom A(s) = H(s — 5;) in ein Polynom §(s) umgeschrieben:
i=1

H(s —5;) =co+ci(s— 1)+ ca(s —s1)(s —$2) + oo + 1:[(3 — sk) + " =:0(s).

Solch eine Umschreibung ist in der Tat immer moglich! Die Koeffizienten ¢; sind - noch
zu bestimmmende - reelle Zahlen und eindeutige Funktionen der Koeffizienten a; bzw. der
Nullstellen s; des charakteristischen Polynoms A(s).

Ist solch eine dquivalente Umschreibung moglich, so gilt nach Cayley:

n—1
(A) = coE+ci(A = 51E) + co(A — $1E)(A — 5:B) + ...+ co1 [J(A = 4E) + A" =0
k=1
bzw. .
o B+ ) o J[(A-siE)+A" =0 . (3.5)
m=1 k=1
Damit ist die Potenz A"
n—1
A" = — B+ 1(A — $1E) + c2(A — s1E)(A — $3E) + ... 4+ ¢4 H(A — s;E)
k=1

und auch jede Potenz A™ mit m > n durch eine Linearkombination der Matrizen

E, (A — SlE), (A — SlE)<A — SQE), cev (A — SlE)(A — SQE)(A — Sn_1E>
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darstellbar. Fiihren wir die platzsparende Schreibweise

N
AN =T[(A=sE) mit N=1,2,..,n—1 (3.6)

k=1

ein, so lautet das Theorem von Cayley in modifizierter Form

6(A) = B+ ;AW + AP + 4 ¢, JAD 4 AT =0. (3.7)

Bemerkungen zum modifizierten Cayley-Theorem

1. Bemerkung (Berechnung und Eindeutigkeit der Konstanten ¢;) Wir betrachten
der Einfacheit halber den Fall n = 3 und durchleuchten Zusammenhiinge zwischen den Ko-

effizienten der Polynome §(s) und A(s). Die Verallgemeinerung erfolgt dann geradlinig. Im
Fall n = 3 gilt> nach (3.3)

A(s) = ags® + a1s +ass® + 5> bzw. A(A) = apA’ + A +a A2+ A’ =0 . (3.8)
Wir betrachten nun das Polynom §(s)
6(s) = cos® + c1(s — s1) + ca(s — 51)(s — 89) + 8° (3.9)
und fordern, dass das Matrix-Polynom
5(A) = cE+ c1(A — $1E) + c2(A — 5;E)(A — 5,E) + A® (3.10)
ein annullierendes Polynom der Matrix A ist
5(A) = 0. (3.11)
Nach einer Umformung der rechten Seite der Gleichung (3.10)

5(A) = coE+ ci(A — iE) + ¢ [A% — (514 s2)A+515E] + A®
= (Co — 181 + 028182)E + [Cl — 02(81 + 82)] A + 62A2 + A3

erkennt man, dass jede Potenz von A mit einem Faktor versehen ist, der eine lineare Funktion
der Koeffizienten ¢; ist. Die Anzahl der im Faktor der Potenz A* enthaltenen Koeffizienten
¢; betriigt (3 — k) (mit £ = 2,1,0). Durch Koeffizientenvergleich mit (3.8) folgen die Bes-
timmungsgleichungen fiir die Groflen ¢;. Hierbei fithren wir den Vergleich ausgehend von der
hochsten Potenz A"~! in abfallender Reihenfolge, d.h. A%, A!, A durch und erhalten:

Co = A9

2Ferner gelten folgende Relationen zwischen den Eigenwerten s; der Matrix A und den Koeffizienten a; des
charakteristischen Polynoms:

apg = —S8189283, a1 = S182 + 8183 + 5983, a9 = —(81 + 59 + 83).
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ca—casitse)=a1 = ¢ =a+ s+ s2),
Co — €181 + C28189 = Qg = Cog= Qg + C1S81 — C25153 .

Zuerst ist der Koeffizient ¢, festgelegt, anschlieflend legt man ¢; und zuletzt ¢y fest. Mit dieser
Koeffizientenwahl ist d(s) gemiB (3.9) ein annullierendes Polynom der Matrix A. Obige drei
Bestimmungsgleichungen lauten in Matrix-Form

1 0 0 Co a2
—(s1+s) 1 0 a | =1 o
5189 —381 1 Co Qo

und man erkennt sofort - aufgrund der Dreiecksstruktur - die Eindeutigkeit der Losung!

Im allgemeinen Fall kénnen die Koeffizienten ¢y und ¢, relativ leicht berechnet werden.
Es gilt

d(s1)=co+s7 =0 bzw. c¢og=—s]. (3.12)
Durch (n — 1)-malige Differentiation nach s von A(s) bzw. §(s) ergibt sich %A(s) =
%5(3) bzw.
p_1 = Cp_1 d.h. Cno1 = —(81+ 82+ ... + 8p)-

Es verbleiben die Koeffizienten ¢; bis ¢,_5 . Durch k-malige Differentiation nach s von A(s)
bzw. §(s) ergibt sich

dk

ﬁA(s) = apk! +ap(B+D s+ .+ nn—1)n—-2)...(n—k+1)-s"F
dk dk k+1 dk n—1
@5(5) = ckk!—i-ckﬂﬁ (s—sK)+..+ Cro17 H(S—SK)+ n(n—1)(n—2)...(n—k+1)s"*

K=1 K=1
Wir betrachten nun die Werte %A(s) bzw. i—ié (s) an der Stelle s = 0 und erhalten
dk
ﬁA(S) Y = akk'
bzw.
dk dk k+1 dk n—1
@(5(8) _Ozckk!—i—ckH ﬁ (S—SK) + ...+ Ccho1 @ (S—SK)
5= K=1 s=0 K=1 s=0
Mit Hilfe folgender Abkiirzungen fiir die auftretenden Konstanten
dk k+1 dk n—1
Kii1 e (s — sk) K, 4 := s (s — sk)
K=1 5=0 K=1 s=0
erhalten wir
dk
ﬂ6(5> =k + o1 K + o+ 1 K,
S s=0
1

akk:' = Ckl{i' + Ck+1Kk+1 4+ ...+ 1K = —Ck = Q — E (Ck+1Kk+1 + ...+ Cn—lKn—l) .

Mit Hilfe obiger Beziehung berechnet man ausgehend von dem "Anfangswert" ¢, 1 = a,_1
rekursiv den Koeflizienten ¢,,_o, anschlieflend ¢,,_3 usw. und letztlich ¢;.
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2. Bemerkung (Abhéingigkeit der Konstanten ¢; von den Nullstellen s;) Hierzu
werden die Gleichungen 0(s;) =0 (i = 1,2, 3, ...) sukzessiv betrachtet. Nachdem gemif (3.12)
co = —st gilt, beginnen wir mit §(sy) = 0 und erhalten ¢;. Anschlieflend erhalten wir ¢y
aufgrund von d(s3) = 0 usw.

e Werten wir §(s2) aus, so ergibt sich

d(s2) =co+ci(sg —s1) +s5 =0

n
1— (s_1
sy — st 52
n n 2 1 n—1
61(82—81):—(82—81) = Cl=—— = —8, EE—
S92 — S1 1—5

bzw. mit (3.12)

Mit Hilfe der Beziehung 1+ a + a? + ..+ oV "1 = % erhalten wir fiir ¢

s 1 S 2 g n—1
ey =—sy |14 (—1) + (—1) +..+ (—1) ]
S2 52 S2
bzw. 1
co=—) syt mititk=n—1 (3.13)
i\k=0

e Werten wir d(s3) aus, so ergibt sich
5(82) = (Cp -+ Cl<83 — 81) + CQ(Sg — 81)(83 — 82) + Sg =0
bzw. mit (3.12) und (3.13)

n n
c1(s3 —81) + ca(s3 — s1)(s3 — 52) = — (85 — s7) = 1+ Ca(s3 — 52) = —Z — 2
n n n n n—1 n—1 n—1
Co(s3 — 82) = — (83 L2 Sl) - (Z 5581 — Z Séslf> = Z (35 —SQ) s
83751 S27 51 i k=0 ik=0 ik=0
bzw.
n—1 -1 z z
Cy = — Z L — sh) ’f Z mit t+k=n-1
83_521k0 ik=0 S5
Z(Z 5352) s mit i+k=n—-1 sowie [+ K =1—-1
i,k=0 \I,K=0

Die wiederholte Anwendung dieser Vorgehensweise ergibt die explizite Darstellung von ¢;
in Abhéingigkeit der Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Es handelt sich hierbei um
symmetrische Funktionen der Nullstellen. Als Beispiele seien angefiihrt:

Polynomgrad n = 2: co=—s7 und c¢; = —(s1 + 89).
bzw.

Polynomgrad n = 3: ¢y = —s5, ¢ = —(s + 8180 +53), €2 = —(51 + 89+ 53).
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3.2 Matrizenfunktion f(A), Resolvente von A

Wir betrachten eine (n, n)- Matrix A, deren charakteristisches Polynom A(s) die Form A(s) =

m

[1(s — s;)™ besitzt. Es sei f(\) eine Funktion der skalaren Variablen A\, wobei f(A) nicht
i=1

zwingend ein Polynom ist. Es wird nun vorausgesetzt, dass f(\) auf dem Spektrum der Matrix
A definiert ist. Das bedeutet: es existieren fiir alle Eigenwerte s; die Ausdriicke f(s;) und
%(si) fir 1 < k < m;. Des Weiteren sei p(A) ein beliebiges Polynom in A, das auf dem
Spektrum von A mit der Funktion f(\) iibereinstimmt. Die Matrix f(A) ist durch

definiert®. Zur Erinnerung: liegt das Polynom p(\) = 3. 4, A" vor, so versteht man unter

p(A) == Z %Ak

Wir betrachten die Resolvente R(A, s) := (sE — A)~! einer (n,n)-Matrix A und wollen
eine Polynomdarstellung p(A) entwickeln. Hierzu wird die Resolvente - innerhalb eines Kon-
vergenzbereiches |s| > ra - in eine Reihe entwickelt:

1 A

-1
1 A A A
(sE—A)! = - (E - —) = - [E+— + (=P + (=) + ...
s s s S S s
E A A2 A3
Aufgrund des Theorems von Cayley ergibt sich dann
(SE—A) ' =kE+ A + ..+ K, A" (3.14)

wobei die Koeffizienten x; Funktionen von s sind. Angeregt durch die modifizierte Form des
Cayley-Theorems machen wir den Ansatz

(SE—A)!' = BE+ B (A-5E) + By(A—sE)(A—sE) +
+ —f- Bn_l(A—SlE)(A—SQE)...(A—Sn_lE),

wobei die Koeffizienten (3, ebenfalls Funktionen von s sind. Wir wollen nun die Koeffizienten
B, ermitteln.
Der mathematischen Einfachheit halber betrachten wir den Fall n = 3 und erhalten

(SE— A)™ = B,E + B,(A—5.E) + By(A—s1E)(A—s.E) (3.15)
mit den Koeffizienten 5, = 3;(s). Wir betrachten nun ein Polynom p(\)
p( ) = 50+61<)\—81) —|—52()\—81)()\—82) (316)

3Die Bestimmung von f(A) durch die Werte von f()) auf dem Spektrum von A ist eindeutig. Anders
formuliert: alle Funktionen f(\), die auf dem Spektrum von A iibereinstimmen, bestimmen dieselbe Matrix

f(A).
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sowie die Funktion

1 1 1 1 A D WD S &
) = - S N ANIN Al LI [ A AR
FA) 5— A sl—% S +s+(s)+ s+32+s3+54

+ ..

Wir berechnen - der mathematischen Einfachheit halber - unter der Annahme verschiedener
Eigenwerte die drei Koeffizienten 4; in (3.16). Hierzu benutzen wir das Polynom p(\) und die
Funktion f(A). Es muss dann fiir i = 1,2, 3 gelten:

p(A=s)=f(A=s) (3.17)
bzw. )
50+51(Si—81)+(52(Si—81)(8i—82) = P (318)
Es folgt unmittelbar fiir 1 = 1
1
0g = . 1
0 S — 51 (3 9)
Fir ¢ = 2 erhalten wir die Relation
1
50 + (51(82 — 81) =
S — 89
aus der sich - unter Verwendung von (3.19) -
1 1 S9 — S1
5 — — — =
(2= s1) S—8 s—s81 (s—589)(s—51)
bzw. )
01 = (3.20)

(s — s9)(s—s1)
ergibt. Man beachte, dass dieses Ergebnis (3.20) auch fiir den Fall s, = s; giiltig bleibt?, da
der Koeffizient stetig in s; und sg ist. Fiir ¢ = 3 ergibt sich der letzte Koeffizient 5 aus

1

S — 83

(50 + (51(83 — 81) + (52(83 - 81)(83 — 82) =

bzw.
O2(s3 — s1)(s3 — 82) = S _1 S3 s —1 $1 B (s —8;2)_(381_ s1)
(53 — 51)(53 — 52)
(s —s2)(s —s1)(s —s3)

4Dies erkennt man durch Anwendung der Regel von de L “Hospital oder durch nachfolgende formale Berech-

nung: es muss gelten 3—? = % . Der Differentialquotient dp/dA bzw. df /d\ betrigt
)\:52:51

)\252251

dp/d/\ =01 + (52()\ — 89+ A\ — 51) + 03 [()\ — 82)(/\ — 83) =+ (/\ — 81)()\ — 82) + ()\ — 81)()\ — 32)]

bzw. % = ﬁ Das ergibt
dap
dX

_ 4 1

=01= 33 -

A=s52=51 (S - 81)2 .

/\:SQ =81
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Daraus folgt
1

(s —s2)(s—s1)(s —s3)’
wobei dieses Ergebnis auch fiir den Fall mehrfacher Eigenwerte seine Giiltigkeit behalt®.
Damit erhalten wir fiir die Resolvente den Ausdruck
» 1 1
(sE—A)" = -E + (A —s1E) +

s — 81 (s —s1)(s — s2)

do =

1
T TG ) sy ATaBA—sE).

Es bestiitigt die auf einem anderen Weg entwickelte Relation (1.43).

3.3 Resolvente und Eigenrichtungen einer Matrix A

Ausgehend von der kanonischen Darstellung fiir die Resolvente von A

E i A—SlE i (A—SlE)(A—SQE)
s—s1 (s—s9)(s—s1) (s—81)(s—82)(s—s3)
+(A—SlE)(A—SQE)...(A—Sn_lE)

A(s)

R(A,s) =

werden analytische Ausdriicke fiir deren Eigenrichtungen ermittelt. Diese konnen manche
systemtechnische Betrachtungen vereinfachen. Zuniichst werden gewisse grundlegende math-
ematische Fakten wiederholt.

3.3.1 Grundlegende Fakten
Die Resolvente R(A, s) einer (n,n)-Matrix A ist durch

1 1 1
~qeE AT AE Y T A

R(A, s) := (sE — A)™* F(s) (3.21)

gegeben. Hierbei sind A(s) das charakteristische Polynom und A(s) das Minimalpolynom der
Matrix A. Die Adjunkte bzw. reduzierte Adjunkte der Matrix A wird mit F(s) bzw. F(s)
symbolisiert.

’Die Anwendung der Regel von de L Hospital bzw. die formale Berechnung bestiitigt dies. Der zweite
Differentialquotient lautet

dzp/CD\2 = 205 + 03 [()\—82) + ()\—83) +()\— 81)+()\— 82)+(/\—81)+()\—82)] .

An der Stelle A = s1 = s9 = s3 betriigt er 205. Damit ergibt sich aus der Forderung 26, = ZQTJ; R =
der Wert
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Das charakteristische Polynom A(s) lautet

K
A(s) :==det(sE — A) = H(s —s)™ mit dem Grad n = M; + My + ... + Mg .

i=1

Es besitzt i.A. K verschiedene Nullstellen $; mit der Vielfachheit M;. Das reduzierte charak-
teristische Polynom oder Minimalpolynom A(s) besitzt die Struktur

K
A(s) == H(s — 5;)" mit dem Grad m = pq + pig + ... + pg, sowiem <n und p; < M; .
i=1

Seine Nullstellen stimmen - abgesehen von ihrer Vielfachheit - mit jenen des charakteristischen
Polynoms A(s) iiberein.

Die Adjunkte oder adjungierte Matriz F(s) ist ein "monisches" Matrix-Polynom in der
komplexen Variablen s

F(s) = S"IE 4+ " %F, 5 + s"?F,_5 + ... + s'Fy .

Hierbei sind F; konstante (n, n)-Matrizen, die zBsp mit Hilfe des Leverrier-Algorithmus rekur-
siv berechnet werden kénnen. Man erkennt, dass die n? Elemente ;;(s) der Matrix (sE—A) ™!
gebrochen rationale Funktionen der komplexen Variablen s sind

(sE— A) = ﬁF@) _. ﬁ ()] = [an(s)] mit i k=1,..n .  (3.22)

Hierbei gilt fiir den Grad des Polynoms Iy (s): deg{I'i(s)} < n — 1. Das in Relation (3.22)
erscheinende Polynom I (s) wird durch Bildung der sogenannten algebraischen Komplemente
(auch Minoren genannt) der Matrix sE — A =: [dy] mit 4,k = 1,...,n ermittelt. Hierzu
bildet man die zu dem Element d;; gehorige (n — 1)-reihige Unterdeterminante. Diese ist
die Determinante einer Matrix, die durch Streichen der i-ten Reihe und der k-ten Spalte
von (sE — A) entsteht. AnschlieBend wird diese Unterdeterminante mit dem Faktor (—1)*
multipliziert. Dadurch ergibt sich das zugehérige algebraische Komplement D;x(s). Es entsteht
eine quadratische (n,n)-Matrix der Form

Div Dy Dy ... Dy,
D21 D22 D23 D2n
D= [Dzk] = D31 D32 D33 D3n

Dnl Dn2 Dn3 Dnn
Die eingefiihrten Groflen 'y (s) ergeben sich durch Transposition obiger Anordnung

Dy Dy Dz ... Dy
. Diy Dy D3zi ... Dy
F= [Ty :=D"=[Dy)] = | Dizs Doz Dsz .. Dy

Dln D2n D3n Dnn
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Das bedeutet: I'j(s) := Dg;(s) mit i,k =1,,,,n.

Wir betrachten nun die Elemente ay(s) der Matrix (sE — A)~! d.h. die Quotienten
Lik(s)/A(s). Natiirlich kann es vorkommen, dass ein Polynom I';(s) eine oder mehrere
gemeinsame Nullstellen s = s, mit A(s) aufweist. Dann kommt es bei der Quotientenbil-
dung zu einer Kiirzung der gemeinsamen Faktoren. Interessant ist der Fall, wenn alle n?
Polynome ' (s) dieselben gemeinsamen Nullstellen mit A(s) aufweisen! Angenommen, der
grofte gemeinsame Teiler (abgekiirzt gg'T) aller n? Polynome I';;(s) und A(s) sei das monische
Polynom ¢(s). Dann gilt’ A(s) =: ¢(s)A(s) und F(s) =: q(s)F(s). Nach Kiirzung der gemein-
samen Faktoren in allen Elementen 'y (s)/A(s) von (sE — A)~! besitzt die Resolvente die

reduzierte Form (sE — A)™! = ﬁf‘(s) mit deg {A(s)} =m <n und deg {F(s)} =m— 1.

Man nennt A~(s) das reduzierte charakteristische Polynom oder Minimalpolynom™ der Matrix
A, wihrend F(s) als reduzierte adjungierte Matriz oder reduzierte Adjunkte bezeichnet wird.
Aus der Definition (3.21) folgen unmittelbar die Beziehungen

A(s) - (sE—A)™t = F(s) (3.23)
bzw.
A(s) - (sE— A) T =F(s) . (3.24)
Nach Multiplikation von links mit (sE — A) ergeben sich aus (3.23) bzw. aus (3.24)
A(s)-E=(sE—A)-F(s), (3.25)
A(s)-E=(sE—A)-F(s) . (3.26)

Werten wir die Gleichungen (3.25) und (3.26) fiir s = s;, d.h. fiir die Eigenwerte s; der Matrix
A, aus, so erhalten wir - unter Beachtung von A(s;) = A(s;) =0 - die Gleichungen

(s;E—A)-F(s;) =0, (3.27)

Da die Matrizen (sE — A) und F(s) sowie (sE — A) und F(s) vertauschbar sind, gelten die
Beziehungen

F(s;) - (s;E—A)=0, (3.29)
F(s;) - (SE—A)=0 . (3.30)

Daraus ist Folgendes ersichtlich:

®Das bedeutet, dass A(s) durch g(s) ohne Rest teilbar ist. Dies ergibt sich unmittelbar mit Hilfe des
Entwicklungssatzes fiir Determinanten:
det(sE — A) = :det[di]
dinDj1 + dioDis + ... +dinDin (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
= dxD1g + dop Dok + ... + d1n D1, (Entwicklung nach der k-ten Spalte)

"Diese Definition ist dquivalent mit folgender Definition: Das Minimalpolynom 1)(s) einer Matrix A ist das
monische annullierende Polynom - d.h. das monische Polynom mit der Eigenschaft ¢/(A) = 0 - mit kleinstem
Grad.
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e Genau dann, wenn der Grad des Minimalpolynoms kleiner als der des charakteristischen
Polynoms ist, d.h. deg {A(s)} < deg {A(s)} gilt, ist die Adjunkte F(s) fiir zumindest

einen Eigenwert s; eine Nullmatrix® F(s;) = 0.

e Fiithren wir die Spaltenvektoren f, und f;, der Matrizen F(s;) und F(s;) ein, so erhalten
wir aus (3.27) bzw. aus (3.28)

(SZE—A)(fl f2 fn):0,

Daraus folgt: Jeder nichtverschwindende Vektor f, # 0 bzw. f, # 0 ist Rechts-
FEigenvektor zum Eigenwert s; der Matrix A.

e Fiihren wir die Zeilenvektoren B3} und Bf der Matrizen F(s;) und F(s;) ein, so erhalten
wir aus (3.29) bzw. aus (3.30)

T
1

g7

By | (sE-—A)=0

Das bedeutet: Jeder nichtverschwindende Vektor B # 0 bzw. Bz # 0 ist Links-
FEigenvektor zum Eigenwert s; der Matrix A.

Beispiel Wir betrachten die Matrix

S O O
S O N
SN OO
_ o O O

Das charakteristische Polynom ist ablesbar, da A eine Dreiecksform aufweist:

A(s) :=det(sE — A) = (s — 2)*(s — 1).

$Die reduzierte Adjunkte F(s;) ist per se verschieden von Null: F(s;) # 0.
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Daraus folgt fiir die Resolvente

-1

s—2 -1 0 0

O e —ﬁF(s)
0 0 0 s—1
(s —2)%(s—1) —(s—2)(s—1) 0 0
B 1 0 (s —2)%(s —1) 0 0
(s —2)3(s—1) 0 0 (s —2)%(s—1) 0
0 0 0 (s —2)3
Anhand der Adjunkte
(s — 2)(2)(3 —-1) z(s —2)22)((5 —11>) 8 8
Fs) = 0 0 (s —2)2%(s— 1)
0 0 0 (s—2)°

ist ersichtlich, dass (s — 2) der grofite gemeinsame Teiler der Polynome I'j(s) und A(s) ist.
Damit besitzt das Minimalpolynom A(s) den Grad 3:

A(s) = (s —2)*(s —1) mit deg {A(s)} =3 <4=deg{A(s)}.

Die reduzierte Adjunkte ergibt sich dann zu

(s—=2)(s—1) —(s—1) 0 0

= 0 (s —2)(s—1) 0 0

F(s) = 0 0 (s—2)(s—1) 0

0 0 0 (s —2)?
Hieraus folgt fiir den dreifachen Eigenwert s = 2 die Eigenrichtungs-Matrix
0 -1 00
~ 0 0 00
Fs=2=1¢ o 00 |

0 0 00

d.h. es existieren ein einziger (linear unabhiingiger) Rechts-Eigenvektor
f7:=(k 0 0 0) (k beliebig reell)
sowie ein einziger (linear unabhéngiger) Links-Eigenvektor
By=(k 00 0) (k beliebig reell).
Fiir den Eigenwert s = 1 ergibt sich die Eigenrichtungs-Matrix
0000

o O O

0 0
0 0
0 0

= o O
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mit einem einzigen linear unabhéngigen Rechts-Eigenvektor
7= (000 k) (k beliebig reell)
und einem einzigen linear unabhéngigen Links-Eigenvektor

Bl=(000 k) (k beliebig reell).

3.3.2 Analytischer Ausdruck der Eigenrichtungen von A

Zur Erinnerung: die Resolvente besitzt unter Benutzung des charakteristischen Polynoms
n

A(s) = [] (s — s,) die explizite Darstellung
pn=1

E A—SlE 4 (A—SlE) (A—82E>
s—s81 (s—s9)(s—s1) (s—s1)(s—s2)(s— s3)
4 (A—SlE)<A—SQE)...(A—Sn_lE)

R(A,s) =

A(s)
bzw. .-
N 1 1 A-s,E
R(A, s) = . o 3.31
A=y A A .31
i= p=1
Mit Hilfe der iiblichen Abkiirzungen
Lo
0, (s) = firi=1,2,... 3.32
=1l  fri=12..n, (3.32)
pn=1
P =][(A-sE)=(A-sE)-P; (i=12..n—1); mitP,=E (3.33)

k=1
lautet die Adjunkte

n

F(s) = A(s) - (SE— A) 7' =) A(s)@i(s) Pi -

i=1
Durch Einfiihren der Hilfsfunktionen d;(s) := A(s)@;(s) und Beachtung von (3.32)

n

n (2 1

di(s) = H(S‘S*‘)Hs_sf H (s —s,) firi=1,2..,n—1
p=1 p=1 p=i+1
sowie d,(s) = 1

erhalten wir fiir die Adjunkte die Darstellung F(s) = Z d;(s)-P;. Daraus ergibt sich fiir die
i=1

Matrix F(s;) der Eigenrichtungen zum Eigenwert s die explizite Darstellung
n—1

F(si) = [[(A-s.E) . (3.34)

pu=1
u#k
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Beispiel (LZI-System 3. Ordnung)

Die Systemmatrix A sei eine (3, 3)-Matrix mit den Eigenwerten s;, s; und s3. Die konstanten
(3,3)-Matrizen P; betragen:

Pl = E, P2 =A— 51E und P3 = (A - SQE)(A - SlE) .

Die Funktionen @,(s) ergeben sich zu

1 1 1

Pals) = s— 81 Pals) = (5 —82)(s — s1) und - §s(s) = (s —s3)(s —s2)(s — 1)

Damit lautet die Resolvente

RS = o B ey (A B (339

1
(5 —s3)(s — 82)(s — 51) (A= siE)(A - sE) .

Die zugehorige Adjunkte ergibt sich unmittelbar zu
F(s)=(s—s3)(s—52)-E+ (s—s3) - (A—5E) + (A —-sE)(A—sE). (3.36)
Zur Ermittlung von Links- bzw. Rechtseigenvektoren betrachten wir
F(s=s1) bzw. F(s=s3) bzw. F(s=s3).

Es geniigt, einen Ausdruck F(s = s;.), zBsp. F(s = s3), zu ermitteln. Aufgrund der beliebigen
Indizierung der Eigenwerte erhalten wir daraus die restlichen Ausdriicke. Es ergeben sich -
natiirlich in Ubereinstimmung mit (3.34) - nach einer einfachen Umrechnung

F(s3) = (s3—s3)(s3—82) E+ (s3—53) - (A—5E) + (A - 5E)(A-s5E)
= (A — SQE)(A - SlE) .

Daraus folgen die Eigenrichtungen zum Eigenwert ss:

F(sy) = (s2—53)(52 —52) - E+(s2 —53) - (A — 51E) + (A — 5:E)(A — 5, E)
= (A-s3E)(A—-s5E)

und die zum Eigenwert s;:

F(s1) = (s1—s3)(s1—52) E+ (51— 53)  (A—-sE) + (A—s5E)(A-sE)
= (A - SQE)(A - 83E).
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Beispiel

Die Systemmatrix sei in Dreieckstruktur

A:

S O N
O N =
W = O

gegeben. Deren charakteristisches Polynom ist damit ablesbar und lautet: det(sE — A) =
(s —2)%(s — 3). Die (willkiirliche) Indizierung der Eigenwerte sei: s; = s, = 2 und s3 = 3. Die
(3,3)-Matrizen P; lauten:

P, =
2 10 010
P,=A-ssE=( 021 ]-2E=(0 0 1
0 0 3 0 01
und
010 010 0 0 1
P;=(A—-sE)-P,=[ 0 0 1 001 ]=(001
0 01 0 01 0 0 1
Es ergibt sich fiir die Resolvente R(A, s) :
1 1 010 1 0 01
R(A, s) = E + —— 01 |+ 0 01
s—2 (s —2)2 1 (s —2)2(s—3) 00 1
Damit lautet die Adjunkte
010 0 01
F(s)=(s—=3)(s—2E+(s—3)[ 0 0 1 + 001
0 01 0 01
bzw. nach durchgefiithrter Zusammenfassung:
(s —3)(s—2) (s —3) 1
F(s) = 0 (s—3)(s—2) (s—2)
0 0 (s —2)?
Die Eigenrichtungsmatrizen lauten:
e fiir den Eigenwert s3 = 3
001
F(s=3) = 0 01
001
o fiir den zweifachen Eigenwert s; = so = 2
0 -1 1
F(s=2) = 0 0 O
0 0 O

Die Matrix besitzt zwei linear unabhéingige Eigenrichtungen.
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3.3.3 Strukturelle Anderungen der Ubertragungsfunktion G(s)

Wir betrachten ein n-dimensionales LZI-System mit der Beschreibung fl—’; = Ax+bu y=clx
und der Ubertragungsfunktion G(s) = ¢’ (sE — A)~'b = c' R(A, s)b.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen das Nennerpolynom der Uber-
tragungsfunktion einen kleineren Grad als die Systemordnung n besitzt. Solch ein Effekt hat
einen Verlust der Steuerbarkeit und/oder der Beobachtbarkeit zur Folge!

Die Ubertragungsfunktion lautet unter Benutzung der kanonischen Darstellung fiir die
Resolvente R(A, s)

s)=c") @,(s)Pib =Y ¢,s)c"P; b.
=1 =1

Unter Verwendung von (3.33) fir P; und (3.32) fiir ;(s) erhalten wir

G(s ):5_81 Tb+ZH

=2 p=1

i—1
c"[[(A-sE) b . (3.37)
k=1

s — su
Wir betrachten hierzu das n-te Element obiger Summe in (3.37)

1

uzl

n—1
<" [[(A=s,E)b

k=1

und fithren die Abkiirzung ¢

b=c' -F(s,)-b

ein. Wir stellen uns die Frage, wann 0 gleich Null wird: man erkennt aufgrund des Cayley-
Theorems und (3.34)

0 = H(A—skE):I:I(A—skE)-(A—snE)

= F(s,) (A—s,E) = (A—s,E) - F(s,),

dass der Vektor 17 := ¢’ - F(s,) ein Links-Eigenvektor, wihrend der Vektor r := F(s,) - b
ein Rechts-Figenvektor der Matrix A zum FEigenwert s, ist! Das bedeutet: falls ein Links-
Eigenvektor der Matrix A senkrecht auf b steht 17b =0, d.h. das System ist nicht steuerbar,
und/oder falls ein Rechts-Eigenvektor der Matrix A senkrecht auf ¢ steht ¢’r =0, d.h. das
System ist nicht beobachtbar, zwangsliufig eine Reduktion des Grades der Ubertragungsfunk-
tion erfolgt.

Man erkennt, dass der Grad des Nennerpolynoms von G/(s) kleiner ist als die Systemord-
nung n, wenn

e ¢! ein Links-Eigenvektor von A und/oder
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e b ein Rechts-Eigenvektor von A ist und/oder

i1
e das Produkt ] (A—s;E) verschwindet®.
k=1

Damit ist das System entweder nicht steuerbar und/oder nicht beobachtbar.

9Das bedeutet, dass das Minimalpolynom der (n,n)-Matrix A den Grad m mit m < n hat.
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