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




x1(t)
   

xn(t)




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




u1(t)
   

up(t)




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


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y1(t)
   

yq(t)






�
������G �"4�� ��� ��	���
4�
������ 3
�	��"��� f1, . . . , fn ��4 g1, . . . , gq �
 ��� !�	�"
��

f(x,u) :=






f1(x,u)
   

fn(x,u)




 , g(x,u) :=






g1(x,u)
   

gq(x,u)




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dx

dt
= f(x,u), �# +�

y = g(x,u), �# -�

4"��� ��
 ��� 9�������
�����

x0 := x(t0) =






x1(t0)
   

xn(t0)




 �# 2�

���� 
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u1

u2

y

u y
K ∫u y

y0

u y

y0

1
s

y(t) = u1(t)− u2(t) y(t) = Ku(t) y(t) = y0 +
� t
0
u(τ )dτ

$�
��1
����	�	 9�������
u1 y

u2
*

u1 y

u2

f(.)

y(t) = u1(t) � u2(t) y(t) = f(u1, u2)
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x(t) = x0 +

� t

0

f (x(τ),u(τ )) dτ. �# 6�
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��� ��� ��� :����
���"� �������4���� �
� f (x(τ),u(τ )) ���
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 �/���� �# +�G �# -�

��� �.�
���� x(t) ��
 �/����������
���� �# +� �,���� "*����������� �"� 9�������
����� x0

�� �"� !�
��
� ��
 (��������
.��� u (τ) �� :���
���� t0 ≤ τ ≤ t �� ����� 9��,����	���
4�
� �� 3"������� �

��

x(t) = Γ

	
x0
u (τ) , t0 ≤ τ ≤ t
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� x = Γ

	
x0
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��
�� �
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��F ����� �
�"�"��� �/����� "��� 4����
� �����H
��
�� �"� �
��� 
��� �/���� ��� E���� ������ ���
������F ��� �����
���
�� �"� �
�"�"��� �/������ �
����
���� 
���
 ��
 9������ �"� u(t) = 0 �
� �# +� �


dx

dt
= f(x,0)/ � � x = Γ

	
x0
0



�# '�

��� 1
��������
������ 	.���� ��� ;""
������� ����� n>�������"����� ;""
��������/�����G
��� �" ���������� )�������	��� ����
�
����
� 4�
��� :� 3���� n = 2 ��
���� ��� �"�
��
 )��������%��� ��� ;

��G ��� ���� �.�
�� x(t) �� 1
������
�
� �����
����G 4���
��
 1�����
�����
 t ��
���
�G 4�
�  �����	�� "��
 �	�?����	�� ������� ��
 8����
�������
�"� �
�J�	�"
��� ��
 4�������� 1����� t 4�
� ��� ��
 �
��������� ��
�����
�� �

�� ������
��	����������� :� ���� # + ��� �7�����
���� ���� �
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����
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��
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������
�
� ��
��������G ��
 9�������
����� ��� �

�� x0 ��	����������� 

#;* ,����	����

(�� �/���� �# +� ����� 
����	G 4��� �� ��������� �����
 9�������
��,��� x0 
�� �����
 (��>
������
.��� u ��� '�1�	1��������1	����1 ������ ��� ����
���G ���� ��� �
 ����������
9�������
��,���� 
�� (��������
.��� ���.
���� �.�
���� �# 0� ��
 ��������� ;"�������� α
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x2

x3

x(t)

x0

���� # +I �
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�� �� �
���������"����� 1
������
�
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�� β ��� �"������� ������
���� �������I

��� Γ

	
x0
u



= Γ

	
x0
0



+ Γ

	
0

u




���� Γ

	
αx0,1 + β x0,2

0



= αΓ

	
x0,1
0



+ β Γ

	
x0,2
0




����� Γ

	
0

αu1 + β u2



= αΓ

	
0

u1



+ β Γ

	
0

u2
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x
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x
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0
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αx1 + βx2
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+β Υ

	
x2
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���� Υ
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αu1 + βu2



=αΥ

	
0
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+βΥ

	
0
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���� �# $� 
�� L "��
 �# ##� ����� ������G ����� ��� �����
���
��	 

� )������ ��� ��� �
�"�"�� �/����

dx

dt
= −x, x(0) =: x0.

(� �"�� 
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�
��� 4�
���G "� ��� �/���� �����
 ��� �� �
� ��� �/���� 	���� (�������>
�
.�� 4�
	�G �
�� ��������� ������
�� �# $G��� ���
�
��� 4�
��� ��� �.�
�� ��
 ��*�
������>
������
�� ��
���

x(t) = e−t x0.
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�
� ��� �
���������G ���� ��� �����
��,��������
�� �
����� ��� 

� )������ ��� ��� �/����

dx

dt
= x− u, x(0) =: x0

y = x2
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����� ��� ������
�� �# ##� �����G ��� �/���� ��� �"��� ����������
 

(��� �
"�� ;����� �"� �/�����"������G ��� ��� ������
���� �# $� 
�� �# ##� �������G �������
��� 3"
�

dx

dt
= Ax+Bu, �# #%�

y = Cx+Du,

4"��� A, B, C 
�� D 	"������� <��
���� ��������
 �������"��� ���� �/����� ��
 3"
�
�# #%� 
��
,������
�� ���� 4������� ;����� �"� 
����	��/ ��������	������ '&������G ���
"�� �
�� ,)��'&����� ������� 4�
��� 3�
 ��� �/���� ��
 A
��
�� n ��� ��� '&����>
"��
 6&��������	�@ A ���� n× n <��
�7-G ��� 8����������	�@ B ��� ���� n× p <��
�7G
4"��� p ��� 1��� ��
 (��������
.��� ��� B���
 ��
 9������ �"� q 9
�������
.��� ��� ���
�����������	�@ C ���� q × n <��
�7 
�� ��� 6�	���	�!����	�@ D ��� ��� �������"�
q × p :� 3���� ����� (���
.����/�����G � � ��
 p = q = 1 ��
��� ��� �/���������
���
��

dx

dt
= Ax+ bu, �# #+�

y = cTx+du.
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������ 1
�������"����� ��
 3"
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• ��� �/����� ���� �
� �������������
 ����� E�
������FG � � ��� (7������ 
�� (��>
��
���	��� ��
 �.�
���� ���� �������
�

• ����� 
���� �/����� 	.���� ���
������� ����
 �

�� �/����� �����
 3"
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�����
4�
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��G ��� ��
 ����� �/����	����� �������������
� ����

9
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��F <���"��� �
��
�� 

#;*;# ,����	����	��� �����
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�� �"� �/������ �
� ����������
� <"�����
��
 3"
�

dx

dt
= f(x, u), �# #-�

y = g(x, u). �# #2�

(��� ������������ :��� ������� ��
��G ��� !�
������ ��� ����������
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�7�� ��4,�
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u(t) = uR = 	"��� , x(t) = xR = 	"��� ⇒ y(t) = yR = 	"��� 

��� �/���� ��K���� ���� ���" �� ����� E)�������4������
�����FG ��
 �
��
���
��� �������
4�
� ��� 	"�������� �/�����
.��� ������ ��� �
� �# #-� 
��
����
����� ������
����

0 = f(xR, uR) �# #6�
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yR = g(xR, uR). �# #0�
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x = xR +∆x, u = uR +∆u, �# #'�
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d∆x

dt
= f(xR +∆x, uR +∆u).
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f(xR +∆x, uR +∆u) = f(xR, uR) +
∂f

∂x
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∆x+
∂f

∂u
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
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∂�

∂f�
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


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
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
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∂x�

∂f�
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. . . ∂f�
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∂f�
∂x�

. . . ∂f�
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∂fn
∂x�

. . . ∂fn
∂xn




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∂u
=




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y = g(xR +∆x, uR +∆u) = g(xR, uR) +
∂g

∂x

����
�R,uR

∆x+
∂g

∂u

����
�R,uR

∆u+ � � A G

���� !�
�����,����
�� �"� ��
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2������� ���� ��� �
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A =
∂f

∂x
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�R,uR

, b =
∂f

∂u
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�R,uR

, cT =
∂g

∂x
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�R,uR


�� d =
∂g

∂u
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�R,uR
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dt
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x2

−g

l
sin x1 −

k
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�

=

�
f1(x1, x2)
f2(x1, x2)
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x2,R = 0 
�� sin x1,R = 0
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x1,R = ±2iπ, i = 0, 1, 2, . . .

��K���� ���� ��� ������ �� ��
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������G 4,�
���

x1,R = ±(2i+ 1)π, i = 0, 1, 2, . . .
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�
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∂x
=






∂f�
∂x�

∂f�
∂x�

∂f�
∂x�

∂f�
∂x�




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�
0 1

−g

l
cos x1 − k
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�

,
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0 1
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cosx1 − k
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dt

=

�
0 1
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����
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�������� 9�� 9�������
����	
���� 4

�� x1,0 = 0.35 
�� �N%&◦) ��4 x1,0 = 1.05 
��
�N6&◦) ��4,���G ��� ������ ��K���� ���� �
� 1����
�	� t = 0 �� ����������G � � x2,0 = 0

�� �−1 

� )������ ��� ��� ������������� <"����

dx

dt
= −(x− 2)2 + 9u2, y = x2 + u

����� �/����� ��� ��
 (��������
.�� uG ��
 9
�������
.�� y 
�� ��
 1
�������
.�� x. 8
��>
����� ������ ��� ������
�� (xR − 2)2 = 9u2R �
������ 3�
 ����� �"
��������� D�
� uR = 1
�
����� ���� �"��� ��� ������ 8
�������

xR,1 = 5 
�� xR,2 = −1.

��� �
���.
���� 9
�������
.��� ������ ��� D�
�� yR,1 = 26 ��4 yR,2 = 2 �� <�� f(x, u) =
−(x− 2)2 + 9u2 
�� g(x, u) = x2 + u �"��� 
���������


∂f

∂x
= −2x+ 4,

∂f

∂u
= 18u,

∂g

∂x
= 2x,

∂g

∂u
= 1.

3�
 ��� �4���	�
���� ��4,����� �
��� 8
������ �"��� �"��� ��� �����
����
�� �/���������
���
��

d∆x

dt
= −6∆x+ 18∆uG ∆y = 10∆x+∆u.
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xk+1 = Adxk + bduk, �# %%�
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���C
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�� ��
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�� D���
����� R2 

u x2

i

x1

R1

L

R2

C

iC

y

���� # 0I (��	�
������ @���4�
	 ��� �4�� (��
����������
�

9�� 1
��������
������ 4�
��� > 4�� "��� �
�,
��
� > ��
 ��
"� x1 
�� ��� �����
�� x2 ��4,��� 
A*����������� ���� ����

x2 = L
dx1
dt

+R2x1,

� � ��� �
��� 1
��������*�
������������
�� ��
���

dx1
dt

= −R2

L
x1 +

1

L
x2.

D����
� ����
u = R1i+ x2,

4"��� ���� ��
 ��
"� i ���,�

i = iC + x1 = C
dx2
dt

+ x1

0������� ���� ��� ��
������ ��/��	�
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���� 8"��
� ;�
���"* �#'%- > #''0�
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u = R1C
dx2
dt

+R1x1 + x2,


�� ��
 ��� �4���� ��*�
������������
�� ����

dx2
dt

= − 1

C
x1 −

1

R1C
x2 +

1

R1C
u.
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y = R2 x1
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dx1
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= −R2

L
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L
x2,

dx2
dt

= − 1

C
x1 −

1

R1C
x2 +

1
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y = R2 x1.
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dy

dt
= v, m

dv

dt
= −cy − !mg ���� v + F

4"��� v ��� )����4�����	��� ��� ;.
��
� ��� 
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��������
���
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,������
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�
��� �
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x1 = y 
�� x2 = v
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dx1
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= x2,

dx2
dt

= − c

m
x1 − !g ����x2 +

1

m
u,

y = x1.
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dϕ

dt
= ω, ml2

dω

dt
= −mgl sinϕ− kω ��� k ≥ 0,
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dx1
dt

= x2,
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dt
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y = x1.
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dx1
dt

= ax1 − bx1x2,

dx2
dt

= −cx2 + dx1x2
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 ��� �������� 9������4�
�� ��
 !�
��
�
��
 �
�J�	�"
�� �� ��
 1
����������� ������������� <�� �
	����G ���� ���� ���� ������"�����
�
�J�	�"
�� �
���� ��� ����
���G ���� x1 
�� x2 ��
�"������ 3
�	��"��� ��
 1��� ���� 
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������ ��� �/����� ������������� ��� ��� �

��
x1,R(t) = x1(0) =	"��� 
�� x2,R(t) = x2(0) =	"��� ���
�	��
����
� ��� ����
���G ���� ����
��� ������ �"�
����"��� �� ����� )�������4���� ��K���� �����
 ��������� 1
����� �
���� ����
�
� ��� �����
������� )�����
����

dx1,R
dt

= 0 = ax1,R − bx1,R x2,R 
��
dx2,R
dt

= 0 = −cx2,R + dx1,R x2,R.

��� 8
������ x1,R = x2,R = 0 ������ ���
 ��� E�
������� 3���F ��
G ��
 ��� �
�	����� 
��������
8
������ �
���� ����

x1,R =
c

d
, x2,R =

a

b
.
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��	 <"���� 4�
� ���� )������"�
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�� 
���
����������� ;������ ���������� 
��� �
��� ;����� E�F �N�
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������ ���
��� 
�� ��K���
��
�G ���" �����>���
��G ��
>
�"��� ��� �4���� ;����� E:F �N����������� 
������ ����	��.�� ��
�"��� 
�� ��� �
���� ;�����
E8F �N
��"����� 4�
� �

�� ��
�"��� ��������G ��� ����� ����
 (
	
��	
��� ��
�
���� ���
�
����G 4�� �� �
� �������� ��� ;����
	
��	������ 4�� <���
� ��
 3��� ��� ��� E9�����F ��

:������
�� �� E�F 4�
� ��� x1 ����������G �
 E:F ���.
�� x2 
�� �
 E8F ���.
�� x3 ��
�"��� 
(� 4�
� �"
�
��������G ���� ��� )������"�
����"� 	"������ ���G � � 

x1(t) + x2(t) + x3(t) = N = 	"������ 
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�� (������� ��
 ;����� E�F �

�� 9�����	
�� �
 (�������� ��
 ;����� E:F 4�
��� 
�� ����
)��
��
�� ����������� �

 ;����� E8F ���.
��G ��
���� ��� �
�� �"� �:8><"���� (� �������
�
� ��� �
�� ��	"������� ��4.�������� ��*�
������������
����

dx1
dt

= −ax1x2,

dx2
dt

= ax1x2 − bx2,

dx3
dt

= bx2.

��� �"������ ;"������� a 4�
� :���	��"��
��� �������G ��� �"������ ;"������� b ��� ���
:��
�����

���
��� <�� �������G ���� ���� �� "����� �������������� <"���� ��� ��������
4���
��������G ���� ��� )������"�
����"� 	"������ ���G ���� �� ����

dx1
dt

+
dx2
dt

+
dx3
dt

= 0.
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�"� ��� 9������4�
��� x1(0) + x2(0) + x3(0) = N ��� 1��� ��
 :�K���
���G ���" x2, �
�����G
� � 

dx2
dt

����
t=0

> 0,

�" ��
���� ��� �"� 9
��

�� ����
 (������� ���� ��� "*����������� ���� ��
 3���G 4��� x1(0)
�
.��
 ��� ��
 ���4���4�
�

ρ :=
b

a
��� :� ���� # #+ ���� ��� !�
�,
�� ��
 �"�
����"���
.��� ��
��������G 4"��� ��
 ��� )�����>
�"�
����"� N = 1000 ����G ��� :���	��"��
��� a ���
,�� 0.002G ��� :��
�����

���
��� b ��� 2 
D�� ��� ������ ���
�
���� 	���G �
���� ��
 x1(0) = 800 
�� x2(0) = 200 	���� (������� �
� 
:� )�������� ���
 �
���� ��
 N = 1000, a = 0.004, b = 0.4 
�� x1(0) = 999, x2(0) = 1 ����
(������� �
�G 4�� �
�� �
� ���� # #- ��
�"
���� 
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����
�� ����� ���	�
������� ������� �� ���� 
� ����� ������	
���� �
"���� ��>
�������� ��� ��� xk ��� ���	�
������ �� <"��� k 
�� ��� 	"�������� 1������� ��� a ���
Q�G �" �

������ ���� > 
���
 9������ ����
 �"��������� !�
����
�� > ��� 1����� ��
 ������
<"��� �
 a xk 1���� ��� �� <"��� k �
�,������ �"�� ����� ���
�� uk ���G �" ���
,�� ���
)
������ �� �,������ <"���

xk+1 = xk + a xk + uk = (1 + a) xk + uk.

9
������� �"� ����
 (
��������� x0 	��� ��� ���
 "���� ��*�
�����������
�� ��� ;������ ��
��� �����"������� =��
�� �
������� (� ����

x1 = (1 + a) x0 + u0,

x2 = (1 + a) x1 + u1 = (1 + a)2 x0 + (1 + a)u0 + u1,
   

xk = (1 + a) xk−1 + uk−1 = (1 + a)k x0 +
k−1�

i=0

(1 + a)k−1−i ui.

����%��/ E����	��� ��� 0	����������
���

������ <"���� �����
���� �
� ��
��������� D���� ��� �/�������� :���
�	��"� �4������ 9���>
�"� 
�� @����
��� ����
 ���������� D�
�G 4�� � � <��� <�� x1,k 4�
� ��� E<����F ��

�
� 1����
�	� t = kTd �
� !�
	�
� ��
�����
�� D�
� ����������G ��
 ��"
����
�� �
��� �
"
(������ ���
,�� uk ��� ��
��������
�� ��
 D�
� �9���
G (
���     � ����� ��� 1��������� Td
�� 9���

�� (�� �"��
 �
��� uk ��� ��� �
�.���� 9����"� �
� 1����
�	� t = �k + 1)Td �


3"��� ���
��,
	��
 <�������
 ��� �"��� <����
������G � � 

x1,k+1 = b+ auk,

4"��� a 
�� b ������������� ;"�������� ���� B���	��
� 4�
� ���� ��� @����
��� x2,k �����>
�,
K� �
� �
��� uk ��
������G � � ��� �"��
 �
��� ��� ���� 	����� @����
��� �

 3"��� 
��

���	��
� �����
 �������� 4�
� �

�� ��� 8�����"�

x2,k = c− duk

8����
�� ���
����G 4"��� c 
�� d 	"������� ��
�����
 ���� ��� ��������� (��4��	�
�� ���
�
�����G � � ��
 5��
���� �"� uk 
�� uk+1G �
�� �"4"�� ;,
��
> ��� �
�� !�
	,
��
����
�����
��
��	��������� (��� �����"��� ��
������ �

 )������
�� ��� �
����� ������� �
� ��
��G ���
)�������4�����������
��

x1,k+1 = x2,k+1

�
 �
������ ��� ����
���G ���� �
� 1����
�	� t = �k + 1)Td ��� 9����"� ��� ��
 @����
���
���
���������G � � �� ����

b+ auk = c− duk+1.
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uk+1 = −
a

d
uk +

c− b

d
.
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dx

dt
= Ax+ bu �% #�

y = cTx+ d u �% %�

��� ��� 9�������
�����
x0 := x(t0 = 0)

����/���
� <�� x 4�
� ��
 n>�������"���� 1
��������	�"
 ����������G u ��� ��� (��������
.��

�� y ��� 9
�������
.�� ��� �/����� ��� 1�������
���� �"� �% #� ��������
�G ���� ��� �/����>
���
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 �

���
�* d 	"������� )
.���
��������
 �������"��� ���� 

+;+ ,<���� ��	 '&�����
���������

�� �� ���� ��� ��� 1
������������
���� �% #� 
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����"
����"� ���������� 4�
��� D����� ��� �9 $�
�
� �% #� ��G �" �
�,�� ���

s
x(s)− x0 = A
x(s) + b #u(s),

4"���

x(s) = L{x(t)} 
�� #u(s) = L{u(t)} .

��
�
� �
���� ���� 
���������


(sE−A) 
x(s) = x0 + b #u(s),

4"��� E ��� n× n > (����������
�7 
��
,������
� @��� ����
 <
������	���"� ��� (sE−A)−1

�"� ���	� K���� ���


x(s) = (sE−A)−1 x0 + (sE−A)−1 b #u(s). �% +�

++
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��K���
� ��� ��� n× n > <��
�7


φ(s) := (sE−A)−1 � � φ(t) = L−1
�
(sE−A)−1

�
, �% -�

�" ���� > ���� 9�4���
�� ��� 3���
��������� �9 '� > ��
 ��� �.�
��

x(t) = φ(t)x0 +

� t

0

φ(t− τ )bu(τ) dτ . �% 2�

��
 �.�
�����	�"
 x(t) 
��
,������
� ��� ��������� !�
������ ��� �/����� �% #� ��� 8��	��"�
�
� ����� 9������4�
� x0 
�� ��� (��������
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������ �% 2� 	��� �� �4��
�������� 9������ ��
���� 4�
��� ��
 �
��� 9����� 
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��
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����� x0G ��� ��
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 �	���� ,<���� xfrei(t) :� )��������
���
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 �4���� 9����� �

�� ��� !�
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� ��
 (��������
.�� u(τ ) �� :���
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���
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#y(s) = cT (sE−A)−1 x0 +
�
cT (sE−A)−1 b+ d

�
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��4 
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4���
�� �"� �% 2� �� 1�����
����

y(t) = cTφ(t)x0 +

� t

0

cTφ(t− τ )bu(τ) dτ + d u(t). �% '�
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����
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� @��� �% 2� ���� 
���
 ������ B���,����

x(t) =

� t

0

φ(t− τ )bu(τ) dτ . �% #%�

� )������ ��� ��� ������������� <"����

dx

dt
= −x+ u
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��
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 ��� �
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x(t) =

� t

0

e−(t−τ) � 1 � u(τ ) dτ = e−t
� t

0

eτ u(τ ) dτ .
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��G � � u(t) = σ(t)G �" ����

x(t) = 1− e−t.
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#y(s) =
�
cT (sE−A)−1 b+ d

�
#u(s). �% #+�
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G(s) :=
#y(s)

#u(s)
= cT (sE−A)−1 b+ d �% #-�

��� ��� �" ��������5%�	�	�������������� ��� �/����� ��� �����
���� ��� 5��
�
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�����
>
������ ����� �����
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� )������ ��� ��� 1
�������"����

dx

dt
=

�
1 2
3 4



x+

�
1
2



u, y =

�
0 1

�
x+ 2u.
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�
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�	��"� G(s) ��� �/����� ���� ����

G(s) =
#y(s)

#u(s)
=
�
0 1

� � s− 1 −2
−3 s− 4


−1 �
1
2



+ 2 =

2s2 − 8s− 3

s2 − 5s− 2
.
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dx
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= ax ��� x0 := x(t = 0),
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4"��� a ���� 
����� ;"������� ��� ��� �.�
�� x(t) 	��� ��� �% ##� ��
������ 4�
���G 4"���

φ(t) = L−1
�
(s− a)−1

�
= L−1

�
1

s− a

�
= eat.

��
�
� �"���
x(t) = eat x0.
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φ(0) = 1,
dφ(t)

dt
= aφ(t), φ−1(t) = φ(−t) 
�� φ(t1 + t2) = φ(t1)φ(t2) �% #2�
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φ(t) = eat = 1 + at+ a2
t2

2!
+ a3

t3
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∞�

i=0

ai
ti

i!
�% #6�
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� �
� �������G ���� ��� �� "����� �������� �������
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φ(0) = E. �% #0�

����� ��� �% ##� �� �% #&� ���G �" K���� ���

dx

dt
=

dφ

dt
x0 = Ax = Aφ(t)x0,
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dφ

dt
= Aφ(t) �% #'�

�������� �,��� D�� �� ���� % # ������
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t = t1 
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φ(t1 + t2) = φ(t2)φ(t1) = φ(t1)φ(t2) �% #$�

�
���� :� ���������� 
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����
� ��
 t2 = −t1 ��
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�

φ−1(t) = φ(−t), �% %&�
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ΦΦΦΦ(t1+t2)

���� % #I ����
�
�� ��
 �
������"�����
�7

� � ��� �
������"�����
�7 ��� ��
 �������� D�
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φ(t) = E+At+A2 t
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+A3 t
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∞�

i=0

Ai t
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�� ��
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������� ���������� ��� ��� a1, . . . , an ��� ������� ��
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A =
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a1 a2 . . . an
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 ���
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xR =
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x1,R . . . xn,R

�T
,

�" 	��� �% %6� �"������
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− (a1x1,R + a2x2,R + . . .+ anxn,R) = buR
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	"�������"� ��
 ���������	�"
�� �"� A ��
�������� 4�
��� 	��� 
:�� ��� ��
 3���G �" ���� �� ���������� ���� 8
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 �
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= Ax ��� x0 := x(t = 0) �% %0�

���
������ ��� �/���� �% %0� 4�
� ��&�1������� ���%�
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φ(s) = (sE−A)−1 =
1

det (sE−A)
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�������� �"�/�"� ��
 �/����	���
�7 ��� �/�����

dx

dt
=

�
0 1

−2 −3



x �% +#�

��
���
∆(s) = s2 + 3s+ 2,



���� ������������	 ���������� -+

1x

2x

���� % %I �
�J�	�"
��� �
 �% +&� > ��� ��
���� �� ������ 1
���������� �"� ����� ������������
�������
�	�

2x

1x

���� % +I �
�J�	�"
��� �
 �% +#� > ��� ��
���� �� ������ 1
���������� �
�� �"� �����
�������� ;�"���



-- 
����	� �� ���	�
	 ����	�	 �� ��������
���

� � ��
 ��� (����4�
�� ����

s1 = −1 
�� s2 = −2.
��� ����
���G ���� ��� �/���� ��/���"����� ������ ��� ���� 4�
� �

�� ��� �� ���� % +
��
���������� �
�J�	�"
��� ����,���� 



:�1���
 *

)��������	�����	��������

*;# 8�����	���

D�� ��
���� �
4,��� 4

��G ��� ��� D��� ��
 1
��������
������ �
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�� ����� �/>
��������� �/����� ����� �����
���G � � ��
 ��� 
�� �������� �/���� ���� �� �����	��� 
��	�

1
�����������
���
���� ��
 5��
���� �
 E����������F 1
��������
������ 	��� ����� 9
�>
����������
���� �
������� ��
��������� 

��� ����
 
����	�� )��������	�����	������ ���� ��
 

��
�������� 1
��������	�"
 x 
��
��
 �
����"
���
�� 1
��������	�"
 z ���
 ��� ������
�� 8�����"�

x = Tz ��4 z = T−1 x �+ #�

��
	�����G 4"��� ��� 	"������� n×n <��
�7 T ��� �" �������� �	�����	����������	�@ ��� 
����� ��� �
����"
����"� 
�	��
��
 �����
��� ���G �
�� T 
��
�,
 ����G ��� ��
���� �������
�
�� �"� ����
 	���
�	�� )��������	�����	������ <�� �������G ���� ��� �
����"
����"�
�+ #� ����� D������ ��
 �������	�"
�� ��� n>�������"����� 1
������
�
��� �����
����G ��
������� ���� ��� �+ #� ���" 
� ���� �����
� ;""
��������
����"
����"� 

��� 9�4���
�� ��
 �
����"
����"���"
���
��� �+ #� �
� �% #� ��4 �% %� �����
� �
�,����

T
dz

dt
= ATz+ bu, y = cTTz+ d u


�� �� 4����
�
 3"��� �<
������	���"� ��� T−1 �"� ���	��

dz

dt
= T−1ATz+T−�bu = Ã z+ b̃u, �+ %�

y = cTT z+ d u = c̃T z+ d u.

��� �
����"
���
�� �/���� ����� �"��� �� ��
 �������� 3"
� 4�� ��� A
�������/���� �% #� �"
G
4"��� ����

Ã = T−1AT, b̃ = T−�b 
�� c̃T = cTT, �+ +�

-2
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z�

T-1AT

T-1b
u

cTT
y

z0=T-1x0

d

���� + #I ��

	�

���� ��� �
����"���
��� �/����� �+ %�

��
 �

���
�*���
� d ������ �

�� ��� �
����"
����"� 
���
,���
� ��� �
���.
��� ��

	�

>
���� ��� �� ���� + # ��
�������� 
(� ����� ����G ���� ������ 4���������� �/����������������� �����
���� �"� ��
 D��� ��
 1
>
��������
������ ���� <�� ����� �"���� (������������ ����	���� ��������� ����
 
��
�,
��
1
�������
����"
����"� ����� (
	������� ��� ����� ���

�������G 4��� ��� �����	�G ����
��� �
����"
���
�� �/���� �+ %� ��"� ���� ����
������ �����
���
�� ��� 

��
��������� �/�����
�% #�G �% %� ��
������ 
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3�
 ��� 5��
�
��
����
�	��"� ��� A
�������/����� ���� ���,� �% #-�

G(s) = cT (sE−A)−1 b+ d.

D�
� �
� ���� 
��
�,
� 1
�������
����"
����"� ��
 3"
� x = Tz �

�������
�G �" ���� ��

��� 5��
�
��
����
�	��"� ��� �
����"
���
��� �/����� ����"�

G̃(s) = c̃T
'
sE− Ã

(−1
b̃+ d

(3.3)
= cTT

!
sE−T−1AT

"−1
T−1b+ d.

B���
 9
��
��
�� ��
 8�����"�

(VW)−1 = W−1V−1

��
 �4�� ��������� 
��
�,
� n× n <��
���� V 
�� W 	��� ��
 G̃(s) �
�� �����
����� 4�
���I

G̃(s) = cT
�!

sE−T−1AT
"
T−1

�−1
T−1b+ d = cT

�
T−1 (sE−A)

�−1
T−1b+ d =

= cT (sE−A)−1TT−1b+ d = cT (sE−A)−1 b+ d = G(s).

A*����������� ,���
� ���� ���" �

�� ���� 
��
�,
� 1
�������
����"
����"� ��� 5��
�
��
���>
�
�	��"� ����� 
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�� ��� ���� ��
 n (����4�
��
si ��
 �/�������
�7 A ���
,�� ��� (����4�
�� ���� ��� @
��������� ��� ���
�	��
���������
�"�/�"��

∆(s) = det(sE−A).

3�
 ��� ���
�	��
�������� �"�/�"� ��
 <��
�7 Ã ���� ����"�

∆̃(s) = det(sE− Ã).

B���
 9�4���
�� �"� �+ +� ���� 4����


∆̃(s) = det(sE−T−1AT). �+ -�

�� ��
 ��� ����
������� ��� �
"�
	��� �4���
 n× n <��
���� V 
�� W ����


det(VW) = det(V) det(W) �+ 2�

����G 	��� �+ -� �"������
����� 
����"
�� 4�
���I

∆̃(s) = det
�
T−1(sE−A)T

�
= detT−1 det(sE−A) detT.

9
� �+ 2� �"��� 
���������


det(E) = det(T−1T) = det(T−1) det(T) = 1,

� � �� ����
∆̃(s) = det(sE−A) = ∆(s). �+ 6�

��� �
����"
���
�� �/����	���
�7 Ã ������� ���" ��� ������� ���
�	��
�������� �"�/�"� 4��
��� <��
�7 A ��� ����
���G ���� ��� (����4�
�� ��� �
����"
���
��� �/����� ��������� ���
��� (����4�
��� ��� A
�������/����� ���� (
4�
�
������,� ,���
� ���� �

�� ���� �����
�
1
�������
����"
����"� ��
 ��������,�����
�	��
 ����� �/����� �"��� ����� 

*;+ �	�����	������ ��� 6������
��	�

��� ��
 �
����"
����"� �� ��� �" ��������6������
��	� 4�
� ��� 1��� ��
�"���G ��� A
������>
�/���� �� ��� �/���� �"� n ���	"������� ��*�
������������
���� 
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4������ ��� ��>
��
���G ���� �� J���
 ��*�
������������
�� �

 ���
 ���� 1
�������
.�� �"
	"��� �����
1
��������
����� 4�
� �

 �"� ��
 (��������
.�� uG ����� J��"�� �"� ����
�� 1
��������
�>
����� �����H
��� ��� (��	"���
�� 4���� �
�������� !"
���� ��������
 ��
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���������
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	�

 ��� A
�������/����� �
� �" 	��� ��� J��� ��
 n ��*�
������������
���� �
���

A
��
�� "��� 8��	����� �
� ��� ����
�� ��*�
������������
���� �.��� ����� �������� 	���
���������4���� ��� ��
 ��
����
�� ��
 �
������"�����
�7 ��� A
�������/����� �"
�������� �
�>
������� 4�
��� 
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� )������ ��� ��� ������������� <"����

dx

dt
=

�
−46 36
−60 47



x+

�
7
9



u,

y =
�
−22 17

�
x

����� �/����� ��� ��
 (��������
.�� u 
�� ��
 9
�������
.�� y @��� 9�4���
�� ����

1
�������
����"
����"� ��
 3"
� �+ #� ���

T =

�
3 4
4 5



��4 T−1 =

�
−5 4
4 −3




�
���� ���� ��� �
����"
���
�� �/����

dz

dt
=

�
2 0
0 −1



z+

�
1
1



u,

y =
�
2 −3

�
z.
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��� �+ #�G
��� ��� �/���� �% #� �� ��� ����"����"
� ���
���
� )��,� �+ +� �
�� ��� 8�����"�

Ã = T−1AT = Λ �+ 0�

������G 4"��� Λ ���� ����"������
�7 ��� �� ��� (����4�
�� ��
 �/����	���
���� �"� 

>
��
��������� 
�� �
����"
���
��� �/���� ��������� ����G �����
����� ��� ����"�����������
�"� Λ ��� (����4�
��� si �"� AG � � 

Λ :=






s1
s2

   
sn





= ���� (si) .

<
���������
� ��� �+ 0� �"� ���	� ��� T, �" �
�,�� ��� �
���
 ��
��	�������
�� �"� T−1T = E�

AT = TΛ. �+ '�

(� �
4���� ���� ��� �����"��G ��� �
����"
����"�����
�7 T �

�� ��
� ������� ��
�
�������G � � 

T =
�
t1 t2 . . . tn

�
.
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������ ��� ����������
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����� ��� ����� ��
�����
�� �"� T �� �+ '� ���G �" �
�,�� ���

A
�
t1 t2 . . . tn

�
=
�
t1 t2 . . . tn

�






s1
s2

   
sn





,

��4 �� �
��
���������
��
 3"
�
�
At1 At2 . . . Atn

�
=
�
s1t1 s2t2 . . . sntn

�
.

(�� �������4����
 !�
������ �
���� 
���������


Ati = si ti ��� i = 1, . . . , n.

��4 
(siE−A) ti = 0 ��� i = 1, . . . , n. �+ $�

<�� �������G ���� �� ���� ��� �+ $� 
� ��� ��	����� (����4�
�������
�� �������G � � ti ���
��� �
� (����4�
� si ���.
���
 �8�����>�(������	�"
 pi ��� �
����"
����"�����
�7 ��
���
�"���

T =
�
p1 p2 . . . pn

�
=: P. �+ #&�

��� �����
��� !"
�����4���� ����� �"
�
�G ���� ��� ������� �"� PG ���" ��� (������	�"
�� ��

<��
�7 A �����
 
����,���� ���� <�� ����� ��� <��
�7 A ���� �������
���
��� ������

������ ���
��
 ���G ���� A ��
��
 ��
���������G � � �������� (����4�
�� ������� ����� (����>
������ �"� A 4�
� �� ��� �"������� 9���������� �����"����G ��
 3��� ���
�����
 (����4�
��
4�
� ������ ���"���
� ��������� 

� )������ ��� ��� ������������� <"���� ����� �/����� �4����
 A
��
��

dx

dt
=

�
1 2
3 −4



x+

�
1
0



u, y =

�
1 1

�
x.

��� (����4�
�� ��
 <��
�7 A ��
��� s1 = 2 
�� s2 = −5G ��� (������	�"
�� 4�
��� �������
�+ $� ��
������G � � 

s1 = 2 : (s1E−A) p1 =

�
1 −2

−3 6



p1 = 0

� � ⇒ p1 =

�
2
1



,

s2 = −5 : (s2E−A) p2 =

�
−6 −2
−3 −1



p2 = 0

� � ⇒ p2 =

�
1

−3



.

��
�
� �"���

P =

�
2 1
1 −3




�� P−1 =

�
3 / 7 1 / 7
1 / 7 −2 / 7



.

D�� ��� ������ ���
�
���� 	��� ����

P−1AP =

�
2 0
0 −5



G P−1b =

�
3 / 7
1 / 7




�� cTP =

�
3 −2

�
,
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����"
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dz

dt
=

�
2 0
0 −5



z+

�
3 / 7
1 / 7



u, y =

�
3 −2

�
z.
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�� ��
� 1����� ��
G � � 

P−1 =






ρT1
ρT2
   
ρTn





, �+ ##�


�� ����� ����� ��
�����
�� �� �+ '� ���G �" �
���� ����

ΛP−1 = P−1A ⇒






s1
s2

   
sn











ρT1
ρT2
   
ρTn





=






ρT1
ρT2
   
ρTn





A


�� 4����
 




s1ρ
T
1

s2ρ
T
2

   
snρ

T
n





=






ρT1A

ρT2A
   

ρTnA





.

��
�
� �"��� 
���������
 ��� (����4�
�������
��

si ρ
T
i = ρTi A ��� i = 1, . . . , n,

� � ρi ��� ��� �
 si ���.
���
 ���	�>(������	�"
 �"� A ��� ����
���G ���� P 8�����>
(������	�"
�� �"� A ��� ������� ������� 
�� P−1 �����
������� ���	�>(������	�"
�� ���
1����� 9
� ��
 8�����"�

P−1P =






ρT1
ρT2
   
ρTn





�
p1 p2 . . . pn

�
=






ρT1 p1 ρT1 p2 . . . ρT1 pn
ρT2 p1 ρT2 p2 ρT2 pn

   
   

   
ρTn p1 ρTn p2 . . . ρTn pn





= E =






1
1

   
1






�"��� 
���������


ρTi pk =

�
1 ��
 i = k
0 ��
 i �= k

4"��� i, k = 1, . . . , n.
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 ��� �/���� �� ����"����"
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dz

dt
=






s1
s2

   
sn





z+






ρT1 b

ρT2 b
   

ρTn b






u,

y =
�
cT p1 cT p2 . . . cT pn

�
z+ du.

�+ #%�

��� �
���.
��� ��

	�

���� ��� �� ���� + % ��
�������� ��� �/���� ������� �
� n ��������	���

u y
z1

�ρρρρΤ
1 b

s1

cT p1

z2

�ρρρρΤ
2 b

s2

cT
 p2

..
..

.

zn

�ρρρρΤ
n b

sn

cT pn

d

���� + %I ��

	�

 ��
 ����"����"
�

��*�
������������
���� ��
 3"
�

dzi
dt

= si zi + ρ
T
i bu ��� i = 1, . . . , n, �+ #+�

��
 ��� 9
������������
�� ����

y =

n�

i=1

cTpi zi + d u. �+ #-�
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D�� ��� �
� ���� + % ��4 ��� 8�����"��� �+ #+� 
�� �+ #-� �
	����G 	��� ��
 !�
��
� ��

1
��������
����� zi ��


ρTi b = 0, �+ #2�

� � b ��� "
��"�"��� �
� ���	�>(������	�"
 ρiG �

�� ��� (��������
.�� u ����� �����H
���
4�
��� D����
� ������� �� 3����

cT pi = 0, �+ #6�

� � c ��� "
��"�"��� �
� 8�����>(������	�"
 piG ��� 1
��������
����� zi ������ ����
��
�

 9
�������
.�� y �
��� ���" �+ #2� 
�� L "��
 �+ #6� ���G �" ������ ��� �����
�������
1
��������
����� zi 	���� 8"��� ��
 ��� 5��
�
��
�����
������ ��� �/����� ���� ����������
�
���� �
�� �� ��
 5��
�
��
����
�	��"� G(s) �
����"
���
� ��� �+ #+� 
�� �+ #-� �� ���
������
����G �" K���� ��� 
���
 9������ ��
���4�������
 9������4�
��

#zi(s) =
ρTi b

s− si
#u(s) 
�� #y(s) =

n�

i=1

cTpi #zi(s) + d #u(s).

��
�
� �"��� ��
 ��� 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
#y(s)

#u(s)
=

n�

i=1

cTpi ρ
T
i b

s− si
+ d . �+ #0�

@

 4��� 4���
 �+ #2� �"�� �+ #6� ����G �����
� ��
 �����
������� �
����� �� "����
 3"
���
����� ����
�� �

 5��
�
��
����
�	��"� )��� �� �
�������G ��� 	����� ����
�� �
 G(s)
�������G �" ��� ���� �

 3"���G ���� ��
 )
�� ��� @����
�"�/�"�� �"� G(s) 	�����
 ��� ��� ���
A
��
�� n ��� 1
�������"����� 

� 3�
 ��� 5��
�
��
����
�	��"� ��� �� ����"����"
� �"
��������� �������������� <"�����

dz

dt
=

�
2 0
0 −5



z+

�
0
1



u, y =

�
3 −2

�
z

K���� ��� ��� �+ #0�

G(s) =
3 � 0
s− 2

− 2 � 1
s+ 5

= − 2

s+ 5
.

*;+;+  �	������� ��	 �	������������	�@

��� �
������"�����
�7 φ̃(t) ��� �
����"
���
��� �/����� �+ #%� 	��� �����"� �
������� 4�
���G
�� ��� <��
�7 Ã ���� ����"������
�7 ��� B���
 ��
 9������ �"� u = 0 ����

dzi
dt

= si zi ��� i = 1, . . . , n.

��
�
� �"��� 
���������

zi(t) = esit zi,0



���� �
�����
������ ��� ����������
� 2+

��4 �� !�	�"
���
���4����

z(t) = φ̃(t) z0 =






es�t

es�t

   
esnt





z0 = ����

!
esi t
"
z0. �+ #'�

��� ����
���G ���� ��� �
������"�����
�7 ��� �
����"
���
��� �/����� ��������� ���� ����"���>
���
�7 ��� 3�
 ��� 1
��������	�"
 ��� A
�������/����� �
���� ���� 
���
 9�4���
�� �"�
�+ #�

x(t) = Pz(t) = P����
!
esi t
"
z0 = P����

!
esi t
"
P−1 x0, �+ #$�

� � ��
 ��� �
������"�����
�7 ��� A
�������/����� ����

φ(t) = P����
!
esi t
"
P−1. �+ %&�

� )������ ��� ��� �/����
dx

dt
=

�
4 −3
2 −1



x.

��� (����4�
�� ��� �/����	���
�7 ��
��� s1 = 2 
�� s2 = 1, ��
 ��� <��
�7 ��
 (������	�"
��
����

P =

�
3 1
2 1



G � � P−1 =

�
1 −1

−2 3



.

3�
 ��� �
������"�����
�7 K���� ��� ��� �+ %&�

φ(t) =

�
3 1
2 1


 �
e2t 0
0 et


 �
1 −1

−2 3



=

�
3e2t − 2et −3e2t + 3et

2e2t − 2et −2e2t + 3et



.
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� �+ #'� ��� 4����
� �
 �
	�����G ���� ��� ������
��

lim
t→∞

φ̃(t) = 0
(3.20)⇒ lim

t→∞
φ(t) = 0

�
����� ���G 4��� ���� (����4�
�� si ��
 �/����	���
�7 ����� ��������� 8������� �������� ����
�����
���� ��� ��
���� ��	������ ;
���
�
� ��
 ��� ��/���"������ ��������,� B����,����
�"� 9�������
����� ��
���� ���� ���� �
�J�	�"
��� ��� �
�"�"��� �/����� ��/���"����� ��
��� B
��

�� ��� 1
������
�
��� 

*;+;* :��1
�@� 8������	��

������� ��� ����"���,������� <��
�7 A 	"����7� (����4�
��G �" 	��� ��� ����"�������

��
�
��������� 4�� �� 9�������� + % # �����
����� �

�������
� 4�
��� D�� ��� ������ 	���G ����
��� �
 	"�J
���
� 	"����7�� (����4�
����
�� ���.
���� (������	�"
�� ��������� 	"�J
���
�
	"����7 �� ��� <��
�7 P �"��� 	"����7� (������� �������G �
�,�� ��� ��� �
����"
���
���



2- 
����	� �� ���������
�����
������	�

�/����G ��� ��� Ã ���� ����"������
�7 ��� 	"����7�� (�������� ��� 
�� ��� !�	�"
�� b̃


�� c̃ ��������� 	"����7� (������� �������� 	.���� �� ��� �������
4���� �� ����
 �/����>
�����
���
�� ����
�����
� ���G ��� ��
 ÃG b̃ 
�� c̃ �
������������ 
����� (������� ��������G �
��
��� �
����"
����"���"
���
��� ������ �"��K���
� 4�
��� ��� �
���������� !"
�����4���� 4�
�
�
�,���� ��
 ��� �/���� �4����
 A
��
�� ���"���
��
� 
�� ������ ��
����������
� 

3�
 ��� �/���� �4����
 A
��
�� ��� ��� 	"�J
���
� 	"����7�� (����4�
����


s1,2 = σ ± jω

��
��� ��� �/����	���
�7 ��� �
����"
���
��� �/�����

Ã = P−�AP = Λ =

�
σ + jω 0

0 σ − jω



, �+ %#�

4"��� ��
 ��� �
����"
����"�����
�7

P =
�
p1 p2

�
=
�
p1 p∗1

�
�+ %%�

���� ��� �
����"
����"���"
���
��� 4�
� �
� �" �
4����
�G ���� ��� �/����	���
�7 ��� �
���>
�"
���
��� �/����� �������� ��
 	"����7�� ����"����"
� �+ %#� ��� ��������� ���
 ������
�����

�� �
�����
��
�����G 
����� 3"
�

Ã =

�
σ ω

−ω σ



�+ %+�

������� 9
� Ã 	.���� �,����� ��� 8���> 
�� :�����,
����� ��
 (����4�
�� ������ ���������
4�
��� ?��
��
 4�
� ��
 ��� �
����"
����"�����
�7 �+ #� ��
 9�����

T = PQ �+ %-�

��4,���G � � ��
 ��� �/����	���
�7 ��� �
����"
���
��� �/����� ���� ���� �+ +�

Ã = T
−1
AT =(PQ)−1A(PQ) =Q−1

P−1APQ
(3.21)
= Q−1ΛQ.

��� ���
���� <��
�7 Q ��� ���" �" �
 ���������G ����

Ã = Q
−1
ΛQ =

�
σ ω

−ω σ



�+ %2�

�
����� ��� ��� (
�����
�� �"� Q �
�"��� ���
 ��� 8�����"�

ΛQ =Q

�
σ ω

−ω σ



� � 

�
σ + jω 0

0 σ − jω


 �
q11 q21
q12 q22



=

�
q11 q21
q12 q22


 �
σ ω

−ω σ



.

��
�
� �"���� ���� 	

��
 8����
�� ��� 1
�������,���

q12 = −jq11 
�� q21 = −jq22,



���� �
�����
������ ��� ����������
� 22

� � ��� <��
�7 ������� ��� 3"
�

Q =

�
q11 −jq11

−jq22 q22



. �+ %6�

3�
 ��� ����
������� �"� Q ����
detQ =2q11q22,

� � ��� <��
�7 ��� ��
 q11 �= 0 
�� q22 �= 0 
��
�,
 ��� ����
���G ���� �
��������� ���� <��
�7
Q ��
 3"
� �+ %6� ��� q11 �= 0 
�� q22 �= 0 ��� �/�������
�7 �� ��� ��4������� 3"
� �+ %2�
�
����"
���
� (� 4�
� �
� �������G ���� ��� 3
�������� ��� ��
 D��� �"� Q �����������
�
�������� 4�
��� 	.����G ���� ��� 
��
����
���� �
����"
����"�����
�7 �+ %-�

T = PQ =
�
p1 p∗1

� � q11 −jq11
−jq22 q22



=
�
q11p1 − jq22p

∗

1 − jq11p1 + q22p
∗

1

�
. �+ %0�


���� 
�� ��

	�

��� ���
	 �� ��� <��
�7 P ��������� ��� ��� ��
 D��� ��
 �
���� ��
�����

q11 
�� q22 4�
� ��� �������� �
��������G ���� ��
 ��� 	"�J
���
� 	"����7�� !�	�"
�� ���
8�����"���

1

2
(p1 + p∗1) = Rep1 
��

1

2j
(p1 − p∗1) = Imp1

������ D,��� ��� �
�

q11 =
1

2

�� q22 =

j

2
,

� � 

Q =

�
1
2
− j

2
1
2

j

2



=

1

2

�
1 −j
1 j



�+ %'�

�" �
���� ���� ��� �+ %0� ��
 ��� 
����� �
����"
����"�����
�7

T = PQ =
�
Rep1 Imp1

�
. �+ %$�

��� �"��K���
�� �
����"
����"�����
�7 �+ %$� ��� ���" ,������ �
�����
� 4�� ��� <��
�7 P 
9������� ��
 	"�J
���
� 	"����7�� (������	�"
�� p1 
�� p2 ������� T �
� 8���> 
�� :�����,
>
���� ��� !�	�"
� p1 ��� ������� 

� )������ ��� ��� �/����

dx

dt
=

�
0 1

−5 −2



x+

�
0
1



u, y =

�
1 1

�
x.

��� (����4�
�� ��
 <��
�7 A ��
���

s1 = −1 + j2 
�� s2 = s∗1 = −1− j2,

�
���.
��� (������	�"
�� ��
���

p1 =

�
−1− j2

5



, p2 = p∗1 =

�
−1 + j2

5



.
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3�
 ��� �
����"
����"�����
�7 �+ %$� ���� �"���

T =
�
Rep1 Imp1

�
=

�
−1 −2
5 0





�� ��
 ��� �
����"
���
�� �/���� �
���� ����

dz

dt
=

�
−1 2
−2 −1



z+

�
0.2

−0.1



u, y =

�
4 −2

�
z 

��� �����
������ !"
�����4���� 	��� �
"�����"� �
� �/����� �.��
�
 A
��
�� ���
�
����
4�
��� ��� �
����"
����"�����
�7 4�
� ����� ���� �"������� ������ �
�����
�I 1
 J����

������ (����4�
� 4�
� ��� �
���.
���
 (������	�"
 ��� ������ �
 T ����
������ ��� 	"�>
J
���
� 	"����7�� (����4�
����
�� 4�
��� ��� "����� 9
����

���� �����
������ 8���> 
��
:�����,
���� ����� �
���.
���� (������	�"
� ��� ������� �
 T ����
������ 

� )������ ��� ��� ������������� <"����

dx

dt
=




0 1 0
0 0 1

13 −9 −3



 x+




1
1
1



u, y =
�
2 −1 0

�
x.

��� (����4�
�� ��
 <��
�7 A ��
���

s1 = −2 + j3, s2 = s∗1 = −2− j3 
�� s3 = 1,

��
 ��� �
���.
���� (������	�"
�� ����

p1 =




1

−2 + j3
−5− j12



 , p2 = p∗1 =




1

−2− j3
−5 + j12



 
�� p3 =




−1
−1
−1



 .

3�
 ��� �
����"
����"�����
�7 ���� ���"

T =
�
Rep1 Imp1 p3

�
=




1 0 −1

−2 3 −1
−5 −12 −1






�� ��
 ��� �
����"
���
�� �/���� �
���� ����

dz

dt
=




−2 3 0
−3 −2 0
0 0 1



 z+




0
0
−1



 u, y =
�
4 −3 −1

�
z
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 4

�� �"
�
��������G ���� ��� n× n <��
�7 A ��
��
 ��
��������� (����4�
�� �������G
4�� ����������� ��
 ��� (7������ �"� n �����
 
����,������ (������	�"
�� ��� 9��
 �
��
�� 3���� ���
�����
 (����4�
�� 	��� �� �.����� ����G ���� A ����"���,������ ��� 
�� ����
����"�������

�� �

�������
� 4�
��� 	��� ��� !"
�
�����
�� ���
��
 ���G ���� �� �
 J����
(����4�
� si ��� ��
 !����������� mi > 1 ���� ����I E��� �
��%	������ >��
�������� ��>
�
,�� miR� �
�� mi �����
 
����,����� (������	�"
�� ���� ���� ����I E��� ������	�����
>��
�������� ���
,�� miR� ��� ����
���G ���� ��� ������
��


���(A− siE) = n−mi �+ +&�

�
����� ���� �
�� 

� ��� �
�"�"�� �/����

dx

dt
=




4 9 −12
5 16 −20
4 12 −15



 x

�"�� ������� ����
 
��
�,
�� 1
�������
����"
����"� �� ��� ����"����"
� ���
�����
� 4�
��� 
��� (����4�
�� ��
 �/�������
�7 ��
���

s1 = s2 = 1 
�� s3 = 3.

��� ����
���G ���� ��� �����
������ !����������� ��� (����4�
��� s1 ������ 2 ���
,�� D�� ���
������ ���
�
���� 	���G ��� ��� ������
�� �+ +&� �
�����G � � 


��� (A− s1E) = 1,

��� ��"���
����� !����������� ���
,�� �"��� ��������� 2 14�� �����
 
����,����� (������	>
�"
�� ���� ���������4���� �

��

p1 =




−3
1
0



 
�� p2 =




4
0
1





������� 1
������ ��� ��� �
� (����4�
� s3 ���.
���� (������	�"


p3 =




3
5
4





�
���� ���� ��� �
����"
����"�����
�7

P =




−3 4 3
1 0 5
0 1 4







2' 
����	� �� ���������
�����
������	�


�� ��� �
����"
���
�� �/���� ��
���

dz

dt
=




1 0 0
0 1 0
0 0 3



 z.

<�� �������G ���� ��� 5��
�
��
����
�	��"� ����� ����"�������
��
�� �/����� > �
�� ���
���
������ (����4�
��� �"� A > ����
 �

 �������� �"�� ������� ?�� ���" ��� ����"���,��>
����� <��
�7 A ���
����� (����4�
��G �" ��� ���� �

 3"���G ���� ��
 )
�� ��� @����
�"�/�"��
�"� G(s) �
� J���� 3��� 	�����
 ��� ��� ��� A
��
�� n ��� �
���.
���� 1
�������"����� 

� )������ ��� ��� ����"�������
�� �/����

dx

dt
=






−1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 −3





x+






1
1
1
1
1






u,

y =
�
1 −2 3 4 −5

�
x.

3�
 ��� 5��
�
��
����
�	��"� �
���� ����

G(s) =
1

s+ 1
− 2

s+ 1
+

3

s− 2
+

4

s− 2
− 5

s+ 3
=

s2 − 4s− 12

(s + 1)(s− 2)(s+ 3)
.
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������ (����4�
� ��� ��"���
����� !����������� 	�����
 ��� ��� �����
������
!�����������G �" ��� ���� ����"�������

�� ����� �.����� ��� �/���� 	��� ���� �� ��� �"
�������� ="
���#>3"
� �
����"
���
� 4�
���G ��� ���� !�
����������

�� ��
 ����"����"
�
��
������ 
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(� �"�� �
�,���� ��
���������� �����"���� 4�
���G ���� ��� 4 × 4 <��
�7 A ����� (����>
4�
� s = λ ��� ��
 �����
������� !����������� 4 �������G ��
 ��� �����
������� ��"���
�����
!����������� ���� m = 2 ��� ����
���G ���� �� �

 2 �����
 
����,����� (������	�"
�� p1 
��
p2 ����G ��
 ���

(A− λE) p1 = 0 
�� (A− λE) p2 = 0 �+ +#�

#������� ���� ��� �
���.������� <��������	�
 <�
�� (����"�� M������ ="
���G �#'+' >#$%%�
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�
����� ��� ��� �����
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����"
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� ��� �"��� ����� �.����� 9
���>
���� �"� ������ ������ (������	�"
�� 4�
��� �
� - �����
 
����,����� !�	�"
�� �" 	"���

>
��
�G ���� ���� �
����"
����"� �� ���� ��4�� ����������
� 3"
�G ��� �"�������� ="
���>3"
�
�.����� ��� ��� �

��������� :��� ������� ��
��G �
�,������ �
 ��� (������	�"
�� �" ��������
?�
����	�"
�� �E��
����������
�� (������	�"
��F� �

 ;"���

	��"� ��
 �
����"
����"����>
�
�7 T �
 ��
4����� 

���1������	��

(�� !�	�"
 ui 4�
� ?�
����	�"
 ��
 ��
�� i �
� (����4�
� λ �������G 4��� �
 ��
 ������
��

(A− λE)i ui = 0 
�� (A− λE)i−1 ui �= 0 ��� i = 1, 2, 3, . . . �+ +%�

������ 3�
 i = 1 �
���� ��
 (������	�"
 u1G ��
 ���

(A− λE) u1 = 0 
�� u1 �= 0. �+ ++�

���� 3�
 ��� �
���.
���� ?�
����	�"
 u2 ��
 ��
�� 2 �
��

(A− λE)2 u2 = 0 
�� (A− λE) u2 �= 0, �+ +-�

������G 4�� ���
 ��� (
����
�� ��
 8�����"�

(A− λE) u2 = u1 ��4 Au2 = λu2 + u1 �+ +2�

��4,�
������� ��� ������ (
������ ��
��
������G ���� ��
 !�	�"
 u1 ���� ���������
 (������	�"

���� 	���G ���� �
�,������ �
 �+ ++� �
�� �
�� �+ +2� �
����� 4�
��� ��
 ?�
����	�"
 �
��
����
 �������� ��������� 4�
��� 9���"��� ���� ��
 ?�
����	�"
�� �.��
�
 ��
��G � � �
��
u2 ����� �

 �+ +2� �
������G �"���
� �
�� ��
 8�����"�

(A− λE) u3 = u2 ��4 Au3 = λu3 + u2

������� 9
� ������ 5��
���
���� ��� �
 �
	�����G ���� ��� (
�����
�� ��
 (����> 
��
?�
����	�"
�� �

���
� �
�4,���� ���� 	��� 
�� ��� �.�
�� ����� �����
��� ��� 1
 J����
(������	�"
 u1 	��� ��� �"��� ���� ;���� {u1,u2, . . .ui} ��
 �,��� i �"� �����
 
����,���>
��� !�	�"
�� ��
������ D�� ��� ������ 	���G ���� ��� �
 ��
���������� ;����� ���.
����
!�	�"
�� �����
 
����,���� 
�� ��� �
��� ����
 ;������,���� ���
,�� n ��� (
�����
��
��
 ��������� ;������,���� 4�
� ������ ��� ������
����� ��������� (n = 4, m = 2) �
�
�
����
���� �
�,
��
� 

�� �

 % �����
 
����,����� (������	�"
�� ���
���� 4

���G ������ % !�	�"
	����� ��������
4�
��� ��� �
��� ��
 ������ ;������,���� �
�� - ���
���� ��� ��
 �������
�� ��

;������,���� ������ �� �"
��������� �������� �4�� ��
��������� 3,��� 
���
�������� 4�
��� 
D,�
��� �� �
���� 3��� ����� ;����� ��� �,��� % �����G ���� �� �� �4����� 3��� ���� ;����
��
 �,��� + 
�� ���� ;���� ��
 �,��� # 

��		 � ?��
 4�
� ���"� �
���������G ����


��� (A− λE)2 = 0,



6& 
����	� �� ���������
�����
������	�

4�� ����
���G ���� �� �
 ��� % (������	�"
�� u1 
�� v1 J� ����� �?�
����	�"
 u2 
�� v2 ��

��
�� % ����G ���"

Au2 = λu2 + u1 
�� Av2 = λv2 + v1. �+ +6�

��
�
� �"���

A
�
u1 u2 v1 v2

� (3.31,3.36)
=

�
λu1 λu2 + u1 λv1 λv2 + v1

�
,

4"
�
� 
���������
 ��
 1
����������

T−1AT =






λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ




 ��� T =

�
u1 u2 v1 v2

�
. �+ +0�


��
����
� 

F�	���%
���

(��� k × k <��
�7

Jλ,k :=






λ 1 0 . . . 0

0 λ
   

   
   

         0
   

   λ 1
0 . . . . . . 0 λ






4�
� ="
�����"�	 �
� (����4�
� λ ������� 

��� �� �+ +0� ��
��������� (
������ 	��� 
���
 !�
4���
�� �"� ="
�����.�	�� �
�� �"����>
��
����� �������
����� 4�
���I

T−1AT =






λ 1 0 0
0 λ 0 0
0 0 λ 1
0 0 0 λ




 =

�
Jλ,2 0

0 Jλ,2



,

"*����������� �����
���� ��� 1��� ��
 �����
 
����,������ (������	�"
�� ���"���
�����
!������������ ��
 1��� ��
 ="
�����.�	�G ��� �������"��� ��
 ="
�����.�	� �����
���� ��� �,�>
��� ��
 !�	�"
	����� ��� �
��� ��
 ;������,���� �����
���� ��
 �����
������� !�����������
��� (����4�
��� λ 

� ���		 � � )������ ��� ��� �
�"�"�� �/���� - A
��
��

dx

dt
=






4 0 0 −1
1 3 0 −1
1 −1 3 0
1 0 0 2




 x.
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<������ ����
 
��
�,
�� 1
�������
����"
����"� z = Tx �"�� ��� �/���� �� ��� ="
���>3"
�
�
����"
���
� 4�
��� 

��� (����4�
�� ��
 �/����	���
�7 A 	.���� ���
 ��� 8�����"�

det(A−sE) = (s− 3)4 = 0

�
������� 4�
���G ��� ��
���
s1 = s2 = s3 = s4 = λ = 3,

� � ��� �����
������ !����������� ��� (����4�
��� λ ���
,�� 4. 9
�


���(A−λE) = 
���











1 0 0 −1
1 0 0 −1
1 −1 0 0
1 0 0 −1









 = 2

�"���G ���� ��� ��"���
����� !����������� % ���
,��G �4�� "*������������ (������	�"
�� ����
�

��

p1 =






1
1
0
1




 , p2 =






1
1
1
1






������� D����


���(A−λE)2 = 
���











0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









 = 0

���� �� �4�� ?�
����	�"
�� u2 
�� v2 ��
 ��
�� % ��� !�	�"
�� u1 
�� v1 4�
��� ���
�����
	"�������"� ��
 (������	�"
�� p1 
�� p2 ���������G � � 

u1 = αp1 + βp2 =






α+ β
α+ β

β
α+ β




 
�� v1 = γp1 + δp2 =






γ + δ
γ + δ

δ
γ + δ




 ,

4"��� α, β, γ 
�� δ �������� �
 4,������ 
����� ;"�������� ���� ��� !�	�"
�� u2 
�� u1
��4 v2 
�� v1 ������ �
� ��� 8�����"���





1 0 0 −1
1 0 0 −1
1 −1 0 0
1 0 0 −1




 u2 = u1 =






α + β
α + β

β
α + β




 
��






1 0 0 −1
1 0 0 −1
1 −1 0 0
1 0 0 −1




v2 = v1 =






γ + δ
γ + δ

δ
γ + δ






������� (��� <.�����	���G ��� !�	�"
�� u2 
�� v2 �
 ���������G ��
���

u2 =






β
0
0

−α




 
�� v2 =






δ
0
0

−γ




 ,



6% 
����	� �� ���������
�����
������	�

4"��� u2 
�� v2 �����
 
����,���� ���� ������ <�� ��
 D��� α = 1, β = 0, γ = 0 
�� δ = 1
�
�,�� ��� ��� - �����
 
����,������ !�	�"
��

u1 =






1
1
0
1




 G u2 =






0
0
0
−1




 
�� v1 =






1
1
1
1




 G v2 =






1
0
0
0




 .

3�
 ��� ���
���� �
����"
����"�����
�7 T �
�,�� ��� �"���

T = [ u1 u2 v1 v2 ] =






1 0 1 1
1 0 1 0
0 0 1 0
1 −1 1 0




 ,

� � ��
 ��� �/����	���
�7 ��� �
����"
���
��� �/����� ����

T−1AT =






3 1 0 0
0 3 0 0
0 0 3 1
0 0 0 3




 =

�
J3,2 0

0 J3,2




��		 �� ?��
 �"��

��� (A− λE)2 = 1 
�� 
��� (A− λE)3 = 0

������G � � �� ���� ����� ?�
����	�"
 u2 ��
 ��
�� % 
�� ����� ?�
����	�"
 u3 ��
 ��
�� + G
���"

Au2 = λu2 + u1 
�� Au3 = λu3 + u2.

��
�
� �"���

A
�
u1 u2 u3 v1

� (3.31,3.36)
=

�
λu1 λu2 + u1 λu3 + u2 λv1

�
,

4"
�
� 
���������
 ��
 1
����������

T−1AT =






λ 1 0 0
0 λ 1 0
0 0 λ 0
0 0 0 λ




 =

�
Jλ,3 0

0 Jλ,1



��� T =

�
u1 u2 u3 v1

�
�+ +'�

�"��� 

� ���		 �� � )������ ��� ��� �
�"�"�� �/���� - A
��
��

dx

dt
=






3 1 1 −1
0 4 1 −1
0 0 3 0
0 1 0 2




 x.
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������ ��� !�
���"��
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<������ ����
 
��
�,
�� 1
�������
����"
����"� z = Tx �"�� ��� �/���� �� ��� ="
���>3"
�
�
����"
���
� 4�
��� 

��� (����4�
�� 	.���� ���
 ��� 8�����"�

det(A−λE) = (λ− 3)4 = 0

�
������� 4�
���G ��� ��
���
λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ = 3,

� � ��� �����
������ !����������� ��� (����4�
��� λ ���
,�� ���" 4����
 4. 9
�


���(A−λE) = 
���











0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 1 0 −1









 = 2

�"���G ���� ��� ��"���
����� !����������� % ���
,��G �4�� "*������������ (������	�"
�� ����
�

��

p1 =






1
0
0
0




 , p2 =






0
1
0
1






������� D����


���(A−λE)2 = 
���











0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 1 0









 = 1

���� �� ����� ?�
����	�"
 u2 ��
 ��
�� % ��
 (������	�"
 u1 4�
� ���" ��� �����
	"�������"�
��
 (������	�"
�� p1 
�� p2 ���������G � � 

u1 = αp1 + βp2 =






α
β
0
β




 ,

4"��� α 
�� β �������� �
 4,������ 
����� ;"�������� ���� ��� !�	�"
�� u2 
�� u1 ������
�
� ��� 8�����"��� 




0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 1 0 −1




 u2 = u1 =






α
β
0
β




 ,

4"
�
� 
���������
 α = β �"��� <�� �������G ���� u2 �
�� ��� ������
��





0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 1 0 −1




 u3 = u2



6- 
����	� �� ���������
�����
������	�

�
������ �
��G � � ��� �
���� ������ (������� �"� u2 ������ ��������� ����G ��� �
���� (������
�
�� & ����G ���"

u2 =






γ
γ
0

γ − α




 ,

4"��� γ ���� �������� �
 4,������ ;"������� ��� ��
 !�	�"
 u3 	��� �
� �
� ��� )��>
���
����/����






0 1 1 −1
0 1 1 −1
0 0 0 0
0 1 0 −1




 u3 =






γ
γ
0

γ − α




 ,

�
������� 4�
��� <�� ��
 D��� α = 1 
�� γ = 0 �
����� ���� �"��� ��� !�	�"
��

u1 =






1
1
0
1




 G u2 =






0
0
0

−1




 
�� u3 =






0
−1
1
0




 .

��
 !�	�"
 v1 	��� �
� ��� ��������� �����
	"�������"� ��
 (������	�"
�� p1 
�� p2 ����>
����� 4�
���G �
 �
�� ��������� �����
 
����,���� �
 u1 ���� ���� ��� �

�� ��� D���

v1 = p1 =






1
0
0
0






��4,�
������� 3�
 ��� ���
���� �
����"
����"�����
�7 T �
�,�� ��� �"���

T = [ u1 u2 u3 v1 ] =






1 0 0 1
1 0 −1 0
0 0 1 0
1 −1 0 0




 ,

� � ��
 ��� �/����	���
�7 ��� �
����"
���
��� �/����� ����

T−1AT =






3 1 0 0
0 3 1 0
0 0 3 0
0 0 0 3




 =

�
J3,3 0

0 J3,1



.

9
� ��� �����
���� (
	���������� 	��� �
� ������"���� 4�
���G ���� ��� ����� �/���� - A
�>
�
�� ��� ����� (����4�
� λ ��
 �����
������� !����������� - �"������ <.�����	����� �������� 
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�����
������ ��� !�
���"��
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��		 ! ��� ��"���
����� !����������� ���
,�� -G � � �� ���� - �����
 
����,����� (������	>
�"
�� �"��� ��� ��� �
����"
����"� �
� ����"����"
� �.�����G �� ���� ���" - ="
�����.�	�G
� � 

T−1AT =






Jλ,1 0 0 0
0 Jλ,1 0 0
0 0 Jλ,1 0
0 0 0 Jλ,1




 .

��		 " ��� ��"���
����� !����������� ���
,�� +G � � �� ���� + �����
 
����,����� (������	>
�"
�� 
�� ���� (������	�"
	���� ��
 �,��� %G �� ���� �"��� + ="
�����.�	�G � � 

T−1AT =




Jλ,2 0 0

0 Jλ,1 0
0 0 Jλ,1



 "��





Jλ,1 0 0
0 Jλ,2 0

0 0 Jλ,1



 "��





Jλ,1 0 0

0 Jλ,1 0

0 0 Jλ,2



 .

��		 # ��� ��"���
����� !����������� ���
,�� %G � � �� ���� % �����
 
����,����� (������	>
�"
�� 
�� ���� (������	�"
	���� ��
 �,��� # 
�� ���� ;���� ��
 �,��� + "��
 �4�� ;����� ��

�,��� %G � � 

T−1AT =

�
Jλ,3 0

0 Jλ,1



"��


�
Jλ,1 0

0 Jλ,3



"��


�
Jλ,2 0

0 Jλ,2



.

��		 � ��� ��"���
����� !����������� ���
,�� #G � � �� ���� �

 # �����
 
����,������
(������	�"
 
�� �"��� ���� (������	�"
	���� ��
 �,��� - � � ����� ="
�����"�	G ���"

T−1AT = Jλ,4.
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 ���������G �
�� �7�	� �" �"
�������� 4�
��� 4�� �� ���>
���
����� �������� 1
�,���� 4�
��� ��� (����4�
�� ��
 <��
�7 A 
�� ��
� �����
�������
!������������� �������� 9
� ��� �
���.
���� ��"���
������ !������������� �
���� ���� ���
1��� ��
 ="
�����.�	� �
 ����� (����4�
� ��� �,���� ��
 (������	�"
	�����G � � ��� �����>
��"��� ��
 ="
�����.�	�G �
����� ���� �
� ��� �� ������
����� �������� ����
"������ 8�����>
����
���� <�� 	��� ������G ���� ��� �
 ��
���������� (����4�
��� ���.
���� ?�
����	�"
��
�����
 
����,���� ���� �"��� ��� ��4,�
�������G ���� ��� <��
�7 T 
��
�,
 ��� <�� �������G
���� �� ������ 3,���� ��� �
����"
����"�����
�7 T �"� 
���
��"
������ :���
���� ���G �������

��� ��� �

 �� ��
 ="
���>3"
� J = T−1AT ����
�����
� �� ���� ���� �7������� ��
����
��
��
 (������	�"
	����� �.����� ���G ������ ��� (
�����
�� �"� J �� 9���������� 	��� �
"���
�
"���� ��
 

� )������ ��� ��� <��
�7

A =






−1 1 −1 3 −1 4
0 −1 1 −3 1 −3
1 0 0 −3 1 −4
0 0 0 −1 0 0

−1 0 4 4 3 5
0 0 −1 3 −1 2





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��� ��� (����4�
���

s1 = s2 = s3 = s4 = λ1 = −1 
�� s5 = s5 = λ2 = 3.

��� �����
������ !����������� �"� λ1 ���
,�� 4G ��� �����
������ !����������� �"� λ2 ��� % 9
�


���(A− λ1E) = 4 
�� 
���(A− λ2E) = 5

�"���G ���� ��� ��"���
����� !����������� �"� λ1 ������ 2 ���
,��G ��� ��"���
����� !�����������
�"� λ2 ��� # ��� ����
���G ���� �� 2 (������	�"
	����� ��4�� (������	�"
�� u1 
�� v1) �
 λ1

�� # ;���� �(������	�"
 w1� �
 λ2 ���� 9
�


���(A− λ1E)
2 = 3 
�� 
���(A− λ2E)

2 = 4

	��� ������"���� 4�
���G ���� �� �
�,������ �
 ��� (������	�"
 u1 ����� ?�
����	�"
 u2
����G 4����
� ?�
����	�"
�� ��
 ��
�� % �
 λ1 ���� �� ����� ��� ;����G ��������� ��� w1 ���
"*����������� ��� �,��� %G 4�� �

��


���(A− λ2E)
3 = 4

����,���� 4�
� @
� �
�� �� �"�� ����� ?�
����	�"
 u3 �����G 4�� �

��


���(A− λ1E)
3 = 2

����,���� 4�
� <�� ��
 �
����"
����"�����
�7

T = [ u1 u2 u3 v1 w1 w2 ]

���� ����

T−1AT =






−1 1 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3






=




J−1,3 0 0

0 J−1,1 0

0 0 J3,2





(�� �/���� �� ����"����"
� �����
���� ����� �/���� �� ="
����"
�G 4"��� ���� ="
�����.�	�
�	���
� )
.��� ���� ��� ���������� ��

	�

 ����� �/����� �� ="
����"
� ������ ���" ����
!�
����������

�� ��
 ��	������ ����"�����

	�

 ��
 ���� 4�
� ��
 ��� �/���� �
����

A
��
�� ��� ����� (����4�
� s1 = s2 = s3 = λ ��
 �����
������� !����������� + ��
��>
����
����� 9
� "����� 9
����

���� ���� ��
�"
G ���� �
��������� �
�� 
���
����������� 3,���
�
 
���
�������� ���� :� �
���� 3��� ���
,�� ��� ��"���
����� !����������� ��������� +G � � 
�� ���� + �����
 
����,����� (������	�"
�� p1, p2, p3 ��� �
����"
���
�� �/���� ����� �"���
�� ����"����"
� �"
 ��� �
���.
��� ��

	�

 ��� �� ���� + + ��
��������G 4"��� ρT1 , ρ

T
2 , ρ

T
3

4����
 ��� �
���.
���� ���	�>(������	�"
�� ���������� :� �4����� 3��� ���
,�� ��� ����>
�
������ !����������� %G � � ��� �
�,�� �4�� (������	�"
	����� {u1,u2} 
�� {v1} ���
��

	�

 ��� �
����"
���
��� �/����� ��� �� ���� + - ��
��������G 4"��� {γ2,γ1} 
�� {χ1}
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u y
z1

�ρρρρΤ
1 b

λ

cT p1

z2

�ρρρρΤ
2 b

λ

cT p2

z3

�ρρρρΤ
3 b

λ

cT p3

d

���� + +I �/���� �
����
 A
��
�� �� ����"����"
�

u y
z1

�γγγγΤ
1 b

λ

cT u1

z2

�γγγγΤ
2 b

λ

cT u2

z3

�χχχχΤ
1 b

λ

cT v1

d

u y
z1

�γγγγΤ
1 b

λ

cT u1

z2

�γγγγΤ
2 b

λ

cT u2

z3

�γγγγΤ
3 b

λ

cT u3

d

���� + -I �/���� �
����
 A
��
�� �� ="
����"
� ����	�I % ="
�����.�	�G 
�����I # ="
�����"�	�
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�����
������	�

��� �
���.
���� ���	�>(������	�"
	����� ��
������� ��
 ��
��������� ��

	�

���� B���
������
�

 ����"����"
� ��� �� 
"��
 3�
�� ������������� :� �
����� 3��� ���
,�� ��� �����
������
!����������� �

 #G � � ��� �
�,�� ���� (������	�"
	���� {u1,u2,u3} ��� ��
 �
���.
����
���	�>(������	�"
	���� {γ3,γ2,γ1} 
������� ��� �� ="
���>3"
� �"
��������� �/���� ���
 ��� ����� ="
�����"�	 �
 ����� (����>
4�
� siG �" ��� ���� �

 3"���G ���� ��
 )
�� ��� @����
�"�/�"�� �"� G(s) �
� J���� 3���
	�����
 ��� ��� ��� A
��
�� n ��� �
���.
���� 1
�������"����� 

� )������ ��� ��� �/���� �� ="
���>3"
�

dx

dt
=






2 1 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 2 1 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2





x+






1
1
1
1
1






u,

y =
�
1 −2 3 4 −5

�
x

3�
 ��� 5��
�
��
����
�	��"� �
���� ����

G(s) =
s2 + 4s− 9

(s− 2)3
.

*;*;*  �	������� ��	 �	������������	�@

��� �
������"�����
�7 φ̃(t) ��� �
����"
���
��� �/����� 	��� �
��

�� ��
 �/����	���
�7
�� ="
�����

	�

 
������ ������ ��
 �
������� 4�
��� ��� �
 ��� ��������� ="
�����.�	��
���.
���� �����/����� ���� �"��������
 ���	"����� B���
 ��
 9������ �"� u = 0 ���� ��

��� �
� ="
�����"�	 Jλ,k ���.
���� �����/����

dz

dt
= Jλ,k z =






λ 1 0 . . . 0

0 λ
   

   
   

         0
   

   λ 1
0 . . . . . . 0 λ






z ��� z0= z(0). �+ +$�

��
 ="
�����"�	 	��� �
� �� ��
 3"
�

Jλ,k =






λ 0 0 . . . 0

0 λ
   

   
   

         0
   

   λ 0
0 . . . . . . 0 λ






+






0 1 0 . . . 0

0 0
   

   
   

         0
   

   0 1
0 . . . . . . 0 0






# $% &
:=�

= λE+N �+ -&�



���� �
�����
������ ��� !�
���"��
� 6$

��
�������� 4�
���G 4"��� N ���� ����"����� <��
�7 ���G � � Nk = 0 3�
 ��� �
������"����>
�
�7 ���� �
�

φ̃λ,k(t) = e(λ�+�)t = eλ�t e�t = eλt
	
E+Nt+ . . . +

tk−1

(k − 1)!
Nk−1
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����� ��� �
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�7 N �
� �+ -&� ���G �" �
�,�� ��� 
���������


φ̃λ,k(t) =






eλt teλt t�

2!
eλt . . . tk

k!
eλt

eλt teλt . . . tk−�

(k−1)!
eλt

eλt . . . tk−�

(k−2)!
eλt

   
   

eλt






. �+ -%�

��� �
������"�����
�7 φ̃(t) ��� ��
����"
���
���� )������/����� 	��� �
� �
� ��� �
����>
��"�����
���� ��
 �����/����� �����
������ �
������������� 4�
��� ��� �
������"�����
�7
��� A
�������/����� �
���� ���� �

�� 8��	�
����"
����"� �


φ(t) = T ����
!
esi t
"
T−1. �+ -+�

D�� ��� �
� �+ -%� �
	����� 	���G �
���� �� ��
 �
������"�����
�7 �
� ��� �"������ ��
 1���
��4������� (7�"��������
�	��"��� eλt �
� 

� )������ ��� ��� �/����

dx

dt
=






−1 1 −1 3 −1 4
0 −1 1 −3 1 −3
1 0 0 −3 1 −4
0 0 0 −1 0 0

−1 0 4 4 3 5
0 0 −1 3 −1 2






x.

D�� ��
���� ������� 4

��G ��
��� ��� �
� ="
����"
� �
����"
���
�� �/����

dz

dt
=






−1 1 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3






z =




J−1,3 0 0

0 J−1,1 0

0 0 J3,2



 z.

3�
 ��� �
������"�����
�7 φ̃(t) �"��� �
� �+ -%� 
���������


φ̃(t) =




φ̃−1,3(t) 0 0

0 φ̃−1,1(t) 0

0 0 φ̃3,2(t)



 =






e−t te−t t�

2!
e−t 0 0 0

0 e−t te−t 0 0 0
0 0 e−t 0 0 0
0 0 0 e−t 0 0
0 0 0 0 e3t te3t

0 0 0 0 0 e3t





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�� ��
 �/����	���
�7 ����� ��������� 8������� �������� )���
 ���� ����
�,�����

lim
t→∞

φ̃(t) = 0.

(���� ����
�������� 3��� ������ ��� �"������ �������� ��
 

� )������ ����� ��� ������ �/����� �4����
 A
��
��

dxa
dt

=

�
0 0
0 0



xa 
��

dxb
dt

=

�
0 1
0 0



xb,

��� ��
���� �� ="
����"
� �"
������ 3�
 ��� ���������� !�
�,
�� ��
 1
��������	�"
�� K����
��� 
���
 ��
��	�������
�� ��
 �����
�������� 9�������
��,���

xa(t) = xa,0 
�� xb(t) =

�
1 t
0 1



xb,0

D�� ��� �
	����� 	��� ��
���� ��� �
�J�	�"
��� �

 ���� ����� B��������G 4��� ��� ����>
�
������ !����������� �"� λ = 0 	�����
 ��� ��� ��� ��"���
����� !����������� 
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S������ 4�� ��� ��
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����"
����"� �
� ����"����"
� 	��� ��� ��� ��
 �
����"
����"� �
�
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���>3"
� ��
�����
�G ���� �� 3���� 	"����7�
 (����4�
�� ��� �
����"
����"�����
�7 T


�� ��� <��
�7 T−1AT 	"����7� (������� �������� <�� ����� ��� �������� �
�G ���� ��� �

	"�J
���
� 	"����7�� (����4�
��� ���.
���� (����> 
�� ?�
����	�"
�� ��������� 	"�J
���
�
	"����7 ���� 9������� �����
 	"�J
���
� 	"����7�� !�	�"
�� 4�
��� 8���> 
�� :�����,
����
�

 �
����"
����"� ��
4�����G � � ��� 4,��� �7�	� ��� ������� !"
�����4���� 4�� ��� ��

�
����"
����"� �
� ����"����"
� 3�
 ���� (������	�"
	���� ��
 �,��� iG ���.
�� �
� 	"�>
J
���
� 	"����7�� (����4�
� s = σ± jω �
���� ���� �� ��
 <��
�7 T−1AT ��� 2i× 2i ="
���>
��"�	 ��
 3"
�

Jλ,2∗i =






σ ω 1 0
−ω σ 0 1

σ ω
   

−ω σ 1 0
   0 1

σ ω
−ω σ






,
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�� �
 ������ ���� <�� �������G ���� ��� #>(�������
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�����.�	�� ��
 
����� (����4�
�� �

�� 2×2 (����������
����
�
����� 4�
��� 
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A =






0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

−4 −12 −16 −12 −5






��� ��� (����4�
���

s1 = −1, s2,3 = −1± j, s4,5 = −1± j.

��
 (������	�"
 �
� (����4�
� s1 ��
���

p1 =






1
−1
1

−1
1





.

9
�

���(A− λ2E) = 4

�"���G ���� �� �
� �"������� (����4�
� s2 = s4 = λ2 = −1 + j �

 ����� (������	�"
 ����G
�����
 ��
���

p2 =






−1
+1− j

2j
−2− 2j

4





.

�� �� �

 ����� ?�
���������	�"
 ����G 	���

v1 = p2

������� 4�
��� ��
 @�����������	�"
 v2 �
�� ��� 8�����"�

(A− λ2E)v2 = v1

�
������ 

v2 =






−1.5806− 1.5806j
+2.1613
−1.1613 + 1.1613j

−0.3226j
−1.6774− 1.6774j






�� ��� ����
������
��� (������	�"
�� �
� (����4�
� −1 ± j 	"�J
���
� 	"����7 �
 v1 ��4 
v2 ����G ���� ��
 ��� �
����"
����"�����
�7

T =
�
p1 Rev1 Imv1 Rev2 Imv2

�
=






1 −1 0 −1.5806 −1.5806
−1 1 −1 2.1613 0
1 0 2 −1.1613 1.1613

−1 −2 −2 0 −0.3226
1 4 0 −1.6774 −1.6774








0% 
����	� �� ���������
�����
������	�

�"4��

T−1AT =






−1 0 0 0 0
0 −1 1 1 0
0 −1 −1 0 1
0 0 0 −1 1
0 0 0 −1 −1





=

�
J−1,1 0

0 J−1±j,4
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x(T ) = φ(T )x0 +
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φ(T − τ)bu(τ ) dτ �- %�

�
������� 4�
��� 9
� �- %� �"��� ��
�
� 
���������


φ(T )

� T

0

φ(−τ)bu(τ ) dτ = x(T )−φ(T )x0. �- +�

�� ��� <��
�7 φ(T ) J��������� 
��
�,
 ���G �"��� �
� �- +� ��� ������
��

� T

0

φ(−τ )bu(τ) dτ = φ(−T )x(T )−x0# $% &
=:�

�- -�


�� q ��� ��� ���������
 !�	�"
 ������ ��� ��� �
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�7 φ(−τ ) ��� <��
�7>
(7�"�������
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φ(−τ ) = E−Aτ +A2 τ
2

2!
∓ . . . =

∞�

i=0

Ai (−τ )i

i!
, �- 2�

�" �
�,�� ��� ��� ������
��

� T

0

∞�

i=0

Ai (−τ )i

i!
bu(τ ) dτ =

∞�

i=0

Aib

� T

0

(−τ)i

i!
u(τ) dτ = q. �- 6�

��K���
� ��� ��� > ��� �"
��������
 D��� �"� u > 	"�������� )
.���

αi :=

� T

0

(−τ)i

i!
u(τ) dτ ,

�" ��
��� ��� ������
�� ��
 ���
�
��
	���

∞�

i=0

αiA
ib = q. �- 0�

�� q ��� ���������
 �	"�������
� !�	�"
 ���G ������ ��� !�	�"
�� bG Ab,A2bG A3b, . . . ���
�������� n>�������"����� 8�
� �
�������� ��� ����
���G ���� �� n �����
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�
b Ab . . . Aδ−1b
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�� Aδ+1b �����
 ���,����G ���� �� ����

Aδ+1b= A
!
k0b+k1Ab+ . . .+ kδ−1A

δ−1b
"
= k0Ab+k1A

2b+ . . .+kδ−1A
δb =

= k̃0b+k̃1Ab+ . . .+ k̃δ−1A
δ−1b
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�� ��K���
�
��� �
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Su :=
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b Ab . . . An−1b
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�" 	��� ��� ���
�
��
	����	
���
�
� ���� ;�����# �
,����� �"
�
���
� 4�
���I ��� �/����
�- #� ��� ����
 ���� ���
�
��
G 4��� ��� ���
�
��
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�7 �- #&� 
��
�,
 ��� <�� ����
���� �
��G ���� ��� ���
 (A,b) ���
�
��
 ��� 

� ��� �/���������
���
��
dx

dt
=

�
1 3
2 −1
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�
0
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	�������
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����"
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= T−1AT# $% &
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z+T−1b# $% &
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��� �
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�
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S̃u =
�
b̃ Ãb̃ . . . Ãn−1b̃

� (4.11)
=
�
T−1b T−1Ab . . . T−1An−1b

�
=

= T−1
�
b Ab . . . An−1b

�
= T−1Su.

��� ����
���G ���� S̃u ����
 ���� 
��
�,
 ���G 4��� ��� ���
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����������� (����4�
��
������� 1
 J���� ��
 n (����4�
�� si ���� �� J� ����� �8�����>� (������	�"
 pi ��4 �����
���	�>(������	�"
 ρTi G � � �� ����


��� (siE−A) = n− 1 4"��� i = 1, . . . , n. �- #%�

�� ��� n (������	�"
�� �����
 
����,���� ����G 	��� ��� �/���� �- #� ������� ��
 
��
�,
��
1
�������
����"
����"� x = Tz, 4"��� T = P =

�
p1 . . . pn

�
�� ��� ����"����"
�

dz

dt
=






s1
   

sn




 z+





ρT1 b

   
ρTnb




u �- #+�

�
����"
���
� 4�
��� )��� ��
 ��� i>�� ;"��"����� ��� ��
����"
���
���� (���������	�"
�

ρTi b = 0, �- #-�

�" 	��� "*����������� ��
 !�
��
� ��
 i>��� 1
�������
.�� ��� �
����"
���
��� �/����� �

��
u ����� �����H
��� 4�
��� 
�� �� ����� �����
 	��� ���
�
��
�� �/���� �"
 )��� ��������

ρTi b �= 0 ��
 i = 1, . . . n, �- #2�

�" ��
��� ��� ���
�
��
	������
�7 ��� �
����"
���
��� �/�����

S̃u =






ρT1 b s1 ρ
T
1 b . . . sn−11 ρT1 b

ρT2 b s2 ρ
T
2 b sn−12 ρT2 b

   
   

ρTnb sn ρ
T
nb . . . sn−1n ρTnb





. �- #6�

��� ���	�>(������	�"
�� 	.���� "��� (�����
,�	
�� ��
 9������������ �" ��4,��� 4�
���G
���� ρTi b = 1 ��
 i = 1, . . . n ���� ��� <��
�7 S̃u ��� �"��� ���� �" �������� !����
�"���%>
<��
�7 ��
 3"
�

S̃u =






1 s1 . . . sn−11

1 s2 sn−12
   

   
1 sn . . . sn−1n






�- #0�

�� ��� (����4�
�� s1, . . . , sn �"
�
�����
������,� �"��������
 ��
�������� ����G ��� S̃u 
��>
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G �/���� �- #� ��� �"��� ���
�
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���.������� <��������	�
 9��7���
� � !����
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ρTi (siE−A) = 0T �- #'�
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���G � � ��
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<�� ����� ��� �/����
dx

dt
= Ax+ bu, y = cTx+ du �- %&�

%��%����%�	G 4��� �
� ��
 ;������� �"� u(t) 
�� y(t) �� ����� ���	����� 1�������
���� [0, T ]
��
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����� x0 �������� 4�
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� ��
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.�� ��� 8��	��"� �
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����� 
�� ��� (��������
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���

y(t) = cTφ(t)x0 +

� t

0

cTφ(t− τ)bu(τ)dτ + du(t),

4"��� φ(t) ��� �
 �- %&� ���.
��� �
������"�����
�7 ��� ��� �"� ��
 ����������� (�������>
�
.�� u ���,������ 9������ ��� 9
��

�	�� ���� �����" ��	���� 4�� ��� 9
�������
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������ ��� ��� "���� )�����
�� �����
������ 
�G �" �
�,�� ���

cTφ(t)x0 = y(t)−
� t

0

cTφ(t− τ)bu(τ)dτ − du(t)

# $% &
:=ŷ(t)
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dt
= cTAx,

d2y

dt2
= cTA2x,    

d(n−1)y

dt(n−1)
= cTAn−1x,
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


y
dy

dt
   

d�n−��y

dt�n−��





=






cT

cTA
   

cTAn−1





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 ����� ���������� 1����
�	� tG ���" �
�� ��
 t = 0
����
 ���� �����
��� �
������� 4�
��� 	���G 4��� ��� �" �������� ��%����%�	��������	�@

By :=






cT
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cTAn−1
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�� s1 
�� s2 �"� �������
 ��
��������

�� 
���� ���� ?��
��� ���� �
��������� ���� ��
��������� (����4�
�	"�K�

���"��� �
 
���
>
�������� 9
�������
�	� ��
 4����
�� ���
����
���� ��� ��� (
������ �2 %�G 4"��� ��
 n = 2
����I

x(t) = α1e
s� t p1 + α2e

s� t p2. �2 +�

'#



'% 
����	� �� ����	���
�
��� ��
 ����	�	 �$	��	
 �
�����

1
 J���� 1����
�	� t 	��� ��� x(t) �� ;"��"������ ��������� p1 
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���4�������� 8���������
��
���� ��� �"� ����� D�
����
�	�G 4�� �
 �� ��
 �����"������� 9�����
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�����
� 4�
� ���� 5��
�
��
����
�	��"� G(s) �������
4���� �

�� ����� ��"�	G 4��
�
 �� ���� 6 # ��
�������� ���G 
��
,������
� 

u y
G(s)

���� 6 #I ��"�	��
�����
�� ����
 5��
�
��
����
�	��"� G(s)

� )������ ��� ��� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
#y(s)

#u(s)
=

(s− 1)

(s+ 1)(s+ 2)
.

��� '1	��������	� ��� �/�����G � � ����� 8��	��"� �
� u(t) = σ(t) 	��� �������

#y(s) = G(s) #u(s) = G(s)
1

s
=

(s− 1)

s (s+ 1)(s+ 2)

��
������ 4�
��� (��� ��
�����

����
���
�� �����
�

#y(s) = −1/2

s
+

2

s+ 1
− 3/2

s+ 2
,

4�� �� 1�����
���� ��
 3
�	��"�

y(t) = −1

2
+ 2e−t − 3

2
e−2t

�����
���� 

4;+  �������� ��� G�s� �� )���%�	����

)��,� �6 #� ���� ��
 ��� ���������� !�
��
� ��
 9
�������
.�� y ���� 9�4���
�� ��� 3��>
�
���������

y(t) = L−1 {G(s) #u(s)} =
� t

0

g (t− τ ) u (τ) dτ , �6 2�

4"���
g(t) = L−1 {G(s)} . �6 6�

��� 9
�������
.�� y �����
���� ���" ��� :����
�� ���
 ��� ��4������� (��������
.�� u 9
�
������ )

�� ����� ��� g(t) �
�� ���������������� D,��� ��� ��� (��������
.�� ���
�/����� ����� ��
��>:��
��G ���" u(t) = δ(t)G �" ����

y(t) = L−1 {G(s)L{δ(t)}} = L−1 {G(s)} = g(t),
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���� ���� g(t) ������� 4�
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� ��� :��
�����4"
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�
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����
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G(s) =
1

(s + 1) (s− 1)
=

1

2

	
1

s− 1
− 1

s+ 1
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g(t) =
1

2

!
et − e−t

"
.
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�������� 5��
�
��
����
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G(s) =
β(s)

α(s)

�������� �"���� 1
�������"����� ����� ��� 
��
����	����� �"� G(s) (��� $�����
�
	��
����	��� �������� ���� ��
��
 ���

�� �
�G ���� ��� 1��� ��
 1
�������
.��� ������� ��� 
<�� �������G ���� ����
 ���� ���� 8�������

�� �"� G(s) �7�����
�G 4��� �6 +� �
����� ��� 

9� �����
 ������ 4�
��� �4�� 4������� @"
����"
��� �"
�������� ����� 4�
� "��� (��>
���
,�	
�� ��
 9������������ ���"� �
���������G ���� ��� @����
�"�/�"� ��
 5��
�
�>
�
����
�	��"� ��� �" ��������� ��������� 0�
&��� ���G ��
 �.����4�
���� ;"�O����� ���
@����
�"�/�"�� ��� ���" �
� # �"
���
�G � � �� ����

G(s) =
βmsm + βm−1s

m−1 + . . . + β1s+ β0
sn + αn−1sn−1 + . . . + α1s+ α0

:� 3���� ����� ��

���,����� �/����� �m = n� ��� ���� �"�/�"�������"� �

���
���
��G � � 

G(s) = βn +

!
βn−1 − αn−1βn

"
sn−1 + . . .+ (β1 − α1βn) s+ (β0 − α0βn)

sn + αn−1sn−1 + . . .+ α1s+ α0
.
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�7 A ��� 1
�������"����� �"4�� ��
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 b �������� ���� ���
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	�

G �� ���� �,�����

dx

dt
=






0 1 0 . . . 0
   

         
   

   
      0

0 . . . . . . 0 1
−α0 −α1 . . . . . . −αn−1





x+






0
   
   
0
1






u. �6 0�
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y =
�
β0 − α0βn β1 − α1βn . . . . . . βn−1 − αn−1βn

�
x+βn u �6 '�

:� ���� 6 % ��� ��� ��
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���� ����� �������������� <"����� �� �
���
 @"
����"
� ��
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� )������ ��� ��� 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
4s2 + 6s

2s2 + 2s + 2
=

2s2 + 3s

s2 + s+ 1
= 2 +

s− 2

s2 + s + 1
.

��� �
���.
��� 1
�������"���� �� ��
 �
���� @"
����"
� ��
���

dx

dt
=

�
0 1

−1 −1



x+

�
0
1



u, y =

�
−2 1

�
x+ 2u
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��������� 4�
���G 4��� ��� ���
������� �/����
����� ��

���,��� ���G ���� ���� ���� βn = 0. ��� 9
������������
�� �6 '� ��
�������� ���� ����
�


y =
�
β0 β1 . . . . . . βn−1

�
x.

� ��� �
 ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
21

3s3 + 6s+ 9
=

7

s3 + 2s+ 3

���.
��� 1
�������"���� �� �
���
 @"
����"
� ��
���

dx

dt
=




0 1 0
0 0 1
−3 −2 0



x+




0
0
1



 u, y =
�
7 0 0

�
x.
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dx

dt
=




0 1 0
0 0 1
−α0 −α1 −α2



 x+




0
0
1



 u.
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Su =




0 0 1
0 1 −α2
1 −α2 −α1 + α22
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� J���� 3��� 
��
�,
 9
� ������ )

�� 4�
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����"
� 4�
� G(s) �� ��
 �"������� 3"
� ��
��������

G(s) =
#y(s)

#u(s)
=

1

sn + αn−1sn−1 + . . .+ α1s+ α0# $% &
=G∗(s)

!
βns

n + βn−1s
n−1 + . . .+ β1s+ β0

"
. �6 $�

��� �
��� 1
��������
����� x1 ��� ���
����� 1
�������"����� 4�
� �" ��������
�G ���� ���
������
��

G∗(s) =
#x1(s)

#u(s)
=

1

sn + αn−1sn−1 + . . .+ α1s + α0
�6 #&�

�
����� 4�
�G � � 

sn#x1(s) + αn−1s
n−1#x1(s) + . . .+ α1s#x1(s) + α0#x1(s) = #u(s)

��� 
��������� 1
��������
������ x2 ��� xn 4�
��� �
� �" ��K���
�

#x2(s) : = s#x1(s), �6 ##�

#x3(s) : = s#x2(s) = s2#x1(s),
   

#xn(s) : = s#xn−1(s) = sn−1#x1(s),

���� ��� 8�����"�

sn#x1(s) = s#xn(s) = −α0#x1(s)− α1#x2(s)− . . .− αn−1#xn(s) + #u(s) �6 #%�

���� :� 1�����
���� 	.���� �6 ##� 
�� �6 #%� �"������
����� �
������������� 4�
���I

dx

dt
=






0 1 0 . . . 0

0 0 1
   

   
   

      0
0 . . . 1
−α0 −α1 −α2 . . . −αn−1





x+






0
   
   
0
1






u. �6 #+�

<�� �������G ���� ���,� �6 #&� ��� 8�����"� #x1(s) = G∗(s) #u(s) ���� 
�� ��� �6 $� �"���

#y(s) = G(s)#u(s) = G∗(s)
!
βns

n + βn−1s
n−1 + . . .+ β1s+ β0

"
#u(s) =

=
!
βns

n + βn−1s
n−1 + . . .+ β1s+ β0

"
#x1(s).

<�� �6 ##� 
�� �6 #%� �"���

#y(s) = βns
n#x1(s) + βn−1s

n−1#x1(s) + . . . + β1s#x1(s) + β0#x1(s)
�6 #%�
=

= βn [−α0#x1(s)− α1#x2(s)− . . .− αn−1#xn(s) + #u(s)] +
!
βn−1s

n−1 + . . . + β1s+ β0
"
#x1(s) =

= (β0 − βnα0) #x1(s) + (β1 − βnα1) #x2(s) + . . . +
!
βn−1 − βnαn−1

"
#xn(s) + βn#u(s).
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y(t) =
�
(β0 − βnα0) (β1 − βnα1) . . . . . .

!
βn−1 − βnαn−1

" �
x(t) + βnu(t), �6 #-�

� � �6 #+� 
�� �6 #-� �
����� ��� �
��� @"
����"
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nβ
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2−− nα

� nx 1−nx

1

~
−nβ 2

~
−nβ

�

1α− 0α−

1x

1

~
β 0

~
β

� 2x

y

1−− nα

���� 6 %I ��
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u

��nx 1−nx �
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1α− 0α−
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nβ
1

~
−nβ 2

~
−nβ

1

~
β 0

~
β

�2xy

2−− nα
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dx

dt
=






0 . . . . . . 0 −α0

1
   

   −α1

0
      

   
   

   
      0

   
0 . . . 0 1 −αn−1
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

x+




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β0 − α0βn
β1 − α1βn
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




u �6 #2�
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y =
�
0 . . . . . . 0 1

�
x+βn u. �6 #6�
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G(s) =
2s2 + 3s

s3 + s+ 2
.
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dx

dt
=




0 0 −2
1 0 −1
0 1 0



x+




0
3
2



 u, y =
�
0 0 1

�
x.
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 u, y =
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x+ βn u
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<1 :
dx

dt
= Ax+ bu1

y1 = cTx+ d u1
<2 :

dz

dt
= ATz+ cu2

y2 = bTz+ d u2
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G(s) =
#y1(s)

#u1(s)
=

#y2(s)

#u2(s)
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G(s) = cT (sE−A)−1 b+d = GT (s) = bT
�
(sE−A)−1

�T
c+d = bT
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sE−AT

"−1
c+d
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∆�(s) = det (sE−A) = s3 − 3s2 − 2s+ 1


��
∆
(s) = det (sE−B) = s4 − 5s3 + 3s2 − 2s+ 1.
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d3y

dt2
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d2y

dt2
+ y = u,
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dx
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=
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G(s) =
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|g(τ)| |u(t− τ )| dτ
(6.23)
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s(s+ 1)(s+ 2)
.

��� �/���� ��� ����� �:�A>������G �� �� ����� �"� ��� �����>��������� 8������� ������� 

� )������ ��� ��� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
s− 1

(s + 1)2(s+ 2)(s+ 4)
.

��� �/���� ��� �:�A>������G �� ���� �"�� �"� G(s) ����� ��������� 8������� �������� 



%�&� ��� 
����"���	�� #&+

4;" 6�� 
�����'�����

��� ��/���"������ ��������,� �
�"
��
� ��G ���� ���� (����4�
�� ��
 �/����	���
�7 �����
��������� 8������� �������� D����
� ��� ��� 5��
�
��
����/���� ����
 ���� �:�A>������G
4��� ����� 5��
�
��
����
�	��"� �
������������ �"�� ��� ��������� 8��������� �������� <��
�������G ���� ��� ������ ��������,��	
���
��� ��� ����
� ;������� ��
 ���� ��
 (����4�
��
��4 �"�� ����� �
�"
��
� !������
 ��� �
 ���
�
����G "� ��� ���
�	��
�������� �"�/�"� ��

�/����	���
�7 ��4 ��� @����
�"�/�"� ��
 5��
�
��
����
�	��"� ��� ?

4����"�/�"� ��� 
?��
��
 ���� �� ���� 8���� �"� !�
���
��G ��� "��� ��� �7������� ��
����
�� ��
 �"�/�"��
��>
������� �
�	"���� (7�����
���� 4�
� �� �����
 ������ ��� �" �������� 
�����'�����%

�"
��������G 4"��� �
� ��� ��4��� ��
������� 4�
� 

9
�������
�	� ��
 ���
����
���� ��� ��� �
 
���
�
������ �"�/�"�

p(s) = ans
n + an−1s

n−1 + . . .+ a1s+ a0. �6 %2�

(��� �"�4������ ������
�� ����
G ���� p(s) ��� ?

4����"�/�"� ���G ������� ��
��G ����
	��� �"�/�"�	"�O����� ��
���4����� 
�� ���� �"�/�"�	"�O������� ��� ������� !"
�������
�������� :�� ����� ������
�� ��
�����G �" ��� p(s) �����
 	��� ?

4����"�/�"� <�� �������G
���� ��
 �"�/�"�� ��� )
�� p(s) ≤ 2 ��� ���������� ������
�� �"��
 ��������� ��� ������

������ ��� 

� )������ ����� ��� �"�/�"��

p1(s) = 2s4 + 2s2 + s+ 1,

p2(s) = s5 + 3s4 − 2s3 + s2 + 1,

p3(s) = 5s6 + 3s5 + 2s4 + 7s3 + s2 + 9s+ 1,

p4(s) = −2s2 − 2s− 1,

p5(s) = s2 + 4s− 3,

p6(s) = s2 + s+ 1,

p7(s) = s + 8.

��� �"�/�"�� p1(s), p2(s), p5(s) �
������ ��� ���������� �"�4������ ������
�� �����G ��� ����
���" 	���� ?

4����"�/�"�� ��� �"�/�"� p3(s) �
����� ��� ������
��G ��
 @���4��� "� ��
���� 
� ��� ?

4����"�/�"� �������G �
�"
��
� ����
����� 4����
� ���
���� ������ 4����
 
����� 
��� �"�/�"�� p4(s), p6(s) 
�� p7(s) 	.���� ��
�	� ��� ?

4����"�/�"�� 	�����K���
� 4�
���G
�� ��� ��� ������
�� �
������ 
�� ����� �"�/�"��
�� 	�����
 "��
 ������ 2 �������� 

1
�,���� 4�
��� ���� 8"
��>������ ��� ;"�O������� ��� �"�/�"�� �6 %2� �� �"�������
E1��	>1��	><
���
F ����"
����

an an−2 an−4 � � �
↓ ր ↓ ր ↓ ր

an−1 an−3 an−5 � � �
, �6 %6�

%������� ���� ��� ���������� <��������	�
 (�4�
� 8"
�� �#'+# > #$&0�



#&- 
����	� %� ���	�
	 ��	
�
����������	�	

4"��� ��� ��
���� �"�/�"��
�� n ��� ������ ������ ��� ����� @
��������� �
�������� ��4 ���

���
���� �"�/�"��
�� ���� @
�������� ����
������ 4�
� 

� 3�
 ��� �"�/�"�
p(s) = s4 + 2s3 + 3s2 + 4s+ 5,

�
���� ���� ���� �6 %6�
1 3 5
2 4 0

.

?��������� �
���� ���� ��


p2(s) = 6s5 + 7s4 + 8s3 + 9s2 + 10s+ 11

��� ;"�O���������"
��
��

6 8 10 0
7 9 11 0

.

9
������� �"� ��
 2>�������� 9�"
��
�� �6 %6� 4�
��� 4����
� 1����� ���� �"������� ������
��
������ ��� ��������� (n + 1) 1����� �"
������I ��
 ;"�O����� �� ��
 k−��� ������ ����

��
�� 1���� �����
���� ��
 �4��
������� ����
������� �
� ��� (�������� ��
 �
���� 
��
(k + 1)−��� ������ ��
 ������ ��
���
��������� 1�����G ������� �

�� ��� �������� �
��� (��>
����� ��
 ��
���
��������� 1���� <�� ?���� ��� �" ������������ 
�������%
���� 	��� �
�
����������� 4�
���G "� ��� ?

4����"�/�"� �"
�����I

��� �"�/�"� �6 %2� ��� ����� ���� ��� ?

4����"�/�"�G 4��� ���� (n+1) (������� ��
 �
����
������ ���� �"� @
�� 
���
�������� 
�� ��� ������� !"
������� �������� 

� )������ ��� ��� �"�/�"�

p(s) = s4 + 2s3 + 3s2 + 4s+ 5.

��� "��� ���������� �"�4������ ������
�� ��� �
����� A� ��� �"�/�"� ����,������ ��� ?

>
4����"�/�"� ���G 	��� �
� ��� ��� 8"
��>������ ���
�
��� 4�
��� 1
�,���� 4�
��� ���
�
���� ������ 1����� ���,� �6 %6� �
���������G � � 

1 3 5
2 4 0

.

��
 "��� ����������� ��
����
����"
���
��� �"����� �
������� ��� �
� ��� �
���� 
�� ���
��
1����G � � �� �
���� ����

1 3 5
2 4 0

1 � 4− 2 � 3
(−2) = 1

1 � 0− 2 � 5
(−2) = 5

2 � 5− 1 � 4
(−1) = −6

.



%�&� ��� 
����"���	�� #&2

�� ��� �
��� (������ ��
 ���
��� 1���� ��� ����
�� !"
������� ��� ��� ��� ��
���� (�������
��
 �
���� ������G ��� p(s) 	��� ?

4����"�/�"� ��� 8"
��>������
 �
�� ���
 ���" �����
�"����,���� ��
������ 4�
��� 

� )������ ��� ��� �"�/�"�
p(s) = s3 + 3s2 + 2s+ 1.

(� �"�� ��� ��� 8"
��>������ ���
�
��� 4�
���G "� ��� ?

4����"�/�"� �"
����� 1
�,����
4�
��� 4����
 ��� �
���� ������ 1����� ���,� �6 %6� �
���������G � � 

1 2 0
3 1 0

.

)��,� "����
 ��
����
����"
���
��� �
�,�� ��� ��
 ��� �
���� 1����

1 2 0
3 1 0

1 � 1− 3 � 2
(−3) =

5

3

1 � 0− 3 � 0
(−3) = 0

.

�� ��� �
��� (������ ��
 �
����� 1���� ��� �������!"
������� ��� 4�� ��� ��
���� (�������G
4�
� ��� �,����� �
�� ���
 �
�� �
������ ������� 1���� �
������� 
�� ��� K����

1 2 0
3 1 0
5
3

0

3 � 0− 5
3
� 1

(−5
3
)

= 1

.

9��� (������� ��
 �
���� ������ ���� �"� @
�� ��
�������� 
�� ����� ��� ������� !"
�������G
� � p(s) ��� ��� ?

4����"�/�"� 

���"���
� �"� !"
���� ��� ��
 (������ ��� 8"
��>�������G 4��� ��� ;"�O������� ��� �
 
�>
��
�
������� �"�/�"�� �"� �
���� ��
�����
� ���,���� 

� )������ ��� ��� �"�/�"�
p(s) = s3 +Ks2 + s+ 1.

(� �"�� ��� ?���� ��� 8"
��>������� ���
�
��� 4�
���G ��
 4����� D�
�� ��� 
������ ��
���>
��
� K ��� �"�/�"� p(s) ��� ?

4����"�/�"� ��� 9
� ��
 3"
��

��G ���� ���� �"�/�"�	">
�O������� ��� ������� !"
������� ��������G �"��� 
���������
 ��� �"�4������ ������
��G ����
K �"����� ���� �
�� ��� �
���� ������ 1����� ��� 8"
��>������
� �
����� ���� �


1 1 0
K 1 0

.



#&6 
����	� %� ���	�
	 ��	
�
����������	�	

3�
 ��� 4����
�� 1����� �
�,�� ���

1 1 0
K 1 0

1 � 1−K � 1
(−K)

=
K − 1

K

1 � 0−K � 0
(−K)

= 0

K � 0− K−1
K
� 1

−K−1
K

= 1

.

����� ���� (������� ��
 �
���� ������ �������� !"
������� ��������G �
��

K − 1

K
> 0

������ �� K �����
 �"����� ���G �"��� ��
�
� 
���������
 ��
 ���
���� D�
����
����

K > 1.

4;3 9	�I��������

��
 �" �������� 3
�C
������� �����
���� ��� ��������4
������ 1
����� ����� �����
��G ����>
����
������ �/����� ��� ��
�"������
 (

��
�� ����� 4�
� ���
 �"
�
��������G ���� ��� ��>
�
������� �/���� �:�A>������ ���G � � ����� 5��
�
��
����
�	��"� G(s) ������� �
������������
�"�� ��� ��������� 8�������& D����
� 4�
� ��
���������� �"
�
��������G ���� ���� �"�� �"�
G(s) ������� ����G ��� ���
������ (
�������� ������ ����
����� �
�� ��
 ��� ����������� 3���
���
�����
 �"�� 9�� (��������
.�� u(t) 4�
� �
� ��� 	"����7� ��
�"������ 3
�	��"�

u(t) = ejωt #u(s) =
1

s− jω
�6 %0�

��4,���+ 3�
 ��� �
���.
��� 9
�������
.�� y(t) ���� �� ������
����

#y(s) = G(s)
1

s− jω
= K

m1

i=1

(s− ni)

n1

k=1

(s− pk)

1

s− jω
,

���� ��
�����

����
���
�� �����
�

#y(s) =
c0

s− jω
+

n�

i=1

ci
s− pi

.

+<�� �������G ���� �� ���� ���
 
� ��� 
����� )����	���7��
����� ������� 



%�'� �
	(�	������ #&0

3�
 ��� ;"�O������� c0 K���� ���

c0 = lim
s→jω

(s− jω) #y(s) = lim
s→jω

�
(s− jω)G(s)

1

(s− jω)



= G(jω),

� � 

#y(s) =
G(jω)

s− jω
+

n�

i=1

ci
s− pi

.

3�
 ��� �
���.
��� 1����
�	��"� ���� �
�

y(t) = G(jω) ejωt +
n�

i=1

ci e
pit.

3�
 E���
 �
"�� D�
�� �"� tFG ���" �� �" ��������� ���������������� $������ ����

y(t) ≈ G(jω) ejωt, �6 %'�

� � ��� 9
�������
.�� �����
���� ��
 ��� G(jω) ��4�������� (��������
.�� ����� 	"����7�
3
�	��"�

G(jω) = |G(jω)| ej argG(jω) �6 %$�

��� ��
 9	�I�������� ��� �/����� ���"�� �"
�
���
� �����
���� �
G 4�� ���� �� ��������4
�>
����� 1
����� ��� 9�����
�� 
�� ��� ���������� ��
 ��
�"������� (��������
.�� ����
�

����
��� ��� �/����� ��
,���
� <�� �������G ���� ��� (��������
.�� �6 %0� ��� ���>
��
	"�������"� ����
 ���
�> 
�� ����
 M"���
��
�	��"� ��
�������� 4�
��� 	���G � � 

u(t) = ejωt = cosωt+ j sinωt.

@��� �6 %'� 
�� �6 %$� ���� �� ��������4
������ 1
����� ��
 ��� �
���.
��� 9
�������
.��

y(t) = |G(jω)| ej(ωt+argG(jω)) = |G(jω)| cos (ωt+ argG(jω))+j |G(jω)| sin (ωt+ argG(jω)) .

9
� ��
 �����
��,� ��� �/����� 	��� ����
 
���������
 ���"���
� 4�
���G ���� �� ��������4
�>
����� 1
����� ����I

u(t) = û cos (ωt+ φ) ⇒ y(t) = û |G(jω)| cos (ωt+ φ+ argG(jω))

u(t) = û sin (ωt+ φ) ⇒ y(t) = û |G(jω)| sin (ωt+ φ+ argG(jω))

� )������ ��� ��� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
1

s+ 1
.

3�
 ���� (��������
.�� u(t) = 3 sin t �
���� ���� ��
 ��� !�
��
� �"� y(t) �� ��������4
������
1
�����

y(t) ≈ 3 |G(j)| sin (t+ argG(j)) =
3√
2
sin
'
t− π

4

(
.



#&' 
����	� %� ���	�
	 ��	
�
����������	�	

3�
 J���� D�
� �"� ω �
���� ���� ���" ���� 	"����7� 1��� G(jω). ��� �
�������� ��
�����
��
�����
 	"����7�� 1����� �� ��
 	"����7�� (���� ��� 3
�	��"� �"� ω 4�
� 9	�I����������
2	����	��G E&I�����2	����	��- "��
 	

� 2	����	�� ������� :� ��� �" ��������� 9	��
I��������
����� 4�
��� J�4���� ���
�� 
�� ����� �"� G(jω) ���
 ω ��
��������G ��� ��
����
�� ������ 1
���������� �
�� �"� ���  ���2�6���	�����;

4;( )�����������
���� ��� 5%�	�	�������&������

��� 5��
�
��
����
�	��"� ����� �
� ���
�
�� 5��
�
��
����/������ 
��	4�
	
����
�����
�
��������������� )������/����� 	��� �

�� 9�4���
�� ��
 �"������� E8�����
����� ��

5��
�
��
����
�	��"���F �/���������� �
������� 4�
��� 

4;(;# 
���������
����

3�
 ��� �� ���� 6 6 ��
��������� ��
���������
�� �4���
 �/����� ��� ��� 5��
�
��
����
�	��">
��� A(s) 
�� B(s) ����

u yv
A(s) B(s)

���� 6 6I 8�����������
�� �"� 5��
�
��
����/������

#y(s) = B(s) #v(s) = B(s)A(s) #u(s).

3�
 ��� )��������
�
��
����
�	��"� ���� �"���

G(s) = A(s)B(s). �6 +&�

��� 5��
�
��
����
�	��"� ����
 ��
���������
�� �����
���� ���" ��� '������ ��
 ���������
5��
�
��
����
�	��"��� <�� �������G ���� G(s) �
������������ �"�� ��4 @
��������� �������G
��� �
�� �"�� ��4 @
��������� �"� A(s) 
��L"��
 B(s) ���� 

� 9
� ��
 ��
���������
�� ��
 �/����� ��� ��� 5��
�
��
����
�	��"���

A(s) =
1

s+ 1

�� B(s) =

s+ 2

s

�
���� ���� ��� )������/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) = A(s)B(s) =
s+ 2

s (s+ 1)
.

-������� ���� ��� ��� ���4���� ���"
����� ���
�	�������� ��/��	�
 ?�

/ @/C
��� �#''$>#$06� 
2������� ���� ��� ���
�	�������� D�������������
 ?���
�	 D��� �"�� �#$&2>#$'%� 



%�)� ������	���������� ��� ��	
�
����������	�	� #&$

��� �"�� �"� G(s) ������ ��� s1 = 0 
�� s2 = −1G ��� @
�������� ��� s = −2 

��� �"������ �������� �"�� ��
��
�������G ���� ���� E����������

��F ������� ����
 ��
��������>
�
�� ����� �.����� ��� 

� )������ ��� ��� ����������6 �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

B(s) =
1

s− 5
.

<�� ��
 D���

A(s) =
s− 5

s+ 1

������� ��G ��� �:�A>�������� )������/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) = A(s)B(s) =
(s− 5)

(s + 1)

1

(s− 5)
=

1

s+ 1

�
 �
��
��� ��
 E���������F �"� �"� B(s) 4�
� �

�� ���� �����
������� @
�������� �"� A(s)
	"�������
�G ��� ��
���� �"� ����
 E�����%�
�� :�	����F :� ��
 8�����,� �
�� ����
�����
���"� �
��������� 4�
���G ���� ��� ������ v ��� ����
 ��.

�� ���
����
� ���G 4�� �� ���� 6 0
�

�� ���� ��.
�
.�� d ������
��� ��� ����� ����

u v
A(s)

y
B(s)

d

���� 6 0I 1

 ��
���������
�� �"� �/������

#y(s) = B(s)
�
#v(s) + #d(s)

�
= B(s)A(s) #u(s) +B(s) #d(s).

��� ����
���G ���� ��
 1
���������� �4������ ��.

�� 
�� 9
�������
.�� �

�� ��� ��>
������� 5��
�
��
����
�	��"� B(s) �����
����� 4�
�G ��� )������/���� ��� �"��� �
�	�����

��
�
����
 ����� �
"�������	 �
��� �
�� ��� ��
 �
��
������ ���
����"� ��
 ��
��������>
�
�� �
� 9
��

�� ��
 �
��
������ ��
�����
�� �"� 1����� ��� ��������
 )���
��	��� ��� ���
)
.�� v ��� ����� 3����
 ���
����
�G ��
 ��� ��.

�� d ����
�
����
� 4�
��� 	��� 
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GV orwärtszweig

1 +GSchleife

�6 ++�

������G ����� ���
�
 �
�� ���� 6 #& 

Vorwärtszweig

Schleife

���� 6 #&I 1

 (
�����
�� ��
 5��
�
��
����
�	��"� 
��	��	"������
 �/�����

� 9
� ��
 1
������������
�� ��
 �/����� ��� ��� 5��
�
��
����
�	��"���

A(s) =
1

s+ 2

�� B(s) =

1

s

���,� ���� 6 $ �
���� ���� ��� )������/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(s) =
s

(s+ 1)2
.

����
	���4�
� ���G ���� ��� �"�� s1,2 = −1 �"� G(s) 4���
 �"�� �"� A(s) �"�� �"� B(s)
���� ����� <.�����	���G ��� �"�� ��� E������"������ ;
�����F �
 �����H
����G 4�
� �� ��

8����
���������	 ���� (��4

� �"� 8������������ �
�������� 



##% 
����	� %� ���	�
	 ��	
�
����������	�	

4;(;- �

������� '�	����	��

(�� 9��"
����
� �
 ��
����
�� ��
 5��
�
��
����
�	��"� �"� 	"����7�� 1
�����������>
�
���� �"� 5��
�
��
����/������ ��� ��� �" �������� <��"�>3"
���0G ����� � � V+W �

��
�������	�� 9�4���
�� ��
 ��
���� ��������
��� 8�����
����� ��
 5��
�
��
����
�	��"���
���
���>G ��
�����������
�� 
�� 8��		"���
��� 	.���� 	"�������
�� ��

	�

�� �
�� "���
��� ��4�� ���4�
�,������ 9��"
����
� �"� <��"� �
"�����"� �
����.�� 4�
��� 

� ��� 5��
�
��
����
�	��"� ��� �� ���� 6 ## ��
���������� �/����� �"�� �
������� 4�
��� (�

u y
A(s)

B(s)

C(s)

D(s)E(s)

���� 6 ##I 1
������������
�� ���
�
�
 5��
�
��
����
�	��"���

������� ���� 
� ��� 8�����������
�� ��
 5��
�
��
����
�	��"� A(s) 
�� ����
 8��		"���
��
���
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 �"������� ���
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���� ���� �������	
��� �����
�G ��������
����� (��>
�
.����/�����G ��� �

�� n ��*�
�����������
���� �
���
 A
��
�� ��
 3"
�

xk+1 = Ad xk + bd uk, �0 #�

yk = cTd xk + dd uk. �0 %�

�����
����� 4�
��� 	.���� (� ������� ���� ���
��� 
� ��� �/���� ��� ��
 (��������"���
(uk) = (u0, u1, u2, . . .) 
�� ��
 9
�������"��� (yk) = (y0, y1, y2, . . .) <�� ��
 3"��� (xk) =
(x0,x1,x2, . . .)G ��
�� (������� n>�������"���� ���������	�"
�� ����G 4�
� ��
 ��������� !�
��
�
��� 1
��������	�"
� ����������G ��
 9�������
����� ��� �/����� 4�
� �

�� x0 �/��"�����
� 
��� C
��
������� <��
�7# Ad ��� ��� �/����> "��
 �/����	���
�7G bd ��� ��
 (���������	�"
G
cd ��� ��
 9
��������	�"
 
�� dd ��
 ��	���
�� �

���
�*���
� (� 4�
� 4����
� �"
�
��������G
���� ��� �������	
���� �/���� ���� 	"������� ��"������� ���	
������

������� Td �
�

��� �����G
� � ����� D�
� ��� �������������� 1�������7 k �����
���� ��
 1����
�	� t = k Td 

";+ ,<���� ��	 '&�����
���������

:� !�
������ �
 ��*�
������������
����/������ ��� ��� �.�
�� �"� �/������ �"� ��*�
�����>
������
���� ��������
G �� ���
 ��� �.�
����"
���
��� ��
���� ��������� ��� 9
������� �"�
9�������
����� x0 	.���� ��� ��������� !�
��
� ��
 (��������
.�� (uk) ��� D�
�� ��� 1
>
��������	�"
� �
 ��� ���	
���� 1����
�	��� t = kTd ��
 k = 1, 2, . . . �

�� 4����
�"����
(�������� �� �0 #� �
������� 4�
���G � � 

k = 0 : x0 . . .9�������
�����
k = 1 : x1 = Ad x0 + bd u0
k = 2 : x2 = Ad x1 + bd u1 = A2

dx0 +Adbd u0 + bd u1
   

   
���������I xk = Ak

dx0 +
2k−1

i=0 A
k−1−i
d bd ui

�0 +�
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���� �/����� ������� 
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����� !"
�����4���� �
��
�� ��� �
��
����� ��
����
�� ��
 (������� ��
 3"��� (xk) 
�� ��
4����
�
 3"��� ��
 9
�������"��� (yk) ������� �0 %� 

(��� �����	������ �.�
�� 	��� ��� ?���� ��
 �>�
����"
����"� �
������� 4�
��� D����� ���
����� �
� �0 #� ��G �" �
�,�� ���

z x̃(z)− zx0 = Ad x̃(z) + bd ũ(z)

4"���
x̃(z) = � {(xk)} 
�� ũ(z) = � {(uk)} .

��
�
� �
���� ���� 
���������


x̃(z) = (zE−Ad)
−1 zx0 + (zE−Ad)

−1
bd ũ(z). �0 -�

D�� �
� �0 +� ��4 �0 -� �
 �
	����� ���G ����� ���� > ����"� �
� ����	"����
��
������ 3��� > ���
�.�
�� �0 +� �
� ��� �
���� 
�� ��� �
�4
������ 9����� ������� �
������ ��� (
����
��
��
 �����
��,��������
���� 	��� ������ ���
�
��� 4�
��� 

��K���
� ��� ��� n× n > <��
�7

φ̃d(z) := z (zE−Ad)
−1 � � 

!
φd,k

"
= �−1

�
z (zE−Ad)

−1� (7.3)
=
!
Ak

d

"
, �0 2�

�" ���� > ���� 9�4���
�� ��� 3���
��������� �� $� ��
 �X�
����"
����"� > ��
 ��� �.�
��

xk = φd,kx0 +
k−1�

i=0

φd,k−1−i bd ui. �0 6�

3�
 ��� (������� ��
 9
�������
.�� (yk) ���� ���� ���,� �0 %�

yk = cTd φd,kx0 +
k−1�

i=0

cTd φd,k−1−i bd ui + dd uk. �0 0�
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��� �.�
�� ��� ���J����� �.�
��G ��� ���� �
����G 4��� ��� �/���� �
������������ �

��
��� 9�������
����� x0 ����
��� 4�
�G � � ��� ���
������ ��� �
�"�"�� �/����

xk+1 = Ad xk.

3�
 ��� D�
� ��� 1
��������	�"
� �
� 1����
�	� t = kTd ����

xk = Ak
d x0

(7.6)
= φd,k x0. �0 '�

��� <��
�7 φd,k �����
���� �"��� ��� 1
���������� ��� 1
��������	�"
� xk ��� ��� 9�>
������
����� x0 :� 9���"��� �
� ����	"����
��
������ 3��� 4�
� φd,k ��� �
������"�����
�7
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 ��
 k, i ≥ 0 ��������
��,������ ��� (����>
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φd,0 = E, φd,k+1 = Adφd,k 
�� φd,k+i = φd,kφd,i. �0 $�
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 9������ ����
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�7 Ad �"��� 4����
�

φ−1d,k = φd,−k. �0 #&�

� )������ ��� ��� ������������� <"����

xk+1 =

�
−0.4 −0.2
−0.8 −0.4



xk.

@��� �0 '� ���� ��
 ��� �
��� �.�
��

xk = φd,kx0 =

�
−0.4 −0.2
−0.8 −0.4


k
x0.

3�
 ��� �>�
����"
���
�� ��
 �
������"�����
�7 K���� ���

φ̃d(z) = z (zE−Ad)
−1 = z

�
z + 0.4 0.2
0.8 z + 0.4


−1
=

1

(z + 0.8)

�
z + 0.4 −0.2
−0.8 z + 0.4



.

��
�
� �"��� ���� �

�� 8��	�
����"
����"� ��� E	"���	��F ��
�����
��

φd,0 =

�
1 0
0 1




�� φd,k =

�
1
2
(−0.8)k 1

4
(−0.8)k

(−0.8)k 1
2
(−0.8)k
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 k ≥ 1

��
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���4�������� 9�������
����� x0 = 0

�

�� ��� (��������
.�� (uk) ����
���G �� ����

xk =
k−1�

i=0

φd,k−1−i bd ui, �0 ##�

� )������ ��� ��� ������������� <"����

xk+1 = 0.5xk + uk

��� ��� 9�������
����� x0 = 0 9
� �0 ##� �"��� ��
 ��� (������� ��
 3"��� (xk) 
���������


xk =
k−1�

i=0

0.5k−1−i ui ��
 k ≥ 1.
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����� ��� �� �0 -� ��
 ��� 9�������
����� x0 = 0G �" ����

x̃(z) = (zE−Ad)
−1
bd ũ(z)


�� ��� �
�,�� ��
 ��� �>�
����"
���
�� ��
 9
�������"���

ỹ(z) = � {(yk)} =
�
cTd (zE−Ad)

−1
bd + dd

�
ũ(z). �0 #%�

��� ���
"���� 
���"���� 3
�	��"�

G(z) = cTd (zE−Ad)
−1
bd + dd �0 #+�

��� ��� �" �������� ��5%�	�	�������������� ��� �������	
���� <"����� �0 #�G �0 %� 

� )������ ��� ��� ������������� <"����

xk+1 =

�
0 1
0 −0.5



xk +

�
0
1



uk, yk =

�
−1 1

�
xk.

<�� ?���� �"� �0 #+� K���� ���

G(z) =
�
−1 1

� � z −1
0 z + 0.5


−1 �
0
1



=

z − 1

z2 + 0.5z
=

z − 1

z (z + 0.5)
.
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������� �"� �0 #� 	.���� ���
 ��� ������
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xk = xk+1 = xR = 	"��� �0 #-�

�
������� 4�
��� 3�
 ��� E	"�������F (��������"���G � � 

(uk) = (uR, uR, . . .) � � uk = uR = 	"��� 

�
�,�� ��� ��� 8�����"�
xR = Ad xR + bd uR,

4"
�
� ���� ��� �����
� )�����
����/����

(Ad −E)xR = −bd uR

�
���� D��� ��� <��
�7 (Ad −E) 
��
�,
 ���G ���" ��� ?.����
��� �������G ���� �� ����
 ����
8
������

xR = − (Ad −E)−1 bd uR. �0 #2�
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���(Ad −E) = 
���(Ad −E
   buR) 
���(Ad −E) < 
���(Ad −E

   buR)

∞ ����� 8
������� 	���� 8
������

<�� �������G ���� ��� (����4�
�� λi ��
 <��
�7 (Ad − E) ��� ��� (����4�
��� zi ��
 <��
�7
Ad ���
 ��� 8�����"�

λi = zi − 1 ��
 i = 1, . . . , n

�� !�
����
�� ������ ��� ����
���G ���� ��� <��
�7 (Ad − E) ����
 ���� ����
�,
 ���G 4���
Ad ����� (����4�
� �� ��
 ������ z = 1 ������� 
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<�� ����� ��� �
�"�"�� �/����
xk+1 = Ad xk �0 #6�

��/���"����� ������G 4��� ��
 ����� ��	������� 9�������
����� x0 ��� ������
��

lim
k→∞

xk = 0 �0 #0�

�
����� ��� 9
� �����
 ��K����"� 	��� ���"���
� 4�
���G ���� ��� ��/���"����� �������� �/����
����
 ���� 8
������ �� B
��

�� ��� 1
������
�
��� ������� 9
� �0 #0� �"��� 4����
�G ����
��� �
������"�����
�7 �0 2� ��
 ������
��

lim
k→∞

φd,k = 0 �0 #'�

������� �
��G � � ����� (������ ��
 <��
�7 ��
���4����� ��
 t → ∞ S������ 4�� ��
����	"����
��
������ 3��� 	��� ��� ?���� ��� (��4�
������� ��
 �>�
����"
����"� ���"���
� 4�
>
���G ���� ���� ����
 ���� ��
 3��� ���G 4��� �		� (����4�
�� �"� Ad ���
����,��� 	�����
 ���
1 ���� 

��� �/���� �0 #6� ��� �"��� ����
 ���� ��/���"����� ������G 4��� ��� ���
�	��
�������� �"�/>
�"� �"� Ad ��� 8��������	���1�
&��� ��� 

� )������ ��� ��� �
�"�"�� �/����

xk+1 =




0 1 0
0 0 1
0 −0.5 −0.5



xk

�� ��� �/����	���
�7 Ad �� ��������"
� �"
�����G 	��� ��
 ���
�	��
��������� �"�/�"� ��
�	�
��������� 4�
���G � � 

∆(z) = det(zE−Ad) = z3 + 0.5z2 + 0.5z = z
!
z2 + 0.5z + 0.5

"
.
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z1 = 0, z2,3 =
1

4

'
−1± j

√
7
(

9
��

��

|z1| = 0 
�� |z2| = |z3| =
1√
2
≈ 0.71

������ ���� (����4�
�� �� (�������	
���G ��� �/���� ��� �"��� ��/���"����� ������ 
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1
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� �������� D���� 4�� �� ����	"����
��
������ 3��� �

����>
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� 4�
���G � � ��
 1
��������	�"
 xk ��� A
�������/����� �0 #� ����� ��� ��� 1
�>
�������	�"
 vk ��� �
����"
���
��� �/����� �� ��
 8�����"�

xk = Tvk. �0 #$�

����� 4�
� ��� C
��
������� <��
�7 T ��� 
��
�,
 �"
�
�������� ����� ��� �0 #$� �� �0 #�

�� �0 %� ���G �" �
�,�� ��� ��� �����
���
��

vk+1 = T−1AdTvk +T−1bd uk, �0 %&�

yk = cTdTvk + dd uk. �0 %#�

��
 ��� �
����"
���
�� �/���� 
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 ��� n (����4�
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�� �"��������
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��������G �" �
�*� ���� �
� J���� 3��� �
 D,��� ��� �
�

T = P =
�
p1 p2 . . . pn

�
,

�" ����� ��� �
����"
���
�� �/���������
���
�� �0 %&� �� ��
 ����"����"
� �"
 �� ��� 1�����
�"� P−1 ��� �
 ��� (����4�
��� ���.
���� ���	�>(������	�"
�� ����G � � 

P−1=






ρT1
ρT2
   
ρTn





,

���� ��
 ��� �
����"
���
�� �/����

vk+1 =






z1
   

zn




vk +





ρT1 bd

   
ρTnbd




uk, �0 %%�

yk =
�
cTdp1 . . . cTdpn

�
zk + dd uk.
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φ̂d,0 = E, φ̂d,k =






z1
   

zn






k

=






zk1
   

zkn




 = ����

!
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 k > 0 �0 %+�

�

�� 8��	�
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!
zki
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������"�����
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������ ������ ��
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������� 4�
��� ��� �
 ��� ��������� ="
�����.�	�� ���.
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 ���	"����� 3�
 ��� �
� ="
�����"�	 Jλ,m ���.
���� �����/����

vk+1 = Jλ,m vk =






λ 1 0 . . . 0

0 λ
   

   
   

         0
   

   λ 1
0 . . . . . . 0 λ






vk �0 %2�
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vk = φ̂d,kv0 =






!
k

0

"
λk

!
k

1

"
λk−1

!
k

2

"
λk−2 . . .

!
k

m−1

"
λk−m+1

0
!
k

0

"
λk

!
k

1

"
λk−1 . . .

!
k

m−2

"
λk−m+2

   
      

   
   

   
!
k

0

"
λk

!
k

1

"
λk−1

0 . . . . . . 0
!
k

0

"
λk





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��� ��� ���"����	"�O������� 	
p

q



=

p!

q!(p− q)!
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φd,k = T φ̃d,kT
−1. �0 %0�

� )������ ��� ��� �
�"�"�� �/����

xk+1 =






0.5 1 0 0 0
0 0.5 1 0 0
0 0 0.5 0 0
0 0 0 2 1
0 0 0 0 2





xk,
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φd,k =






0.5k k 0.5k−1 k(k−1)
2!

0.5k−2 0 0

0 0.5k k 0.5k−1 0 0

0 0 0.5k 0 0

0 0 0 2k k 2k−1

0 0 0 0 2k





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<�� ����� ��� �/����
xk+1 = Ad xk + bd uk,
yk = cTd xk + dd uk

�0 %'�

�����	%�	G 4��� �� �.����� ���G �

�� ��������� D��� ��
 (��������
.�� ��� ���������� 9�>
������
����� x0 �� ��������
 1��� t = N Td �� ����� ���������� (���
����� xN �
 ���
���
�� 
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� ��
 ;������� �"� (�������> 
�� 9
������>
�
.�� �� ����� ��������� 1�������
���� ��
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����� x0 �
������� 4�
���
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���

9
� �0 +� �"���

xN = AN
d x0 +

N−1�

i=0

AN−1−i
d bd ui,

� � 
N−1�

i=0

AN−1−i
d bd ui = xN −AN

d x0# $% &
:=�

,

4"��� q ��� !�	�"
 ���G ��
 ���� �
� ��� �������� �"
��������� D�
��� x0 
�� xN �

���>
��� =���
 !�	�"
 q �
�� ���" ��� �����
	"�������"� ��
 !�	�"
�� bd, Ad bd, . . . , A

N−1
d bd
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�������� 4�
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�
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�
4�
���G ���� ���� ����
 ���� �.����� ���G 4��� ��� !�	�"
�� bd, Ad bd, . . . , A

n−1
d bd �����
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Sd,u =
�
bd Adbd . . . An−1

d bd
�
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��G ���� ��� ���
 (Ad,bd) ���
�
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 ��� 
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y0 = cTd x0 + dd u0

y1 = cTdAd x0 + cTd bd u0 + dd u1

y2 = cTdA
2
d x0 + cTdAd bd u0 + cTd bd u1 + dd u2

   

yn−1 = cTdA
n−1
d x0 + cTdA

n−2
d bd u0 + cTdA

n−3
d bd u1 + . . .+ cTd bd un−1 + dd un

��4 





cTd
cTdAd

cTdA
2
d

   
cTdA

n−1
d





x0 =






y0
y1
y2
   

yn−1





−






dd u0
cTd bd u0 + dd u1

cTdAd bd u0 + cTd bd u1 + dd u2
   

cTdA
n−2
d bd u0 + cTdA

n−3
d bd u1 + . . .+ cTd bd un−1 + dd un





.

��� �/���� ��� ����
 ���� ��"�������
G 4��� "����� )�����
����/���� ��������� x0 �����
���
�.���
 ��� ���� ��� ����
 ���� ��
 3���G 4��� ��� ����	
���� ��"������
	������
�7

Bd,y :=






cTd
cTdAd

   
cTdA

n−1
d





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G(z) =
� {(yk)}
� {(uk)}

=
ỹ(z)

ũ(z)
. �' #�

����� 4�
� �"
�
��������G ���� ���� ��� �/���� �
� 1����
�	� k = 0 �� 8
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 �"
��������� ���
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�

G(z) =
β(z)

α(z)
, �' %�
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�������� 4�
���G 4"��� ��� �"�/�"�	"�O������� �"� α(z) 
�� β(z) ��� 
���� �"
�
��������
4�
��� �/�����G ��� ����� ��� �"�/�"��
��� ��
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)
��β(z) ≤ )
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��� ��� 
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��
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)
��β(z) = )
��α(z)
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�
��
����
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(yk) = �
−1 {G(z) ũ(z)} = (gk) ∗ (uk) =

�
k�

i=0

gk−i ui

 

, �' 2�

4"���
(gk) = �

−1 {G(z)} . �' 6�

��
 D�
� ��
 9
�������
.�� �
� 1����
�	� k �����
���� ���" ����
 ��4�������� �
��� ��

(��������"������������ ��� �
 ������ 1����
�	� 9
� ������ )

�� ����� ��� (gk) �
��
����������
�� D,��� ��� ��� (��������
.�� �
� ����� �������	
���� :��
��G ���"

(uk) = (δk) = (1, 0, 0, . . .) � � ũ(z) = 1

�" ����
(yk) = �

−1 {G(z)} = (gk) ,

4������ (gk) �
�� :��
�����4"
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�
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� α(z) = zn ���
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���
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�� ��
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�
�� ��
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� )������ ��� ��� �>5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
z2 − 0.5

z3
= z−1 − 0.5z−3.

?��
��� ������� �� ���� 
� ��� 3:8>�/����G ��� �
���.
��� :��
�����4"
� ��
���

(gk) = (0, 1, 0,−0.5, 0, 0, . . .).

:� )�������� ���
 
��
,������
�

G(z) =
z

z − 0.1

��� ::8>�/���� ��� ��
 :��
�����4"
�

(gk) = (1, 0.1, 0.01, 0.001, . . .) =
!
0.1k

"
.

#���� I ������ ����	�� ��������
%���� I ��+���� ����	�� ��������



'��� ��	
���� ��� G(Z) �� 	��	� �����������	�� #++

3;* 5%�	���� ��� G�z� �� ����� )�����������



�� ��
 1
���������� �' -� �4������ ��
 �>5��
�
��
����
�	��"� 
�� ��� 1
�������"����
�0 #�G �0 %� �7�	� ��� ����	"����
��
������ 3��� �����
����G 	.���� ���� 5��
���
���� 
���
,�>
��
� ���
�"���� 4�
��� ��� ����
���G ���� �
 ����
 �>5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
βnz

n + . . .+ β1z + β0
zn + αn−1zn−1 + . . . + α1z + α0

�� ��	�����
 D���� ��� 8�������
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G(z) =
z − 0.5

z2 + 1.2z + 0.2
.
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���

xk+1 =

�
0 1

−0.2 −1.2



xk +

�
0
1



uk, yk =

�
−0.5 1

�
xk,
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ku
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kx ,2 kx ,1

1 5.0−

ky
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z 1−

z
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G(z) =
z2 + 0.9z + 0.1

z2 − 0.1z + 0.1
= 1 +

z

z2 − 0.1z + 0.1
.
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�
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1 0.1



xk +

�
0
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uk, yk =

�
0 1

�
xk + uk.
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αnyk+n + αn−1yk+n−1 + . . .+ α1yk+1 + α0yk = βmuk+m + βm−1uk+m−1 + . . . + β1uk+1 + β0uk,
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G(z) =
� {(yk)}
� {(uk)}

=
ỹ(z)

ũ(z)
=

βmzm + βm−1z
m−1 + . . .+ β1z + β0

αnzn + αn−1zn−1 + . . .+ α1z + α0
.
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yk+2 − yk+1 + yk = uk+1 − uk.
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G(z) =
z − 1

z2 − z + 1
.
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yk = yk−1 − yk−2 + uk−1 − uk−2.
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ỹ(z) = z−1ỹ(z)− z−2ỹ(z) + z−1ũ(z)− z−2ũ(z).
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G(z) =
ỹ(z)

ũ(z)
=

z−1 − z−2

1− z−1 + z−2
=

z − 1

z2 − z + 1
,
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yk = yk−1 + uk+1.

?��
��� ������� �� ���� "*����
 
� ��� �����>	�
����� �/����G ���� �

 (
�����
�� ��
 9
�>
������
.�� �
� 1����
�	� k 4�
� ��
 ���,������ D�
� ��
 (��������
.�� ���.���� ����
����������
� ���� �� ��
 �>5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
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ũ(z)
=
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z − 1
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G(z) =
ỹ(z)

ũ(z)
=

z + 0.2

z2 + 0.1z + 0.15
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G(z) =
β(z)

α(z)
=

z + 0.1
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)��� ��� G(z) �� ��
 ��	�"
����
��� ��
�����
�� ��G � � 

G(s) =
z + 0.1

(z + 0.1) (z + 0.2)
=

1

z + 0.2
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����	� '� ��	
�
����������	�	

�" �
	���� ���G ���� ���� ;�
�
�� �.����� ��� 

)��� ��� �
� �"� ����
 �
� �����
�
����� �"�/�"��� ����������G � � ����� 4����
 	�
���
��G
5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
!(z)

ν(z)
��� !(z), ν(z)   �����
�
��� �' 0�

�
�G �" ���� ���J������ D�
�� �"� zG ��
 ��� !(z) = 0 ����G ��� �" ��������� E�

���

�� �"�
G(z) ��� 0�
� "��
 0�
���

�� ��
 5��
�
��
����
�	��"� ���� �

�� ν(z) = 0 ���
�	��
>
����
� :� ��
 �������������� ��
�����
�� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(z) = K

m1

i=1

(z − ni)

n1

k=1

(z − pk)
��� m ≤ n �' '�

��� z = ni ���� @
�������� 
�� z = pk ���� �"������� �"� G(z) �
��� ��
 3�	�"
 (z − ni) ��4 
(z − pk) ���
���� �
�G �" ������� ��� �/���� ���� ���
����� @
�������� ��4 ����� ���
������
�"� �� ��� ;"�O������� ��
 �"�/�"�� !(z) 
�� ν(z) 
���� ����G �
���� �"�� ��4 @
���������

���� 
��L"��
 ���
4���� 	"�J
���
� 	"����7 �
� 9
� �' '� �"��� 
���������


G(z) = 0 ��
 z = ni 
�� |G(z)| → ∞ ��
 z → pk. �' $�

3;4  � 2�'��%�
����

(�� �������	
���� �����
��G ��������
������ �/���� ��� ��
 �>5��
�
��
����
�	��"� G(z) 4�
�
 � 2����%�
 �E�"
���� ���
� > �"
���� "
��
�F� �������G 4��� �� �
� ���� �����
,�	��
(��������"��� ��� ����
 �����
,�	��� 9
�������"��� 
�����
� B���
 ����
 �����
,�	��� 3"���
��
����� ��� �� ������ ;"���7� ���� 3"���G ��
�� (������� ���
����,��� �����
,�	� ���� 
�"��� �
�� ��� �:�A>��������,�

|uk| ≤M <∞ ⇒ |yk| ≤ N <∞ ∀k ≥ 0. �' #&�

������ <�� �' 2� ���� �
� 
���
 9������ ����
 �����
,�	��� (��������
.��

|yk| =
�����

k�

i=0

gk−i ui

�����
≤

k�

i=0

|gk−i| |ui|
(8.10)

≤ M
k�

i=0

|gk−i| = M
k�

i=0

|gi| .

A*����������� �
��� ��
 �
.���.������ D�
� �"� |yk| ��
 k → ∞ �
�G � � �

 (
����
�� �"�
�' #&� �
��

M
∞�

i=0

|gi| ≤ N



'�%� ����"���������� #+0

������ ��� ����
���G ���� ��� :��
�����4"
� (gk) ���"�
� �
����
��
 ���� �
��G � � 

∞�

k=0

|gk| <∞. �' ##�

<�� �������G ���� �� ���� ��� �' ##� 
� ���� �"�4������ 
�� ���
�������� ������
�� ��������

� )������ ��� ��� �>5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
z

z − τ
��� τ ∈ �G

��� ��
 �
���.
���� :��
�����4"
�
(gk) =

!
τk
"
.

��� �
��� ���
 ��� 9��"�
����
�� ��
 (������� �"� (gk)G ���"

∞�

k=0

|gk| =
∞�

k=0

��τ k
�� =

∞�

k=0

|τ |k

�7�����
� "*����������� �

 ��
 D�
�� �"� τ G ��� ���
����,��� 	�����
 ��� ���� ���� ��
�
�
	��� ���"���
� 4�
���G ���� ��� ���
������� �/���� ����
 ���� �:�A>������ ���G 4��� ����
�"� z = τ ����� ���
�� �������G ��
 	�����
 ��� ���� ��� 

��� (
	������� �
� "����� �������� 	��� �
� ��� ����������� 3��� �
���4����� 4�
��� B�
���� �
 ������ 4�
� �
�,���� ��
 1
���������� �4������ ��
 :��
�����4"
� (gk) 
�� ��

�>5��
�
��
����
�	��"� ���
������G � � 

G(z) = � {(gk)} =
∞�

k=0

gk z
−k.

��
�
� 	��� �"������ 9����,��
�� ���������� 4�
���

|G(z)| =
�����

∞�

k=0

gk z
−k

�����
≤

∞�

k=0

|gk|
��z−k

�� =
∞�

k=0

|gk| |z|−k

)��� |z| ≥ 1G �" 	��� 4����
 �����
����� 4�
���

|G(z)| ≤
∞�

k=0

|gk| .

��� ����
���G ���� �� 3���� ����� �:�A>�������� �/����� > �' ##� ��� ���" �
����� > ��
 9
�>
�

�	 |G(z)| ��
 |z| ≥ 1 ���	���� D�
�� ������� ��
�
� 	��� ���"���
� 4�
���G ���� G(z)
�
������������ �"�� �� ������� ��� %�������������� ������� 



#+' 
����	� '� ��	
�
����������	�	

(�� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"� G(z) ��� �"��� ����
 ���� �:�A>������G 4��� �		�

�"�� �"� G(z) �� (�������	
��� ������ ��� ����
���G ���� �� ��
 ��	�
���� ��
�����
�� �' 0�
��� @����
�"/�"� �"� G(z) ��� (�������	
����"�/�"� ���� �
�� 

� )������ ��� ��� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
z + 0.1

z(z − 0.2)(z + 1)
.

��� �/���� ��� ����� �:�A>������G �� �� ����� �"� �������G ��
 ����� �� (�������	
��� ����� 

� )������ ��� ��� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
z − 1

(z + 0.1)2(z − 0.5)(z + 0.9)
.

��� �/���� ��� �:�A>������G �� ���� �"�� �"� G(z) �� (�������	
��� ������ 

3;" �%%����	���	��

��� ��/���"������ ��������,� �
�"
��
� ��G ���� ���� (����4�
�� ��
 �/����	���
�7 �� (������>
�	
��� ������ D����
� ��� ��� �������	
���� 5��
�
��
����/���� ����
 ���� �:�A>������G 4���
����� 5��
�
��
����
�	��"� �
������������ �"�� �������G ��� ���
����,��� 	�����
 ��� # ���� 
<�� �������G ���� ��� ������ ��������,��	
���
��� ��� ;������� ��
 ���� ��
 (����4�
�� ��4 
�"�� ����� �
�"
��
� !������
 
����� �� �
�G �
 ���
�
����G "� ��� ���
�	��
�������� �"�/�"�
��
 �/����	���
�7 ��4 ��� @����
�"�/�"� ��
 5��
�
��
����
�	��"� ��� (�������	
���>
�"�/�"� ��� ?��
��
 ���� �� ���� 8���� �"� !�
���
��G ��� "��� ��� �7������� ��
����
�� ��

�"�/�"��
��������� �
�	"���� (7�����
���� 4�
� �� �����
 ������ ��� �" �������� �%%���
��	���	�� �"
��������G 4"��� �
� ��� ��4��� ��
������� 4�
� 

9
�������
�	� ��
 ���
����
���� ��� ��� �
 
���
�
������ �"�/�"�

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0. �' #%�

@"�4������ ������
���� ����
G ���� p(z) ��� (�������	
����"�/�"� ���G ��
���+I

A#D

����
a0
an

���� < 1 A+D ���� (p(1)) = ���� (an) , A*D ���� ((−1)n p(−1)) =���� (an) �' #+�

<�� �������G ���� ��
 �"�/�"�� ��� )
�� p(z) ≤ 2 ��� ����������� ������
���� �"��

��������� ��� ����������� ���� 

+<�� R����R 4�
� ��� !"
��������
�	��"� ���������� 



'�&� ������	
���
	� #+$

� ��� �"������� �"�/�"� ���� �
 
���
�
���� 

A#D A+D A*D

p1(z) = z2 + 1
2

√ √ √

p2(z) =
1
2
z3 − 1

4
z2 + 3

4
×

p3(z) = −z5 − 2z4 + 1
2

√ √ ×

p4(z) = 3z5 + 1
4
z4 + z3 − 1

2
z2 + 2z − 3 ×

p5(z) = z3 + 1
4
z2 + 1

2

√ √ √

��� �"�/�"�� p2(z), p3(z), p4(z) �
������ ��� ����������� �"�4������� ������
���� �����G
��� ���� ���" 	���� (�������	
����"�/�"�� ��� �"�/�"� p5(z) �
����� ��� ������
����G ��

@���4��� "� �� ���� 
� ��� (�������	
����"�/�"� �������G �
�"
��
� ����
����� 4����
� ���
����
������ 
����� ��� �"�/�"� p1(z) 	��� ��
�	� ��� (�������	
����"�/�"�� 	�����K���
� 4�
���G
�� �� ��� ������
���� �
����� 
�� ����� �"�/�"��
�� �"� �4�� ������� 

��� 9���
��
���
�� �����
� �
� ��
 (
	�������G ���� ��� �"�/�"� �' #%� ����
 ���� ���
(�������	
����"�/�"� ���G 4��� ����

a0
an

���� < 1 �' #-�

��� ��� E������
��F �"�/�"�

pa(z) =
1

z

�
p(z)− a0

an
znp(z−1)



�' #2�

��� (�������	
����"�/�"� ��� �

�� 4����
�"���� E�"�/�"�����
F 
�� 9�4���
�� ��
 "��>
��� ������
���� ������� ��� �
 ����� 8�����������G ��� ��� 8"
��>������ ���
 ,������
��� 1
�,���� 4�
� �
������� �"� �' #%� ��� �"�/�"� pa(z) �
�������G �� ����

pa(z) =
1

z

�
anz

n + an−1z
n−1 + . . .+ a1z + a0 −

a0
an

!
an + an−1z + . . . + a1z

n−1 + a0z
n
"


=

=

	
an −

a0
an

a0




# $% &
γn−�

zn−1 +

	
an−1 −

a0
an

a1




# $% &
γn−�

zn−2 + . . . +

	
a1 −

a0
an

an−1




# $% &
γ�

.

<�� J���� 9���
>���
��� 
��
���
� ���� ���" ��
 �"�/�"��
�� 
� ���� ��� �
�"
��
������
��
����
������
���� 	.���� �� �������
�����
 3"
� �

�������
� 4�
��� ?��
��
 4�
��� ���
;"�*������� �"� p(s) �� ��
 �
���� 1���� ���� ���������� �"������ �������
�����G �� ��

�4����� 1���� �"���� ��������� ;"�O������� ���� ��		����� �"������G � � 

a0 a1    an−1 an
an an−1    a1 a0

.
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9
������� ���"� 4�
� �"������
����� ��� 4����
�� $��	������ ��������I ��� ;"�O������� γ0
��� γn−1 ��� ������
��� �"�/�"�� 4�
��� ���� ��
 �7�	� �������� ��
����
����"
���
��� 4��
���� 8"
��>������ �
�������- 
�� ��� �
���� 1���� �

 ������� ����
������ ��� ���
�� 1����
�����
���� 4����
 ��
 �����
���� �
����� 1����G � � 

a0 a1    an−1 an
an an−1    a1 an
γ0 γ1    γn−1
γn−1 γn−2    γ0

.

��� �����
������ ��
����
���"
���
��� 4�
� �
� ����"� �"����� �"
��������G ��� ��� ������� 2n
1����� ��4 n 1��������
� �������G � � 

a0 a1    an−1 an
an an−1    a1 an
γ0 γ1    γn−1
γn−1 γn−2    γ0
   

   
ϕ0 ϕ1
ϕ1 ϕ0

.

��� �"�/�"� �' #%� ��� �"��� ����� ���� ��� (�������	
����"�/�"�G 4��� ���,� �' #-� ���

������
����

����
a0
an

���� < 1,

����
γ0

γn−1

���� < 1G    

����
ϕ0
ϕ1

���� < 1 �
����� ���� 

� (� ��� �
 ���
�
����G "�

p(z) = z3 +
1

4
z2 +

1

2
��� (�������	
����"�/�"� ��� 

3�
 ��� �
���� ������ 1����� ��
 ������� ����

1
2

0 1
4

1
1 1

4
0 1

2

��

����
1
2

1

���� =
1
2
< 1 4�
� ��� ������ �"
�������� 
�� ��� �
���� 1���� ��
������Y ��� ���
�� 1����

�����
���� ��
 �����
���� �
����� 1����G � � 

1
2

0 1
4

1
1 1

4
0 1

2
�
�
�
�
�
−1�0

−1
= −1

8

�
�
�0−1� �

�

−1
= 1

4

�
�
�
�
�
−1�1

−1
= 3

4
3
4

1
4

−1
8

-��
 ;"�O����� �� ��
 �−��� ������ ��
 ��
�� 1���� �����
���� ��
 �4��
������� ����
������� �
� ���
(�������� ��
 �
���� 
�� �� � ��−��� ������ ��
 ������ ��
���
��������� 1�����G ������� �

�� ��� ��������
�
��� (������� ��
 ��
���
��������� 1���� 



'�'� ���

	�	
 �
	(�	������ #-#

��

����
−1
8
3
4

���� =
1
6
< 1 4�
� ��� ������ �"
�������� 
�� ��� K���� ��
 ��� ������ ��4 �������

1����

1
2

0 1
4

1
1 1

4
0 1

2

−1
8

1
4

3
4

3
4

1
4

−1
8

−
�
�
�
�
�
−
�
�
�
�
�

(− �
�)

= 7
24

(− �
�)�(−

�
�)−

�
�
�
�
�

(− �
�)

= 35
48

35
48

7
24

�� �
�� ��� ������
��

����
7
24
35
48

���� =
14
35

< 1 �
����� ���G ������� �� ���� ��� p(z) 
� ��� (�������	
���>

�"�/�"� 
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9
�� ��
 �������	
��� �/����� 	��� ��� 3
�C
������� ��K���
� 4�
��� (� 4�
� ��� �:�A>
�������� �/���� ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"� G(z) ���
������G � � ���� �"�� �"� G(z) ������
�� (�������	
��� 9�� (��������
.�� 4�
� �
� ��� ��
�"������ 3"���

(uk) = (ejωkTd) ũ(z) =
z

z − ejωTd
�' #6�

��4,��� 3�
 ��� �>�
����"
���
�� ��
 9
�������"��� (yk) ����

ỹ(z) = G(z)
z

z − ejωTd
,

� � 

ỹ(z)

z
= G(z)

1

z − ejωTd
= K

m1

i=1

(z − ni)

n1

l=1

(z − pl)

1

z − ejωTd
.

(��� ��
�����

����
���
�� �����
�

ỹ(z)

z
=

c0
z − ejωTd

+
n�

i=1

ci
z − pi

.

3�
 ��� ;"�O������� c0 K���� ���

c0 = lim
z→ejωTd

!
z − ejωTd

" ỹ(z)
z

= lim
z→ejωTd

�!
z − ejωTd

"
G(z)

1

z − ejωTd



= G(ejωTd),

� � 

ỹ(z) =
G(ejωTd) z

z − ejωTd
+

n�

i=1

ci z

z − pi
.
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3�
 ��� (������� ��
 �
���.
���� 3"��� (yk) ���� 4���� |pi| < 1 ���"

yk = G(ejωTd) ejωkTd +
n�

i=1

cip
k
i .

3�
 E���
 �
"�� D�
�� �"� kFG ���" �� ���������������� $������ ���� �"���

yk ≈ G(ejωTd) ejωkTd, �' #0�

� � ��� 9
�������"��� �����
���� ��
 ��� G(ejωTd) ��4�������� (��������"��� ����� 	"����7�
3
�	��"�

G(ejωTd) =
��G(ejωTd)

�� ej argG(e
jωTd ) �' #'�

��� ��
 ����	��� 9	�I�������� ��� �/����� �� ��� ���
�*� E��������
������
��F 
��
E9�����
��F ��
 3"���� 	����� ���� �
�����G 4�
��� ��� ��
�"������� 3"���� �" ��������
-�
��������������� �
��"
����G � � 

3"��� (ejωkTd) �
,��
���4���
�� ejωt

3"��� (
��G(ejωTd)

�� ej(ωkTd+argG(ejωTd))) �
,��
���4���
��
��G(ejωTd)

�� ej(ωt+argG(ejωTd))

����� ��� 1
"
��
�� �4������ 3"��� 
�� �
,��
���4���
�� �����
��� ���G �
�� ��� ������
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0 ≤ ω <
π

Td
�' #$�

�
����� ���� 

� )������ ��� ��� �������	
���� �/���� �Td = 0.1) ��� ��
 5��
�
��
����
�	��"�

G(z) =
1

z − 0.2
.

9�� (��������
.�� 4�
� ��� 3"���
(uk) = (sin kTd)

��4,��� :� ��������4
������ 1
����� ���� �
��

�� �"�

G(e0.1j) =
1

ej − 0.2
≈ 1.24 e−j0.125

��
 ��� �
���.
��� 9
�������"���

(yk) = (1.24 sin (kTd − 0.125)).
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�
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 ���������� 4�
�G ����� ���� $ # 

Rechner

Regel-

algorithmus
DAU ADU

Td Td

Regel-

strecke

Stellgröße 

u(t)

Messgröße(n) 

z.B. y(t)

���� $ #I ��������
 8����	
���G ��������� �
� 8������
��	� 
�� E��������� 8����
F 

#-+



#-- 
����	� )� ���

	����	
��� �	��
�������	
����	
 ����	�	

(;+ 6�	 ������
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� ��4�
���G
��4��4��� ��� ����,������� !�
������ ��
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�
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��� ����������� �

�� ��� 8���������� �E8�������"
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�
�*� ���������� 

(;+;# ��
���
��� ��� �%�����	

(� 4�
� ���"� �
���������G ���� ��� 8�����
 ��� <����
.��� �
 ��� ,C
���������� 1���>
�
�	���

t = kTd ��� k = 0, 1, 2, 3, . . . �$ #�

�
�����
� 4�
���G 4"��� Td ��� ��"������� 	"������� ���	
������

���> "��
 �%�������� ��� 
���� �
�"
��
� ��� B�4����
�� ��
 ����"��� <����
.��� �� ���� ��������� �������� 3"
� ���
?���� �"� 9���"�>�������>B������
� �E9�BF� ��� ��� �����"������� 9
����

���� 4�
�
�����"����G ���� ����� B�4����
�� �

�� ���������
�� 9���"�>�������>B������
G �
�� �%�
�����	 �������G "��� 1�����
�
� 
�� �����
�
�� �

�������
� 4�
� D�
� ���������4���� ���
��	���
�� 9
�������
.�� y(t) ��
 8������
��	� ��������G �" ����
��
� ��
 9������
 ��
�
� ����
1������"��� (yk) = (y0, y1, y2, . . .) ���,� yk = y(kTd)G 4�� �� ���� $ % ��
�������� 9
� ��� (��>

y(t)
A

Td

( yk)

���� $ %I 3
�	��"���
����� ��� 9������
�

������ �����
 1������"��� 4�
� �� 8����������G ����� ��"� 8����
���������	�
 ���4"
������
9��"
����
�G ���� 3"��� �"� ������
.���4�
��� (uk) = (u0, u1, u2, . . .) ����
��
� ����� 4�
�
�����"����G ���� ��� ���
��
 ���.����� 8��������� ��
����� 	�����
 ��� ��� ��� 9��������� 
��
����
 ��
�����,����� 4�
��� 	��� ��� �������	
��� 8���������� ������� ���" �� �"
���������
3��� ��� (��������
.�� (yk) 
�� ��� 9
�������
.�� (uk) 

9
� ��� ������
.���4�
��� uk 4�
� ��� ?���� ����� �������>9���"�>B������
� ���� 3
�	��"�
u(t) ����
��
� :� �"
��������� 3��� 4�
� ���
��
 ��� 
�������� ��������
G �����
�
���
 B������

����������G ��
 �
� (uk) ���� �" �������� ,C
��������� �
������
�	��"�G � � 

u(t) = uk ��
 kTd ≤ t < (k + 1)Td �$ %�

�
��
�� (���� �"����
�
� ���������
��� �������>9���"�>B������
 ����� ��� �
�� ��
���
���G
����� ���� $ + 

#D�
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��	�����
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���� ��� �"� ����
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���� �"� ����
 )�������	������	���G 4��� ��� 1
�������
.��� �

��	�����
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u(t)
H
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(uk)
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�� ?��������� 

Regel-

algorithmus

Regel-

strecke

diskretisierte Regelstrecke 

u(t)
AH

y(t)

Td
Td

(u0 , u1, u2 , ... ) (y0 , y1, y2 , ... )

���� $ -I 1������	
��� ���
����
�� ��� 8����	
�����

��
 �������� 8����	
��� 	��� ���
 �
�� ��� 
��� �������	
���� �/���� ���
������ 4�
��� ���

4�
���G 4�� �� ���� $ - ��
������
�����G 9������
 
�� ?��������� ��
 8������
��	� �
�������>
���G ��� �"��� ��� �������	
���� �/���� ��� ��
 (��������
.�� (uk) 
�� ��
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.��
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�
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� 4�
��� 	��� ��
 8����	
��� ������� �"��� �
� �4�� �������	
���� �/������G
�,����� ��� 8�������"
����
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�� ��
 E���	
������
��� 8������
��	�FG ����� ���� $ - <��
�������G ���� �
� �����
 ��
�����
�� ��� �/�����
.��� ��
 ����	"����
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������ 8������
��	�
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 ��� 9����������
�	��� �$ #� �)��� �������� 4�
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 �
 �"
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�
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dx

dt
= Ax+ bu, y = cTx+ d u �$ +�

������
���4���� �

�� ��� 5��
�
��
����
�	��"�

P (s) =
L{y(t)}
L{u(t)} =

#y(s)

#u(s)
�$ -�

�����
����� 4�
��� 	��� :� ��� �����"������� 9���������� 4�
��� <���"��� �
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������ ��
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� ���� �����
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xk+1 = Ad xk + bd uk, yk = cTd xk + dd uk, �$ 2�

������ 1
��,��� �
 ��� 9����������
�	��� �$ #� �7�	� ����� ��� ����	"����
��
������ �/�����
�$ +� ��� �
������.
����
 (��������
.�� u ���,� �$ %� �����
�����G ����� ���� $ 2 ���


diskretisierte Regelstrecke 

u(t)
AH

x(t)

Td

Td

(uk)

(xk)
duy

u
dt

d

T +=

+=

xc

bAx
x

(yk)y(t)

���� $ 2I (
�����
�� ����� �������	
���� ��
��	���"�����

4�
� �
�,���� ��
 D�
� ��� 1
��������	�"
� �
� 1��� t = kTd ��
������G �� ���� ��� ��	�����
8�����"�

xk = x (kTd) = φ(kTd)x0 +

� kTd

0

φ(kTd − τ)bu(τ ) dτ, �$ 6�

4"��� φ(t) ��� �
 �$ +� ���.
��� �
������"�����
�7 
��
,������
� 9���"� ���
 ���� �
� 1���>
�
�	� t = (k + 1)Td ��
 ��� 1
��������	�"


xk+1 = φ(kTd + Td)x0 +

� (k+1)Td

0

φ(kTd + Td − τ )bu(τ) dτ �$ 0�
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φ(kTd + Td) = φ(Td)φ(kTd) = φ(kTd)φ(Td),

��
 �
������"�����
�7 
�� �

�� 9
�����
�� ��� :����
���"������
����� �� �4�� ����� 	��� �$ 0�
�� ��� 3"
�

xk+1 = φ(Td)

	
φ(kTd)x0 +

� kTd

0

φ(kTd − τ )bu(τ) dτ



+

� (k+1)Td

kTd

φ(kTd + Td − τ)bu(τ ) dτ

���
���� 4�
��� �

�� !�
������ ��� �$ 6� �
	���� ���G ���� ��
 ;�����
�
��

�	 ��
"����� (
������ ����
 xk �����
����G � � 

xk+1 = φ(Td)xk +

� (k+1)Td

kTd

φ(kTd + Td − τ )bu(τ) dτ. �$ '�

!"� ��
 (��������
.�� u 4��� ���G ���� ��� �4������ �4�� 9����������
�	��� 	"������ ���G
����� �$ %� ����� ��
�������� ���� �$ '� �


xk+1 = φ(Td)xk +

� (k+1)Td

kTd

φ(kTd + Td − τ )buk dτ =

= φ(Td)xk +

� (k+1)Td

kTd

φ(kTd + Td − τ )b dτ uk. �$ $�

<�� ��
 �
�����
��"�
σ = kTd + Td − τ

��
��� ��� ��
����
����"
���
��� ��
 xk+1 �
�

xk+1 = φ(Td)xk −
� 0

Td

φ(σ)b dσ uk = φ(Td)xk +

� Td

0

φ(σ)b dσ uk. �$ #&�

����� ���� ��� ���
����� 1
��������*�
�����������
���� ���
���� 3�
 ��� D�
� ��
 9
�>
������
.�� y �
� 1����
�	� t = kTd ���� "*�����������

yk = y(kTd) = cTxk + d uk. �$ ##�

����� ��� ��� ��� ���
���� �������	
��� 1
�������"���� ��
 3"
� �$ 2� ���
����G �� ����

xk+1 = φ(Td)# $% &
=�d

xk +

� Td

0

φ(σ)b dσ

# $% &
=�d

uk, yk = cT xk + d uk. �$ #%�

� )������ ��� ��� 1
�������"����

dx

dt
=

�
0 1
0 0



x+

�
0
1



u, y =

�
1 0

�
x+ 2u
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φ(t) =
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1 t
0 1
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Ad =

�
1 Td
0 1



,
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 ��� (���������	�"
 ����

bd =

� Td

0

�
1 σ
0 1


 �
0
1



dσ =

� Td

0

�
σ
1



dσ =




T 2d
2
Td



 .

��� �������	
��� ��
��	���"���� ��
��� �"���

xk+1 =

�
1 Td
0 1



xk +

�
T �
d

2

Td

�

uk, yk =
�
1 0

�
xk + 2uk.
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���G 4�� ��� (����4�
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�7 φ(Td) ��� ���	
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���
<"����� ��� ��� (����4�
��� si �"� A �
�������,���� ����� 4�
� �
��������G ���� ���
<��
�7 φ(Td) ��� 3
�	��"� �"� A ��
�������� 4�
��� 	���I

φ(Td) = E+ATd +A2T
2
d

2!
+A3T

3
d

3!
+ . . . .

<
���������
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����� ��� ����� �
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φ(Td)pi =

	
E+ATd +A2T

2
d

2!
+A3T

3
d

3!
+ . . . .



pi =

=

	
pi +ApiTd +A2 pi

T 2d
2!

+A3 pi
T 3d
3!

+ . . .



��i=si�i=

=

	
pi + pisiTd +Apisi

T 2d
2!

+A2 pisi
T 3d
3!

+ . . .



= . . . =

=

	
1 + siTd + s2i

T 2d
2!

+ s3i
T 3d
3!

+ . . .



pi = esiTd pi.
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zi = esiTd ��
 i = 1, . . . n, �$ #+�
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s1 = s2 = 0.

��� (����4�
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Ad = φ(Td) =
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1 Td
0 1
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esiTd �= eskTd ��
 si �= sk �$ #-�

<�� �������G ���� �
� ��
���������� (����4�
��� si, sk �"� A �

 ���� ������� (����4�
��
zi = esiTd , zk = eskTd �"� Ad 4�
��� 	.����G 4��� ��� ������
�� Re si = Re sk �
����� ���G � � 

si = σ + jωi 
�� sk = σ + jωk ��� ωi �= ωk.

3�
 ��� �
���.
���� (����4�
�� �"� Ad ���� ����

zi = esiTd = eσTd ejωiTd 
�� zk = eskTd = eσTd ejωkTd  

B� �$ #-� �
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������G �
�� ���"

(ωi − ωk)Td �= ±q2π ��� q = 1, 2, 3, . . .
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Td �=
±q 2π

(ωi − ωk)
��� q = 1, 2, 3, . . . �$ #2�
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�������G ��� �$ #2� ����� �
�����G 4�
� "�� E����"�"�����F ������� 

� )������ ��� ��� 1
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��	�

dx

dt
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0 1

−2 −2
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1 0

�
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Td = π,

���� ����� ��� (����4�
�� s1,2 = −1± j ��
 <��
�7 A �� ��� (����4�
�� z1,2 = −0.0432 ��

<��
�7 Ad ���
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� �
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(������������ ��
 ���
�
��
	��� 
�� ��
 ��"������
	��� 

��
 !�
�
�� �"� ���
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 �
����"
����"� ���
���	
������
��� �/����� �
� ="
���>3"
� �� ��� ����	"����
��
����� �/���� ��� ���
�
��
 
��
��"�������
 �"
�
�������� 4

��G ������� ����� ����"���> ��4 ="
���>3"
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4�
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 ��� ����"���������� ��4 ����� ="
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 J���� �����
 ����"�����������
��4 ="
�����.�	� �7�����
�� �����
������� ����"����������� ��4 ="
�����.�	� ��� �
��>
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� �
� E����"�"�����F ����������G �" ������� ��� ���	
���
�/���� �
 ����� (����4�
� ���
 ��� ��� ����"���������� ��4 ����� ="
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��
� > �
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����� 1
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dx

dt
=




1 + j2 0 0

0 1− j2 0
0 0 2



 x.

D,��� ��� ��� E����"�"������F ���	
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Td =
π

2
,

�" ��
��� ��� �
���.
��� �������	
��� �/����

xk+1 =




−4.8105 0 0

0 −4.8105 0
0 0 23.1407



 xk,

�� ��� (����4�
�� s1,2 = 1 ± j2, s3 = 2 ��
 <��
�7 A ����� ���
 �� ��� (����4�
�� z1,2 =
4.8105, z3 = 23.1407 ��
 <��
�7 Ad ��� �/�������
�7 ��� ���	
������
��� �/����� �������
���" �4�� ����"����������� �
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Pd(z) =
� {(yk)}
� {(uk)}

=
ỹ(z)

ũ(z)
�$ #6�

��
 �� ���� $ 6 ��
���������� 9�"
��
�� ��� ��������
 5��
�
��
����
�	��"� P (s) ���
��� 
����� ����� ��� ���� ��� �������� �
�
���G ���� ��� Pd(z) ��� �>�
����"
���
�� ��
 :��
�>

P(s)

diskretisierte Regelstrecke 

u(t)
AH

y(t)

Td
Td

(uk) (yk)

���� $ 6I (
�����
�� ��
 �>5��
�
��
����
�	��"� Pd(z)

����4"
� ��� �������	
���� �/����� ��� D,��� ��� ���"

(uk) = (1, 0, 0, . . .) � � ũ(z) = 1, �$ #0�

���� ����
��
� ��� ?��������� ��
�
�

u(t) = σ(t)− σ(t− Td) � � #u(s) =
1

s
− 1

s
e−sTd. �$ #'�

3�
 ��� 9
�������
.�� y(t) ��
 ����	"����
��
������ 8������
��	� ���� ����

y(t) = L−1 {#y(s)} = L−1 {P (s)#u(s)} = L−1
�

P (s)

s
− P (s)

s
e−sTd

�
.

��� 3"��� (yk) �
���� ���� �

�� 9�����
�� �"� y(t)G � � ��
 ��� (������� ��
 3"��� ����

yk = y(t = kTd) = L−1
�
P (s)

s
− P (s)

s
e−sTd

�����
t=kTd

.

��� �>�
����"
���
�� ��
 3"��� (yk) ��
���

ỹ(z) = � {(yk)} = �
3�

L−1
�

P (s)

s
− P (s)

s
e−sTd

�����
t=kTd

 4
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�����
 ��4�� 
����
���������� 9
��

�	 �� �$ #$� 4�
� �������
4���� �"������
�����

ỹ(z) = Z
�

P (s)

s
− P (s)

s
e−sTd

�
= Z

�
P (s)

s

�
−Z

�
P (s)

s
e−sTd

�
�$ %&�
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�� �� ��
 3"
�

ỹ(z) = Z
�

P (s)

s

�
− z−1Z

�
P (s)

s

�
=
!
1− z−1

"
Z
�
P (s)

s

�

�������
����� 4�
��� 9
��

�� ��
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 ��� ���
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�
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Pd(z) =
!
1− z−1

"
Z
�

P (s)

s

�
=

z − 1

z
Z
�

P (s)

s

�
. �$ %#�

%��� �.������ 8�������

�� �"� Pd(z) ��� ����
���� �

�� �$ #%� ������� 

<�� �������G ���� ��� (
������ �$ %#� �
�� �
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 �������� 5��
���
�� ��4"����
4�
��� 	��� D,��� ��� �,����� ��� (������ ��
 ��� �� ���� $ 6 �/���� ��� 3"���

(uk) = (σk) = (1, 1, 1, . . .),

�" ���� u(t) = σ(t) 
�� y(t) = L−1
�

P (s)

s

�
 3�
 ��� �>�
����"
���
�� ��
 9
�������"��� (yk)

���� �"���

ỹ(z) = Z
�

P (s)

s

�
!
= Pd(z)

z

z − 1

��
�
� 
��
����
� 
���������
 �$ %#� 

� )������ ��� ��� 5��
�
��
����
�	��"�

P (s) =
1

s+ 1

��
 ����	"����
��
������ 8������
��	� )��,� �$ %#� ���� ����

Pd(z) =
z − 1

z
Z
�

P (s)

s

�
=

z − 1

z
Z
�

1

s(s+ 1)

�
=

z − 1

z
Z
�
1

s
− 1

s+ 1

�
=

=
z − 1

z

	
Z
�
1

s

�
−Z

�
1

s+ 1

�

=

z − 1

z

!
� {(1)} − �

�!
e−kTd

"�"
=

=
z − 1

z

	
z

z − 1
− z

z − e−Td



=

1− e−Td

z − e−Td
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�
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����� 9
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����
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�
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 �"� s = −1 ��
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�	��"� P (s)
�

�� ��� ���	
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#f(s) =

� +∞

0

f(t) e−stdt �9 #�

���� 3
�	��"� #f(s) ��
 	"����7�� !�
����� s �
 ����� 4�
� �� �����
 ������ ��
����������
�����"����G ���� f(t) ��
 �������� D�
�� ��� ��
�����
� t ��
���4�����G � � 

f(t) = 0 ��
 t < 0.

D����
� 4�
� �"
�
��������G ���� f(t) �
� J���� ��������� 1�������
���� ����	4���� ������ ���

�� > ��
 �������� ��4,���� 
����� ;"�������� M 
�� γ > ��
 B�������
��

|f(t)| ≤M eγt �9 %�

������ ���� ��� ��� :����
�� �9 #� ��
 ���� s ��� Re {s} > γ ���"�
� 	"���
����#G ��� ��
����
�
�� �"� (7��������
���� �"� #f(s) =���
 �
����"
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�� 3
�	��"� f(t) �� )���%�	����
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��"
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���� ��
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#f(s) = L{f(t)} 
�� f(t) = L−1
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#f(s)

�
�9 +�

��4 �

�� ��� E?������/��"�F
f(t) f(s) �9 -�
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�;# ,����	����
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����"
����"� ��� ���� �����
� �
����"
����"�G � � �� ����
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 ��������� 	"����7� ;"�������� α1 
�� α2 
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 #f(s) (� ���� ����
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f(t)eαt

�
= #f(s− α), �9 6�

4"��� α ���� ��������� 	"����7� ;"������� ��� 
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�	��"� ��� �
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���
��
 #f(s) 3�
 ��� �������>
�
����"
���
�� ��
 �
� ��
 1�������� 
� τ > 0 ����� 
������ ��
���"����� 3
�	��"� f(t− τ)
����

L{f(t− τ )} = e−sτ L{f(t)} . �9 0�

<�� ������� ���
�
 �
�� ��� ��
�����
�� �� ���� 9 #G ��� �"������ ��
��
������� �"��G ����
��� ��
���"���� 3
�	��"� f(t− τ) ��
 t < τ ��������� @
�� ��� 

t
0

f (t-τ)f (t)

τ

���� 9 #I �

 :��
��
���"� ��� !�
������
���������

�;- 9�
�����	���


)������ ����� �4�� 1����
�	��"��� ��� ��� �
���.
���� �������>�
����"
���
���G ���" #f(s) =
L{f(t)} 
�� #g(s) = L{g(t)} (� ���� ����

L−1
�
#f(s) #g(s)

�
=

� t

0

f(t− τ )g(τ) dτ =

� t

0

f(τ)g(t− τ ) dτ . �9 '�

<�� ��
���� �� ������ 1
���������� �"� ��
 3���
�� ��
 3
�	��"��� f(t) 
�� g(t) 
��
��
4����� �,
K� ��� ;

����
���4����

f(t) ∗ g(t) :=

� t

0

f(t− τ)g(τ) dτ .
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��� f(t) ���� 1����
�	��"� ��� �
���.
���
 �������>�
����"
���
��
 #f(s) 3�
 ��� �������>
�
����"
���
�� ��
 ���������� 9�����
�� �"� f(t) ���� ����

L
�

df(t)

dt

�
= s #f(s)− f(0). �9 $�

(��� 4����
�"��� 9�4���
�� ��� ��*�
�������"�������� �����
� ��
 ��� n−�� 9�����
�� �"� f(t)
��� ;"

���"�����

L
�

dnf(t)

dtn

�
= sn #f(s)−

n−1�

i=0

sn−1−i
dif

dti

����
t=0

. �9 #&�

<�� �������G ���� ���� �� 3���� ��
���4�������
 9������4�
�� "���� 8�����"� �


L
�

dnf(t)

dtn

�
= sn #f(s) �9 ##�

��
�������� (��� n>����� ��*�
�������"� �� 1�����
���� �����
���� ����
 <
������	���"� ��
������
���� ��� sn 

�;4 6�!�	��������� ��  �
�%�	����

��� f(t) ���� 1����
�	��"� ��� �
���.
���
 �������>�
����"
���
��
 #f(s) (� ���� ���� ���
8�����"�

−L{t f(t)} = d #f(s)

ds
. �9 #%�

(��� n−�����
 ��*�
�������"� ���� s ���
� �
� ��� (
������

L{tn f(t)} = (−1)nd
n #f(s)

dsn
. �9 #+�

�;" �����	����� �� )���%�	����

��� f(t) ���� 1����
�	��"� ��� �
���.
���
 �������>�
����"
���
��
 #f(s) (� ���� ����

L
�� t

0

f(τ ) dτ

�
=

1

s
#f(s). �9 #-�

�;3 ���������	�����

)������ ��� ��� �������>�
����"
���
�� #f(s) ����
 1����
�	��"� f(t) ��
 D�
� ��
 1����
�	>
��"� f(t) �
� 1����
�	� t = 0 	��� ��� ?���� ��� 9������4�
�������

f(0) = lim
s→∞

s #f(s) �9 #2�

��
������ 4�
��� 
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����"
���
�� #f(s) ����
 1����
�	��"� f(t) ��
 D�
� ��
 1����
�	>
��"� f(t) ��
 t→∞ 	��� ��� ?���� ��� (��4�
�������

f∞ := lim
t→∞

f(t) = lim
s→0

s #f(s) �9 #6�

�
������� 4�
��� <�� �������G ���� ��� 9�4���
�� �"� �9 #6� �

 ���� �
�,���� ���G 4���
��
 )
���4�
� �"� f(t) ��
 t → ∞ �7�����
� ���� 	��� ��������� �� ������
���� ���
�
���
4�
��� :�� ��� 3
�	��"� #g(s) = s #f(s) ���� ���
"���� 
���"���� 3
�	��"�G � � 

#g(s) =
κ(s)

λ(s)
G

4"��� κ(s) 
�� λ(s) �����
�
���� ���	�
���� �"�/�"�� ����G �" �7�����
� f∞ ����
 ����G 4���
��� �"�/�"� λ(s) �
������������ @
��������� ��� ��������� 8������� ������� (�� �"����� �"�/>
�"� 4�
� �
�� ��	����1�
&���% ������� 
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������ <��������	�
 9�"�� ?
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f(t) #f(s)

δ(t) 1

σ(t)
1

s

t
1

s2

tn

n!
, n ≥ 0

1

sn+1

eαt
1

s− α

teαt
1

(s− α)2

tn

n!
eαt, n ≥ 0

1

(s− α)n+1

cosωt
s

s2 + ω2

sinωt
ω

s2 + ω2

eαt cosωt
(s− α)

(s− α)2 + ω2

eαt sinωt
ω

(s− α)2 + ω2

t cosωt
s2 − ω2

(s2 + ω2)2

t sinωt
2ωs

(s2 + ω2)2
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��� ������������ ���	�����	������ "
���� ����
 1������"��� (fk) ���
 ��� ��
���>
�
����"
���
���

f̃(z) = f0 + f1z
−1 + f2z

−2 + . . . =

∞�

k=0

fk z
−k �� #�

���� 3
�	��"� f̃(z) ��
 	"����7�� !�
����� z �
 ����� 4�
� �� �����
 ������ ��
����������
�����"����G ���� ��� 3"������������ �"� (fk) ��
 �������� D�
�� �"� k ��
���4�����G � � 

fk = 0 ��
 k < 0.

3�
 1������"���� (fk)G ��
�� (������� > ��
 �������� ��4,���� 
����� ;"�������� M 
�� γ >
��
 B�������
��

|fk| ≤M γk

�������G 	"���
���
� ��� �
��� �� #� �� )����� |z| > γ =���
 �
����"
���
��
�� 3"���
(fk) = (f0, f1, f2, . . .) 4�
� �"��� �

�� �� #� ���� 3
�	��"� f̃(z) ��  �
�%�	���� �
��"
���� 
����� ;"

���"����� 4�
� �

��

f̃(z) = � {(fk)} 
�� (fk) = �
−1
5
f̃(z)

6
�� %�

��4 �

�� ��� E?������/��"�F
(fk) f̃(z) �� +�

�/��"�����
�# 

 ;# ,����	����

��� �>�
����"
����"� ��� ���� �����
� �
����"
����"�G � � �� ����

� {α1 (f1,k) + α2 (f2,k) } = α1 � {(f1,k)}+ α2 � {(f2,k)} �� -�

��
 ��������� 	"����7� ;"�������� α1 
�� α2 

#?,
K� 4�
� �
�� ��� ���
���4���� ���
� � Z {����} 
�� ���� � Z−�
5
���
�

6
��
4����� 
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��� (fk) ���� 1������"��� ��� �
���.
���
 �>�
����"
���
��
 f̃(z) (� ���� ����

�
�
(αkfk)

�
= f̃(

z

α
), �� 2�

4"��� α ���� ��������� 	"����7� ;"������� ��� 
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��� (fk) ���� 1������"��� ��� �
���.
���
 �
����"
���
��
 f̃(z) ��� �>�
����"
���
�� ��
 
�
n > 0 ���
���� ����� 
������ ��
���"����� 3"��� (fk−n) ��
���

� {(fk−n)} = z−n f̃(z). �� 6�

<�� �������G ���� ��� (������� ��
 ��
���"����� 3"��� ��
 k < n ��������� @
�� ���� 

 ;- >�	�����%��� ���� 
����

��� (fk) ���� 1������"��� ��� �
���.
���
 �
����"
���
��
 f̃(z) ��� �>�
����"
���
�� ��
 
�
n > 0 ���
���� ����� ���	�� ��
���"����� 3"��� (fk+n) ��
���

� {(fk+n)} = zn f̃(z)− zn
n−1�

i=0

fiz
−i. �� 0�

���� ���� (������� ��
 3"��� (fk) ��
 k < n ��������� @
��G �" ��
�������� ���� �� 0� �


� {(fk+n)} = zn f̃(z). �� '�

 ;. 9�
�����	���


)������ ����� �4�� 1������"���� ��� ��� �
���.
���� �>�
����"
���
��� f̃(z) = � {(fk)} 
��
g̃(z) = � {(gk)} (� ���� ����

�−1
5
f̃(z) g̃(z)

6
=

�
k�

i=0

fk−igi

 

=

�
k�

i=0

gk−ifi

 

. �� $�

<�� ��
���� �� ������ 1
���������� �"� ��
 3���
�� ��
 3"���� (fk) 
�� (gk) 
�� ��
4�����
��� ;

����
���4����

�−1
5
f̃(z) g̃(z)

6
= (fk) ∗ (gk) = (gk) ∗ (fk).
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��� (fk) ���� 1������"��� ��� �
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 �
����"
���
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 f̃(z) (� ���� ����

� {(k fk)} = −z
d f̃(z)

dz
. �� #&�

 ;" ���������	�����

)������ ��� ��� �>�
����"
���
�� f̃(z) ����
 3"��� (fk) = (f0, f1,f2,...) ��� (������ f0 	���
��� ?���� ��� 9������4�
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f0 = lim
z→∞

f̃(z) �� ##�

��
������ 4�
��� 
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)������ ��� ��� �>�
����"
���
�� f̃(z) ����
 3"��� (fk) ��� 3"����������� fk ��
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f∞ := lim
k→∞

fk = lim
z→1
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G
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(fk) f̃(z)

(δk) = (1, 0, . . .) 1

(σk) = (1, 1, . . .)
z

z − 1

(k)
z

(z − 1)2

(k2)
z (z + 1)

(z − 1)3

(αk)
z

z − α

(kαk)
zα

(z − α)2

(k2αk)
z (z + α)α

(z − α)3

(cosωkTd)
z(z − cosωTd)

z2 − 2z cosωTd + 1

(sinωkTd)
z sinωTd

z2 − 2z cosωTd + 1

!
αk cosωkTd

" z(z − α cosωTd)

z2 − 2zα cosωTd + α2

!
αk sinωkTd

" zα sinωTd
z2 − 2zα cosωTd + α2

(k cosωkTd)
z [(z2 + 1) cosωTd − 2z]

(z2 − 2z cosωTd + 1)2

(k sinωkTd)
z(z2 − 1) sinωTd

(z2 − 2z cosωTd + 1)2
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