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Kapitel 1

Mathematische Beschreibung
dynamischer Systeme

1.1 Einfiihrung

Die Vorlesung ,Systemtechnik” verfolgt das Ziel, Studierenden der Studienrichtung . Elek-
trotechnik” die systemtheoretischen Grundlagen der Regelungstechnik zu vermitteln. FKEine
zentrale Rolle spielt dabei der Systembegriff, der in zahlreichen Fachdisziplinen von ele-
mentarer Bedeutung ist. Ganz allgemein versteht man unter einem System die Verbindung
von interagierenden Komponenten zu einer zweckgebundenen Einheit. Im Bereich der Elek-
trotechnik kann dies beispielweise eine aus elektronischen Bauteilen bestehende elektrische
Schaltung sein. Ein Beispiel aus der Medizin ist das kardiovaskulire System, das aus Herz
und Blutgefiflen besteht und fiir die Aufrechterhaltung des Blutkreislaufs verantwortlich ist.

Mit Hilfe geeigneter mathematischer Modelle kann das Verhalten von Systemen nachgebildet
werden. Solche Modelle kénnen z.B. bei technischen Systemen durch Anwendung physik-
alischer Gesetzmiiffigkeiten, wie etwa den Newtonschen Axiomen hergeleitet oder aus experi-
mentell gewonnenen Daten abgeleitet werden. Die resultierende mathematische Beschreibung
ermoglicht die Analyse und Simulation der betrachteten Systeme und bildet die Grundlage fiir
zahlreiche Methoden der System- und Regelungstheorie.

1.2 Grundlegende Begriffe

Die Wechselwirkung eines Systems mit seiner Umgebung erfolgt mittels seiner so genannten
Eingangs- und Ausgangsgroflen, siehe hierzu Bild 1.1. Die Eingangsgroflen ug,...,w,
wirken von der Umgebung auf das System ein und beeinflussen somit dessen Verhalten. Je
nachdem, ob diese Beeinflussung gewollt oder ungewollt ist, spricht man von Stell- oder
Storgroflen. Die Ausgangsgrofien y, ..., y, wirken vom System auf die Umgebung ein und
beeinflussen so diese. In vielen Fillen besitzen Systeme eine Eingangsgrofie v und eine Aus-

9
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10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

Y2

u Yo
Umgebung

Bild 1.1: Interaktion zwischen einem System und seiner Umgebung

gangsgrofe y, man nennt sie Eingroéf3ensysteme’.

Im vorliegenden Skriptum wird das zeitliche Verhalten von Systemen untersucht. Das be-
deutet, dass die Eingangs- und Ausgangsgrofien Funktionen des Zeitparameters ¢ sind.

Man nennt ein System kausal, wenn die Werte der Ausgangsgréfien zu einem beliebigen Zeit-
punkt ¢; unabhiingig von den zukiinftigen Verldufen der Eingangsgrofien sind. Das bedeutet,
dass die Werte y1(t1),...,y,(t1) ausschlieflich von den Verldufen u,(t),...,u,y(t) fir t < ¢
abhéngen. Bei realen technischen Systemen trifft dies zu, d.h. sie sind kausal.

Systeme, bei denen die Werte y;(t1), ..., y,(¢1) ausschlieBlich von u;(t1),...,u,(t1), also von
den Momentanwerten der Eingangsgrofien abhiingen, werden statische Systeme genannt.

Gegeben sei das mathematische Modell
y(t) = Ku(t)

eines System mit der Eingangsgrofle v und der Ausgangsgrofie y. Der Parameter K sei eine
(reelle) Konstante. Offensichtlich handelt es sich hier um ein statisches System.

Im Gegensatz dazu sind kausale dynamische Systeme dadurch charakterisiert, dass die
Werte der Ausgangsgroffen zum Zeitpunkt ¢; nicht nur von den Momentanwerten der Ein-
gangsgrofien abhingen, sondern auch von deren Verldufen in der Vergangenheit, also fiir ¢ < ¢;.

Gegeben sei das mathematische Modell

dy(t) _
a0

eines zeitkontinuierlichen Systems mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y. Zur
Ermittlung des Wertes der Ausgangsgrofie zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢; ist die Kenntnis des

'In Anlehnung an die englische Bezeichnung ,single input - single output system” spricht man auch von
SISO-Systemen.
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1.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 11

Wertes der Ausgangsgrofle zu einem Anfangszeitpunkt to sowie der Verlauf der Eingangsgrofie
im Intervall tg <t < t; erforderlich, was unmittelbar aus

t1
vt =y(to) + [ ule)d
to

ersichtlich ist. Der Anfangswert y(to) représentiert gewissermaflen die gesamte ,,Vorgeschichte”
des Systems fiir t < ty.

[ |
So genannte Zustandsmodelle spielen in der System- und Regelungstechnik eine besondere
Rolle. Sie stellen eine einheitliche, von der Natur des Systems unabhiingige, mathematische
Beschreibung dar und bilden die Grundlage vieler regelungstechnischer Methoden. Fiir das
Versténdnis dieser Beschreibungsform ist der Begriff der so genannten Zustandsgréflen es-
sentiell.

Wenn es moglich ist, fiir ein dynamisches System die Zeitfunktionen z;(t),...,z,(t) so
anzugeben, dass die Werte der Ausgangsgrofien yq(t), . .., y,(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt
t1 aus den Verldufen der Eingangsgrofien uy (t), . . ., u,(t) im Intervall ¢y < ¢ < ¢; und den (kon-
stanten) Werten 1 (to), . . ., 7, (to) berechnet werden kénnen, so bezeichnet man zy, ..., z, als
Zustandsgroflen des Systems.

Die natiirliche Zahl n, d.h. die Anzahl der Zustandsgréfien wird auch Systemordnung
genannt. Man beachte, dass die Wahl der Zustandsgrofien fiir ein gegebenes System nicht
eindeutig ist. Vielmehr gibt es fiir ein und dasselbe System unendlich viele Moglichkeiten,
die bendétigten n Zustandsgrofien zu wihlen. Diese Freiheiten bei der Festlegung der Zus-
tandsgroflen werden bei zahlreichen Verfahren der System- und Regelungstechnik vorteilhaft
ausgeniitzt.

Waihlt man im vorangegangenen Beispiel exemplarisch

so gilt fiir die Systembeschreibung

do g1

Der Verlauf der Ausgangsgrofle y(t) kann somit iiber die Beziehung

t
y(t) = 2 a(ty) + / u(r) dr.

3 to
ermittelt werden. Offensichtlich kann y(¢) aus dem Verlauf von u(7) im Intervall ¢y, < 7 < ¢
und dem Wert x(ty) eindeutig berechnet werden, d.h. x ist eine Zustandsgrofle des Systems.
Auf analoge Weise kann gezeigt werden, dass sich im vorliegenden Beispiel jede beliebige Wahl

r = ay mit a # 0 als Zustandsgrofle qualifiziert.

|
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12 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

In weiterer Folge wird vorausgesetzt, dass die betrachteten Systeme eine endliche Ordnung n
besitzen und durch gewohnliche Differentialgleichungen der Form

dx
d—tl = filz1, . T, u, )
(1.1)
dx,
% = fn(l'l,...,.flfn,ul,---aup)

sowie ¢ algebraische Ausgangsgleichungen

o= gi(x1, .. T, U, Up)
(1.2)

Yg = Go(z1,. .., xn,u1,. .., up)
beschrieben werden koénnen. Man sagt, dass durch (1.1) und (1.2) ein Zustandsmodell
des betrachteten Systems gegeben ist. Der Zustand des Systems zum Anfangszeitpunkt ¢,

d.h. die ,Vorgeschichte” des Systems, wird durch die Anfangswerte x;(to), z2(to), - .., zn(to)
reprasentiert.

Fasst man die Zustands-, Eingangs- und Ausgangsgréfien zu Vektoren

1(t) ui(t) yi(t)
X = : ,  u = : und y = :
zusammen, sowie die (skalarwertigen) Funktionen fi,..., f,, bzw. g1,..., g, zu den Vektoren
fi(x,u) g1(x,u)
f(x,u) := : , glx,u) = : ,
fu(x, 1) 9q(x, 1)

so erhilt man die Systembeschreibung (1.1) und (1.2) in kompakter Matrixschreibweise

dx

E = f(X,ll), (1 3)
y = g(xu), (1.4)
wobei fiir den Anfangszustand
SCl(to)
Xg = X(tg) = : (1.5)
zn(to)

gilt.
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1.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 13

Man beachte, dass die rechte Seite der Differentialgleichung (1.3) sowie die Ausgangsgleichung
(1.4) nicht explizit vom Zeitparameter ¢ abhéngen. Solche Systeme nennt man zeitinvariant.
Die Dynamik des Systems, d.h. seine Reaktion auf Eingangsgréfien und Anfangszustéinde
ist somit unabhdngig vom Zeitpunkt der Durchfithrung eines Experimentes. Das bedeutet,
dass bei gleichzeitiger zeitlicher Verschiebung der Verldufe der Eingangsgrofien sowie des An-
fangszustands auch die Ausgangsgrofle die gleiche zeitliche Verschiebung erfihrt. Der An-
fangszeitpunkt kann somit ohne Einschrinkung der Allgemeinheit zu ¢ty = 0 gesetzt werden.
Héngt die rechte Seite der Differentialgleichungen und/oder die Ausgangsgleichung in (1.3)
hingegen explizit vom Zeitparameter ¢ ab, so spricht man von einem zeitvarianten bzw.
zeitvariablen System.

Hiufig werden so genannte Strukturbilder zur Visualisierung von mathematischen Modellen
eingesetzt. Dabei werden mathematische Operationen, wie z.B. Integration, Multiplikation
und Addition durch entsprechende Blocke dargestellt, die geméfl der Modellbeschreibung kom-
biniert werden. Da auch Simulationswerkzeuge, wie z.B. Simulink? auf einer solchen ,block-
orientierten” Eingabe basieren, stellen Strukturbilder oft die Grundlage fiir eine numerische
Simulation des Systemverhaltens dar. Exemplarisch werden an dieser Stelle einige héiufig
verwendete Funktionsblocke angegeben:

Summierer Verstirker Integrierer
", y yol )’ol
- u y u j' y u, 1 1Y
u, ‘ : S
y(t) = u(t) — ua(?) y(t) = Ku(t) y(t) = yo + fy ulr)dr
Multiplizierer Funktion
u y u y
* fO
U, U,
y(t) = ua(t) - ua(t) y(t) = f(u1, uz)

Aus (1.3) folgt, dass der Zustandsvektor x(¢) prinzipiell durch Integration der rechten Seite
der Differentialgleichung (1.3) ermittelt werden kann, d.h.

x(t) = %o + /0 £ (x(7), u(r)) dr. (1.6)

Hierbei ist die Integration elementweise auf f (x(7), u(7)) anzuwenden. Aus (1.6) kann auch
der wichtige Schluss gezogen werden, dass die Zustandsvariablen® stetige Funktionen der Zeit
sind. In Bild 1.2 ist das zu (1.3) gehorige Strukturbild dargestellt, wobei vektorielle Groen
iiberlicherweise durch fett gezeichnete Verbindungslinien dargestellt werden.

2www.mathworks.de

hierbei werden (praktisch nicht realisierbare) Eingangsgrofien, die so genannte Dirac-Impulse enthalten,
explizit ausgeschlossen.
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14 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

b
I—»

Bild 1.2: Strukturbild zu System (1.3), (1.4)

Die Losungen x(t) der Systemgleichungen (1.3) héingen offensichtlich vom Anfangszustand xg
und vom Verlauf der Eingangsgrofien u (7) im Intervall tg < 7 < ¢ ab. Diese Abhingigkeit
wird im Folgenden durch

x(t)zr<§°(7)’t0§7§t) oder kurz x:r(’;“) (1.7)

symbolisiert. Systeme, deren rechte Seite ausschliefllich vom Zustandsvektor x abhiingt, wer-
den autonom genannt. Nach einer anfinglichen Anregung durch den Anfangszustand xg
verlduft die ,Bewegung” eines autonomen Systems ohne weitere Beeinflussung von auflen.
Das System ist ,sich selbst iiberlassen”. Die Beschreibung von autonomen Systemen ergibt
sich unter der Annahme von u(t) = 0 aus (1.3) zu

dx . . X0
E_HX’O)’ d.h. X—F( O) (1.8)

Die Zustandsvariablen kénnen als Koordinaten eines n-dimensionalen Koordinatensystems,
dem so genannnten Zustandsraum interpretiert werden. Im Falle n = 2 spricht man von
der Zustandsebene. Die Kurve, die eine Losung x(¢) im Zustandsraum beschreibt, wenn
der Zeitparameter ¢ variiert, wird Bahnkurve oder Trajektorie genannt. Der Richtungssinn
von Trajektorien fiir wachsende Zeiten ¢ wird bei der graphischen Darstellung durch Pfeile
gekennzeichnet. In Bild 1.3 ist exemplarisch eine Trajektorie eines Systems dritter Ordnung
im Zustandsraum dargestellt, der Anfangszustand ist durch xy gekennzeichnet.

1.3 Linearitat

Ein System (1.3) heifit linear, wenn es beziiglich seiner Anfangszustéinde xo und seiner Ein-
gangsgroflen u dem Superpositionsprinzip geniigt. Das bedeutet, dass die zu beliebigen
Anfangszustinden und Eingangsgrofien gehorigen Losungen (1.7) fiir beliebige Konstanten «
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1.3. LINEARITAT 15

Bild 1.3: Trajektorie im dreidimensionalen Zustandsraum

und 3 den folgenden Bedingungen geniigen:

o or(v)=r(3) (L)

. axo1+B%xp2 \ X1 X0,2

(ii) F( 0 )—af‘( 0 )—I—BF( 0 ) (1.9)

0 0 0

(iii) P(au1+ﬁu2>_ar<u1>+ﬁr<u2>
Auflerdem muss gegebenenfalls die Ausgangsgleichung y = g(x,u) ensprechende Eigen-
schaften besitzen. In Analogie zu (1.9) wird die Abhingigheit der Ausgangsgrofien y von
x und u durch

y=" ( i‘l ) (1.10)

symbolisiert. Es muss dann gelten:

ax1+ﬁX2):aT<x1)+6T<362) (1.11)

fiir Regelungs~ #“‘;}ajzl
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16 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

Ein System, das den Bedingungen (1.9) und / oder (1.11) nicht geniigt, nennt man nichtlin-
ear.

Gegeben sei das autonome System

d

d—f =—z, z(0)=: .
Es soll untersucht werden, ob das System linear ist. Da auf das System keine Eingangs-
grofle wirkt, muss lediglich Bedingung (1.9,ii) iiberpriift werden. Die Losung der Differential-

gleichung lautet
z(t) = e .

Daraus ist ersichtlich, dass die Linearitéitsbedingung erfiillt ist. ]

Gegeben sei das System

dz
7 = T z(0) =: xg
y = a°

Die Ausgangsgleichung erfiillt die Bedingung (1.11) nicht, das System ist somit nichtlinear. m

Eine grofle Klasse von Systemmodellen, die den Bedingungen (1.9) und (1.11) geniigen, besitzt
die Form

Z—}; = Ax+ Bu, (1.12)

y = Cx+ Du,

wobei A, B, C und D konstante Matrizen passender Dimensionen sind. Systeme der Form
(1.12) représentieren eine wichtige Klasse von linearen, zeitinvarianten Systemen, die
oft auch LZI-Systeme genannt werden. Fiir ein System der Ordnung n ist die System-
oder Dynamikmatrix A eine n x n Matrix?, die Eingangsmatrix B ist eine n x p Matrix,
wobei p die Zahl der Eingangsgrofien ist. Unter der Annahme von ¢ Ausgangsgrofien ist die
Ausgangsmatrix C eine ¢ x n Matrix und die Durchgriffsmatrix D hat die Dimension
q X p. Im Falle eines EingroBensystems, d.h. fiir p = ¢ = 1 lautet die Systembeschreibung

dx
— = Ax+ bu, 1.13
pn (1.13)
y = clx+du.
Der Eingangsvektor b ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor, der Ausgangsvektor c’ ein

n-dimensionaler Zeilenvektor und der Durchgriff d eine skalare Grofle. Das zu (1.13) gehorige
Strukturbild ist in Bild 1.4 dargestellt.

Die Griinde, warum diese Systemklasse in der System- und Regelungstechnik eine herausra-
gende Rolle spielt, sind vielfiltig:

4oft wird auch die Schreibweise (n,n)-Matrix verwendet

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




1.3. LINEARITAT 17

o> = ,

'l

Bild 1.4: Sturkturbild eines zeitkontinuierlichen Zustandsmodells der Form (1.13)

e die Systeme sind aus mathematischer Sicht ,gutmiitig’, d.h. die Existenz und FEin-
deutigkeit der Losungen sind gesichert

e viele reale Systeme konnen hinreichend genau durch Systeme dieser Form beschrieben
werden

e cs existieren viele bewihrte Verfahren, die fiir diese Systemklasse maflgeschneidert sind

Aus den oben genannten Griinden wird die Klasse der linearen, zeitinvarianten Systeme auch
im Mittelpunkt aller weiteren Ausfithrungen in diesem Skriptum stehen. Wie im folgenden Ab-
schnitt gezeigt wird, konnen nichtlineare Systeme durch lineare Systeme approximiert werden,
was in weiterer Folge die Anwendung von ,linearen” Methoden erlaubt.

1.3.1 Linearisierung nichtlinearer Eingré3ensysteme

In vielen Fillen fiihrt die mathematische Modellierung von Systemen auf nichtlineare Modelle
der Form

dx
dt
y = glxu). (1.15)

= f(x,u), (1.14)

Eine naheliegende Idee besteht darin, das Verhalten des nichtlinearen Systems durch ein line-
ares System zu approximieren. Eine solche Approximation wird im Allgemeinen nicht global,
d.h. im gesamten Zustandsraum giiltig sein. Eine in der Praxis bewihrte Methode ist die
so genannte Linearisierung um einen Arbeitspunkt. Ein Arbeitspunkt des nichtlinearen
Systems ist hier dadurch charakterisiert, dass alle Systemgrofien, also Eingangsgrofie, Zus-
tandsgroflen und damit auch die Ausgangsgrofle konstante Werte annehmen, d.h.

u(t) = ur = konst., x(t) = xg = konst. = y(t) = yg = konst.

Das System befindet sich also in einem ,,Gleichgewichtszustand”, der auch Ruhelage genannt
wird. Die konstanten Systemgrofen miissen die aus (1.14) resultierenden Bedingungen

0= f(XR,uR) (116)
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18 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

erfiillen, fiir die zugehorige Ausgangsgrofie gilt dann

Yr = g(XRg, UR). (1.17)

Da das Systemverhalten ,in der Nihe” des Arbeitspunktes beschrieben werden soll, ist es
zweckmiiffig, mit Abweichungen aus der betrachteten Ruhelage zu operieren. Aus diesem
Grund setzt man

X =xp+Ax, u=ug+ Au, (1.18)

wobei Ax, Awu Auslenkungen aus der Ruhelage repisentieren. Damit lautet die System-

beschreibung (1.14) nun

ddA—tX: f(xr + Ax,ug + Au).

Mit dem Ziel der Linearisierung um den Arbeitspunkt wird die nichtlineare Funktion f in eine
Taylor-Reihe® entwickelt, d.h.
of

f(xr + Ax,up + Au) = f(xg, ug) + Ix

Ax—l—g

90 Au+ T.h.O.

XRyUR XRyUR

Unter Vernachldssigung der Terme hoherer Ordnung (T.h.O.) und unter Beriicksichtigung von
(1.16) erhélt man somit das vereinfachte System

dAx  Of of
—_— = — A — Au. 1.19
dt 0x * ou “ ( )
XR,UR XRyUR
Dabei gilt
fr ofi oh oh N
o0x ox1 Ore " Oxn ou
of: of Of: of of
S O R wmd | (1.20)
é?)( . . c. . 691L ’ .
Ofn Ofn  Ofn Ofn Ofn
ox Ory Oxo " Oxp ou

of
wobei die n x n Matrix <8_) die so genannte Jacobi®-Matrix ist. Fiir die Ausgangsgrofie y
b'e

folgt auf analoge Weise nach einer Taylor-Reihenentwicklung, also

dg
Z& _Z
X+ ou

0
y = g(xp + Ax,up + Au) = g(xg, ur) + =

A T.h.O.
% U+ 0.,

XRyUR XRYUR

nach Vernachliissigung von Termen hoherer Ordnung und unter Beriicksichtigung von (1.17)

Iy dg
= Ix Ax+ Au. (1.21)

Ay ou

XRSUR XRYyUR

’benannt nach dem britischen Mathematiker Brook Taylor (1685 - 1731)
®benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851)
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1.3. LINEARITAT 19

Man erkennt, dass es sich bei (1.19), (1.21) um ein lineares, zeitinvariantes System der Form
(1.13) handelt, wobei

o o " _
- Ox ’ b_au € - Ox und d_au

XRyUR XRYUR XRYUR XRyUR

A

gilt. Dieses System approximiert das Verhalten des nichtlinearen Systems (1.14) in einer
Umgebung der betrachteten Ruhelage.

Es wird wieder das in Bild (1.8) dargestellte Pendel untersucht. Wie bereits gezeigt, lautet
das zugehorige mathematische Modell

Ao _ 2 _ | fi(z, 22)

= g . k = )

dt | x2 —=sinx; — —=Ta fa(x1, x2)
[ mil?

Die Ruhelagen des (autonomen) Systems sind durch

To.p =0 und sinz; g =0

charakterisiert. Fiir
T1,R = :i:2’i7T, 1= 0,1,2,...

befindet sich das Pendel in der ,hiéingenden” Ruhelage, wihrend
rip==x2i+1)m, i=0,1,2,...

die ,,aufrechte” Ruhelage beschreibt. Fiir die Linearisierung um diese Arbeitspunkte berechnet
man die Jacobi-Matrix

d d
of rrrd 0 1
— = = g k ,
ox oy 0f —7CosT ——p
oz (o) l ml
d.h. das linearisierte mathematische Modell lautet
dA 0 1
ox [ g k Ax.
dt — 7 CoOsxrp — W .

Daraus folgen unmittelbar die linearisierten Systembeschreibungen

0 1 0 1
x| g k| Ax ©ex— | g k| Ax
[ ml? [ ml?
,hiangende” Position yaufrechte” Position
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20 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

Bild 1.5: Gegeniiberstellung des linearisierten Pendelmodells und des nichtlinearen Modell
(rot). linkes Bild: Pendelwinkel iiber Zeit rechtes Bild: Verlauf der Trajektorien

In Bild 1.5 sind die Verldufe des Pendelwinkels von nichtlinearem und linearisiertem Modell
dargestellt. Als Anfangsauslenkungen wurde x19 = 0.35 rad (=20°) bzw. x;, = 1.05 rad
(=60°) gewihlt, das Pendel befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Stillstand, d.h. z39 = 0
rads™!. m

Gegeben sei das mathematische Modell

d
& —(r—-22+9? y=1*+u

dt
eines Systems mit der Eingangsgrofle u, der Ausgangsgrofle y und der Zustandsgrofle x. Ruhe-
lagen miissen die Bedingung (zp — 2)2 = 9u? erfiillen. Fiir einen vorgegebenen Wert up = 1
ergeben sich somit die beiden Ruhelagen

Tra =95 und xR = —1.

Die zugehorigen Ausgangsgrofien nehmen die Werte yp1 = 26 bzw. yro = 2 an. Mit f(z,u) =
—(z —2)? + 9u? und g(z,u) = 2® + u folgt unmittelbar

O _ gpia 9 g,

@—Zx @—
oz ou N N

1.
ox T Ou

Fiir die (willkiirlich gew#hlte) erste Ruhelage folgt somit die linearisierte Systembeschreibung

A
dd—tx = —6Axr + 18Au, Ay =10Az + Au.
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1.4. ZEITDISKRETE SYSTEME 21

1.4 Zeitdiskrete Systeme

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dass die zeitlich verédnderlichen
Systemgroflen Funktionen des kontinuierlichen Zeitparameters ¢ € R sind. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von zeitkontinuierlichen Systemen. Im Gegensatz dazu wird
bei einem zeitdiskreten System die Zeitabhingigkeit von Systemgroflen durch einen ganz-
zahligen Index k € 7Z charakterisiert. Die zeitlichen Verldufe der zeitabhiingigen Systemgrofien
werden durch Zahlenfolgen beschrieben. Der Wert der Systemgrofien wird also zu diskreten
Zeitpunkten betrachtet. In vielen Fillen handelt es sich um #quidistante Zeitpunkte, d.h.
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Zeitpunkte ist konstant. Das zeitliche Verhalten
von zeitdiskreten System kann mit Hilfe von Differenzengleichungen beschrieben werden.
Begriffe, Linearitéit und Zeitinvarianz konnen vom zeitkontinuierlichen Fall geradlinig auf zeit-
diskrete Systeme iibertragen werden. In weiterer Folge werden die Betrachtungen auf lineare,
zeitinvariante Eingrofiensysteme, die durch Systeme von Differenzengleichungen der Form

Xkp+1 = Aka—i-bduk, (122)
e = Chxp+ dauy

beschrieben werden konnen, beschréinkt. Dabei ist (uy) die Eingangsfolge, (yy) ist die zuge-
horige Ausgangsfolge und (xy) ist die (vektorielle) Zustandsfolge. Das Modell (1.22) besteht
aus n linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einer algebrais-
chen Ausgangsgleichung. Weiters wird vorausgesetzt, dass durch den Index k£ Zeitpunkte
beschrieben werden, die ganzzahligen Vielfachen einer konstanten Diskretisierungszeit 7T}
entsprechen. Die ,,Vorgeschichte” des Systems wird durch den Anfangszustand xq reprisen-
tiert. Das zu (1.22) gehorige Strukturbild ist in Bild 1.6 dargestellt, wobei, in Anlehnung an

Bild 1.6: Sturkturbild eines zeitdiskreten Zustandsmodells der Form (1.22)

den Verschiebungssatz der z-Transformation, der Funktionsblock

Verschiebung (nach rechts)

YOl
(uy) 7! (¥

(Yx) = (ug—1)

eine zeitliche Verschiebung der Eingangsfolge um einen Zeitschritt nach rechts symbolisiert.
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22 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

1.5 Beispiele fiir dynamische Systeme

1.5.1 Zeitkontinuierliche Systeme
Elektrische Systeme

Die Herleitung von Zustandsmodellen zur Beschreibung von idealisierten elektrischen Netz-
werken, bestehend aus Widerstinden, Kondensatoren und Spulen ist ziemlich geradlinig. Die
Systemordnung n wird im Allgemeinen durch die Anzahl der ,Energiespeicher” bestimmt,
also durch die Zahl der Kapazititen und Induktivitéiten. Es bietet sich an, als Zustands-
variablen die Spannungsabfiille an Kapazitidten und Stréme durch Induktivititen zu wihlen.
Das Zustandsmodell ergibt sich dann aus der Anwendung der Kirchhoffschen” Regeln.

Gegeben sei das in Bild 1.7 dargestellte ideale elektrische Netzwerk, bestehend aus einer
Spannungsquelle, zwei Ohmschen Widerstéinden R; und Rs, der Kapazitit C' und der Induk-
tivitdt L. Die Eingangsgrofle sei die Spannung u, die Ausgangsgrofle ist der Spannungsabfall
am Widerstand Rs.

Bild 1.7: Elektrisches Netzwerk mit zwei Energiespeichern

Als Zustandsvariablen werden - wie oben erldutert - der Strom z; und die Spannung z» gewihlt.

Offensichtlich gilt dann
dx
To = Ld—tl + Rgxl,

d.h. die erste Zustandsdifferentialgleichung lautet

R A A
Weiters gilt
u = Rll + T2,
wobei sich der Strom i gemif3
. dz
L =1c+ 1 :Cd—;—l—xl

"benannt nach dem deutschen Physiker Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887)
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1.5. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 23

errechnet. Daraus folgt
d.flfg

U= Rloﬁ + Rizy + X,
und fiir die zweite Differentialgleichung gilt
dxs 1 1 n 1
— = ——x — x u.
dt ¢t RCT?TRC
Die Ausgangsgleichung ist durch
y=Rya
gegeben. Zusammenfassend lautet somit das Zustandsmodell des elektrischen Systems
a LN L
dxs 1 1 n 1
— = ——=x— x u
dt C' RICT T RCT
y = Rouxy.

Das vorangegangene Beispiel verdeutlicht, dass die Komponenten des Zustandsvektors x ver-
schiedene physikalische Dimensionen besitzen kénnen. Im Beispiel ist x; ein elektrischer Strom
(Einheit Ampére) wihrend x» eine elektrische Spannung (Einheit Volt) darstellt.

Mechanische Systeme

Bei der translatorischen Bewegung von Massen ist es zweckmiiflig, deren Positionen und
Geschwindigkeiten als Zustandsvariablen einzufiihren. Analog dazu kénnen bei rotatorischen
Bewegungen von Massen deren Drehwinkel und Winkelgeschwindigkeiten gewéihlt werden.

Gegeben sei das in Bild 1.8, links dargestellte Masse-Feder System, bestehend aus einem
Koper mit der Masse m und einer Feder mit linearer Federkennlinie, charakterisiert durch
die Federkonstante c. Die Position der Masse wird mit y bezeichnet, wobei y = 0 der Lage
bei entspannter Feder entspricht. Fiir die Reibung zwischen Korper und Untergrund wird
Coulombsche® Reibung angenommen, der Reibungskoeffizient wird mit ;1 bezeichnet. Weiters
wirkt auf den Korper eine duflere Kraft F'. Die Anwendung des zweiten Newtonschen” Gesetzes
liefert die Differentialgleichungen
%:v, m%:—cy—umgsignijF

wobei v die Geschwindigkeit des Korpers ist und g die Erdbeschleunigung repriisentiert. Fiihrt
man nun die Zustandsvariablen

r1=y und x9=v

$benannt nach dem franzosischen Physiker Charles Augustin de Coulomb (1736 - 1806)
9benannt nach dem englischen Forscher Isaac Newton (1642 - 1727)
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24 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

7 ’—y>\
c 1
| ‘lm —>»
‘ y24
75 77 7
mg

Bild 1.8: Mechanische Systeme: Masse-Feder System und Pendel

ein, so erhilt man mit der Schreibweise u := F' die Systembeschreibung

d$1
[ —_— X
dt 2
dzs c . 1
— = —— I — ugsignrs + —u,
dt m m

Yy = I.

Das mathematische Modell des in Bild 1.8, rechts dargestellten Pendels soll aufgestellt
werden.  Dabei wird idealisierend vorausgesetzt, dass das Pendel aus einem drehbar
gelagerten, masselosen Stab der Linge [ und einer punktformigen Masse m am Stabende
besteht. Das der Pendelbewegung entgegenwirkende Reibungsmoment (Lagerreibung) sei der
Winkelgeschwindigkeit proportional (Proportionalitidtsfaktor k). Mit Hilfe des Drallsatzes
ergeben sich die Differentialgleichungen

do dw

i w, ml2E = —mglsinyp —kw mit & > 0,

wobei w die Winkelgeschwindigkeit des Pendels ist. Fiihrt man als Zustandsvariablen den
Pendelwinkel und die Winkelgeschwindigkeit ein, d.h.

r =y, To = W,

so ergibt sich das folgende Zustandsmodell:

dIl

— =z

dt 29

dzo g .

— = —=ginz; — —=x
dt l Lo
y = 2.

Die zum Pendelmodell gehorigen Trajektorien sind in Bild 1.9 fiir £ = 0, d.h. fiir den reibungs-
freien Fall, dargestellt. Die ungedimpften Pendelbewegungen sind hier deutlich zu erkennen.
In Bild 1.10 sind die entsprechenden Trajektorien fiir £ > 0 dargestellt.

|
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1.5. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 25
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Bild 1.9: Trajektorien des Pendelmodells fiir £ =0

>§10 Ei//
S
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h

a

I
=

Bild 1.10: Trajektorien des Pendelmodells fiir &£ > 0

Riuber-Beute Modell

Nach Volterra und Lotka kann die Réduber-Beute Beziehung zweier (hinreichend grofier) Pop-
ulationen mit Hilfe der gekoppelten Differentialgleichungen

% = ax brix
dt — 1 142,
dl@

— = —cxy+drizx
o 2 1%2

mit den positiven Konstanten a, b, ¢,d > 0 beschrieben werden. Hierbei reprisentiert z; die
»Anzahl” der Beutetiere und z, stellt die ,,Anzahl” der Riuber dar. Das Modell beruht auf
der Annahme, dass sich ohne natiirliche Feinde, d.h. fiir o = 0, die Beutetiere exponentiell
mit der Rate a vermehren. Umgekehrt nimmt die Population der Réuber fiir x; = 0 wegen
Nahrungsmangels exponentiell mit der Rate ¢ ab. Die Wechselwirkungen zwischen den beiden
Populationen werden durch die Terme bxiz5 und dx;xs charakterisiert. In Bild 1.11 sind die
zeitlichen Verldufe von x; und x5 fiir z1(0) = 40 und x2(0) = 20 und die Modellparameter
a=0.5,b=d=0.01, c = 0.8 dargestellt. Weiters ist fiir die gleichen Anfangswerte der Verlauf
der Trajektorie in der Zustandsebene eingezeichnet. Man erkennt, dass sich eine geschlossene
Trajektorie ergibt. Das bedeutet, dass x; und x5 periodische Funktionen der Zeit sind.
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26 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME
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Bild 1.11: Rauber - Beute Beziehung

Weiters ist in Bild 1.11 eine so genannte Ruhelage des Systems eingezeichnet. Sie ist durch
21,r(t) = £1(0) =konst. und x5 p(t) = 22(0) =konst. charakterisiert. Das bedeutet, dass sich
die beiden Populationen in einem Gleichgewicht befinden. Dieser spezielle Zustand ergibt sich
aus den algebraischen Gleichungen

dl’L R d$2 R

=0=axrip —bripx und :
0t 1,R 1,R T2.R 0t

Die Ruhelage 1 p = 22 r = 0 stellt hier den ,trivialen Fall” dar, fiir die praktisch relevante
Ruhelage ergibt sich

=0= —CT2 R + dl’LR T2 R-

c a
T1,R = E’ To R = E

Epidemiemodell (,,SIR-Modell”)

Bei vielen klassischen Epidemiemodellen, wie auch bei dem hier vorgestellten Kermack-
McKendrick Modell wird eine Gesamtpopulation in drei unterschiedliche Klassen eingeteilt.
Die erste Klasse ,,S” (=susceptibles) umfasst gesunde und infizierbare, also nicht-immune, Per-
sonen. Die zweite Klasse ,I” (=infectives) umfasst infektitse Personen und die dritte Klasse
»R” (=removals) wird durch Personen gebildet, die (nach einer Erkrankung) dauerhaft immun
sind, wie es zum Beispiel bei Kinderkrankheiten wie Masern der Fall ist. Die ,Anzahl” der
Individuen in ,,S” wird mit x; bezeichnet, zu ,I” gehéren x5 und zu ,,R” gehoren x3 Personen.
Es wird vorausgesetzt, dass die Gesamtpopulation konstant ist, d.h.

x1(t) + x2(t) + z3(t) = N = konstant.
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1.5. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 27

Da Elemente der Klasse ,,S” durch Ansteckung zu Elementen der Klasse ,I” werden und nach
Gesundung schliefllich zur Klasse ,,R” gehoren, spricht man auch vom SIR-Modell. Es besteht
aus den drei gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen

dl‘l

— = —arx

dt 142,

dl‘g b
—_— = arirqo — 0T
dt 142 2
dl‘g

— = buxs.

dt ?

Die positive Konstante a wird Infektionsrate genannt, die positive Konstante b ist die
Immunisierungsrate. Man beachte, dass sich im obigen mathematischen Modell die Tatsache
widerspiegelt, dass die Gesamtpopulation konstant ist, denn es gilt
dl’l dl’g d$3
a " a T a
Das Strukturbild zum mathematischen Modell ist in Bild 1.12 dargestellt. Wenn ausgehend

xl,ol
J s

Xzyol .X3,0l
[ P [JEN

VYy

A4
\ 4

Bild 1.12: Strukturbild zum Epidemiemodell

von den Anfangswerten x1(0) + 22(0) + x3(0) = N die Zahl der Infizierten, also x9, zunimmt,

d.h.
dl’g

dt |,

so spricht man vom Ausbruch einer Epidemie. Dies ist offensichtlich dann der Fall, wenn z1(0)
grofler als der Schwellwert

> 0,

pi==
a

ist. In Bild 1.13 sind die Verlidufe der Populationsgrofien dargestellt, wobei fiir die Gesamt-
population N = 1000 gilt, die Infektionsrate a betrigt 0.002, die Immunisierungsrate b ist 2.
Wie man leicht {iberpriifen kann, bricht fiir z1(0) = 800 und z3(0) = 200 keine Epidemie aus.
Im Gegensatz dazu bricht fir N = 1000, a = 0.004, b = 0.4 und 21(0) = 999, 22(0) = 1 eine
Epidemie aus, was auch aus Bild 1.14 hervorgeht.
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KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME
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Bild 1.13: Krankheitsverlauf ohne Epidemie
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Bild 1.14: Ausbruch einer Epidemie
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1.5. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 29

1.5.2 Zeitdiskrete Systeme
Verzinsung

Bei der Verzinsung eines Bankguthabens handelt es sich um einen zeitdikreten Prozess. Be-
zeichnet man mit x, das Bankguthaben im Monat £ und den konstanten Zinssatz mit a (in
%), so errechnen sich - unter Annahme einer monatlichen Verzinsung - die Zinsen fiir diesen
Monat zu a xp. Zahlt man im Monat k zusétzlich noch einen Betrag uy ein, so betrigt das
Guthaben im néchsten Monat

xk+1:xk+axk+uk:(1+a) T + Ug.

Ausgehend von einer Ersteinlage xy kann man iiber obige Differenzengleichung das Kapital in
den nachfolgenden Jahren ermitteln. Es gilt

r1 = (1+a) x+ up,

o = (1+a)z4+u =0+a) 2o+ (1+a)uo+ u,
k-1 '
= (14a) w1 +wey = (1+a)" 20+ Z (1+a)" ",
=0

Angebot, Nachfrage und Preisentwicklung

Dieses Modell beschreibt auf vereinfachte Weise die dynamische Interaktion zwischen Ange-
bot und Nachfrage einer bestimmten Ware, wie z.B. Mais. Mit z;; wird die ,Menge” der
zum Zeitpunkt ¢ = kT, zum Verkauf verfiigharen Ware bezeichnet, der (vorgebare) Preis pro
Einheit betréigt u; Die Bereitstellung der Ware (Anbau, Ernte ....) nimmt die Zeitspanne T
in Anspruch. Ein hoher Preis u; hat ein erhthtes Angebot zum Zeitpunkt ¢t = (k + 1)7, zur
Folge (verstirkter Maisanbau bei hohen Maispreisen), d.h.

T1 k1 = b+ auy,

wobei @ und b nichtnegative Konstanten sind. Umgekehrt wird sich die Nachfrage xs; gegen-
ldufig zum Preis uj verhalten, d.h. ein hoher Preis hat eine kleine Nachfrage zur Folge und
umgekehrt. Dieser Tatsache wird durch die Relation

To ) = ¢ — duy

Rechnung getragen, wobei ¢ und d konstante Parameter sind. Die zeitliche Entwicklung des
Preises, d.h. der Ubergang von u;, und .1, muss sowohl Kéufer- als auch Verkiuferinteressen
beriicksichtigen. Eine sinnvolle Strategie zur Gestaltung des Preises besteht nun darin, die
Gleichgewichtsbedingung

T1,k+1 = L2k+1

zu erfiillen. Das bedeutet, dass zum Zeitpunkt ¢ = (k + 1)7; das Angebot mit der Nachfrage
iibereinstimmt, d.h. es gilt
b+ aur = ¢ — dugq.
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30 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG DYNAMISCHER SYSTEME

gelten. Daraus folgt unmittelbar

a c—>
Uk—&-l:_auk‘l‘ p

In Bild 1.15 sind die zeitlichen Verldufe von Preis, Angebot und Nachfrage fiir die Parame-
terwerte a = 1, b = 0, ¢ = 150 und d = 2 dargestellt. Ausgehend vom Startpreis ug = 40 gilt
limg_,o ur = 50. Setzt man nun a = 2.3, so zeigt das System ,instabiles” Verhalten.

60 ; ; ; ; ; ; 70 % ‘ ; ‘ ; ; |
| | | | | | \ | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
) L S O ) e S A S e
“\ | | | | |
50 ,;\,,A/i\,\ig; = ngg&fﬁe——é’—%ﬁ‘ﬁ—e‘e‘afﬁ—
PO A S A s
S R R e T A T T
R ——_—————,,,,
| | | | | |
0F-4-——-t-——-—4-—-F-—"-—-t-——-—4+-—-F-4-—-+t—-—|—- -1 / | | | | | |
| | | | | |
B e T B [ o T Tr T T
% N P O S ) N A / : : : : ©  Angebot
10 77777:777777:77777: 77777 :7777 ONachfrage [
l l l l ‘ ‘
0 0 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
k k
Bild 1.15: ,Stabile” Entwicklung von Preis, Nachfrage und Angebot
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I < & \/\ I \\ \/ \/ \\
T Z | ‘/ ‘/ \‘ | ‘X \
/| NN | :/ |
S R R U (SRS EA U S S Y |
S (N
1 [ 1A S A IRt EERE EER A
[ / | | | | |
| | | | |
10 F—-4--Fr—-4-—-1t-—"4-——~7t-"—-—~t-—"—-——~T1-- T ******** | | | | | |
| | | | | |
0 P 0 l l l l l l
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Bild 1.16: ,Instabile” Entwicklung von Preis, Nachfrage und Angebot
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Kapitel 2

Lineare Systeme im Zustandsraum

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden lineare, zeitinvariante Eingroflensysteme der Form

Z—? = Ax+bu (2.1)
y = c'x+du (2.2)
mit dem Anfangszustand
xp := x(tg = 0)

analysiert. Mit x wird der n-dimensionale Zustandsvektor bezeichnet, u ist die Eingangsgrofie
und y die Ausgangsgrofie des Systems. Die Zeitinvarianz von (2.1) impliziert, dass die System-
matrix A, der Eingangsvektor b, der Ausgangsvektor ¢ und der Durchgriff d konstante Grofien
passender Dimensionen sind.

2.2 Losung der Systemgleichungen

Da es sich bei den Zustandsgleichungen (2.1) um lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten handelt, kann die Laplace-Transformation eingesetzt werden. Wendet man (A.9)
auf (2.1) an, so erhilt man

sX(s) —xo = AX(s) +bu(s),

wobei

X(s) =LA{x(t)} und u(s)=L{u(t)}.

Daraus ergibt sich unmittelbar
(sE—A) x(s) =x¢ + bu(s),

wobei E die n X n - Einheitsmatrix repréisentiert. Nach einer Multiplikation mit (sE — A)™"
von links findet man

%(s) = (SE — A)"'x¢ + (sE — A) " b(s). (2.3)

33
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34 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

Definiert man die n x n - Matrix
b(s):=(sE-A)"" dh  ¢(t)=L{(SE-A)}, (2.4)

so gilt - nach Anwendung des Faltungssatzes (A.8) - fiir die Losung

x(t) = ¢(t) xo + /0 ¢(t —71)bu(r)dr. (2.5)

Der Losungsvektor x(t) repréisentiert das zeitliche Verhalten des Systems (2.1) als Reaktion
auf einen Anfangswert x, und die Eingangsgrofie u(t). Das Systemverhalten (2.5) kann in zwei
additive Anteile zerlegt werden. Der erste Anteil riihrt von der , Vorgeschichte” des Systems
her, also vom Anfangszustand xo, man spricht von der freien Losung X f,¢;(t). Im Gegensatz
dazu wird der zweite Anteil durch den Verlauf der Eingangsgrofie «(7) im Intervall 0 < 7 <t
gepriigt, man spricht von der erzwungenen Ldsung X.,.,(t). Diese Erkenntnis kann man -
unter Verwendung der in (1.7) eingefiihrten Notation - folgendermafien zusammenfassen:

_ X0 _ ] . Xo 0
X—P(u)—xﬂeﬁxmw—l“(o)—irF(U) (2.6)

Aufgrund der Struktur von (2.5) ist unmittelbar einzusehen, dass auch die restlichen Eigen-
schaften der Linearitétsbedingung (1.9) erfiillt sind.

Die Ausgangsgrofie kann mittels Relation (2.2) berechnet werden, im Bildbereich gilt mit (2.3)
g(s) =c" (SE—A) 'xo+ [¢" (SE — A) ' b +d] a(s), (2.7)

bzw. unter Verwendung von (2.5) im Zeitbereich

y(t) = cTo(t) xo + /Ot clo(t — ) bu(r)dr + du(t). (2.8)

Analog zu (2.5) kann die Ausgangsgrofie also in einen Anteil, der vom Anfangszustand herriihrt
und einen Anteil, der vom Verlauf der Eingangrifle geprigt wird, zerlegt werden. Unter
Verwendung der Notation (1.10) kann man schreiben

RORORE

Wie man sich iiberzeugen kann, sind auch die weiteren Eigenschaften von (1.11) gegeben.

2.2.1 Freie Losung

Unter der freien Losung eines Systems versteht man diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System ausschliefSlich durch den Anfangszustand x, angeregt wird. Somit ist hier
das autonome System

dx

o = Ax (2.10)
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2.2. LOSUNG DER SYSTEMGLEICHUNGEN 35

zu untersuchen. Gemif (2.5) gilt fiir die Losung dann

x(t) = ¢(t) xo. (2.11)

Die Matrix ¢(t) wird Transitionsmatrix! genannt, sie beschreibt den Ubergang des Zu-
standsvektors von seinem Anfangswert zu seinem Wert zum Zeitpunkt ¢. Thre Berechnung
kann mit Hilfe von Formel (2.4) erfolgen, alternative Berechnungsmethoden folgen spiiter.

Fiir das autonome System zweiter Ordnung

x_|11 X mit xg=|
at |2 2 0 Ta0 |

ergibt sich die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix geméf (2.4) zu

- . -1 1 s—2 1
¢<8)_(SE_A) _8(8—3) ) s—1 1"
Eine Partialbruchzerlegung und anschlieBende Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt
2 1 1 1 2 1, 1 1.,
()= Lo s 503 sTs=s |l | 373° 53¢
3 2+ 2 1+ 2 N 2+23t 1+23t
—— -+ — ——+ e —+-e
s s—3 s s—3 3 3 3 3

Fiir den zeitlichen Verlauf des Zustandsvektors gilt somit

2 1., r 14
—+ —e€ ZL‘10+ ——+ = T20
- o 3 3 ’ 3 3 ’
X(t) - ¢(t) Xo = 2 2 5 1 2 5
—g + 56 ) x1,0 + (g + g x2.0

2.2.2 Erzwungene LOsung

Die erzwungene Losung oder Bewegung eines Systems ist diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System bei verschwindendem Anfangszustand® xo = 0 durch die Eingangsgrofie u(t)
angeregt wird. Nach (2.5) gilt unter diesen Umsténden

x(t) = /0 o(t — ) bu(r) dr. (2.12)

Gegeben sei das mathematische Modell

dx

— =—Tr+u
dt

Nat. transire = iibergehen
man sagt: ”Das System befindet sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 in Ruhe”
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36 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

eines linearen, zeitinvarianten Systems erster Ordnung mit der Eingangsgrofie u. Mit Hilfe
von (2.12) findet man mit ¢(t) = e~ fiir die erzwungene Losung

t t
x(t) = / e" 1 u(r)dr = et/ e u(r)dr.
0 0
Wihlt man beispielsweise als Eingangsgrofie einen Einheitssprung, d.h. u(t) = o(t), so gilt

z(t)=1—¢"

2.2.3 Ubertragungsfunktion

Fiir die Ausgangsgrofie folgt unter der Annahme xy = 0 aus (2.7) im Bildbereich unmittelbar

3(s) = [¢" (sSE — A) "' b +d] a(s). (2.13)
Der Ausdruck -
G(s) := % =cl'(SE-—A)'b+d (2.14)

ist die so genannte Ubertragungsfunktion des Systems. Sie beschreibt das Ubertragungsver-
halten eines linearen, zeitinvarianten Systems im Bildbereich.

Gegeben sei das Zustandsmodell

dx 1 2 1
E:[34}x+[2]u, y=1[0 1]x+2u

Fiir die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems gilt dann

G(s) = 28 _ [0 1] [ 5__31 8__24 r l ; } +2= —2:22__58;__23.

Weiterfiihrende Informationen iiber die Ubertragungsfunktion finden sich in Kapitel 6

2.3 Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix ¢(t) priagt das zeitliche Verhalten von linearen Systemen, siehe (2.5).
In diesem Abschnitt werden einige elementare Eigenschaften der Transitionsmatrix vorgestellt.
Zunichst wird ein System erster Ordnung untersucht, die dort gefundenen Erkenntnisse werden
danach auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen.

Gegeben sei das mathematische Modell eines autonomen Systems erster Ordnung

dx

pria mit  x := z(t = 0),
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2.3. TRANSITIONSMATRIX 37

wobei a eine reelle Konstante ist. Die Losung z(¢) kann mit (2.11) berechnet werden, wobei

o)=L {(s—a) '} =L { L } _

s—a

Daraus folgt
x(t) = e™ .

Offensichtlich erfiillt die Transitionsmatrix im skalaren Fall (n = 1) die Bedingungen

de(t)

$(0) =1, “dt = ag(t), Gfl(t) = ¢(—1) und Pty +t2) = Pp(t1)o(t2) (2.15)
und kann als unendliche Reihe
t2 t3 o0 ) 7
gb(t):e“t:1+at+a2§+a3§+...22a15 (2.16)
! ! —~ il
angeschrieben werden. ]

Es wird nun gezeigt, dass die in obigem Beispiel angefiihrten Eigenschaften der Transitionsma-
trix fiir den Fall n > 1 verallgemeinert werden konnen. Aus (2.11) folgt zunichst unmittelbar
die Beziehung

¢(0) = E. (2.17)

Setzt man (2.11) in (2.10) ein, so findet man

dx do¢
E—E Xp — Ax = A¢<t) X0,

woraus sich - xq ist ein beliebiger Anfangszustand - die Beziehung

de
—r = Ao (2.18)

ableiten ldsst. Wie in Bild 2.1 angedeutet, gelten geméfl (2.11) fiir zwei beliebige Zeitpunkte
t =t; und t = t; 4 t5 die Beziehungen

x(t1) = @d(t1)xo und  x(t; + ta) = d(t1 + t2) Xo.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung der Systemgleichungen muss auch die Beziehung
x(t1 +t2) = P(t2) x(t1)

gelten, sodass sich unmittelbar die Relation

(1 +12) = P(t2)d(t1) = (1) P(t2) (2.19)
ergibt. Im Speziellen resultiert fiir ¢, = —t; daraus
¢~ (1) = B(—1), (2.20)
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38 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

q)(tlﬂz)\
/ &,
_ (1) \

d(1))
x(0) /" Nx() x(t,+1,)

0 1 1,+1,

[
»

Bild 2.1: Bedeutung der Transitionsmatrix

d.h. die Transitionsmatrix ist fiir endliche Werte von ¢ regulir.

Aufgrund der Analogien zwischen (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) und den Eigenschaften
(2.15) der Exponentialfunktion liegt es nahe, die Transitionsmatrix ¢(t) als Matrix-
Exponentialfunktion, d.h. als matrixwertige Verallgemeinerung der skalaren Exponential-
funktion, zu interpretieren. Aus diesem Grund wird héufig die Schreibweise

o(t) == eAl, (2.21)

verwendet. In Anlehnung an (2.16) wird der Reihenansatz

R
2 3 1
B(t) = E+At+A—+A §+ ZZ_;AE (2.22)
gewdhlt. Hierbei gilt
k
A’=E, A'=A, A>=AA, dh AF=]]A
=1

Die Differentiation nach der Zeit bestétigt, dass die Matrix-Exponentialreihe (2.22) die
Beziehung (2.18) erfiillt, denn es gilt:

dg 2, | asl SV
=A+A A .= A’ = A
A 2_1: AL

Es sei angemerkt, dass (2.22) in den wenigsten Féllen dazu geeignet ist, eine geschlossene
Darstellung der Transitionsmatrix zu ermitteln. Das folgende Beispiel stellt eine Ausnahme
dar.

Gegeben sei das autonome System
g 01
dt 00

A'=0 fir i>2,

Fiir die Systemmatrix A gilt?

3eine solche Matrix nennt man nilpotent.
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2.4. RUHELAGEN 39

d.h. die Transitionsmatrix ist geméf (2.22) gegeben durch

¢(t):E+At:H H

Wie man iiberpriifen kann, erfiillt ¢(¢) die Bedingungen (2.17), (2.18), (2.19) und (2.20). m

Fiir den Fall einer idempotenten Systemmatrix A, d.h. A? = A kann mittels (2.22) eine
Formel zur Berechnung der Transitionsmatrix abgeleitet werden. Es gilt

28 = % %
¢() =B+ Al+As + A+ = E+A§E = E+A;E—A —E+A (ZOF - 1) :
d.h. mit der Exponentialreihe (2.16) folgt unmittelbar
dt) =E+ A —1). (2.23)

Gegeben sei das autonome System

dx

—= X.

dt
Da die Systemmatrix idempotent ist, kann man die Transitionsmatrix mittels (2.23) berechnen
und es gilt

W =0 =
[ ) [Rg—t

—I—%et et —1
el —1) %+%et

¢(t):E—|—A(et—1):{ ;

1
4

—~

2.4 Ruhelagen

Ruhelagen sind spezielle Losungen der Systemgleichungen (2.1), die dadurch charakterisiert
sind, dass fiir den Zustandsvektor gilt:

x(t) = xp = konst. (2.24)

Das bedeutet, dass sich das System in einem ,Gleichgewichtszustand” befindet, der auch
Ruhelage genannt wird. In einer Ruhelage nehmen alle Systemgrofien, d.h. Eingangsgrofie
und Zustandsgroflen konstante Werte an, d.h. es gilt

d)(H
— =0. 2.25
Da die Eingangsgrofie konstant sein muss, d.h.

u(t) = ur = konst.
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40 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

fithrt die Bedingung (2.25) auf das lineare Gleichungssystem

—-f\)(}g = l)iL]{ (2.2(})
zur Ermittlung der Ruhelagen. Bezeichnet man mit ay, ..., a,, die Spalten der n x n - Matrix
A | d.h

A:[al a, ... an]
und mit x; g, ..., 2, r die Komponenten der gesuchten Ruhelage xp, also
T
XR = [ QTL}{ e QHL}{ } y

so kann (2.26) folgendermaflen dargestellt werden:
— (11, r +@xor+ ...+ a2y r) =bug

Die Ermittlung moglicher Ruhelagen reduziert sich also auf die Beantwortung der Frage, ob
der Vektor (bug) als Linearkombination der Spaltenvektoren von A dargestellt werden kann.
Ist das der Fall, so gibt es mindestens eine Ruhelage, anderenfalls existiert keine Ruhelage.
FEine geometrische Interpretation fiir n = 2 liefern die folgenden Abbildungen:

1 Ruhelage keine Ruhelagen oo viele Ruhelagen

Uber den so genannten Rang einer Matrix kann die vorliegende Problemstellung prignant
formuliert werden. Er gibt an, wieviele linear unabhiéingige Spalten (bzw. Zeilen) eine Matrix
besitzt. Offensichtlich kann der Vektor (bug) genau dann als Linearkombination der Spalten
von A dargestellt werden, wenn gilt:

rang (A) = rang(A :bug)

Das bedeutet, dass die n x (n+ 1) - Matrix, die sich durch das Hinzufiigen des Vektors (b ug)
als zusétzliche Spalte ergibt, den gleichen Rang besitzt wie die Matrix A. Dies trifft auf jeden
Fall zu, wenn A reguléir ist, also den Hochstrang, d.h. rang(A) = n besitzt. Dann gibt es
genau eine Ruhelage, ndmlich

Xp = —-}\f_ll)ltjg

Im Falle einer singuléiren Matrix A mit rang(A) = rang(A :bug) < n gibt es unendlich viele
Ruhelagen, man spricht dann von einer Ruhezone.
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2.5. ASYMPTOTISCHE STABILITAT 41

Die gefundenen Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

rang (A) =n rang (A) <n
xp=—-A"'bug rang(A) = rang(A :bug) rang(A) < rang(A :bug)
genau eine Ruhelage oo viele Ruhelagen keine Ruhelage

Es sollen die Ruhelagen des linearen, zeitinvarianten Systems

f{ I . -1 1 T + 0
dt |z | | 0 0] | 1"
ermittelt werden. Es gilt:

(AEbuR):{_é ; UOR]

Fiir den Fall ugp = 0, d.h. rang(A) =rang(A:bug) = 1 gibt es unendlich viele Ruhelagen,

namlich
1

wobei « eine beliebige reelle Konstante ist. Fiir ur # 0, also rang(A) <rang(A:bug) = 2
existiert keine Ruhelage. [ ]

2.5 Asymptotische Stabilitét

Zur Beurteilung der so genannten asymptotischen Stabilitéit wird das autonome System

d

d—’t‘ = Ax mit xo:=x(t=0) (2.27)
betrachtet. Das System (2.27) wird asymptotisch stabil genannt, wenn fiir jeden Anfangszu-
stand x die Bedingung

lim x(t) =0 (2.28)

t—o00

erfiillt ist. Das bedeutet, dass jede Trajektorie - unabhingig von ihrem Startpunkt xq - fiir
t — oo in den Ursprung des Zustandsraumes einléuft.

Aus obiger Definition geht auch hervor, dass ein asymptotisch stabiles System (2.27) als einzige
Ruhelage xr den Koordinatenursprung des Zustandsraumes besitzt.

Da (2.28) fiir jeden beliebigen Anfangszustand x, gelten muss, folgt aus (2.11) unmittelbar

lim (t) = 0. (2.29)

t—o00
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42 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

Das bedeutet, dass jedes Element der Transitionsmatrix eines asymptotisch stabilen Systems
fiir t — oo verschwindet. Dies kann mit Hilfe des Endwertsatzes der Laplace-Transformation
iiberpriift werden. Dazu wird die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix

1

B(s) = (sE—A)"' = det SE— A)

(sE—A)

adj *

betrachtet. Dabei ist A(s) = det (sE — A) das charakteristische Polynom der Matrix A,
das den Polynomgrad n besitzt. Die Adjunkte (sE — A)adj ist eine Polynommatrix, deren

Elemente Polynomgrade kleiner oder gleich (n — 1) besitzen. Die Elemente von ¢(s) sind
also gebrochen rationale Funktionen. Gemifl den Ausfithrungen iiber den Endwertsatz im
Abschnitt A.9 ist (2.29) genau dann erfiillt, wenn die Nennerpolynome aller Elemente von
@(s) Hurwitzpolynome sind.

Gegeben sei

dx 1 2

Fiir ¢(s) gilt dann

- 1 s+4 2
¢(S)_§2+3s—10{ 3 s—l}'
A‘(;) (sE:A)

adj

Die Nennerpolynome der Elemente von ¢(s) sind sicher Hurwitzpolynome, wenn A(s) ein
Hurwitzpolynom ist. Hierbei handelt es sich sogar um eine notwendige und hinreichende
Bedingung. Da die Nullstellen von A(s) die Eigenwerte von A sind, gilt zusammenfassend:

Das System (2.27) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil besitzen. Eine solche Matrix nennt man auch Hurwitzmatrix.

Die Eigenwerte der Matrix A aus (2.30) lauten

$1=2 und s9=-5.

Das bedeutet, dass (2.30) nicht asymptotisch stabil ist, was auch den in Bild 2.2 dargestellten
Trajektorien zu entnehmen ist. [ ]

Das charakteristische Polynom der Dynamikmatrix des Systems

dx 0 1
i { 9 _3 } X (2.31)

lautet
A(s) = 8 +3s + 2,
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2.5. ASYMPTOTISCHE STABILITAT

Bild 2.2: Trajektorien zu (2.30) - man spricht in diesem Zusammenhang von einem (instabilen)

Sattelpunkt

Bild 2.3: Trajektorien zu (2.31) - man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem

stabilen Knoten
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44 KAPITEL 2. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

d.h. fiir die Eigenwerte gilt

s1=—1 und sy=-2.

Das bedeutet, dass das System asymptotisch stabil ist. Dies wird durch die in Bild 2.3
dargestellten Trajektorien bestétigt. ]
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Kapitel 3

Zustandstransformationen

3.1 Einfiihrung

Wie bereits erwdhnt wurde, ist die Wahl der Zustandsvariablen zur Beschreibung eines dy-
namischen Systems nicht eindeutig, d.h. fiir ein und dasselbe System gibt es unendlich viele
Zustandsbeschreibungen. Der Ubergang zu ,geeigneten” Zustandsvariablen kann viele Auf-
gabenstellungen drastisch vereinfachen.

Bei einer linearen Zustandstransformation sind der urspriingliche Zustandsvektor x und
der transformierte Zustandsvektor z iiber die (lineare) Relation

x=Tz bzw. z=T'x (3.1)

verkniipft, wobei die konstante n x n Matrix T die so genannte Transformationsmatrix ist.
Damit die Transformation umkehrbar eindeutig ist, muss T regulér sein, man spricht deshalb
auch von einer reguldren Zustandstransformation. Man beachte, dass die Transformation
(3.1) einem Wechsel der Basisvektoren des n-dimensionalen Zustandsraumes entspricht, es
handelt sich bei (3.1) also um eine lineare Koordinatentransformation.

Die Anwendung der Transformationsvorschrift (3.1) auf (2.1) bzw. (2.2) liefert zunéchst

d
Td—?:AszLbu, y=c'Tz+du

und in weiterer Folge (Multiplikation mit T~! von links)

dz
dt
y = c!'Tz+du=¢ z+du.

= T 'ATz+T 'bu=Az+bu, (3.2)

Das transformierte System liegt somit in der gleichen Form wie das Originalsystem (2.1) vor,
wobei gilt
A=T'AT, b=T"'dp und &' =c"T, (3.3)

45
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46 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Bild 3.1: Strukturbild des transfomierten Systems (3.2)

der Durchgriffsterm d bleibt durch die Transformation unveréindert. Das zugehorige Struktur-
bild ist in Bild 3.1 dargestellt.

Es zeigt sich, dass einige wesentliche Systemeigenschaften unabhdngig von der Wahl der Zu-
standsvariablen sind. Man nennt solche Eigenschaften invariant beziiglich einer reguliren
Zustandstransformation. Diese Erkenntnis ist nicht iiberraschend, wenn man bedenkt, dass

das transformierte System (3.2) blof} eine alternative Beschreibung des urspriinglichen Systems
(2.1), (2.2) darstellt.

3.1.1 Invarianz der Ubertragungsfunktion

Fiir die Ubertragungsfunktion des Originalsystems gilt gem:f (2.14)

G(s)=c" (sSE—A) 'b+d.

Wird nun eine reguldre Zustandstransformation der Form x = T z durchgefiihrt, so gilt fiir
die Ubertragungsfunktion des transformierten Systems analog

~ ~\ 1~ _
G(s) =& (sE=A) b+d ™ T (sE-T'AT) " T'b+d.
Unter Ausnutzung der Relation
(VW) ' =wv

fiir zwei beliebige reguliire n x n Matrizen V und W kann fiir G (s) auch geschrieben werden:

1

G(s) = cT[SE-TAT)T '] ' T 'b+d=c" [T (sSE-—A)] T 'b+d=

= GE-A)'"TT 'b+d=c' SE—A)'b+d=0G(s).

Offensichtlich iéndert sich also durch eine reguliire Zustandstransformation die Ubertragungs-
funktion nicht.
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3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 47

3.1.2 Invarianz der Stabilititseigenschaft

Wie gezeigt wurde, wird die Stabilitéit eines Systems (2.1) durch die Lage der n Eigenwerte
s; der Systemmatrix A geprigt. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

A(s) = det(sE — A).

Fiir das charakteristische Polynom der Matrix A gilt analog
A(s) = det(sE — A).

Unter Anwendung von (3.3) gilt weiter

A(s) = det(sE — T~1AT). (3.4)
Da fiir die Determinante des Produktes zweier n x n Matrizen V und W immer

det(VW) = det(V) det(W) (3.5)
gilt, kann (3.4) folgendermafien umgeformt werden:

A(s) = det [T'(sE — A)T] =det T~" det(sE — A) det T.
Aus (3.5) folgt unmittelbar
det(E) = det(T'T) = det(T 1) det(T) =1,

d.h. es gilt

A(s) = det(sE — A) = A(s). (3.6)
Die transformierte Dynamikmatrix A besitzt also das gleiche charakteristische Polynom wie
die Matrix A. Das bedeutet, dass die Eigenwerte des transformierten Systems identisch mit
den Eigenwerten des Originalsystems sind. Erwartungsgeméf éndert sich durch eine lineare
Zustandstransformation der Stabilitéitscharakter eines Systems somit nicht.

3.2 Transformation auf Diagonalform

Bei der Transformation in die so genannte Diagonalform wird das Ziel verfolgt, das Original-
system in ein System von n entkoppelten Differentialgleichungen umzuwandeln. Das be-
deutet, dass in jeder Differentialgleichung nur mehr eine Zustandsgréfle vorkommt. Diese
Zustandsvariable wird nur von der Eingangsgrofie u, nicht jedoch von anderen Zustandsvari-
ablen beeinflusst. Die Entkopplung weist erhebliche Vorziige gegeniiber der urspriinglichen
Struktur des Originalsystems auf. So kann man jede der n Differentialgleichungen erster
Ordnung ohne Riicksicht auf die anderen Differentialgleichungen lésen. Diese Tatsache kann
beispielsweise bei der Berechnung der Transitionsmatrix des Originalsystems vorteilhaft aus-
geniitzt werden.
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48 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Gegeben sei das mathematische Modell

dx _ [ 46361 [7],
it | —60 47 9 "

y = [-22 17 ] x

eines Systems mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y. Nach Anwendung einer
Zustandstransformation der Form (3.1) mit

|3 4 4| -5 4
T—{45} bzw. T —{ 4_3}

ergibt sich das transformierte System
dz 12 0 n 1
at o 1]
Yy = [2 —3] Z.

Man beachte, dass das Modell des transformierten Systems aus zwei voneinander entkoppelten
Differentialgleichungen besteht, da die Systemmatrix eine Diagonalmatrix ist. Man sagt, dass
das transformierte System in Diagonalform vorliegt. Es ist offensichtlich, dass in dieser Form
beispielsweise Aussagen iiber die Stabilitét leicht moglich sind, da die (invarianten) Eigenwerte
der Dynamikmatrix in der Hauptdiagonale angeordnet sind. ]

3.2.1 Transformationsvorschrift

Gesucht ist nun ein systematischer Weg zur Ermittlung der Transformationsvorschrift (3.1),
die das System (2.1) in die Diagonalform iiberfiihrt. Gem#f (3.3) muss die Relation

A=T'AT=A (3.7)

gelten, wobei A eine Diagonalmatrix ist. Da die Eigenwerte der Dynamikmatrizen von ur-
spriinglichem und transformiertem System identisch sind, entsprechen die Diagonalelemente
von A den Eigenwerten s; von A, d.h.

S1
S2
A= . = diag (s;) .
Sn
Multipliziert man (3.7) von links mit T, so erhélt man (unter Beriicksichtigung von T~!'T = E)
AT = TA. (3.8)

Es erweist sich als sinnvoll, die Transformationsmatrix T durch ihre Spalten darzustellen, d.h.

T=[t t2 ... t,].
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3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 49

Setzt man diese Darstellung von T in (3.8) ein, so erhilt man

S1
52
At to ooty =t t2 ... t,] :
Sn
bzw. in ausmultiplizierter Form
[ f&tl f&tg ce f&tn } = [ Sltl 52t2 ce Sntn }.
Ein spaltenweiser Vergleich ergibt unmittelbar
bzw.
(s E—A)t,=0 mit i=1,...,n (3.9)

Man beachte, dass es sich bei (3.9) um die bekannte Eigenwertgleichung handelt, d.h. t; ist
ein zum Figenwert s; gehoriger (Rechts-)Eigenvektor p;. Die Transformationsmatrix lautet
somit

T:[pl P2 ... pn]::P. (3.10)

Die bisherige Vorgangsweise setzt voraus, dass die Spalten von P, also die Eigenvektoren der
Matrix A linear unabhiéingig sind. Man nennt die Matrix A dann diagonaldhnlich. Hinre-
ichend hierfiir ist, dass A lauter verschiedene, d.h. einfache Eigenwerte besitzt. Diese Eigen-
schaft von A wird in den folgenden Abschnitten angenommen, der Fall mehrfacher Eigenwerte
wird danach gesondert behandelt.

Gegeben sei das mathematische Modell eines Systems zweiter Ordnung

dx 1 2 1
a‘[s —4]”{0]“’ =01 1>
Die Eigenwerte der Matrix A lauten s; = 2 und s, = —5, die Eigenvektoren werden mittels
(3.9) berechnet, d.h.
1 -2 2.B. 2
s = 2: (SlE—A)Plzl_?) 6}P1=0 =2 P1:[1}>
—6 —2 2.B. 1
S = _5: (SQE_A)pQZl_g _1:|p2:o :'; pQZ[_3:|

Daraus folgt

P2 1] e e[ T)

Wie man leicht iiberpriifen kann gilt

PIAP:[S _g] : Plb:[?’”} und  'P=[3 -2],
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50 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

d.h. das transformierte System lautet

%:lg _g}“lg/qu, y=1[3 2]z

Stellt man die Inverse der Matrix P durch ihre Zeilen dar, d.h.

ol
pi_ | P (3.11)

pl

und setzt diese Darstellung in (3.8) ein, so ergibt sich

S1 P; P;
S
AP =P lA = 2 P2l P A
Sn P P
und weiter
s1p1 piA
s25 | | PAA
SnPy, P A

Daraus folgt unmittelbar die Eigenwertgleichung
sipl =p’A mit i=1,...,n,

d.h. p, ist ein zu s; gehoriger Links-Eigenvektor von A. Das bedeutet, dass P Rechts-
Eigenvektoren von A als Spalten besitzt und P! entsprechende Links-Eigenvektoren als
Zeilen. Aus der Relation

pr PiPL PiD2 o Pl P 1
_ 25 P> P1 P3 P2 P3 Pn 1
P'P=|"" |[p1 P2 .- Pn]= . . : =E=

Pr PLPL PLP2 - PLDn 1

folgt unmittelbar

P@'Pk—{o fir ik wobei ,k=1,...,n.

Institut fir Regelunds- “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM o1

Das bedeutet, dass der Links-Eigenvektor p, normal auf alle Rechts-Eigenvektoren mit Aus-
nahme von p; steht. Fiir das System in Diagonalform gilt mit (3.11)

51 pl'b
dz S2 pIb
- . z+ : u,
s, pLb (3.12)
y=[c"p; c"'py ... ¢"p,]z+du

Das zugehorige Strukturbild ist in Bild 3.2 dargestellt. Das System besteht aus n entkoppelten

Bild 3.2: Struktur der Diagonalform

Differentialgleichungen der Form

dz; L
dzt =sizi+pibu mit i=1,...n, (3.13)
fiir die Ausgangsgleichung gilt
Yy = ZCTPi zi +du. (3.14)
i=1
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02 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Wie man aus Bild 3.2 bzw. den Relationen (3.13) und (3.14) erkennt, kann der Verlauf der
Zustandsvariable z; fiir
pl b=0, (3.15)

d.h. b ist orthogonal zum Links-Eigenvektor p,, durch die Eingangsgrofie u nicht beeinflusst
werden. Weiters leistet im Falle
c’'p; =0, (3.16)

d.h. c ist orthogonal zum Rechts-Eigenvektor p;, die Zustandsvariable z; keinen Beitrag
zur Ausgangsgrofie y. Tritt also (3.15) und / oder (3.16) ein, so spielt die entsprechende
Zustandsvariable z; keine Rolle fiir das Ubertragungsverhalten des Systems. Dies manifestiert
sich auch in der Ubertragungsfunktion G(s). Transformiert man (3.13) und (3.14) in den
Bildbereich, so findet man unter Annahme verschwindender Anfangswerte

Zi(s) = pi—bﬂ(s) und Zc pi Zi(s) + du(s).

S — S;

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion

(s) Zc pipib (3.17)

‘Qm

|

s) s —8;

Nur wenn weder (3.15) noch (3.16) gilt, liefert der entsprechende Summand in obiger Formel
einen Beitrag zur Ubertragungsfunktion. Gibt es Summanden, die keinen Beitrag zu G(s)
leisten, so hat dies zur Folge, dass der Grad des Nennerpolynoms von G(s) kleiner ist als die
Ordnung n des Zustandsmodells.

Fiir die Ubertragungsfunktion des in Diagonalform vorliegenden mathematischen Modells
dz 2 0 0
E_[O _5}z+[1}u, y=1[3 -2]z

3-0 2-1 2
G(s) = — = — .
<8) s—2 s+5 s+5

findet man mit (3.17)

3.2.2 Berechnung der Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix &(t) des transformierten Systems (3.12) kann miihelos ermittelt werden,
da die Matrix A eine Diagonalmatrix ist. Unter der Annahme von u = 0 gilt
dZi . .
— =52 mit i=1,...,n.
dt

Daraus folgt unmittelbar

fiir Regelungds
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3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 53

bzw. in Vektorschreibweise

z(t) = p(t) 2o = zo = diag (¢*") zq. (3.18)

€S"t

Das bedeutet, dass die Transitionsmatrix des transformierten Systems ebenfalls eine Diagonal-
matrix ist. Fiir den Zustandsvektor des Originalsystems ergibt sich unter Anwendung von
(3.1)

x(t) = Pz(t) = Pdiag (") zo = P diag (e*") P~ xq, (3.19)

d.h. fiir die Transitionsmatrix des Originalsystems gilt

¢(t) = Pdiag (e”') P (3.20)

dx [4 -3
a2 -1 |™

Die Eigenwerte des Dynamikmatrix lauten s; = 2 und s, = 1, fiir die Matrix der Eigenvektoren

gilt )
31 L1 A
P—{zl_,d.h. P —{_2 3}.

Gegeben sei das System

Fiir die Transitionsmatrix findet man mit (3.20)

(1) = 3 1][e* 0] 1 —1] [ 3e*—2et —3e* + 3¢!
1201 0 e || -2 3| |2%—2" —2*+3¢ |

Aus (3.18) ist weiters zu erkennen, dass die Bedingung

lim ¢(t) = 0 (230 lim (1) = 0
erfiillt ist, wenn alle Eigenwerte s; der Dynamikmatrix einen negativen Realteil besitzen. Dies
entspricht dem bereits bekannten Kriterium fiir die asymptotische Stabilitdt. Unabhingig
vom Anfangszustand streben dann alle Trajektorien des autonomen Systems asymptotisch in
den Ursprung des Zustandsraumes.

3.2.3 Komplexe Eigenwerte

Besitzt die diagonaldhnliche Matrix A komplexe Eigenwerte, so kann die Diagonalisierung
prinzipiell wie in Abschnitt 3.2.1 beschrieben durchgefiihrt werden. Wie man zeigen kann, sind
die zu konjugiert komplexen Eigenwertpaaren gehorigen Eigenvektoren ebenfalls konjugiert
komplex. Da die Matrix P somit komplexe Elemente besitzt, erhilt man ein transformiertes
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o4 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

System, bei dem A eine Diagonalmatrix mit komplexen Elementen ist und die Vektoren b
und ¢ ebenfalls komplexe Elemente besitzen kénnen. Da man iiblicherweise an einer System-
beschreibung interessiert ist, bei der A, b und ¢ ausschliellich reelle Elemente besitzen, muss
die Transformationsvorschrift leicht modifiziert werden. Die prinzipielle Vorgangsweise wird
zunéchst fiir ein System zweiter Ordnung demonstriert und danach verallgemeinert.

Fiir ein System zweiter Ordnung mit dem konjugiert komplexen Eigenwertpaar
S12 =0 ﬂ:(ju]
lautet die Dynamikmatrix des transformierten Systems

o+ Jw 0

~ o
A=P "AP=A= 0 o—jw | (3.21)

wobel fiir die Transformationsmatrix
P:[Pl p2}:[P1 pf] (3.22)

gilt. Die Transformationsvorschrift wird nun so erweitert, dass die Dynamikmatrix des trans-
formierten Systems anstelle der komplexen Diagonalform (3.21) die ebenfalls sehr anschauliche
und aufschlussreiche, reelle Form

A= l v } (3.23)

—WwW O

annimmt. Aus A konnen nimlich die Real- und Imaginérteile der Eigenwerte direkt abgelesen
werden. Hierfiir wird fiir die Transformationsmatrix (3.1) der Ansatz

T = PQ (3.24)

gewihlt, d.h. fiir die Dynamikmatrix des transformierten Systems gilt nach (3.3)

(3.21

A=T 'AT=(PQ)'APQ)=Q 'P'APQ"2'Q'AQ.

Die gesuchte Matrix Q ist also so zu bestimmen, dass

—WwW O

A=Q 'AQ= [ 7w ] (3.25)
erfiillt ist. Die Ermittlung von Q erfolgt iiber die Relation

] I M AR i B bl | B

—w g o — jw d12  G22 d12 G422 —w o

Daraus folgen nach kurzer Rechnung die Zusammenhénge

gi2=—Jqu und @21 = —jqa2,
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3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 55

d.h. die Matrix besitzt die Form

¢11 —Jjqu
= . . 3.26
Q [ —J4q22 q22 } ( )

Fiir die Determinante von Q gilt
det Q =2q11¢22,

d.h. die Matrix ist fiir g;; # 0 und oo # 0 reguléir. Das bedeutet, dass prinzipiell jede Matrix
Q der Form (3.26) mit ¢1; # 0 und g9 # 0 die Systemmatrix in die gewiinschte Form (3.25)
transformiert. Es wird nun gezeigt, dass die Freiheiten bei der Wahl von Q dahingehend
ausgeniitzt werden konnen, dass die resultierende Transformationsmatrix (3.24)

T=PQ=[p: pj] { i ] = [ qup1 — jgop; — jqup1 + g2p} |- (3.27)
—J4q22 q22

reell und strukturell stark an die Matrix P angelehnt ist. Bei der Wahl der freien Parameter

¢q11 und g9o wird die Tatsache ausgeniitzt, dass fiir die konjugiert komplexen Vektoren die

Relationen ) )

gelten. Wahlt man nun

= 1 d = J
=— un ==
q11 5 q22 9

_ﬂ:%“ —” (3.28)

2

d.h.
a-|

N[N0 =

so ergibt sich mit (3.27) fiir die reelle Transformationsmatrix
T=PQ=[Rep, Imp, . (3.29)

Die modifizierte Transformationsmatrix (3.29) ist also #hnlich aufgebaut wie die Matrix P.
Anstelle der konjugiert komplexen Eigenvektoren p; und py besitzt T nun Real- und Imaginéir-
teil des Vektors p; als Spalten.

Gegeben sei das System

d 0 1 0
SRR S

Die Eigenwerte der Matrix A lauten
s1=—14+3j2 und Sg =587 =—1—j2,

zugehorige Eigenvektoren lauten

—1—342 N —14 32
e [17] mewe[ 57
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56 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Fiir die Transformationsmatrix (3.29) gilt somit

-1 -2
T = [ I{GI)l In11)1 ] = { 5 0 }
und fiir das transformierte System ergibt sich

dz -1 2 0.2
E:[—Q _1}z+[_0.1}u, y:[4 —2}z.

Die beschriebene Vorgangsweise kann problemlos auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen
werden. Die Transformationsmatrix wird dabei nach folgendem Schema aufgebaut: Zu jedem
reellen Eigenwert wird ein zugehoriger Eigenvektor als Spalte zu T hinzugefiigt. Bei kon-
jugiert komplexen Eigenwertpaaren werden den obigen Ausfiihrungen entsprechend Real- und
Imaginirteil eines zugehorigen Eigenvektors als Spalten zu T hinzugefiigt.

Gegeben sei das mathematische Modell

Jx 1 0 1
i 0 1 |x+]|1]u, y=[2 -1 0]x
13 -9 -3 1

Die Eigenwerte der Matrix A lauten
s1=—2+ 33, Sg=8=—2—33 und s3=1,

fiir die zugehorigen Eigenvektoren gilt

1 1 —1
pi=| —2+j3 |, p2=pi=| —2-73 und  p3= | —1
5 12 54412 1

Fiir die Transformationsmatrix gilt also

1 0 —1
T=[Rep; Imp; ps|=| —2 3 —1
-5 =12 -1
und fiir das transformierte System ergibt sich
-2 3]0 0
dz
2= |23 =210 Jat| 0 | y=1[4 -3 -1]z
0 0[1] -1
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3.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM o7

3.2.4 Mehrfache Eigenwerte

Bisher wurde vorausgesetzt, dass die n x n Matrix A lauter verschiedene Eigenwerte besitzt,
was hinreichend fiir die Existenz von n linear unabhiéingigen Eigenvektoren ist. Aber auch
im Falle mehrfacher Eigenwerte kann es moglich sein, dass A diagonalidhnlich ist und eine
Diagonalisierung durchgefiihrt werden kann. Die Voraussetzung hierfiir ist, dass es zu jedem
Eigenwert s; mit der Vielfachheit m; > 1 (man sagt: ,die algebraische Vielfachheit be-
tragt m;") auch m; linear unabhéingige Eigenvektoren gibt (man sagt: ,die geometrische
Vielfachheit betrigt m;"). Das bedeutet, dass die Bedingung

rang(A — s;E) =n —m; (3.30)
erfiillt sein muss.
Das autonome System
4 9 —12
(2—)( =15 16 —20 | x
Eola 12 -5

soll mittels einer reguliiren Zustandstransformation in die Diagonalform iibergefiihrt werden.
Die Eigenwerte der Systemmatrix lauten

s1=8 =1 und s3 = 3.

Das bedeutet, dass die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s; gleich 2 betrigt. Wie man
leicht iiberpriifen kann, ist die Bedingung (3.30) erfiillt, d.h.

rang (A — 51E) =1,

die geometrische Vielfachheit betrégt somit ebenfalls 2. Zwei linear unabhiingige Eigenvek-
toren sind beispielsweise durch

-3 4
pP1 = 1 und p2= |0
0 1

gegeben. Zusammen mit dem zum Eigenwert s3 gehorigen Eigenvektor

3
pPs= |9
4
ergibt sich die Transformationsmatrix
-3 4 3
P = 1 05
01 4
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58 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

und das transformierte System lautet

dz

e

O O =

O = O

w o O
N

Man beachte, dass die Ubertragungsfunktion eines diagonalisierbaren Systems - auch bei
mehrfachen Eigenwerten von A - immer nur einfache Pole besitzt. Hat also die diagonaléhn-
liche Matrix A mehrfache Eigenwerte, so hat dies zur Folge, dass der Grad des Nennerpolynoms
von G(s) auf jeden Fall kleiner ist als die Ordnung n des zugehorigen Zustandsmodells.

Gegeben sei das diagonalisierte System

-1 000 O 1

Jx 0 -100 O 1
i 0 020 O0|x+|1]uwu,

0 002 O 1

0 000 -3 1

y = [1 -2 3 4 =5]x
Fiir die Ubertragungsfunktion ergibt sich
1 2 3 4 5 s2 —4s — 12

G(s):sﬂ_s+1+s—2+s—2_s+3:(s+1)(s—2)(s+3)'

Ist fiir einen mehrfachen Eigenwert die geometrische Vielfachheit kleiner als die algebraische
Vielfachheit, so ist eine Diagonalisierung nicht moglich. Das System kann dann in die so
genannte Jordan!-Form transformiert werden, die eine Verallgemeinerung der Diagonalform
darstellt.

3.3 Transformation auf Jordan-Form

3.3.1 Einfiihrendes Beispiel

Es soll zunichst vereinfachend angenommen werden, dass die 4 x 4 Matrix A einen Eigen-
wert s = A\ mit der algebraischen Vielfachheit 4 besitzt, fiir die entsprechende geometrische
Vielfachheit gilt m = 2. Das bedeutet, dass es nur 2 linear unabhéngige Eigenvektoren p; und
p2 gibt, fiir die

(A—XE)p; =0 und (A—XE)p,=0 (3.31)

benannt nach dem franzosischen Mathematiker Marie Ennemond Camille Jordan, (1838 -1922)
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 59

erfiillt ist. Die beschriebene Transformation auf Diagonalform ist somit nicht méglich. Ausge-
hend von diesen beiden Eigenvektoren werden nun 4 linear unabhéngige Vektoren so konstru-
iert, dass eine Transformation in eine etwas allgemeinere Form, die sogenannte Jordan-Form
moglich ist. Die grundlegende Idee besteht darin, zusétzlich zu den Eigenvektoren so genannte
Hauptvektoren (,,verallgemeinerte Eigenvektoren”) zur Konstruktion der Transformationsma-
trix T zu verwenden.

Hauptvektoren

Ein Vektor u; wird Hauptvektor der Stufe ¢ zum Eigenwert A genannt, wenn er der Bedingung
(A—XE)u;=0 und (A—XE) 'u;#0 mit i=1,23,... (3.32)
geniigt. Fiir ¢ = 1 ergibt der Eigenvektor uy, fiir den
(A—XE)u; =0 und u #0. (3.33)
gilt. Fiir den zugehorigen Hauptvektor us der Stufe 2 muss
(A—)XE)’u;=0 und (A —)\E)u, #0, (3.34)
gelten, was iiber die Erfiillung der Relation
(A—XE)uz;=u; bzw. Au;=u;+uy (3.35)

gewdhrleistet ist. Dieses Ergebnis verdeutlicht, dass der Vektor u; kein beliebiger Eigenvektor
sein kann, denn zusétzlich zu (3.33) muss auch (3.35) erfiillt werden. Der Hauptvektor muss
daher geeignet angesetzt werden. Analoges gilt fiir Hauptvektoren hoherer Stufe, z.B. muss
uy nicht nur (3.35) erfiillen, sondern auch der Relation

(A — )\E) U3 = U9 bzw. AU.3 = )\113 + u

geniigen. Aus diesen Uberlegungen ist zu erkennen, dass die Ermittlung der Eigen- und
Hauptvektoren durchaus aufwindig sein kann und die Losung nicht eindeutig ist. Zu jedem
Eigenvektor u; kann man somit eine Kette {u;, us,...u;} der Linge ¢ von linear unabhingi-
gen Vektoren berechnen. Wie man zeigen kann, sind die zu verschiedenen Ketten gehorigen
Vektoren linear unabhiingig und die Summe aller Kettenléingen betriigt n. Die Ermittlung
der einzelnen Kettenlingen wird anhand des einfithrenden Beispiels (n = 4, m = 2) nun
ausfiihrlich erldutert.

Da nur 2 linear unabhingige Eigenvektoren gefunden wurden, miissen 2 Vektorketten gebildet
werden. Die Summe der beiden Kettenldingen muss 4 betragen. Bei der Bestimmung der
Kettenldngen miissen im vorliegenden Beispiel zwei verschiedene Fille unterschieden werden.
Wihrend im ersten Fall beide Ketten die Linge 2 haben, gibt es im zweiten Fall eine Kette
der Linge 3 und eine Kette der Léinge 1.

Fall I: Hier wird davon ausgegangen, dass

rang (A — AE)* = 0,
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60 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

was bedeutet, dass es zu den 2 Eigenvektoren u; und v; je einen vHauptvektor us und vy der
Stufe 2 gibt, also
Auy = uy+u; und Avy = Avy + vy, (3.36)

Daraus folgt

A [ u; U Vi Vo :| (3-315(5'36) [ )\111 )\112 + uy )\Vl )\VQ + vy ] s

woraus unmittelbar der Zusammenhang

A1 00
_ 0O XN 00 )
T 1AT: 00 )\ 1 mit T:[ul Uy Vi V2:|. (337)
0 0 0 X
resultiert.
Jordanblock
Eine k& x k£ Matrix ) )
A1 0 0
A
k= 0
: A1
| 0 0 A

wird Jordanblock zum Eigenwert A genannt.

Das in (3.37) dargestellte Ergebnis kann unter Verwendung von Jordanblocken auch folgen-
dermaflen angeschrieben werden:

1 - | Jda2 O
T AT = _[ 0> 5. |-

offensichtlich entspricht die Zahl der linear unabhingigen Eigenvektoren (geometrische
Vielfachheit) der Zahl der Jordanblécke, die Dimensionen der Jordanblécke entspricht den Lén-
gen der Vektorketten. Die Summe der Kettenlidngen entspricht der algebraischen Vielfachheit
des Eigenwertes \.

O OO >
O DO > =
S > O O
> o o

(Fall T) Gegeben sei das autonome System 4. Ordnung

4 00 -1

dx |1 30 -1

a1 =13 o™
1 00 2
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 61

Mittels einer reguléren Zustandstransformation z = Tx soll das System in die Jordan-Form
transformiert werden.

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A konnen iiber die Relation
det(A—sE) = (s —3)* =0

ermittelt werden, sie lauten
51282283:S4Z>\:3,

d.h. die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \ betrigt 4. Aus

1 00 -1
rang(A—\E) = rang 1 _(1) 8 _(1] =2
1 00 -1

folgt, dass die geometrische Vielfachheit 2 betrégt, zwei offensichtliche Eigenvektoren sind
durch

1 1
|1 |1
pl - 0 ) p2 - 1
1 1
gegeben. Wegen
0000
0000
— 2: —
rang(A—\E)® = rang 0000 0
0000

gibt es zwei Hauptvektoren u, und vy der Stufe 2. Die Vektoren u; und v; werden als
Linearkombination der Eigenvektoren p; und p, angesetzt, d.h.

a+f y+0

+ +0
w = ap; + Bp2 = aﬁﬁ und vy =p; +0p2 = 75 ;

a+f v+6

wobei «, 3, 7 und 0 geeignet zu wihlende reelle Konstanten sind. Die Vektoren us und u,
bzw. v, und v; miissen nun den Relationen

1 00 —1 a+ B 1 00 -1 Y+ 6
1 00 —1 | a+p 1 1 00 -1 I
1 -1 0 of%™W 3 e 1 -10 oM 5

1 00 —1 a+ 8 1 00 -1 v+ 6

geniigen. Fine Moglichkeit, die Vektoren uy; und vy zu bestimmen, lautet

3 5
uy = 8 und vy = 8 ;
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62 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

wobei up und v linear unabhingig sein miissen. Mit der Wahl « =1, =0,y =0und § = 1
erhélt man die 4 linear unabhéingigen Vektoren

u; = Vo =

—_ O = =
— e
OO O =

Fiir die gesuchte Transformationsmatrix T erhilt man somit

1 01

1 01

T:[u1 Uy Vi VQ]: 0 0 1
-1 1

1

o O O

d.h. fiir die Dynamikmatrix des transformierten Systems gilt

3100

e 0300 [Jsn 0

TAT=19 031 _[0 T35
0003

Fall 1I: Hier soll
rang (A —AE)>’ =1 und rang(A — AE)’ =0

gelten, d.h. es gibt einen Hauptvektor uy der Stufe 2 und einen Hauptvektor uz der Stufe 3.,
also

Allg = )\112 +uy und All3 = )\113 + Us.
Daraus folgt

A [ u; Uy Uz Vi :| (3-312(5'36) [ )\111 )\112 + uy )\113 + u. )\Vl ] s

woraus unmittelbar der Zusammenhang

A1 00
Cam lOXNT O] [Js O . B
T AT = 00 A O = 0 J)\71 mit T—[lll Uz Us V1:| (338)
00 0 A
folgt.

(Fall II') Gegeben sei das autonome System 4. Ordnung

311 -1

dx |0 41 -1

@ oo ol™
010 2
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 63

Mittels einer reguléren Zustandstransformation z = Tx soll das System in die Jordan-Form
transformiert werden.

Die Eigenwerte konnen iiber die Relation
det(A—AE) = (A —3)* =0

ermittelt werden, sie lauten

A=A =A3=N\=)\=3,
d.h. die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A\ betrigt also wieder 4. Aus

011 -1
rang(A—)\E) = rang 8 (1) (1) _(1) =2
010 -1

folgt, dass die geometrische Vielfachheit 2 betréigt, zwei offensichtliche Eigenvektoren sind
durch

1 0
10 1
pl - 0 ) p2 - 0
0 1
gegeben. Wegen
0010
0010
_— 2 = pumm
rang(A—\E)® = rang 0000 1
0010

gibt es einen Hauptvektor uy der Stufe 2. Der Eigenvektor u; wird also als Linearkombination
der Eigenvektoren p; und p, angesetzt, d.h.

w = ap; + Bp2 =

W o @R

wobei a und [ geeignet zu wihlende reelle Konstanten sind. Die Vektoren us; und u; miissen
nun den Relationen

011 -1 a

01 1 -1 | B

000 of®™"mT o]

010 -1 I6]

woraus unmittelbar o = 3 folgt. Man beachte, dass u, auch die Beziehung

011 —1
011 —1 B
000 ofMBT™
010 —1
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64 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

erfiillen muss, d.h. die ersten beiden Elemente von u; miissen identisch sein, das dritte Element
muss 0 sein, also

0 9
V-«
wobei 7 eine geeignet zu wihlende Konstante ist. Der Vektor us kann nun aus dem Gle-
ichungssystem

011 —1 y
011 —1 B y
000 o7 o |-
010 -1 v -«
ermittelt werden. Mit der Wahl o = 1 und v = 0 ergeben sich somit die Vektoren
1 0 0
|1 B 0 q !
u; = 0 , Ug = 0 un usz — 1
1 -1 0

Der Vektor v; kann nun als beliebige Linearkombination der Eigenvektoren p; und p, ange-
setzt werden, er muss lediglich linear unabhiingig zu u; sein. Dies ist durch die Wahl

Vi =P1

o OO =

gewdhrleistet. Fiir die gesuchte Transformationsmatrix T erhélt man somit

1 0 01

1 0 -120
T:[lll U Us Vl]I 0 0 10 s

1 -1 00

d.h. fiir die Dynamikmatrix des transformierten Systems gilt

3100
x| 03 10| [Jss 0
TAT=14 03 0 —lo Jsx |
0003

Aus den bisherigen Erkenntnissen kann nun geschlossen werden, dass bei einem System 4. Ord-
nung mit einem Eigenwert A der algebraischen Vielfachheit 4 folgende Moglichkeiten bestehen.
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 65

Fall A: Die geometrische Vielfachheit betrigt 4, d.h. es gibt 4 linear unabhéingige Eigenvek-
toren. Somit ist die Transformation auf Diagonalform moglich, es gibt also 4 Jordanbliocke,

d.h.
Jua 0 0 0

0 Ju 0 0
0 0 Jy O
0 0 0 Jy

Fall B: Die geometrische Vielfachheit betréigt 3, d.h. es gibt 3 linear unabhiingige Eigenvek-
toren und eine Eigenvektorkette der Linge 2, es gibt somit 3 Jordanblocke, d.h.

T AT =

Jy 0 0 S 0 0 Ju 0 0
T'AT=| 0 J; O oder 0 Jy, O oder 0 Ju O
0 0 Ja: 0 0 Jaui 0 0 Jio

Fall C: Die geometrische Vielfachheit betréigt 2, d.h. es gibt 2 linear unabhiingige Eigenvek-
toren und eine Eigenvektorkette der Liénge 1 und eine Kette der Liénge 3 oder zwei Ketten der
Lénge 2, d.h.

J 0 J 0 J 0
T—lAT — A3 d Al d A2 )
{ 0 Ji } R Y S PP A (R T

Fall D: Die geometrische Vielfachheit betrigt 1, d.h. es gibt nur 1 linear unabhingigen
Eigenvektor und somit eine Eigenvektorkette der Linge 4. d.h einen Jordanblock, also

T AT =Jy,.

3.3.2 Allgemeiner Fall

Um die Transformationsmatrix zu bestimmen, muss exakt so vorgegangen werden wie im ein-
fithrenden Beispiel. Zunichst werden die Eigenwerte der Matrix A und ihre algebraischen
Vielfachheiten bestimmt. Aus den zugehorigen geometrischen Vielfachheiten ergibt sich die
Zahl der Jordanblocke zu einem Eigenwert. Die Langen der Eigenvektorketten, d.h. die Dimen-
sionen der Jordanblocke, ergeben sich aus den im einfithrenden Beispiel besprochenen Rangbe-
dingungen. Man kann zeigen, dass die zu verschiedenen Eigenwerten gehorigen Hauptvektoren
linear unabhiingig sind. Somit ist gewéhrleistet, dass die Matrix T regulér ist. Man beachte,
dass in vielen Fillen die Transformationsmatrix T von untergeordnetem Interesse ist, vielmehr
ist man nur an der Jordan-Form J = T~'A T interessiert. Da dies ohne explizite Berechnung
der Eigenvektorketten moglich ist, stellt die Ermittlung von J im Allgemeinen kein grofles
Problem dar.

Gegeben sei die Matrix

-1 1 -1 3 -1 4
0 -1 1 -3 1 -3

1 0 0 -3 1 —4

A=l 0 0 0 -1 0 o0
-1 0 4 4 3 5

0 0 -1 3 -1 2|

Institut fir Regelunds- “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




66 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

mit den Eigenwerten
S1=8 =83=8,=XN=—1 und s5=s55= Xy =23.
Die algebraische Vielfachheit von \; betrigt 4, die algebraische Vielfachheit von \; ist 2. Aus
rang(A — ME) =4 und rang(A — \:E) =5

folgt, dass die geometrische Vielfachheit von \; gleich 2 betrigt, die geometrische Vielfachheit
von )\ ist 1. Das bedeutet, dass es 2 Eigenvektorketten (zwei Eigenvektoren u; und vy) zu A
und 1 Kette (Eigenvektor wy) zu Ay gibt. Aus

rang(A — ME)? =3 und rang(A — L,E)?? =4

kann geschlossen werden, dass es zusitzlich zu dem Eigenvektor u; einen Hauptvektor us
gibt, weitere Hauptvektoren der Stufe 2 zu Ay gibt es nicht. Die Kette, beginnend mit w; hat
offensichtlich die Lénge 2, was durch

rang(A — \,E)® =4
bestitigt wird. Nun muss es noch einen Hauptvektor uz geben, was durch
rang(A — \\E)? =2

bestitigt wird. Mit der Transformationsmatrix

T = [ U; Uz U3 Vi Wi Wy ]
gilt dann

-1 1 0 0 0 0]

0 01 o0o0| [T 0 0
T AT = = 0 Ji,,. O

0 0 0 -1 00 0 o 3
0 0 0 031 3.2

| 0 0 0 00 3

|
Ein System in Diagonalform entspricht einem System in Jordanform, wobei alle Jordanblscke
skalare Groflen sind. Die allgemeine Struktur eines Systems in Jordanform stellt also eine
Verallgemeinerung der bekannten Diagonalstruktur dar. Dies wird fiir ein System dritter
Ordnung mit einem Eigenwert s; = so = s3 = A der algebraischen Vielfachheit 3 veran-
schaulicht. Aus obigen Ausfithrungen geht hervor, dass prinzipiell drei unterschiedliche Fille
zu unterscheiden sind. Im ersten Fall betréigt die geometrische Vielfachheit ebenfalls 3, d.h.
es gibt 3 linear unabhéngige Eigenvektoren p1, p2, p3. Das transformierte System liegt somit
in Diagonalform vor. Die zugehorige Struktur ist in Bild 3.3 dargestellt, wobei p!, pZ p?
wieder die zugehorigen Links-Eigenvektoren bezeichnen. Im zweiten Fall betrigt die alge-
braische Vielfachheit 2, d.h. man erhélt zwei Eigenvektorketten {u;,us} und {v;}. Die
Struktur des transformierten Systems ist in Bild 3.4 dargestellt, wobei {7v,,7v;} und {x;}
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 67

Bild 3.3: System dritter Ordnung in Diagonalform

<
u w O .[ sen AL»
<2
w O f Z cu,
<2
w O f Z}%cﬁh

Bild 3.4: System dritter Ordnung in Jordanform (links: 2 Jordanblocke, rechts: 1 Jordanblock)
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68 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

die zugehorigen Links-Eigenvektorketten darstellen. Der geringfiigige strukturelle Unterschied
zur Diagonalform ist in roter Farbe eingezeichnet. Im dritten Fall betriigt die algebraische
Vielfachheit nur 1, d.h. man erhilt eine Eigenvektorkette {u, us, uz} mit der zugehorigen
Links-Eigenvektorkette {v5, s, v, }-

Besitzt ein in Jordan-Form vorliegendes System mehr als einen Jordanblock zu einem Eigen-
wert s;, so hat dies zur Folge, dass der Grad des Nennerpolynoms von G(s) auf jeden Fall
kleiner ist als die Ordnung n des zugehorigen Zustandsmodells.

Gegeben sei das System in Jordan-Form

dx

at X+

I
O O O O N
O O O DN =
S O NN OO
O = OO
N = O OO
I Y =

S

y = [1 -2 3 4 —5]x

Fiir die Ubertragungsfunktion ergibt sich

3.3.3 Berechnung der Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix c?b(t) des transformierten Systems kann aufgrund der Dynamikmatrix
in Jordanstruktur relativ leicht der ermittelt werden. Die zu den einzelnen Jordanbltcken
gehorigen Teilsysteme sind voneinander entkoppelt. Unter der Annahme von v = 0 gilt fiir
ein zum Jordanblock J) ;, gehoriges Teilsystem

A 1 0 ... 0
0 A :
dz .
%:J,\ng: Do, e, e 0 |z mit ze= z(0). (3.39)
: oA 1
0 ... ... 0 A

Der Jordanblock kann nun in der Form

A 0 0 ... 0 0o 1 0 ... 0
0o x . : 0 0 . :
D=1+ . - 0|+l - . . 0| =AE+N (3.40)
A0 0
0 0 A] [o0 .0 0|
N ~ y
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 69

dargestellt werden, wobei N eine nilpotente Matrix ist, d.h. N* = 0. Fiir die Transitionsma-
trix gilt nun

k—1

~ t
Dri(t) = ePNEFNE — ABE NE _ A (E +Nt+...+ = 1)'Nk1) . (3.41)
Setzt man nun in (3.41) die Matrix IN aus (3.40) ein, so erhélt man unmittelbar
B 2 k
M teht LM ;_' 1€>\t
) A pet (2;:12)! ot
Dy i(t) = O T (3.42)
i

Die Transitionsmatrix ¢(t) des (transformierten) Gesamtsystems kann nun aus den Transi-
tionsmatrizen der Teilsysteme entsprechend zusammengesetzt werden. Die Transitionsmatrix

des Originalsystems ergibt sich durch Riicktransformation zu
¢(t) = Tdiag (e”') T~ (3.43)

Wie man aus (3.42) erkennen kann, treten in der Transitionsmatrix nun mit Potenzen der Zeit
gewichtete Exponentialfunktionen e auf.

Gegeben sei das System

-1 1 -1 3 -1 4
0 -1 1 -3 1 -3
g B 1 0O 0 -3 1 —4 <
dt 0O 0 0 -1 0 0 '
-1 0 4 4 3 5
0 0 -1 3 -1 2 |
Wie bereits gezeigt wurde, lautet das auf Jordanform transformierte System
[ -1 1 0 0 0 0]
0 -1 1 000
dz _| 0 0 -1 000 _ JBLS JO 8
dt 0 0 0 —-100 - 0 BI’IJ
0 0 0 031 3.2
| 0 0 0 0 0 3]
Fiir die Transitionsmatrix ¢(¢) folgt aus (3.42) unmittelbar
[ et te? t2_2!€—t 0O 0 0 |
~ —t —t
BRI B A
¢(t) = 0 ¢_q 1(t) 0 = —t
’ ~ 0 0 0 e 0 0
0 0 ¢3,2(t) 0 0 0 0 3t tedt
| 0 0 0 0 0 e ]

Ty,
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70 KAPITEL 3. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Aus (3.42) ist kann gefolgert werden, dass das System genau dann asymptotisch stabil ist,
wenn alle Figenwerte der Dynamikmatrix einen negativen Realteil besitzen. Genau dann gilt

namlich _
lim ¢(t) = 0.

t—o00

Einen interessanten Fall stellt das folgende Beispiel dar.

Gegeben seien die beiden Systeme zweiter Ordnung

X, _ 100 qa M _101
¢ |0 o |%e W a oo™

die bereits in Jordanform vorliegen. Fiir die zeitlichen Verldufe der Zustandsvektoren findet
man unter Beriicksichtigung der entsprechenden Anfangszustinde

Xa(t) = Xa0 und xp(t) = { é i ] Xp,0

Wie man erkennen kann streben die Trajektorien nur dann gegen Unendlich, wenn die alge-
braische Vielfachheit von A\ = 0 kleiner ist als die geometrische Vielfachheit.
|

3.3.4 Komplexe Eigenwerte

Ahnlich wie bei der Transformation auf Diagonalform kann man bei der Transformation auf
Jordan-Form verhindern, dass im Falle komplexer Eigenwerte die Transformationsmatrix T
und die Matrix T~*A T komplexe Elemente besitzen. Man niitzt die Tatsache aus, dass die zu
konjugiert komplexen Eigenwerten gehorigen Eigen- und Hauptvektoren ebenfalls konjugiert
komplex sind. Anstelle dieser konjugiert komplexen Vektoren werden Real- und Imaginérteil
zur Transformation verwendet, d.h. man wihlt exakt die gleiche Vorgangsweise wie bei der
Transformation auf Diagonalform. Fiir eine Eigenvektorkette der Linge i, gehorig zum kon-
jugiert komplexen Eigenwert s = o £ jw ergibt sich in der Matrix T~*A T ein 2i x 2i Jordan-

block der Form
o w 0 T

1
—w o 0 1
o

w
J)\72*i = —WwW O 1 0 y
0 1
g w
—W O

wobei nicht angegebene Matrixelemente Null zu setzen sind. Man beachte, dass die 1-Elemente
iiber der Hauptdiagonale von Jordanblocken fiir reelle Eigenwerte durch 2 x 2 Einheitsmatrizen
ersetzt werden.
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3.3. TRANSFORMATION AUF JORDAN-FORM 71
Gegeben sei die Matrix
0 1 0 0 O
0 0 1 0 O
A= 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
-4 —-12 -16 —12 -5
mit den Eigenwerten
s1=—1, So3=—147, S45 = —14J.
Der Eigenvektor zum Eigenwert s; lautet
1
-1
P1 = 1
-1
1
Aus
rang(A — E) =4
folgt, dass es zum doppelten Eigenwert s = s4 = Ay = —1 4+ j nur einen Eigenvektor gibt,
dieser lautet
-1
+1—j
P2 = 2)
—2-2j
4
Da es nur einen Haupteigenvektor gibt, kann
Vi = P2

gesetzt werden. Der Nebeneigenvektor vo muss die Relation

(A — )\QE)VQ =V

erfiillen.
—1.5806 — 1.58067
+2.1613
vo = | —1.1613 + 1.1613;

—0.3226;
—1.6774 — 1.6774j

Da die generalisierten Eigenvektoren zum Eigenwert —1 + j konjugiert komplex zu v; bzw.

vy sind, gilt fiir die Transformationsmatrix

1 -1 0 —1.5806

—1 1 -1 2.1613

T = [ p1 Revy Imv; Revy Imvy } = 1 0 2 —1.1613
-1 -2 =2 0

1 4 0 —1.6774

fiir Regelungs”
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—1.5806
0

1.1613
—0.3226
—1.6774
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sowie
0 —1 1 1 0
T—lAT: 0 -1 -1 0 1 — |: J;]l’l ] 0 :|
0 0 0 —1 1 iiia
0 0 0 -1 -1
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Kapitel 4

Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit

4.1 Einfiihrung

Wie sich in der Vorlesung ,,Regelungstechnik” zeigen wird, sind die Begriffe Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit beim Entwurf von so genannten Zustandsreglern und Zustands-
beobachtern von zentraler Bedeutung. Stark vereinfacht besagt die Steuerbarkeit eines Sys-
tems, dass iiber seine Eingangsgrofle jede Zustandsvariable beeinflusst werden kann. Im
Gegensatz dazu bedeutet die Beobachtbarkeit eines Systems, dass in seiner Ausgangsgrofie
Information iiber jede Zustandsvariable enthalten ist.

4.2 Steuerbarkeit

Man nennt das System

d
d—}; = Ax + bu (4.1)

steuerbar, wenn durch geeignete Wahl der Eingangsgrofie u(t) der Zustandsvektor x(t) in
endlicher Zeit T aus einem beliebig vorgebbaren Anfangszustand xo = x(0) in den beliebig
vorgebbaren Endzustand x(7T") bewegt werden kann.

Man beachte, dass die Eigenschaft der Steuerbarkeit lediglich aussagt, ob ein Ubergang von
xo nach x(7") in endlicher Zeit prinzipiell moglich ist. Wie u(t) zu wihlen ist und wie der
zugehorige Verlauf von x(t) fiir 0 < ¢ < T aussieht, bleibt offen.

Hinweis: In der einschligigen Literatur wird mitunter zwischen der sogenannten Erreich-
barkeit und der (etwas anders als hier definierten) Steuerbarkeit unterschieden. Diese - im
zeitdiskreten Fall etwas spitzfindige - Unterscheidung wird durch die hier eingefiihrte Defini-
tion der Steuerbarkeit umgangen.

73
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74 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT, BEOBACHTBARKEIT

4.2.1 Kriterium nach Kalman

Der Zustand x(7") kann fiir das System (4.1) bekanntlich gem#fl

T
x(T) = ¢(T) x0 + / ¢(T — 7)bu(r)dr (4.2)
0
ermittelt werden. Aus (4.2) folgt daraus unmittelbar
T
#(T) [ 9(-7)bu(r)dr =x(T)~¢(T)xa (4.3
0
Da die Matrix ¢(T') jedenfalls regulér ist, folgt aus (4.3) die Bedingung
T
/ (=) bu(r) dr = ¢(—T)x(T)—x, (4.4)
0 ~"~
=:q

und q ist ein beliebiger Vektor. Stellt man die Transitionsmatrix ¢(—7) als Matrix-
Exponentialreihe dar, d.h.

27'2 = i(_T)i
S-T)=E—Ar+ AT F. =D AT (4.5)
i=0
so erhilt man die Beziehung

/0 ZAi<_Z,—7!—)Zb u(r)dr = ZAib/O <_Z—'T)Zu(7') dr = q. (4.6)

Definiert man die - bei vorgegebener Wahl von u - konstanten Groflen

Q; = /OT <_—T)Zu(7') dr,

7!

so lautet die Bedingung fiir Steuerbarkeit
> aA'b=q. (4.7)
i=0

Da q ein beliebiger (konstanter) Vektor ist, miissen die Vektoren b, Ab, A’b, A3b,... den
gesamten n-dimensionalen Raum aufspannen. Das bedeutet, dass es n linear unabhingige
Vektoren der Form A’b mit ¢ = 0,1,2,... gibt. Man kann zeigen, dass dies nur die ersten n

Vektoren b, Ab, A%b,..., A" 'b sein konnen. Nimmt man némlich an, dass fiir 6 < n die
Bedingungen
rang[ b Ab ... A%'b } =0 und rang[ b Ab ... A’b } =0
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4.2. STEUERBARKEIT 75

gelten, d.h. A%D ist linear abhiingig, also
A’b = kob+kAb + ... + ks_1 A’ b, (4.8)
so ist auch A°*'b linear abhiingig, denn es gilt

A’Hb= A (kob+kiAb + ...+ ks 1A’ 'b) = kyAb+k;A’b + ... +ks;_1A’b =
= kobtkiAb+ ...+ k;_1A’'b

Die Steuerbarkeit ist somit gegeben, wenn die Bedingung
rang[ b Ab ... A"'b]|=n (4.9)

erfiillt ist. Hierbei handelt es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung. Definiert
man nun die so genannte Steuerbarkeitsmatrix

S.:=[b Ab ... A"'b ], (4.10)

so kann das Steuerbarkeitskriterium nach Kalman'® prignant formuliert werden: Das System
(4.1) ist genau dann steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix (4.10) regulér ist. Man sagt
dann auch, dass das Paar (A, b) steuerbar ist.

dx 1 3 0
E‘{z —1}”{1}“

soll auf Steuerbarkeit untersucht werden. Fiir die Steuerbarkeitsmatrix findet man

0 3
[0 1]

aus ihrer Regularitiit folgt die Steuerbarkeit des Systems. ]

Die Systembeschreibung

Invarianz beziiglich einer reguliren Zustandstransformation

Fiihrt man eine reguléire Zustandstransformation der Form x = T z durch, so erhilt man die
transformierte Systembeschreibung
dz

i T 'ATz + T 'bu. (4.11)

A b
Die zugehorige Steuerbarkeitsmatrix lautet dann

S, = [b Ab ... A= ]™[T b T'Ab ... T'A" b ] =
— T'[b Ab ... A"lb]=T"'S,.

Das bedeutet, dass S, genau dann regulédr ist, wenn die Steuerbarkeitsmatrix S, des Original-
systems regulér ist.

'benannt nach dem ungarischen Elektrotechniker Rudolf Emil Kdlman (geboren 1930).
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76 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT, BEOBACHTBARKEIT

4.2.2 Kriterium nach Hautus

Es wird an dieser Stelle vorausgesetzt, dass die Systemmatrix A lauter verschiedene Eigenwerte
besitzt. Zu jedem der n Eigenwerte s; gibt es je einen (Rechts-) Eigenvektor p; bzw. einen
Links-Eigenvektor p!, d.h. es gilt

rang (s;E—A)=n—1 wobei i=1,...,n. (4.12)

Da die n Eigenvektoren linear unabhéingig sind, kann das System (4.1) mittels der reguléren
Zustandstransformation x = T z, wobei. T =P = [ P1 --- Pn } in die Diagonalform

s1 plTb
dz
i . z+ u (4.13)
Sn pnb

transformiert werden. Gilt fiir die i-te Komponente des (transformierten) Eingangsvektors
T —
p; b=0, (4.14)

so kann offensichtlich der Verlauf der i-ten Zustandsgrofle des transformierten Systems durch
u nicht beeinflusst werden und es liegt sicher kein steuerbares System vor. Gilt hingegen

pib#0 fir i=1,...n, (4.15)

so lautet die Steuerbarkeitmatrix des transformierten Systems

pIb s1pfb ... s77plb

~ b s, plb I'b
5, — P2 2 P2 P2 ‘ (4.16)

pr spplb ... s"1plb

Die Links- Eigenvektoren konnen ohne Einschréinkung der Allgemeinheit so gewéhlt werden,
dass p!'b =1 fiir i = 1,...n gilt. Die Matrix S,, ist somit eine so genannte Vandermonde?-
Matrix der Form

n—1
1 s ... s
~ 1 S9 Sg/ !
S.=1 . ) (4.17)
—1
1 s, ... s,
Da die Eigenwerte s1, ..., s, voraussetzungsgemifl voneinander verschieden sind, ist S, reg-

uléir, System (4.1) ist somit steuerbar.

Man beachte, dass die hier fiir den Fall verschiedener Eigenwerte hergeleiteten Ergebnisse
auch uneingeschrinkt fiir den Fall mehrfacher Eigenwerte gelten. Fiir den Fall mehrfacher
Eigenwerte ist (4.12) eine notwendige Bedingung fiir die Steuerbarkeit des Systems. Das

2benannt nach dem franzosischen Mathematiker Alexandre T. Vandermonde (1735 - 1796)
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4.3. BEOBACHTBARKEIT 7

bedeutet, dass zu jedem mehrfachen Eigenwert nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor ex-
istieren darf und in weiterer Konsequenz in der Dynamikmatrix des transformierten Systems
nur ein entsprechender Jordanblock vorkommt. Die Bedingung (4.15) bedeutet, dass das zur
letzten Zeile eines Jordanblocks gehorige Element des (transformierten) Eingangsvektors von
Null verschieden sein muss.

Zusammenfassend kann das Hautus®-Kriterium folgendermafien formuliert werden: Das Sys-
tem (4.1) ist genau dann steuerbar, wenn kein Links-Eigenvektor der Matrix A auf den Ein-
gangsvektor b normal steht.

Alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums

Einer alternativen Formulierung des Kriteriums liegt die Betrachtung der Eigenwertgleichung
pl (ssE—A)=0" (4.18)

zugrunde, d.h. der Links-Figenvektor p, steht normal auf die Spalten der Matrix (s;E — A),
wobei i = 1,...n. Aufgrund von (4.12) wird durch die Bedingung

rang {siE —A: b] =n (4.19)
gewihrleistet, dass der Links-Eigenvektor nicht orthogonal zu b ist.

Damit lautet die alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums: Das System (4.1) ist genau
dann steuerbar, wenn fiir jeden Eigenwert s; der Matrix A die Bedingung (4.19) erfiillt ist.

4.3 Beobachtbarkeit

Man nennt das System

d
d_)t{ =Ax+bu, y=c'x+du (4.20)
beobachtbar, wenn aus der Kenntnis von u(t) und y(¢) in einem endlichen Zeitintervall [0, 7]

der unbekannte Anfangszustand x, bestimmt werden kann.*

Der Verlauf der Ausgangsgrofle als Reaktion auf den Anfangszustand und die Eingangsgrofie
lautet

y(t) = cTd(t)xo + /Ot clo(t — 7)bu(7)dr + du(t),

wobei ¢(t) die zu (4.20) gehorige Transitionsmatrix ist. Die von der (gegebenen) Eingangs-
grofle u abhéngigen Anteile des Ausdruckes sind ebenso bekannt wie die Ausgangsgrofie y.
Stellt man die obige Gleichung entsprechend um, so erhilt man

clp(t)xo = y(t) — / cTp(t — 7)bu(r)dr — du(t).

0

-

=9(t)

3benannt nach dem niederlindischen Mathematiker Malo Hautus (geboren 1940).
4Man beachte, dass dabei T prinzipiell beliebig klein gemacht werden kann.
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78 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT, BEOBACHTBARKEIT

Das bedeutet, dass aus der Relation c?¢(t)xo = §(¢) (iiber ein endliche Intervall betrachtet)
der Anfangszustand ermittelt werden soll. Diese Aufgabenstellung entspricht formal der Auf-
gabe, aus dem Verlauf der Ausgangsgrofle des autonomen Systems

dx _ Ax, y=c'x (4.21)

den Anfangszustand x( zu ermitteln. Die Beobachtbarkeit von (4.20) kann also anhand des
Systems (4.21) untersucht werden.

4.3.1 Kriterium nach Kalman

Differenziert man die Ausgangsgrofie

y(t) = cx
nach der Zeit, so erhilt man mit (4.21)
dy T d?y T A2 d" =Yy T An—1
:3; =cC f\J(, ;2;5 =c A X, cen :3{6;:17 =c A X,
bzw. in Matrixnotation
Y cT
% cTA
= X.
d<";1> T 'n—l
—dt(”*g ct A

Dieses Ergebnisse besagt, dass der Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, also auch fiir ¢ = 0
genau dann eindeutig ermittelt werden kann, wenn die so genannte Beobachtbarkeitsmatrix

cTA
B, = _ (4.22)
CI“}sjv—l

den Hochstrang besitzt. Damit lautet das Beobachtbarkeitskiterium nach Kalman: Das Sys-
tem (4.20) ist genau dann beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitmatrix (4.22) regulér ist.
Man sagt dann auch, dass das Paar (A, c) beobachtbar ist.

Die Systembeschreibung
dx 1 3 0
;3; = { 9 _1 ] X+ { 1 ] u, Yy = [ 1 2 ] X

soll auf Beobachtbarkeit untersucht werden. Fiir die Beobachtbarkeitsmatrix findet man

12
5-151)

aus ihrer Regularitét folgt die Beobachtbarkeit des Systems. [ ]
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4.3. BEOBACHTBARKEIT 79

Invarianz beziiglich einer reguldren Zustandstransformation

Die reguléire Zustandstransformation der Form x = T z fiihrt auf die Beschreibung

d
2 7 ATz, y =TTz (4.23)
i &

Die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix gilt dann

¢! cI'T
- cTA cTAT
B, — _ (4.23) , _B,T

Y

ETAnfl cT Ar—1T

Das bedeutet, dass f’)y genau dann regulér ist, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix B,, des Orig-
inalsystems regulér ist.

4.3.2 Kriterium nach Hautus

Mit analogen Uberlegungen wie bei der Steuerbarkeit kann das Beobachtbarkeitskriterium
nach Hautus hergeleitet werden. Es zeigt sich, dass das System (4.20) genau dann beobachtbar
ist, wenn kein Eigenvektor p; der Matrix A normal auf den Ausgangsvektor ¢’ steht.

Aquivalent ist die alternative Formulierung des Kriteriums nach Hautus: Das System (4.20)
ist genau dann beobachtbar, wenn die Bedingung

T
rang [ SE— A } =n (4.24)
fiir alle Eigenwerte s; von A erfiillt ist.

Analog zur Steuerbarkeit gelten die gefundenen Ergebnisse auch hier uneingeschrénkt im Falle
mehrfacher Eigenwerte. Zu jedem mehrfachen Eigenwert darf nur ein linear unabhéngiger
Eigenvektor existieren, d.h. in der Dynamikmatrix des transformierten Systems kommt nur
ein entsprechender Jordanblock vor. Die Bedingung c’'p; # 0 bedeutet, dass das zur ersten
Spalte eines Jordanblocks gehorige Element des (transformierten) Ausgangsvektors von Null
verschieden sein muss.
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Kapitel 5

Phasenportrait fiir Systeme zweiter
Ordnung

5.1 Einfiihrung

Fiir Systeme

(2—1( =Ax mit x9=x(t=0) (5.1)

zweiter Ordnung konnen die Verldufe der Trajektorien in der Zustandsebene - man spricht
auch vom Phasenportrait eines Systems - anschaulich dargestellt und klassifiziert werden.

5.2 A ist diagonaldhnlich

Hier kann der Zustandsvektor x(¢) gemif (3.19) in der Form

Xo = 1% pp + e’ py (5.2)

x(t) = [ p1 Pz}[esolt egt]lpl P2 |

dargestellt werden. Hierbei ist o := P lx, = [ a1 Qo ]T ein konstanter Spaltenvektor. Der
Zustandsvektor x(t) kann also zu jedem Zeitpunkt als Linearkombination der beiden linear
unabhingigen Eigenvektoren dargestellt werden. Daraus kénnen grundlegende Eigenschaften
der Losungskurven von (5.1) abgeleitet werden. Wie man aus (5.2) erkennen kann, verlduft
eine Trajektorie, die auf einer Eigenrichtung startet, fiir alle Zeiten lings dieser.

5.2.1 Einfache Eigenwerte

Zunichst wird angenommen, dass die beiden Eigenwerte s; und s, von einander verschieden
und reell sind. Hierbei sind prinzipiell fiinf verschiedene Eigenwertkonfigurationen zu unter-
scheiden. Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist das Ergebnis (5.2), wobei fiir n = 2
gilt:

x(t) = are® ' py + aze® ! po. (5.3)

81
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82 KAPITEL 5. PHASENPORTRAIT FUR SYSTEME ZWEITER ORDNUNG

Zu jedem Zeitpunkt ¢ kann man x(¢) in Komponenten beziiglich p; und ps zerlegen. Im Fall
51 < So < 0 nehmen beide Komponenten exponentiell ab, wobei die p;-Komponente schneller
gegen Null strebt. Die einzige Ruhelage xp im Ursprung nennt man dann einen stabilen
Knoten. Umgekehrt spricht man im Fall 0 < s; < s; von einem instabilen Knoten,
hier nimmt die po-Komponente schneller zu als die p;-Komponente. Die entsprechenden
Phasenportraits sind in den beiden nachfolgenden Abbildungen dargestellt.

Stabiler Knotenpunkt (s; < s2 < 0) Instabiler Knotenpunkt (0 < s; < s2)

Wenn die p;-Komponente abnimmt, wiihrend die po-Komponente zunimmt (s; < 0 < s3) so
handelt es sich um einen (instabilen) Sattelpunkt, wie er in der nachfolgenden Abbildung
dargestellt ist.

Sattelpunkt (s; < 0 < s3)

Wenn einer der beiden Eigenwerte Null ist, dann existieren unendlich viele Ruhelagen. Die
beiden moglichen Fille sind in der folgenden Abbildung dargestellt, wobei die Ruhezone
jeweils als strichlierte Gerade eingezeichnet ist.

Stabile Ruhezone (s; < s, = 0) Instabile Ruhezone (0 = s; < $2)

\
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5.2. A IST DIAGONALAHNLICH 83

Besitzt die Dynamikmatrix ein Paar konjugiert komplexe Eigenwerte, d.h. s; = s3, so existiert
wieder genau eine Ruhelage im Ursprung der Zustandsebene. Bei verschwindenden Realteilen
spricht man von einem Wirbelpunkt, wie er in der nachfolgenden Abbildung angedeutet ist.

X,

Wirbelpunkt (s; = s5 und Res; = 0)

Ist der Realteil der beiden Eigenwerte grofier Null, so handelt es sich um einen instabilen
Strudelpunkt, bei negativem Realteil um einen stabilen Strudelpunkt, siehe Abbildung.

® @

Stabiler Strudel (s; = s3 und Re{s;} < 0) Instabiler Strudel (s; = s5 und Re{s;} > 0)

5.2.2 Mehrfache Eigenwerte

Hier sind bei einem System zweiter Ordnung genau drei Fille zu unterscheiden, wobei wieder
vorausgesetzt wird, dass es jeweils zwei linear unabhingige Eigenvektoren gibt. Auf jeden
Fall sind die Eigenwerte s; = so = A reell. Fiir A < 0 ergibt sich der in der nachfolgenden
Abbildung dargestellte stabile Stern, fiir A > 0 ergibt sich ein instabiler Stern.

X, X,

Stabiler Stern (A < 0) Instabiler Stern (A > 0)
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84 KAPITEL 5. PHASENPORTRAIT FUR SYSTEME ZWEITER ORDNUNG

Wenn s; = s9 = 0 gilt, so ist die Dynamikmatrix die Nullmatrix und jeder Punkt der Zu-
standsebene ist eine Ruhelage.

Gegeben sei das mathematische Modell

dx o w .
e [ iy a} x mit o, weR. (5.4)

Die Systemmatrix A besitzt ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte
S12 =0 % jw. (5.5)

Der qualitative Verlauf der Trajektorien kann im vorliegenden Fall besonders anschaulich
ermittelt werden, wenn man zu Polarkoordinaten iibergeht, d.h. man setzt

xy=rcosp und T =T sing. (5.6)

Hierbei repriisentieren die reellwertigen Groflen r(¢) und ¢(t) den (positiven) Radius sowie
den Drehwinkel. Fiir die zeitlichen Ableitungen der Zustandsgrofien ergibt sich

% = %cosw—r(fl—f sinp  und % = %Sinijrafl—f Cos (. (5.7)
Durch Einsetzen von (5.6) und (5.7) in das mathematische Modell (5.4) ergibt sich
d d
d—; Cos Y — rd—f sing = orcosp+ wrsinp, (5.8)
% sin ¢ + Tili—f COSp = —wrcosp+ orsing. (5.9)

Multipliziert man (5.8) mit (—sin ) und (5.9) mit cos ¢ und addiert anschlieBend die resul-
tierenden Ausdriicke, so erhiilt man nach einer Division durch r die Differentialgleichung

dp

i
Analog erhélt man nach einer Multiplikation von (5.8) mit cos ¢ bzw. von (5.9) mit (—sin¢)
und anschlieBender Addition

—w. (5.10)

dr

dt
Unter Beriicksichtigung des Anfangszustandes xg, der in Polarkoordinaten durch ry und ¢,
charakterisiert ist, erhélt man aus (5.10) und (5.11)

or. (5.11)

r(t) =roe’  und  (t) = ¢, — wi. (5.12)

Zuniichst wird angenommen, dass w # 0 gilt. Fiir 0 < 0 (¢ > 0) liegt dann ein stabiler
(instabiler) Strudel vor, der fiir w < 0 (w > 0) in mathematisch positive (negative) Richtung
durchlaufen wird. Fiir o = 0 liegen Wirbelpunkte vor. Die Trajektorien sind Kreise, die fiir
w < 0 (w > 0) in mathematisch positive (negative) Richtung durchlaufen werden. Fiir w = 0
besitzt die (in Diagonalform vorliegende) Systemmatrix einen doppelten reellen Eigenwert.
Das bedeutet, dass ¢ < 0 (¢ > 0) zu einem stabilen (instabilen) Stern fiihrt, fiir ¢ = 0
ist jeder Punkt der Zustandsebene eine Ruhelage. In Bild 5.1 sind zwei Fille exemplarisch
dargestellt. [
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5.3. A IST NICHT DIAGONALAHNLICH 85

S | é

Bild 5.1: Verlauf der Trajektorien von (5.4) fiir 0 < 0, w > 0 (linkes Bild) und 0 < 0, w < 0
(rechtes Bild)

5.3 A ist nicht diagonalihnlich

In diesem Fall besitzt die Matrix A die Eigenwerte s; = s, = A und es gibt nur einen linear
unabhéingigen Eigenvektor pq, d.h. die algebraische Vielfachheit betrigt 2, die geometrische
Vielfachheit hingegen nur 1. Geméf (3.42) und (3.43) kann dann x(¢) folgendermaflen ermittelt
werden:

At te)\t 1
] [w us | " x0= (e +aste™) ug + aze up. (5.13)

(o = [wow ]| %

Hierbei bilden u; = p; und u, eine Eigenvektorkette der Linge 2, wobei u; bzw. uy Eigen-
bzw. Hauptvektoren sind. Wie man aus (5.13) erkennen kann, dominiert fiir sehr grole Werte
von t der Ausdruck aste*tu;, d. h. die Richtung der Bahnkurve nihert sich u;. Aus diesem
Grund spricht man auch von einem eintangentialen Knoten, der fiir A < 0 stabil und fiir
A > 0 instabil ist. Liegt x¢ auf der durch u; charakterisierten Eigenrichtung, d.h. as = 0, so
gilt fiir die Trajektorie

A

x(t) = aje .

Das bedeutet, dass - analog zum Fall einer diagonalidhnlichen Matrix A - Trajektorien, die auf
dieser Eigenrichtung starten, fiir alle Zeiten auf dieser verlaufen, sieche Abbildung.

X, X

p,

Stabiler (eintangentialer) Knoten (A < 0) Instabiler (eintangentialer) Knoten (A > 0)
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86 KAPITEL 5. PHASENPORTRAIT FUR SYSTEME ZWEITER ORDNUNG

Fiir den Sonderfall A = 0 gibt es unendlich viele Ruhelagen, es ergibt sich, wie abgebildet,
eine instabile Ruhezone.

X
A

s

Instabile Ruhezone (A = 0)

Gegeben sei das mathematische Modell

dx _[A+1 -1
dt 1 A—1

Die Dynamikmatrix A besitzt die Eigenwerte

]x mit A eR.

S1 = S9 = A

und einen linear unabhéngigen Eigenvektor

_ 1 _
pl_ 1 _ul

Gemif (3.35) findet man aus der Relation
1 -1]
den (nicht eindeutigen) Hauptvektor

Somit folgt fiir die Trajektorien

wobei
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Kapitel 6

Lineare Ubertragungssysteme

6.1 Einfiihrung

Die Ubertragungsfunktion G(s) beschreibt das Ubertragungsverhalten von linearen, zeit-
invarianten Systemen im Bildbereich. Sie ist definiert als der Quotient der Laplace-
Transformierten von Ausgangs- und Eingangsgrofle, d.h.

G(s) = 1) (6.1)

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe befindet. Im
Rahmen dieses Skriptums wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion stets eine
gebrochen rationale Funktion ist. Sie kann somit als Quotient zweier Polynome (s) und «a(s)
dargestellt werden, d.h.

G(s) = ==, (6.2)

wobei die Koeffizienten der Polynome «(s) und 3(s) als reell vorausgesetzt werden. Systeme,
bei denen die Polynomgrade von Zéhler- und Nennerpolynom der Bedingung

Grad 5(s) < Grad a(s) (6.3)

geniigen, nennt man realisierbar, siche auch Abschnitt 6.3. Alle praktisch relevanten Systeme
erfiillen die Realisierbarkeitsbedingung. Im Falle

Grad f(s) = Grad a(s)

spricht man von einem sprungfiihigen System. Sprunghafte Anderungen der Eingangsgrofie
v haben hier auch eine sprunghafte Anderung der Ausgangsgrofle y zur Folge.

Fiir Systeme der Form (2.1), (2.2) kann die Ubertragungsfunktion unter der Annahme x, = 0
gemif

G(s) = 9s) _ o (SE—A)'b+d (6.4)
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88 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

berechnet werden, vgl. (2.14). Aus dieser Berechnungsvorschrift kann unmittelbar gefolgert
werden, dass G(s) eine gebrochen rationale Funktion ist und (6.3) gilt. Man beachte, dass das
System genau dann sprungfiihig ist, wenn fiir den Durchgriff d # 0 gilt. Dann gibt es némlich
eine direkte Verbindung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofle, siehe hierzu auch Bild ?7?.

In Strukturbildern wird eine Ubertragungsfunktion G(s) iiblicherweise durch einen Block, wie
er in Bild 6.1 dargestellt ist, repréisentiert.

Ll G [

Bild 6.1: Blockdarstellung einer Ubertragungsfunktion G/(s)

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion
y —1
Gy B =1
u(s)  (s+1)(s+2)
Die Sprungantwort des Systems, d.h. seine Reaktion auf u(t) = o(t) kann mittels

3s) = Gls)u(s) = G(s) § = s

berechnet werden. Eine Partialbruchzerlegung liefert

12 2 32
vz, /

S s+1 s4+2

Y

was im Zeitbereich der Funktion

entspricht. m

6.2 Bedeutung von G(s) im Zeitbereich

Gemif (6.1) gilt fiir den zeitlichen Verlauf der Ausgangsgréfie y nach Anwendung des Fal-
tungssatzes

t
) = £7{G(s) a(s)} = [ gt =) u(r)dr, (65
0
wobei
g(t) = L7H{G(s)} (6.6)
Die Ausgangsgrofle y entspricht also dem Integral iiber die gewichtete Eingangsgrofie u. Aus

diesem Grund nennt man ¢(t) auch Gewichtsfunktion. Wihlt man als Eingangsgrofie des
Systems einen Dirac-Impuls, also u(t) = §(t), so gilt

y(t) = L7HG(s) L{6()}} = L7{G(s9)} = g(t),
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6.3. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 89

die Ausgangsgrofie entspricht dann ¢(t). Deshalb wird g(t) auch Impulsantwort des Systems
genannt.

Die Impulsantwort des Systems mit der Ubertragungsfunktion

1 1 1 1
) = D6 :§<;_s+1)

lautet

6.3 Ubergang von G(s) zu einem Zustandsmodell

Es gibt prinzipiell unendlich viele Moglichkeiten, Zustandsmodelle anzugeben, die eine
vorgegebene Ubertragungsfunktion

a(s)
besitzen. Solche Zustandsmodelle nennt man Realisierungen von G(s). Eine Minimal-
realisierung zeichnet sich ferner dadurch aus, dass die Zahl der Zustandsgrofien minimal ist.

Man beachte, dass genau dann eine Realisierung von G(s) existiert, wenn (6.3) erfiillt ist.

An dieser Stelle werden zwei wichtige Normalformen vorgestellt. Dabei wird ohne FEin-
schrinkung der Allgemeinheit davon ausgegangen, dass das Nennerpolynom der Ubertra-
gungsfunktion ein so genanntes monisches Polynom ist, der hichstwertige Koeffizient des
Nennerpolynoms ist also auf 1 normiert, d.h. es gilt

B8 A B s L+ Bis + By
S, ST 4 ags + o

G(s)

Im Falle eines sprungfiihigen Systems (m = n) ist eine Polynomdivision durchzufiihren, d.h.

671—1 - an—lﬁn) s +.o..F (ﬁl - alﬁn) 5+ (BO - QOBn)

S+ 18"+ s+ o

G(s)=5n+(

6.3.1 Erste Normalform

Die Dynamikmatrix A des Zustandsmodells sowie der Eingangsvektor b besitzen eine sehr
einfache Struktur, es gilt ndmlich

F 0 1 0o ... 0 T 0 ]
dx ' ' : :
T 0 X+ u. (6.7)
0 ) 0 1 0
L —@ —Qq —Qp—1 | | 1]
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90 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Fiir die Ausgangsgleichung gilt:
Yy = [ Bo— 0B, By—aoaf, .. ... Bo_1— 1B, ] X+, u (6.8)

In Bild 6.2 ist das Strukturbild eines mathematischen Modells in erster Normalform dargestellt.
Gegeben sei die Ubertragungsfunktion
45% + 65 2s% + 3s 5—2

G — = — _ .
(5) 252 +25s+2  s24+s54+1 +32—|—s+1

Das zugehorige Zustandsmodell in der ersten Normalform lautet

d
d_’t‘:{_‘l) —HH{HU’ y=[-2 1]x+2u

Besonders einfach kann die erste Normalform aufgestellt werden, wenn das betrachtete System
nicht sprungfiihig ist, denn dann gilt 3,, = 0. Die Ausgangsgleichung (6.8) vereinfacht sich dann
zu

y:[ﬁo Bl anl}x.
Das zu der Ubertragungsfunktion
21 7

G p— pr—
()= 33765790 Fros53

gehorige Zustandsmodell in erster Normalform lautet

dx 0 1 0 0
T 0 0 T x+]0 y=[70 0]x
-3 =20 1

Steuerbarkeit eines Systems in der ersten Normalform

Wenn die Systembeschreibung in erster Normalform vorliegt, dann ist das System auf jeden
Fall steuerbar. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

dx 0 1 0 0
— = 0 0 1 x+ | 0| w
dt

—Qp —O1 —09 1

veranschaulicht werden. Verwendet man das Kalman-Kriterium, so besitzt die Stuerbarkeits-
matrix die ausgezeichnete Struktur

0 O 1
Su = 0 1 —Q )
1 —ay —a;+a3

d.h. sie ist auf jeden Fall reguléir. Aus diesem Grund wird die erste Normalform auch Steuer-
barkeitsnormalform genannt.
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6.3. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 91

Herleitung der ersten Normalform

Zur Herleitung der ersten Normalform wird G(s) in der folgenden Form dargestellt

y(s) 1 —1
G(s) = = "4 R4+ + . (6.9
() u(s)  S"taps"l o +as+ag (Bas" + Brss Brs+fo) - (69)
=G*(s)

Die erste Zustandsvariable z; des gesuchten Zustandsmodells wird so eingefiihrt, dass die
Bedingung
T 1
Gr(s) = 28 _ (6.10)

u(s) S" 4, s"T 4L s+ ap

erfiillt wird, d.h.
$"T1(8) + 18" T (8) + ...+ oy sTi(s) + apTi(s) = u(s)

Die restlichen Zustandsvariablen xs bis x,, werden nun so definiert

To(s) = szy(s), (6.11)
T3(s) : = sTa(s) = s*T1(s),
Tn(s) = 8T,_1(5) = s" 71 (s),
dass die Relation
s"T1(s) = sTp(s) = —apT1(s) — a1Ta(s) — ... — Ay 1Tn(s) + u(s) (6.12)

gilt. Im Zeitbereich koénnen (6.11) und (6.12) folgendermafien zusammengefasst werden:

[0 1 0o ... 0 [0 ]
0 0 1 . : :
dx
- =1 oo x| (6.13)
0 1 0
| —Qp —C1 —Qg ... —0Op_1 | L 1 |

Man beachte, dass gemif (6.10) die Relation Z;(s) = G*(s) u(s) gilt und mit (6.9) folgt

y(s) = G(s)u(s) = G*(s) (Bos" + Bprs™ ' +... + Brs+ By) uls) =
= (Bus" + 818"+ Bis + By) Tals).
Mit (6.11) und (6.12) folgt
§(5) = Bos"T1() + B 18" T0(8) + .+ BysTa(s) + By (s) "L
= B, [—aoT1(s) — a1Ta(s) — ... — ap 1T, (s) + u(s)] + (Bn,lsn_l +...+ 085+ 50) T1(s) =

= (Bo = Buaro) T1(s) + (By — Bron) Ta(s) + ..+ (Byoy — Bromi) Tuls) + B,u(s).
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92 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Das bedeutet im Zeitbereich
y(t) = [ (BO - 671&0) (ﬁl - Bnal) e e (671—1 - 671@71—1) ] X(t) + Bnu(t)7 (614>

d.h. (6.13) und (6.14) ergeben die erste Normalform.

Bild 6.3: Strukturbild zur zweiten Normalform, wobei BZ =B, — a; 3, gilt

6.3.2 Zweite Normalform

Die so genannte zweite Normalform kann aus der ersten Normalform gewonnen werden, in-
dem die Dynamikmatrix transponiert wird und die Vektoren b und ¢ miteinander vertauscht
werden, d.h.

fiir Regelungs” d“‘;}é’zl
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6.3. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 93

0 ... ... 0 —m [ Bo— B, ]
1 . : —Q /31 - Cll/an
dx _ S : u (6.15)
at |V '
N () : :
_0 ... 01 —Op—1 | _ﬁnfl_anflﬁn_
und
y=[0 ... ... 0 1]x+8,u (6.16)

In Bild 6.3 ist das Strukturbild eines mathematischen Modells in zweiter Normalform
dargestellt.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

2s5% + 3s

Gl = arsve

Ein zugehoriges Zustandsmodell in der zweiten Normalform lautet dann

Ix 00 -2 0
prill R U N S N y=[0 0 1]x
01 0 2

Beobachtbarkeit eines Systems in der zweiten Normalform

Wenn die Systembeschreibung in zweiter Normalform vorliegt, dann ist das System jedenfalls
beobachtbar. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

s 00 —ag By
i 0 —ay | x+| B |uw y=[001]x+5,u
0 1 —0lg 32

veranschaulicht werden. Fiir die Beobachtbarkeitsmatrix folgt némlich (vgl. Steuerbarkeits-
matrix der ersten Normalform!)

0O O 1
By = 0 1 — Qs 9
1 —ay —a;+a2

diese ist auf jeden Fall reguléir. Aus diesem Grund wird die zweite Normalform auch Beobach-
barkeitsnormalform genannt.
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94 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Hinweise zur ersten und zweiten Normalformen

Der Zusammenhang zwischen erster und zweiter Normalform hat zur Folge, dass die zwei
Zustandsmodelle

dx dz T
hﬁl : :2{ = f\)(<+-l)itl hdg : EZZ =A'z + Ccus
y1:CTX+dU1 yQZbTZ+dUQ

die gleiche Ubertragungsfunktion

besitzen. Dieses Ergebnis ist leicht zu erkennen, da fiir die (skalare) Ubertragungsfunktion

1

G(s) =c” (SE— A) 'btd = G"(s) =b" [(sSE— A)"']" c+d =b" (sE — A7) ' c+d

gilt. Wenn man die Strukturbilder 6.2 und 6.3 miteinander vergleicht, so erkennt man, dass
sich ein Strukturbild aus dem anderen ergibt, wenn man
e Eingangs- und Ausgangsgrofien vertauscht, d.h. v Sy

e alle Pfeilrichtungen umkehrt

e Summationen und Abzweigungen vertauscht, d.h. O & -

Man beachte weiters, dass die Dynamikmatrizen der beiden Normalformen in so genannter
Begleitform vorliegen. Das bedeutet, dass man die charakteristischen Polynome der Ma-
trizen direkt ablesen kann. Aus den obigen Ausfiihrungen folgt nédmlich unmittelbar, dass die
Matrizen

0 1 0o ... 0 T 0 ... ... 0 —a
o o0 1 .0 L. Do
A= : 0 und AT=1|¢g . .. :
0 1 0
| —g —a1 —ag ... —Qp1 | 0 ... 0 1 —ap g |

das gleiche charakteristische Polynom
A(s) = 8"+ 18"+ ...+ a5+ g
besitzen.

Gegeben seien die Matrizen

o)

A= 0 01 und B =
1 2 3 010 -3
001 5
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6.3. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 95

Beide Matrizen liegen in Begleitform vor, d.h. fiir die charakteristischen Polynome gilt
Aa(s) =det (sE— A) = s> — 35> — 25+ 1
und
Ag(s) = det (sSE — B) = s* — 55® + 35 — 25 + 1.
[ |

Die Normalformen konnen auch hilfreich sein, wenn eine Systembeschreibung in Form
einer Differentialgleichung hoherer Ordnung gegeben ist und ein zugehoriges Zustandsmod-
ell benstigt wird.

Gegeben sei die folgende Differentialgleichung dritter Ordnung

d3y d?y
2387 _
az g TYEw

die ein System mit der Eingangsgrofle v und der Ausgangsgrofie y beschreibt. Hier ist eine
mogliche Wahl der Zustandsvariablen durch
dy d*y
Ty = To = —=, X3:=—>
1:=Y, 2 dt’ 3 di2

gegeben und das zugehorige Zustandsmodell lautet

ix 01 0 0
T 00 Lix+0u y=[10 0]x
-1 0 -3 1
mit dem Anfangszustand
T
d d?
xo=|y(t=0) ¥, | _ ]

Nicht immer ist die Wahl der Zustandsvariablen so geradlinig wie im vorangegangenen Beispiel.
Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn in der Differentialgleichung auch Ableitungen der
Eingangsgrofle u auftreten.

Gegeben sei ein System mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y. Es wird durch

die Differentialgleichung

d*y  _dy du
29 490 -
a2 YT

beschrieben. Fine Moglichkeit, ein Zustandsmodell zu finden, besteht darin, zuerst die Uber-
tragungsfunktion
s—1

Gls) = §2+2s52+1
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96 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

zu berechnen und dann auf eine der Normalformen iiberzugehen, also im Falle der ersten

Normalform p
X 0 1 0
dt:l—l —2]X+[1}u’ v=[=t 1=

Die Berechnung des Anfangszustands xq erfolgt iiber den Zusammenhang zwischen den Zus-
tandsgroffen und Ein- bzw. Ausgangsgrofle. Hierzu wird die Ausgasgsgleichung

Y= =T+ T2
benutzt. Fiir die zeitliche Ableitung von y gilt

dy _ _dm | drs
dt  dt dt

Daraus folgt durch Losung! des Gleichungssystems

—1 1 i . Yy
-1 -3 i) a %%'—'U
der Zusammenhang

1/d 1/d
xlz——<—y+3y—u) und x22—1<—y—y—u),

= —x1 — 319 + u.

4 \ dt
d.h. der Anfangszustand lautet

xo=[ =3 (% +3y— )

6.3.3 Minimalrealisierung

Wie bereits erwihnt ist eine Minimalrealisierung eine Realisierung mit der minimalen Zahl
von ZustandsgroBen, d.h. mit der kleinstmoglichen Systemordnung. Minimalrealisierungen
zeichnen sich dadurch aus, dass sie steuerbar und beobachtbar sind. Sie umfassen also auss-
chlieflich jene ,Systemanteile”, die das Eingangs- Ausgangsverhalten prégen.

Zur Ubertragungsfunktion
s+1

s3 4 352 + 2s
ist eine Minimalrealisierung gesucht. Um die Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der Re-

alsierung zu gewihrleisten, werden zunéchst alle moglichen Kiirzungen durchgefiihrt, d.h.
1 1 1
G(s) = (s+1) = = :
s(s+1)(s+2) s(s+2) s2+2s

Die Minimalrealisierung in erster Normalform lautet somit

d 0 1 0
£-[3 i) oo

G(s) =

ldie Losbarkeit erfordert die Eigenschaft der Beobachtbarkeit.
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6.4. BERECHNUNG VON G(S) AUS DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG97

6.4 Berechnung von G(s) aus Differentialgleichungen
hoéherer Ordnung

Liegt die Beschreibung eines Systems mit der Eingangsgréfie v und der Ausgangsgrofle y in
Form einer Differentialgleichung hsherer Ordnung vor, also
d™y d d™u

op—— +. +a1y+a0y: mdt—m

du

und werden alle Anfangswerte zu Null gesetzt, so gilt nach Anwendung der Laplace-
Transformation

(8™ + an18" "+ ars +ag) U(S) = (Bns™ + Bra8™ + .+ s+ By) als).
Fiir G(s) erhélt man somit

Gs) = L8 _ B 4 Bus™ 4+ Brs + o (6.18)

u(s) S + 15"+ s+ ag

die Realisierbarkeit des Systems ist gemif (6.3) fiir m < n gegeben.

Die Beschreibung eines Systems sei in Form der Differentialgleichung zweiter Ordnung

gegeben. Unter Annahme verschwindender Anfangswerte liefert die Laplace-Transformation
y(s) (s +2s+1) =u(s) (s—1),

d.h. die Ubertragungsfunktion lautet

6.4.1 Umkehrung

Es ist sehr einfach, aus einer gegebenen Ubertragungsfunktion G(s) eine Systembeschreibung
in Form einer Differentialgleichung hoherer Ordnung zu bestimmen. Hierzu ist lediglich zu
beachten, dass die Multiplikation einer Laplace-Transformierten f(s) mit s' der i-ten zeitlichen
Ableitung von f(t) 1 {f(s)} entspricht, siche auch (A.11).

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

Ty,
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98 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Daraus folgt
(s> +1) y(s) = su(s),

was im Zeitbereich unmittelbar auf die Differentialgleichung

d*y _du

aw VT
fiithrt.

6.5 Pole und Nullstellen

Man beachte, dass in (6.2) die Polynome «a(s) und 3(s) nicht notwendigerweise teilerfremd
sind. Das bedeutet, dass unter Umstéinden Kiirzungen durchgefiihrt werden kénnen, wie das
folgende Beispiel veranschaulicht.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

B(s) s+1
a(s)  s2+4+3s+2

Gibt man G(s) in der faktorisierten Darstellung an, d.h.

s+1 1

G(s) = =

(s+1)(s+2) s+2

so erkennt man, dass eine Kiirzung moglich ist.

Geht man nun von einer teilerfremden Ubertragungsfunktion
G(s) === mit pu(s),v(s)...teilerfremd (6.19)

aus, so sind diejenigen Werte von s, fiir die u(s) = 0 gilt, die so genannten Nullstellen von
G(s). Die Pole oder Polstellen der Ubertragungsfunktion sind durch v(s) = 0 charakterisiert.
In der faktorisierten Darstellung der Ubertragungsfunktion

s

Il
—

(s —n;)

G(s) =K - mit m<n (6.20)

=

(s —pr)

k=1

ist s = n; eine Nullstelle und s = pj, eine Polstelle von G(s). Tritt der Faktor (s — n;) bzw.
(s — px) mehrfach auf, so besitzt das System eine mehrfache Nullstelle bzw. einen mehrfachen
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Pol. Da die Koeffizienten der Polynome p(s) und v(s) reell sind, treten Pole bzw. Nullstellen
reell und/oder paarweise konjugiert komplex auf. Aus (6.20) folgt unmittelbar.

G(s)=0 fir s=mn; und |G(s)| — 0o fiir s — py

Die Ubertragungsfunktion
s —0.5

G ="a31

(6.21)

besitzt eine Nullstelle bei s = 0.5 und ein konjugiert komplexes Polpaar bei s = 5. In Bild 6.4
ist |G(s)| iiber der komplexen s—Ebene dargestellt. Die in (6.21) angefiihrten Eigenschaften

sind deutlich zu erkennen.

Bild 6.4: Graphische Darstellung von |G(s)| iiber der komplexen s—Ebene zur Illustration

von Pol- und Nullstellen.

Die faktorisierte Darstellung der Ubertragungsfunktion

B 252 +4s+4

G(s) s(s+1)2

ist gegeben durch
(s+1—=/(s+1+))
s(s+1)(s+1)

Daraus resultiert ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar an der Stelle

G(s) =2

s =—1=%7,

ein reeller Pol bei
s=0
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100 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

sowie ein doppelter Pol an der Stelle
s=—1.

Man beachte, dass die Eigenwerte der Systemmatrix A von (2.1) und die Pole der zugehérigen
Ubertragungsfunktion G(s) in enger Relation zueinander stehen. Die Eigenwerte sind die
Losungen der charakteristischen Gleichung

A(s) = det(sE— A) =0,

die Pole sind die Nullstellen des Nennerpolynoms der gekiirzten(!) rationalen Funktion

G(s)=c" SE—A) 'b+d= ' (sSE—A) , b+d

adj

A(s)
Daraus kann die Schluflfolgerung gezogen werden, dass die Pole von G/(s) eine Teilmenge der
Eigenwerte von A darstellen.

Gegeben sei das mathematische Modell
dx -2 0 n 0
at 0 —1|*"|1]"
y = [ 11 } X + U.

Die zwei Eigenwerte lauten

s1=—1 und sy=-2.
Aus der Ubertragungsfunktion
s+2
G(s) =

(s) s+1

ist zu erkennen, dass es einen Pol bei
s=-—1

gibt. [ |

6.5.1 PN-Plan

Die graphische Darstellung der Pole und Nullstellen einer Ubertragungsfunktion in der kom-
plexen Ebene wird PN-Plan genannt. Hierbei werden Pole durch ein X und Nullstellen durch
ein O symbolisiert.

Gegeben sei das System
$*—4s? +6s—4 _ (s —2)(s* — 25+ 2)

G(s) = _
) = A 7357 + 1457 7 965 5(s 1+ 25 + 2)(s — 65 + 13)

(6.22)
mit
Nullstellen {2,1+ 7}
Pole {0,-1+£4,3% 52}

Der zugehorige PN-Plan ist in Bild 6.5 zu sehen. Man beachte, dass aufgrund der Symmetrie
des PN-Plans prinzipiell die Darstellung des grau hinterlegten Bereiches ausreicht. ]
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6.6. BIBO-STABILITAT 101

Bild 6.5: PN-Plan zu der Ubertragungsfunktion (6.22)

6.6 BIBO-Stabilitét

Ein lineares, zeitinvariantes System mit der Ubertragungsfunktion G(s) wird BIBO-stabil
(,,bounded input - bounded output”) genannt, wenn es auf jede beschriinkte Eingangsgrofie
u(t) mit einer beschréinkten Ausgangsgrofe y(t) reagiert, d.h.

lu(t) < M < o0 = ly(t)] < N < o0 vt > 0. (6.23)

Mit (6.5) gilt nun unter Annahme einer beschrénkten Eingangsgrofie

()| = / g(r)ult —7)dr| < / 9 Ju(t =) dr < M / 9(r)] dr.

Offensichtlich tritt der groftmogliche Wert von |y(t)| fiir ¢ — oo auf, d.h. zur Erfiillung von
(6.23) muss

M / g(7)] dr < N
0

gelten. Das bedeutet, dass die Impulsantwort absolut integrabel sein muss, d.h.

/Ooo ()] dt < oc. (6.24)

Man beachte, dass es sich bei (6.24) um eine notwendige und hinreichende Bedingung handelt!

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

1
G(s) = mit k€ R,
S— K

die zugehorige Impulsantwort lautet

g(t):{o fir t<0

e fur t>0
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102 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Das Integral iiber den Absolutbetrag von ¢(t), also

/Ooo lg(t)] dt=/0m|e”t| dt:/oooe”tdt

existiert offensichtlich nur fiir negative Werte von x. Daraus kann gefolgert werden, dass das
betrachtete System genau dann BIBO-stabil ist, wenn sein Pol s = k in der linken offenen
Halbebene der komplexen s—Ebene liegt, d.h. Re {s} < 0.

|

Die Erkenntnis aus obigem Beispiel kann auf den allgemeinen Fall ausgeweitet werden. Um
dies zu zeigen wird zunéchst der Zusammenhang zwischen der Impulsantwort ¢(¢) und der
Ubertragungsfunktion betrachtet, d.h.

G(s) = £ {g(t)} = / " gltyetat.

Daraus kann folgende Abschitzung abgeleitet werden

/Ooog(t)e“dt' < /Ooo lg(t)] | dt.

Gilt Re{s} > 0, so kann weiter geschrieben werden

G(s)| =

|G(s)| < /OOO g(t)] dt.

Das bedeutet, dass im Falle eines BIBO-stabilen Systems - (6.24) ist also erfiillt - der Ausdruck
|G(s)| fir Re{s} > 0 endliche Werte annimmt. Daraus kann mit Hilfe von (6.21) gefolgert
werden, dass G/(s) ausschlieflich Pole in der linken, offenen komplexen Halbebene besitzt.

Ein System mit der Ubertragungsfunktion G(s) ist somit genau dann BIBO-stabil, wenn
alle Pole von G(s) einen negativen Realteil besitzen. Das bedeutet, dass in der gekiirzten
Darstellung (6.19) das Nennerpoynom von G(s) ein Hurwitzpolynom sein muss.

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

s+4
s(s+1)(s+2)

G(s) =

Das System ist nicht BIBO-stabil, da es einen Pol mit nicht-negativem Realteil besitzt. [ ]

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

s—1
G(s) = :
&) = T 26D
Das System ist BIBO-stabil, da alle Pole von G(s) einen negativen Realteil besitzen. [
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6.7. DAS ROUTH-SCHEMA 103

6.7 Das Routh-Schema

Die asymptotische Stabilitéit erfordert es, dass alle Eigenwerte der Dynamikmatrix einen
negativen Realteil besitzen. Weiters ist ein Ubertragungssystem genau dann BIBO-stabil,
wenn seine Ubertragungsfunktion ausschlieBlich Pole mit negativen Realteilen besitzen. Man
beachte, dass die beiden Stabilitéitskriterien die genaue Kenntnis der Lage der Eigenwerte
bzw. Pole nicht erfordern. Vielmehr ist zu iiberpriifen, ob das charakteristische Polynom der
Dynamikmatrix bzw. das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion ein Hurwitzpolynom ist.
Hierfiir gibt es eine Reihe von Verfahren, die ohne die explizite Berechnung der Polynomnull-
stellen auskommen. Exemplarisch wird an dieser Stelle das so genannte Routh-Schema?
vorgestellt, wobei auf den Beweis verzichtet wird.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das zu untersuchende Polynom
p(8) = aps" + an_18"" 1+ ...+ a1s + ao. (6.25)

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass p(s) ein Hurwitzpolynom ist, besteht darin, dass
kein Polynomkoeffizient verschwindet und alle Polynomkoeffizienten das gleiche Vorzeichen
besitzen. Ist diese Bedingung verletzt, so ist p(s) sicher kein Hurwitzpolynom. Man beachte,
dass fiir Polynome mit Grad p(s) < 2 die angegebene Bedingung sogar notwendig und hinre-
ichend ist.

Gegeben seien die Polynome

p(s) = 28" +2s% +s+1,

pa(s) = s 4+3s* =253 +s2 41,

p3(s) = 55 +35° + 25 + 753+ 52+ 9541,
pa(s) = —25% —2s5—1,

ps(s) = s*+4s—3,

ps(s) = s*+s+1,

pr(s) = s+8

Die Polynome p;(s), p2(s), ps(s) erfiillen die angegebene notwendige Bedingung nicht, sie sind
also keine Hurwitzpolynome. Das Polynom ps(s) erfiillt die Bedingung, der Nachweis ob es
sich um ein Hurwitzpolynom handelt, erfordert allerdings weitere Schritte (siche weiter unten).
Die Polynome py(s), pe(s) und p7(s) konnen direkt als Hurwitzpolynome klassifiziert werden,
da sie die Bedingung erfiillen und einen Polynomgrad kleiner oder gleich 2 besitzen. ]

Zunichst werden beim Routh-Schema die Koeffizienten des Polynoms (6.25) in folgendem
wZick-Zack-Muster” angeordnet

Qp, Gp—2 Qp—4 e
[ N (6.26)
(p—1 Qp—3 Qp—5 e

2benannt nach dem englischen Mathematiker Edward Routh (1831 - 1907)
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104 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

wobei bei geradem Polynomgrad n die letzte Spalte mit einem Nullelement aufgefiillt bzw. bei
ungeradem Polynomgrad eine Nullspalte hinzugefiigt wird.

Fiir das Polynom
p(s) = s* + 25 4+ 3s* + 45 + 5,

ergibt sich nach (6.26)

Hingegegen ergibt sich fiir
pa(s) = 65° + 7s" + 85> + 9s* + 10s + 11

die Koeffizientenanordnung

Ausgehend von der 2-zeiligen Anordnung (6.26) werden weitere Zeilen nach folgendem Schema
berechnet bis insgesamt (n + 1) Zeilen vorliegen: Der Koeffizient in der k—ten Spalte einer
neuen Zeile entspricht der zweireihigen Determinante aus den Elementen der ersten und
(k 4+ 1)—ten Spalte der beiden dariiberliegenden Zeilen, geteilt durch das negative erste Ele-
mente der dariiberliegenden Zeile. Mit Hilfe des so entstehenden Routh-Tableaus kann nun
entschieden werden, ob ein Hurwitzpolynom vorliegt:

Das Polynom (6.25) ist genau dann ein Hurwitzpolynom, wenn alle (n+1) Elemente der ersten
Spalte sich von Null unterscheiden und das gleiche Vorzeichen besitzen.

Gegeben sei das Polynom
p(s) = s* 4+ 25% + 35> + 45 + 5.

Die oben angegebene notwendige Bedingung ist erfiillt. Ob das Polynom tatséchlich ein Hur-
witzpolynom ist, kann nun mit dem Routh-Schema iiberpriift werden. Zunéchst werden die
ersten beiden Zeilen gemif (6.26) aufgestellt, d.h.

1 3 5
2 4 0

Der oben angegebenen Berechnungsvorschrift folgend ermittelt man nun die dritte und vierte
Zeile, d.h. es ergibt sich
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6.7. DAS ROUTH-SCHEMA 105

Da das erste Element der vierten Zeile ein anderes Vorzeichen hat als die iibrigen Elemente
der ersten Spalte, ist p(s) kein Hurwitzpolynom. Das Routh-Tableau muss hier also nicht
vollstéindig berechnet werden. [

Gegeben sei das Polynom
p(s) = s* 4+ 35% + 25 + 1.

Es soll mit dem Routh-Schema iiberpriift werden, ob ein Hurwitzpolynom vorliegt. Zunéchst
werden wieder die ersten beiden Zeilen gemif (6.26) aufgestellt, d.h.

1 2 0
3 1 0

Gemif} obiger Berechnungsvorschrift erhélt man fiir die dritte Zeile

1-0-3-0
(_

3

=0

W= N

1

3

1-1-3-2
(=3)

w | ot

Da das erste Element der dritten Zeile das gleicheVorzeichen hat wie die iibrigen Elemente,
wird die néichste (und hier auch zugleich letzte) Zeile ermittelt und man findet

1 2 0
3 1 0
2 0
3-0—2-1
=1
(=3)

Alle Elemente der ersten Spalte sind von Null verschieden und haben das gleiche Vorzeichen,
d.h. p(s) ist ein Hurwitzpolynom. ]

Besonders von Vorteil ist der Einsatz des Routh-Schemas, wenn die Koeffizienten des zu un-
tersuchenden Polynoms von freien Parametern abhéingen.

Gegeben sei das Polynom
p(s) =5+ Ks*+s+ 1.

Es soll mit Hilfe des Routh-Schemas iiberpriift werden, fiir welche Werte des reellen Parame-
ters K das Polynom p(s) ein Hurwitzpolynom ist. Aus der Forderung, dass alle Polynomko-
effizienten das gleiche Vorzeichen besitzen, folgt unmittelbar die notwendige Bedingung, dass
K positiv sein muss. Die ersten beiden Zeilen des Routh-Tableaus ergeben sich zu

1 1 0
K 1 0
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106 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Fiir die weiteren Zeilen erhilt man

1 1 0

K 1 0
1.-1-K-1 K-1 1-0-K-0

= :0
(=K) K (=K)
K-0-£-4 L
_E_1
K

Damit alle Elemente der ersten Spalte gleiches Vorzeichen besitzen, muss

K -1

K>0

gelten. Da K sicher positiv ist, folgt daraus unmittelbar der gesuchte Wertebereich

K > 1.

6.8 Frequenzgang

Der so genannte Frequenzgang beschreibt den eingeschwungenen Zustand eines linearen, zeit-
invarianten Systems bei harmonischer Erregung. Dabei wird hier vorausgesetzt, dass das be-
trachtete System BIBO-stabil ist, d.h. seine Ubertragungsfunktion G(s) besitzt ausschlieflich
Pole mit negativem Realteil. Weiters wird vereinfachend vorausgesetzt, dass alle Pole von
G(s) einfach sind, die gefundenen Ergebnisse gelten allerdings auch fiir den allgemeinen Fall
mehrfacher Pole. Als Eingangsgrofie w(t) wird nun die komplexe harmonische Funktion

u(t) = et g u(s):s_ljw (6.27)

gewihlt®. Fiir die zugehorige AusgangsgroBe y(t) gilt im Bildbereich

—_
W
S

—_

V)
.
&
Il
=
=Nl

eine Partialbruchzerlegung liefert

N G0 - Ci
y(s)—s_jw+; .

S —DPi

3Man beachte, dass es sich hier um ein reines Gedankenexperiment handelt.
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6.8. FREQUENZGANG 107

Fiir den Koeffizienten ¢y findet man

o = lim (s — jeo) §(s) = lim [<s ~ Jw)G(s) ;] _ G(jw).

s—jw s—jw

d.h.

s) = VD 5 G

s—jw s—p;
Fiir die zugehorige Zeitfunktion gilt nun
y(t) = Gljw) e+ ;e
i=1
Fiir ,sehr grofle Werte von ¢”, also im so genannten eingeschwungenen Zustand gilt
y(t) =~ G(jw) e, (6.28)

d.h. die Ausgangsgrofie entspricht der mit G(jw) gewichteten Eingangsgrofie. Diese komplexe
Funktion ‘ ‘
G(jw) = |G(jw)| e *B8CU) (6.29)

ist der Frequenzgang des Systems. Salopp formuliert beschreibt er, wie sich im eingeschwun-
genen Zustand die Amplitude und die Phasenlage der harmonischen Eingangsgrofie beim
Durchlaufen des Systems veréindern. Man beachte, dass die Eingangsgrofle (6.27) als Lin-
earkombination einer Sinus- und einer Cosinusfunktion dargestellt werden kann, d.h.

u(t) = ! = coswt + jsinwt.
Nach (6.28) und (6.29) gilt im eingeschwungenen Zustand fiir die zugehorige Ausgangsgrofie
y(t) = |G (jw)| /@ECU) = |G(jw)| cos (wt + arg G(jw)) +7 |G(jw)| sin (wt + arg G(jw))

Aus der Linearitéit des Systems kann daher unmittelbar gefolgert werden, dass im eingeschwun-
genen Zustand gilt:

u(t) = tucos(wt+ @) = y(t) =10 |G(jw)| cos (wt + ¢ + arg G(jw))
uw(t) = usin(wt+ ¢) =  y(t) =1 |G(jw)| sin (wt + ¢ + arg G(jw))

Gegeben sei das System mit der Ubertragungsfunktion

1
s+1°

G(s) =

Fiir eine Eingangsgrofe u(t) = 3sint ergibt sich fiir den Verlauf von () im eingeschwungenen
Zustand

y(t) ~ 3 |G(j)|sin (t + arg G(j)) = —= sin (t - f) .
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108 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Fiir jeden Wert von w ergibt sich also eine komplexe Zahl G(jw). Die graphische Darstellung
dieser komplexen Zahlen in der komplexen Ebene als Funktion von w wird Frequenzgangs-
Ortskurve, Nyquist-Ortskurve* oder kurz Ortskurve genannt. In den so genannten Fre-
quenzkennlinien werden jeweils Betrag und Phase von G(jw) iiber w dargestellt, man spricht
in diesem Zusammenhang auch von den Bode’-Diagrammen.

6.9 Zusammenschaltung von Ubertragungssystemen

Die Ubertragungsfunktion eines aus mehreren Ubertragungssystemen riickwirkungsfrei(!)
zusammengesetzten Gesamtsystems kann durch Anwendung der folgenden ,Rechenregeln fiir
Ubertragungsfunktionen” systematisch ermittelt werden.

6.9.1 Reihenschaltung

Fiir die in Bild 6.6 dargestellte Serienschaltung zweier Systeme mit den Ubertragungsfunktio-
nen A(s) und B(s) gilt

B(s) >

4

— A(5)

Bild 6.6: Reihenschaltung von Ubertragungssystemen

5(s) = B(s) o(s) = B(s) A(s) a(s).

Fiir die Gesamtiibertragungsfunktion gilt somit

G(s) = A(s) B(s). (6.30)

Die Ubertragungsfunktion einer Serienschaltung entspricht also dem Produkt der einzelnen
Ubertragungsfunktionen. Man beachte, dass G(s) ausschlieSlich Pole bzw. Nullstellen besitzt,
die auch Pole bzw. Nullstellen von A(s) und/oder B(s) sind.

Aus der Serienschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

A(s) = ! und  B(s) = s+2

s+1 s

ergibt sich ein Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion

s+2

G(s) = A(s) B(s) = 5

s+1)

“benannt nach dem (in Schweden geborenen) amerikanischen Physiker Harry Nyquist (1889-1976).
’benannt nach dem amerikanischen Wissenschaftler Hendrik Wade Bode (1905-1982).
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6.9. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN 109

Die Pole von G(s) liegen bei s; = 0 und ss = —1, die Nullstelle bei s = —2. ]

Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, dass eine ,,Stabilisierung” mittels einer Serienschal-
tung nicht moglich ist.

Gegeben sei ein instabiles® System mit der Ubertragungsfunktion

1
B(s) = .
(5) = — 7
Mit der Wahl .
S —
A —
(5) s+1

gelingt es, ein BIBO-stabiles Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion

G(s) = A(s)B(s) = Ei;i (s i 5) sjltl

zu erzeugen. Der instabile” Pol von B(s) wird durch eine entsprechende Nullstelle von A(s)
kompensiert, man spricht von einer ,instabilen Kiirzung”. In der Realitit muss allerdings
davon ausgegangen werden, dass das Signal v mit einer Storung iiberlagert ist, was in Bild 6.7
durch eine Storgrofle d angedeutet ist. Damit gilt

L AGs) Hg—v B(s) |2 »

Bild 6.7: Zur Serienschaltung von Systemen

y(s) = B(s) [0(s) + d(s)] = B(s) A(s) a(s) + B(s) d(s).

Das bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen Stérung und Ausgangsgrofie durch die in-
stabile Ubertragungsfunktion B(s) beschrieben wird, das Gesamtsystem ist somit praktisch
unbrauchbar. Diese Problematik tritt auch bei der numerischen Simulation der Serienschal-
tung auf. Aufgrund der numerischen Darstellung von Zahlen mit endlicher Genauigkeit ist die
Grofle v mit einem Fehler iiberlagert, der als Storung d interpretiert werden kann. ]

Das obige Beispiel veranschaulicht, dass instabile Kiirzungen wunter keinen Umstinden
durchgefiihrt werden diirfen. Ein weiterer Grund hierfiir besteht darin, dass Ubertragungs-
funktionen stets nur Modelle der Realitdt darstellen und daher immer mit Unsicherheiten
behaftet sind. Ezakte Kiirzungen sind somit grundsétzlich nicht moglich.
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110 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

B
B(s)

Bild 6.8: Parallelschaltung von Ubertragungssystemen

6.9.2 Parallelschaltung
Die Ubertragungsfunktion G(s) der in Bild 6.8 dargestellten Parallelschaltung der Systeme
mit den Ubertragungsfunktionen A(s) und B(s) kann mit Hilfe der Zusammenhiinge

01(s) = A(s)u(s) und  vo(s) = B(s) u(s)

sowie

ermittelt werden, es gilt
G(s) = y(s) = A(s) + B(s). (6.31)

Die Ubertragungsfunktion der Parallelschaltung entspricht also der Summe der einzelnen
Ubertragungsfunktionen Man beachte, dass G(s) ausschlieBlich Pole besitzt, die auch Pole
von A(s) und/oder B(s) sind.

Aus der Parallelschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

1 s+2
A(s) = P und  B(s) = .

ergibt sich ein Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion

s2+4s+2

G(s) = A(s) + B(s) = St

Die Ubertragungsfunktion besitzt Pole bei s = 0 und s = —1 sowie Nullstellen bei s = —2++/2
und s = —2 — /2. [

6.9.3 Riickkopplung

Die in Bild 6.9 dargestellte riickgekoppelte Struktur spielt vor allem in der Regelungstechnik
eine bedeutende Rolle.

Es gilt
y(s) = A(s)o(s) und  o(s) = u(s) — B(s)y(s),

Sunter einem instabilen System verstehen wir hier ein System, das nicht BIBO-stabil ist.
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6.9. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN 111

“4»i>> A(s) Y
B(s)

Bild 6.9: Riickgekoppelte Struktur

v

d.h.
y(s) = A(s) a(s) — A(s) B(s)y(s).
Daraus folgt die gesuchte Ubertragungsfunktion

A(s)

G = T A Bl

(6.32)

Als Hilfestellung fiir die Ermittlung der Ubertragungsfunktion von riickgekoppelten Strukturen
kann die Merkregel

GVorwdrtszweig

6.33
1+ GSchleife ( )

Ggesamt -

dienen, siehe hierzu auch Bild 6.10.

Vorwirtszweig
O g
\

| Schleife

Bild 6.10: Zur Ermittlung der Ubertragungsfunktion riickgekoppelter Systeme

Aus der Zusammenschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

A(s) = und  B(s) =

s
G =
(s) (s+1)2
Bemerkenswert ist, dass die Pole s;5 = —1 von G(s) weder Pole von A(s) noch von B(s)
sind. Diese Moglichkeit, die Pole des ,geschlossenen Kreises” zu beeinflussen, wird in der
Regelungstechnik beim Entwurf von Regelgesetzen ausgeniitzt. ]
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112 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

6.9.4 Allgemeine Strukturen

Ein Algorithmus zu Berechnung der Ubertragungsfunktion von komplexen Zusammenschal-
tungen von Ubertragungssystemen ist die so genannte Mason-Formel, siehe z.B. [3]. Durch
geschickte Anwendung der bereits eingefiihrten Rechenregeln fiir Ubertragungsfunktionen
(Serien-, Parallelschaltung und Riickkopplung) kénnen komplizierte Strukturen auch ohne
den etwas schwerfilligen Algorithmus von Mason problemlos aufgelost werden.

Die Ubertragungsfunktion des in Bild 6.11 dargestellten Systems soll ermittelt werden. Es

B(s)
N A(s) — §> Yy,
C(s)

E(s) |« D(s)

Bild 6.11: Zusammenschaltung mehrerer Ubertragungsfunktionen

handelt sich um die Reihenschaltung der Ubertragungsfunktion A(s) und einer Riickkopplung
mit

GVorwdrtszweig - B(S) + 0(5) und GSchleife - [B(S) + C(S)] D(S)E(S)
Fiir die Gesamtiibertragungsfunktion gilt somit

B(s) + C(s)
1+ [B(s) + C(s)] D(s)E(s)’

G(s) = A(s)
|

Bei der Ermittlung der Ubertragungsfunktion eines komplexen Systems aus den Ubertragungs-
funktionen der Teilsysteme ist unbedingt darauf zu achten, dass die Teilsysteme riickwirkungs-
frei gekoppelt sind. Im folgenden Beispiel wird diese Problematik illustriert.

Gegeben sei das in Bild 6.12 dargestellte Netzwerk, bestehend aus idealen Bauelementen.
Die Eingangsgrofie des Systems ist die Spannung u, die Ausgangsgrofie ist die Spannung y.
Diese Schaltung kann als Serienschaltung zweier RC-Tiefpass-Schaltungen interpretiert wer-
den. Fiir den RC-Tiefpass erster Ordnung mit der Eingangsgrofie « und der Ausgangsgrofie
x = x; gilt

dx

u:Rz+:c:RCdt

+x

"benannt nach dem amerikanischen Ingenieur Samuel Jefferson Mason (1921 - 1974)
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6.9. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN 113

Bild 6.12: Netzwerk, bestehend aus zwei RC-Tiefpass-Schaltungen erster Ordnung

und es kann die Ubertragungsfunktion

1
z(s) __RC
G =2 = i
s+ %

ermittelt werden. Die Anwendung der Relation (6.30) iiber die Serienschaltung zweier Uber-
tragungssysteme liefert dann die (vermeintliche) Ubertragungsfunktion der Schaltung aus Bild
6.12, ndmlich

Ny

H(s) = 2 = Gl G(s) = (]%Yl) - 2(310) —
(rae) #raet (o)

Zur Kontrolle wird nun die Ubertragungsfunktion der Schaltung aus Bild 6.12 direkt berechnet.
Es gilt

(6.34)

I

d
7y = Riy+ 25 = RO=2 4 1,
dt
sowie q p
ey _ poth a2
u=Ri+z,=RC 7 + RC i + 7.
Aus diesen beiden Relationen ergibt sich das mathematische Modell
dt | x2 ®C T RO T2 0 ’
_ Z1
Yy = [ 01 } { . } .
Die zugehorige Ubertragungsfunktion lautet
1
2 _ 1 17t L 2
T(S):[Ol}[s“'l}go Rq} [RC}: (?C) T
“Re ST Re 0 P+ Ss—+ ==
RC ~ (RC)?
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114 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (6.34), so erkennt man, dass

T(s) # H(s),

d.h. die Formel (6.30) darf hier offenbar nicht angewandt werden! Der Grund hierfiir liegt
darin, dass (6.34) impliziert, dass zwei unbelastete(!) RC-Tiefpasschaltungen in Serie geschal-
tet sind. Dies trifft aber bei der betrachteten Schaltung nicht zu. Wird zur ,,Entkopplung”
der beiden Tiefpass-Schaltungen ein Spannungsfolger (Impedanzwandler) eingesetzt, wie in
Bild 6.13 dargestellt, so ist die vorausgesetzte Riickwirkungsfreiheit gegeben und es gilt

Bild 6.13: Modifikation des Schaltung durch Einbau eines Spannungsfolgers

6.10 Wichtige Ubertragungsglieder

An dieser Stelle werden einige wichtige Ubertragungsglieder vorgestellt. In den Blocken, welche
die einzelnen Ubertragungssysteme in Strukturbildern repriisentieren, werden oft auch die
zugehorigen Sprungantworten graphisch angedeutet.

6.10.1 Proportionalglied

Beim Proportionalglied (P-Glied) ist die Ausgangsgrofie y proportional zur Eingangsgrofie u,
d.h.
y(t) = K u(t) (6.35)

Den (reellen) Proportionalititsfaktor K bezeichnet man auch als Verstirkung oder Ver-
stirkungsfaktor. Aus (6.35) folgt unmittelbar die zugehorige Ubertragungsfunktion

G(s) =K. (6.36)
In Strukturbildern repriisentieren iiblicherweise die folgenden Symbole ein Proportionalglied:

=P

Wie bereits erwihnt, ist im linken Block die Sprungantwort des P-Gliedes angedeutet.
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6.10. WICHTIGE UBERTRAGUNGSGLIEDER 115

6.10.2 Verzogerungsglied erster Ordnung

Das Ubertragungsverhalten eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung (VZ;-Glied oder PT;-
Glied) mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgrofle y wird durch die Differentialgleichung

d
T d—@; +y(t) = Ku(t) (6.37)
beschrieben. Hierbei ist der positive Parameter T' die so genannte Zeitkonstante des Systems
und K ist der Verstirkungsfaktor. Die Anwendung der Laplace-Transformation liefert die
Ubertragungsfunktion

K
G(s) = . 6.38
() 14T (6.38)
Fiir die Sprungantwort eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung gilt
ht) = K (1 - e—%) , (6.39)

siehe auch Bild 6.14. Daher werden solche Systeme iiblicherweise durch folgendes Symbol

dargestellt:
K T

Ul 12
Aus Bild 6.14 geht auch hervor, dass zum Zeitpunkt t = T der Wert der Sprungantwort
ca. 63% des stationdren Endwertes ho, = K betriigt. Weiters kann aus dem dargestellten

Verlauf von h(t) die Zeitkonstante T" als derjenige Zeitpunkt abgelesen werden, bei dem die
rot eingezeichnete Tangente an h(t) den Wert h,, = K annimmt, d.h. es gilt

Bild 6.14: Sprungantwort eines PT; Elementes mit der Zeitkonstante T'

Endwert he fiir t > 57" erreicht ist. Durch Einsetzen in (6.39) erkennt man, dass der durch
diese Faustformel entstehende Fehler kleiner als 1% von h ist.
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116 KAPITEL 6. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

6.10.3 Verzogerungsglied zweiter Ordnung

Verzogerungsglieder zweiter Ordnung (VZ,-Glied oder PTs-Glied) werden durch die Differ-
entialgleichung
d’y dy
T? —= +2dT == + y(t) = Ku(t 4
0T L y(r) = Ku(r) (6.40)
beschrieben. Hierbei sind die positiven Parameter d und 7' der Dampfungsfaktor und die
Zeitkonstante, K ist der Verstirkungsfaktor. Aus obiger Differentialgleichung ergibt sich die

Ubertragungsfunktion
K

T 1+2dTs+ (sT)%

Fiir d < 1 besitzt G(s) ein konjugiert komplexes Polpaar, was zu dem im Block

G(s) (6.41)

d
K T

Ll

angedeuteten oszillierenden” Verlauf der Sprungantwort fithrt. Fiir d > 1 besitzt G(s) zwei
reelle Pole und kann somit als Reihenschaltung zweier Verzogerungsglieder erster Ordnung
interpretiert werden.

6.10.4 Integrator
Der Integrator (I-Glied) wird durch die Differentialgleichung

dy
— = 42
beschrieben, fiir die zugehorige Ubertragungsfunktion gilt
1
G(s) = 5 (6.43)

Folgende Symbole

e e I I e e e

werden in Strukturbildern fiir den Integrator verwendet, wobei im linken Block die Rampe als
Sprungantwort des Systems dargestellt ist

6.10.5 Differenzierer
Ein idealer Differenzierer (D-Glied) bildet die zeitliche Ableitung des Eingangssignales, d.h.
du

= — 6.44
y= (6.44)

fiir die (nicht realisierbare) Ubertragungsfunktion folgt
G(s) = s. (6.45)
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6.10. WICHTIGE UBERTRAGUNGSGLIEDER 117

Ublicherweise werden in Strukturbildern die Symbole

d
LN/ SN ) I

verwendet, wobei im linken Block der Dirac-Impuls als Sprungantwort des Systems angedeutet
ist.

6.10.6 Vorhalteglied

Das dynamische Verhalten des realen Differenzierers (DT -Glied), auch Vorhalteglied be-
zeichnet, wird durch die Differentialgleichung

_du

dy
T -
dt

dt+y@)

(6.46)
beschrieben. Hierbei ist der positive Parameter T' die Zeitkonstante. Fiir die Ubertragungs-

funktion des Systems ergibt sich
s

G(s) = .
(8) =157
Beim DT;-Glied handelt es sich also um ein D-Glied mit Verzogerungsverhalten erster Ord-
nung. Seine Sprungantwort lautet

(6.47)

h@)::%e_%,

sie ist in Bild 6.15 graphisch dargestellt. Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt unabhingig von

h(t) a
1

T

0 T\ >,

Bild 6.15: Sprungantwort DT;-Glied

T die Relation fooo h(t)dt = 1. Daraus kann man folgern, dass fiir 7" — 0 die Sprungantwort
h(t) dem Dirac-Impuls 0(¢) entspricht, das DT;-Glied geht dann in einen idealen Differenzierer
iiber.

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




Institut fur Regelungs- “TU
Graze

und Automatisierungstechnik




Teil 111

Zeitdiskrete Systeme

119

stitut fur Regelungs-~ “
GGGGG

In
rungste chnik

und Automatisie




Ins

titut fur Regelungs~
und Automatisierungstechnik

Ty,




Kapitel 7

Zustandsraummethoden

7.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen sind zeitdiskrete lineare, zeitinvariante Ein-
groflensysteme, die durch n Differenzengleichungen erster Ordnung der Form

Xk+r1 = Aka—l-bduk, (71)
Y = CyXp+ dgug. (7.2)

beschrieben werden kénnen. Es handelt sich hierbei um ein System mit der Eingangsfolge
(ug) = (ug,u1,us,...) und der Ausgangsfolge (yx) = (yo,¥1,¥2,...). Mit der Folge (x;) =
(x9,X1,Xs, . ..), deren Elemente n-dimensionale Spaltenvektoren sind, wird der zeitliche Verlauf
des Zustandsvektors bezeichnet, der Anfangszustand des Systems wird durch x, symbolisiert.
Die quadratische Matrix! A, ist die System- oder Dynamikmatrix, b, ist der Eingangsvektor,
cq ist der Ausgangsvektor und d, der (skalare) Durchgriffsterm. Es wird weiters vorausgesetzt,
dass dem zeitdiskreten System eine konstante (positive) Diskretisierungszeit T, zugrunde liegt,
d.h. einem Wert des (ganzzahligen) Zeitindex k entspricht der Zeitpunkt ¢t = kTj.

7.2 Losung der Systemgleichungen

Im Vergleich zu Differentialgleichungssystemen ist die Losung von Systemen von Differenzen-
gleichungen einfacher, da hier die Losungsvorschrift bereits enthalten ist. Ausgehend vom
Anfangszustand x¢ kénnen bei gegebenem Verlauf der Eingangsgrofie (uy) die Werte des Zu-
standsvektors zu den diskreten Zeitpunkten t = kT, fir £ = 1,2,... durch wiederholtes
Einsetzen in (7.1) ermittelt werden, d. h.

k=0: Xo . . -Anfangszustand

k=1: XledX0+bduO

k=2: X9 = Ad X1 + bd Uy = Az){g -+ Adbd Ug + bd U1 (73)
allgemein: x, = Afxq + Zi:ol AR by

IDer Index d soll verdeutlichen, dass es sich hierbei um Systemdaten eines zeitdiskreten Systems handelt.
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122 KAPITEL 7. ZUSTANDSRAUMMETHODEN

Diese Vorgangsweise erlaubt die numerische Berechnung der Elemente der Folge (x;) und in
weiterer Folge der Ausgangsfolge (y;) mittels (7.2).

Eine geschlossene Losung kann mit Hilfe der z-Transformation ermittelt werden. Wendet man
diese auf (7.1) an, so erhélt man

2%X(2) — 2x9 = AgX(2) + bga(z)

wobei
X(z) =3{(xx)} und a(z)=3{(u)}.
Daraus ergibt sich unmittelbar

%(2) = (2E — Ag) " 2xo + (2E — Ay) ' byii(2). (7.4)

Wie aus (7.3) bzw. (7.4) zu erkennen ist, setzt sich - analog zum zeitkontinuierlichen Fall - die
Losung (7.3) aus dem freien und dem erzwungenen Anteil additiv zusammen. Die Erfiillung
der Linearitdtsbedingungen kann leicht iiberpriift werden.

Definiert man die n X n - Matrix

~ _ _ 14y (73
Gu(z) =2 CE— A" dh (¢g) =3 {:E- A} (AF),  (75)
so gilt - nach Anwendung des Faltungssatzes (B.9) der z—Transformation - fiir die Losung
k—1
Xk = PauXo+ ) Pup 11 Pati. (7.6)
i=0
Fiir die Elemente der Ausgangsgrofie (yi) gilt dann geméf (7.2)

k-1
Y = CZ; ¢d7kX0 + Z CZ; ¢d7k—1—i bd U; + dd U - (77)

1=0

7.2.1 Freie Losung

Die freie Losung ist diejenige Losung, die sich ergibt, wenn das System ausschlieflich durch
den Anfangszustand xq angeregt wird, d.h. man betrachtet das autonome System

Xpr1 = AgXp.
Fiir den Wert des Zustandsvektors zum Zeitpunkt ¢t = kT}; gilt
(7.6)
Xp = Ajxo = Dk Xo- (7.8)

Die Matrix ¢, beschreibt somit den Zusammenhang des Zustandsvektors x; mit dem An-
fangszustand x¢. In Analogie zum zeitkontinuierlichen Fall wird ¢, als Transitionsmatrix
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7.2. LOSUNG DER SYSTEMGLEICHUNGEN 123

bezeichnet. Sie besitzt aufgrund ihrer Struktur fiir £,7 > 0 selbstverstéindlich die Eigen-
schaften

¢d,o =E, ¢d,k+1 = Ay ¢d,k und ¢d,k+i = ¢d,k¢d,i- (7.9)
Unter Annahme einer reguldren Matrix A, folgt weiters
¢;,/1f = (pd,fk' (7-10)

Gegeben sei das mathematische Modell

[ -04 —02
X1 = 08 —04 | F

Nach (7.8) gilt fiir die freie Losung

04 —021"
Xk=¢d,kX0: 08 —04 0

Fiir die z-Transformierte der Transitionsmatrix findet man

-1
~ B -1 2404 0.2 B 1 z+04 —-0.2
Pal2) =2 (2B = Ad) ~ =2 { 0.8 z+04 ] " (2108 { 0.8 2404 |

Daraus folgt dann durch Riicktransformation die ,kompakte” Darstellung

10 1(—0.8)F 1(-0.8)"
= d = | 2 4 fir k > 1
¢d,0 |: 0 1 :| un ¢d,k |: (_08)k % (_08)k ur -
der Transitionsmatrix. H

7.2.2 FErzwungene Lésung

Bei der erzwungenen Losung wird das System bei verschwindendem Anfangszustand xq = 0
durch die Eingangsgrofle (ux) angeregt, es gilt

k—1
X = Z ¢d,k717i b u;, (7.11)
i=0
Gegeben sei das mathematische Modell

Tl = O5£L’k + ug

mit dem Anfangszustand zo = 0. Aus (7.11) folgt fiir die Elemente der Folge (z) unmittelbar

k—1
Ty = ZO.Sk’I’i w; fir k> 1.
i=0
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124 KAPITEL 7. ZUSTANDSRAUMMETHODEN

7.2.3 Ubertragungsfunktion

Setzt man in (7.4) fiir den Anfangszustand xo = 0, so gilt
%(z) = (2E — Ay) ' byi(2)
und man erhilt fiir die z-Transformierte der Ausgangsfolge
3(2) = 3{(w)} = [cl (sB — Ag)" by + da] 0(2). (7.12)
Die gebrochen rationale Funktion
G(z) =cf (zE— Ay 'by+dy (7.13)
ist die so genannte z-Ubertragungsfunktion des zeitdiskreten Modells (7.1), (7.2).

Gegeben sei das mathematische Modell
0 1 0
Xk+1:|:0 _0.5]Xk+|:1]uka ye=-1 1]x.

Mit Hilfe von (7.13) findet man

Gz)=[-1 1] [S z:w }IH] :z2z+_0.152: z(z:;m‘

7.3 Ruhelagen

Die Ruhelagen von (7.1) konnen iiber die Bedingung

X, = Xpy1 = Xp = konst. (7.14)

ermittelt werden. Fiir die ,konstante” Eingangsfolge, d.h.
(ug) = (ug,ug,...) dh.  u, =wug = konst.

erhilt man die Relation
xr = Agxp +bgug,

woraus sich das lineare Gleichungssystem
(}\15-— ID))(R = -—l)diLR

ergibt. Wenn die Matrix (A4 — E) regulér ist, also den Hochstrang besitzt, gibt es genau eine

Ruhelage
XR = — (f&d — ID)__ll)d’UJ{. (7.15)
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7.4. ASYMPTOTISCHE STABILITAT 125

Anderenfalls gilt analog zum zeitkontinuierlichen Fall

rang(A,; — E) = rang(A; — E:bug)

rang(A, — E) < rang(A,; — E:bug)

oo viele Ruhelagen ‘ keine Ruhelage

Man beachte, dass die Eigenwerte \; der Matrix (A; — E) mit den Eigenwerten z; der Matrix
A, iiber die Relation
)\Z‘:Zz‘—l fiir z'zl,...,n

in Verbindung stehen. Das bedeutet, dass die Matrix (A; — E) genau dann singulér ist, wenn
A, einen Eigenwert an der Stelle z = 1 besitzt.

7.4 Asymptotische Stabilitéit

Man nennt das autonome System

Xk+1 = Ad Xk (716)
asymptotisch stabil, wenn fiir jeden beliebigen Anfangszustand x die Bedingung
klim x, =0 (7.17)

erfiillt ist. Aus dieser Definition kann gefolgert werden, dass ein asymptotisch stabiles System
genau eine Ruhelage im Ursprung des Zustandsraumes besitzt. Aus (7.17) folgt weiters, dass
die Transitionsmatrix (7.5) der Bedingung

geniigen muss, d.h. jedes Element der Matrix verschwindet fiir ¢ — oo. Ahnlich wie im
zeitkontinuierlichen Fall kann mit Hilfe des Endwertsatzes der z-Transformation gefolgert wer-
den, dass dies genau dann der Fall ist, wenn alle Eigenwerte von A, betragsméfig kleiner als
1 sind.

Das System (7.16) ist somit genau dann asymptotisch stabil, wenn das charakteristische Poly-
nom von A, ein Einheitskreispolynom ist.

Gegeben sei das autonome System

0 1 0
xp1=10 0 1 |x
0 —05 —05

Da die Dynamikmatrix A, in Begleitform vorliegt, kann ihr charakteristisches Polynom direkt
abgelesen werden, d.h.

A(z) = det(zE — Ay) = 2* 4+ 0.52° + 0.5z = z (z* + 052+ 0.5) .
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126 KAPITEL 7. ZUSTANDSRAUMMETHODEN

Die Nullstellen des Polynoms liegen bei

1
Z1 = 0, 223 = Z (—1 ijﬁ)

Aufgrund
1
|21| =0 und |ZQ| = |23| = E ~ 0.71
liegen alle Eigenwerte im Einheitskreis, das System ist somit asymptotisch stabil. ]

7.5 Zustandstransformationen

Zustandstransformationen konnen auf dieselbe Weise wie im zeitkontinuierlichen Fall durchge-
fithrt werden, d.h. der Zustandsvektor x; des Originalsystems (7.1) steht mit dem Zus-
tandsvektor v des transformierten Systems in der Relation

Dabei wird die quadratische Matrix T als regulér vorausgesetzt. Setzt man (7.19) in (7.1)

und (7.2) ein, so erhélt man die Beschreibung
Vi1 = T_lAdT Vi + T_lbd Uk, (720)
yr = cy T+ dgug. (7.21)

fiir das transformierte System.

7.5.1 Transformation auf Diagonalform

Fiir die Transformation auf Diagonalform wird wie im zeitkontinuierlichen Fall vorausgesetzt,
dass die Matrix A, diagonaldhnlich ist. Das bedeutet, dass auch n linear unabhéingige Eigen-
vektoren pi,...,p, zu den n Eigenwerten z,...,z, der Matrix A, existieren. Sind die n
Eigenwerte voneinander verschieden, so trifft dies auf jeden Fall zu. W&hlt man nun

T=P=[p1 P2 --- Pn ],
so liegt die transformierte Systembeschreibung (7.20) in der Diagonalform vor. Da die Zeilen
von P71 die zu den Eigenwerten gehorigen Links-Eigenvektoren sind, d.h.

o
Pilz p2
Py
gilt fiir das transformierte System
21 Plde
Viyl — . Vi + Uk, (722)
Zn, Pgbd

ye = [cip1 ... cipn ]z +daw
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7.5. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN 127

Alle Uberlegungen, die fiir zeitkontinuierliche Systeme angestellt wurden, kénnen also un-
verdndert auf zeitdiskrete Systeme iibertragen werden.

Berechnung der Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix des in Diagonalform vorliegenden Systems (7.22) kann miihelos ermittelt
werden. Es gilt offensichtlich

k k
21 Zl
Gao=E, b4y = = = diag (z}) fir k>0 (7.23)

Zn z

Durch Riicktransformation kann nun die Transitionsmatrix des Originalsystems ermittelt wer-
den, es gilt

¢4, = P diag (zf) PL (7.24)

Man erkennt, dass die Elemente der Transitionsmatrix ¢, , Linearkombinationen von Potenzen
2¥ der Eigenwerte von Ay sind.

7.5.2 Transformation auf Jordanform

Existieren weniger als n linear unabhiéingige Eigenvektoren, so kann nicht auf Diagonalform,
sondern nur auf die allgemeinere Jordanform transformiert werden. Die Anzahl der linear
unabhingigen Figenvektoren entspricht der Zahl der Jordanbltcke in der Dynamikmatrix des
transformierten Systems. Die Dimensionen der Jordanblocke entsprechen den Léngen der
zugehorigen Eigenvektorketten.

Berechnung der Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix qIAdef des transformierten Systems kann aus der Dynamikmatrix in Jor-
danstruktur relativ leicht der ermittelt werden. Die zu den einzelnen Jordanblécken gehorigen
Teilsysteme sind voneinander entkoppelt. Fiir ein zum Jordanblock J ,, gehoriges Teilsystem

A1 0 ... 0
\ .

Vit+1 = J)\,m Vi = Vi (725)
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findet man die Losung

KAPITEL 7. ZUSTANDSRAUMMETHODEN

(" (N QA (AT
P P (0 P
Vi = Gy Vo = Vo, (7.26)
(@ (X
0 0 (F)AF

mit den Binomialkoeffizienten

(o)==

Die Transitionsmatrix q?bik des (transformierten) Gesamtsystems kann nun aus den Transi-
tionsmatrizen der Teilsysteme entsprechend zusammengesetzt werden. Die Transitionsmatrix
@, des Originalsystems ergibt sich durch Riicktransformation zu

¢d,k =T ¢d,k T . (7-27)

Gegeben sei das autonome System

05 1 0 0 0
0 05 1 00
Xpi=| 0 0 050 0| xp
0 0 0 21
0 0 0 02

das in Jordanform vorliegt. Unter Anwendung von (7.26) findet man fiir die Transitionsmatrix

[ 05t ko5t MELD)5E2 0 0 _
0 05 k05T 0 0
Doy = 0 0 0.5* 0 0
0 0 0 2k 2kt
0 0 0 0 2"

Genauso wie im zeitkontinuierlichen Fall treten - im Gegensatz zu einer diagonaldhnlichen
Dynamikmatrix - mit der Zeit, d.h. hier mit dem Index k, gewichtete Linearkombinationen
der Potenzen zf der Eigenwerte von A, auf. [

Ty,
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7.6. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT 129

7.6 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

7.6.1 Einfiihrung

Man nennt das System
X1 = AgXy, + bgug,
7.28
yk:chk+dduk ( )
steuerbar, wenn es moglich ist, durch geeignete Wahl der Eingangsgrofie den beliebigen An-

fangszustand xg in endlicher Zeit t = N Ty in einen beliebigen Endzustand x zu iiberfiihren.

Man nennt das System beobachtbar, wenn aus der Kenntnis von Eingangs- und Ausgangs-

grofle in einem endlichen Zeitintervall der unbekannte Anfangszustand x ermittelt werden
kann.

7.6.2 Steuerbarkeit
Kriterium nach Kalman

Aus (7.3) folgt

N-1

xy = AYxy + Z AV " by,
=0

d.h.

N-1

Z Aévjlil bd U; = XN — AéVXO,

i=0 ™~

=q

wobei q ein Vektor ist, der sich aus den beliebig vorgegebenen Werten x, und x5 errech-
net. Jeder Vektor q muss also als Linearkombination der Vektoren by, A by, ..., Afiv b,
dargestellt werden kénnen. Mit der gleichen Argumentation wie in Abschnitt 4.2 kann gefolgert
werden, dass dies genau dann moglich ist, wenn die Vektoren by, A;by, ..., AZ’I b, linear

unabhingig sind. Aus den obigen Uberlegungen folgt weiters, dass der Ubergang zwischen
zwei beliebigen Zustéinden in der minimalen Zeit t = nT; abgeschlossen werden kann.

Das System (7.28) ist also genau dann steuerbar, wenn die (diskrete) Steuerbarkeitsmatrix
Siw=[bs Asby ... AV 'b, ] (7.29)

regulér ist. Man sagt dann auch, dass das Paar (A4, by) steuerbar ist.

Kriterium nach Hautus

Vollig analog zum zeitkontinuierlichen Fall kann gefolgert werden, dass das System (7.28)
genau dann steuerbar ist, wenn kein Linkseigenvektor von A, orthogonal zu by ist, bzw.,
wenn fiir alle Eigenwerte z; der Matrix A, die Bedingung

rang [zi E—-A;: bd} =n (7.30)

erfiillt ist.
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130 KAPITEL 7. ZUSTANDSRAUMMETHODEN

7.6.3 Beobachtbarkeit

Kriterium nach Kalman

Fiir die Elemente der Ausgangsfolge gilt

Yo = X+ dgug
Yy = CgiALd)(o + Cgﬁl)d?Lo %—(id1L1
Yy = ciA2xg+clAybgug+clbgur + dgus
Yn—1 = CZ;AZﬁl Xo + CZ;A372 bd Ug + CZ;AZﬁZS bd U+ ...+ CZ; bd Up—1 + dd Un
bzw.
[ 05 | [ Yo | [ dquo |
CZ;Ad Y1 Cg by ug + dguq
CE;A?Z Xg = Y2 _ CgAd bd Ug + Cz; bd Ul + dd U9
| Cg[&ggl i | Yn—1 i | Cg!&gi2lL1U0'+ cgfng3lxiu1-+-...+—c§wknlun44 +'dd1Ln |

Das System ist genau dann beobachtbar, wenn obiges Gleichungssystem beziiglich x, eindeutig
losbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die (diskrete) Beobachbarkeitmatrix

ci
cl'A
By, :=| . (7.31)
chZ_l

regulér ist. Man sagt auch, dass das Paar (Ag4, c) beobachtbar ist.

Kriterium nach Hautus

Analog zum zeitkontinuierlichen Fall kann gefolgert werden, dass das System (7.28) genau
dann beobachtbar ist, wenn kein Rechtseigenvektor von A4 orthogonal zu ¢’ ist, bzw., wenn
fiir alle Eigenwerte z; der Matrix A, die Bedingung

cq
rang | @A [ =0 (7.32)

erfiillt ist.
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Kapitel 8

ﬂbertragungssysteme

8.1 Einfiihrung

Die z-Ubertragungsfunktion G/(z) beschreibt das Ubertragungsverhalten von zeitdiskreten lin-
earen, zeitinvarianten Systemen. Sie ist definiert als der Quotient der z-Transformierten von
Ausgangs- und Eingangsgrofle, d.h.

3w} i)
&) = 3wy ~ ) ®.1)

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zum Zeitpunkt £ = 0 in Ruhe befindet. Im
Rahmen der vorliegenden Betrachtungen handelt es sich bei der z-Ubertragungsfunktion stets
um eine gebrochen rationale Funktion, d.h. G(z) kann als Quotient zweier Polynome in der
Form

G(z) = Bz) (8.2)

dargestellt werden, wobei die Polynomkoeffizienten von «(z) und ((z) als reell vorausgesetzt
werden. Systeme, bei denen die Polynomgrade der Bedingung

Grad f(z) < Grad a(z) (8.3)
geniigen, werden als realisierbar bzw. kausal bezeichnet. Im Falle

Grad 5(z) = Grad a(z)
spricht man von einem sprungfihigen System.

Fiir Systeme der Form (7.1), (7.2) kann die z-Ubertragungsfunktion unter der Annahme x, = 0
geméB (7.13) mit der Formel

G(z)=cF ZE—Ay) "by+dy (8.4)
berechnet werden.

131
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132 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

8.2 Deutung von G(z) im Zeitbereich

Gemif (8.1) gilt fiir den Verlauf der Ausgangsfolge nach Anwendung des Faltungssatzes (B.9)

(ye) = 37 H{G(2) a(2)} = (gn) * <ng U> (8.5)

wobei
(9c) = 37 {G(2)}. (8.6)

Der Wert der Ausgangsgrofie zum Zeitpunkt k& entspricht also einer gewichteten Summe der
Eingangsfolgenelemente bis zu diesem Zeitpunkt. Aus diesem Grund nennt man (gx) auch
Gewichtsfolge. Wihlt man als Eingangsgrofie nun einen zeitdiskreten Impuls, also

(we) = (6,) = (1,0,0,...)  dh. a(z) =1

so gilt
(yw) = 37 H{G(2)} = (9n),

weshalb (gx) auch Impulsantwort des Systems genannt wird.

Besitzt die Impulsantwort eines Systems nur endlich viele, von Null verschiedene Elemente,
so spricht man von einem FIR-System!'. Die Ubertragungsfunktion eines FIR-Systems ist
durch ein Nennerpolynom der Form «a(z) = 2" charakterisiert. Im Gegensatz dazu werden
Systeme, deren Impulsantworten unendliche viele, von Null verschiedene Elemente besitzen,

auch IIR-Systeme? genannt.

Gegeben sei die z-Ubertragungsfunktion

205
G(z) = = e z 1 — 05273

Hierbei handelt es sich um ein FIR-System, die zugehorige Impulsantwort lautet
(gk) = (07 17 07 _05, O, 0, . )

Im Gegensatz dazu reprisentiert

ein ITR-System mit der Impulsantwort

(g) = (1,0.1,0.01,0.001,...) = (0.1%) .

lengl.: finite Zmpulse Tesponse
Zengl.: lnﬁmte Zmpulse Tesponse
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8.3. UBERGANG VON G(Z) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL

133

8.3 Ubergang von G(z) zu einem Zustandsmodell

Da der Zusammenhang (8.4) zwischen der z-Ubertragungsfunktion und dem Zustandsmodell
(7.1), (7.2) exakt dem zeitkontinuierlichem Fall entspricht, kénnen alle Uberlegungen unverin-
dert iibernommen werden. Das bedeutet, dass zu einer z-Ubertragungsfunktion

2"+ a2 gz g

in bekannter Weise die Realisierungen in erster Normalform bzw.

angegeben werden konnen.
Gegeben sei die z-Ubertragungsfunktion
G(z) =

Die zugehorige Realisierung in erster Normalform lautet

0 1

z—0.5
224122402

zweiter Normalform

0
Xg4+1 = [ _092 —129 } Xy + [ 1 } Uy, Yp = [ —0.5 1 } X,

das entsprechende Strukturbild ist in Bild 8.1 dargestellt.

Mie
—1.2 /=02
7y A
U, —1 xzk 1| X
< » Z
. v
1 —05

Yk

Bild 8.1: Strukturbild eines zeitdiskreten Modells in erster Normalform

Gegeben sei die z-Ubertragungsfunktion

2240.92+0.1 2z
— 14
22 —-0.124+0.1

Die entsprechende Realisierung in zweiter Normalform lautet

G(z) =

1 01 1

22 —-0.1240.1"

0 —-0.1 0
Xk+1:[ }Xk+|: }Uk, Yo =10 1] x4 u
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134 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

8.4 Berechnung von G(z) aus Differenzengleichungen
h6éherer Ordnung

Liegt die Beschreibung eines Systems mit der Eingangsgrofie (uy) und der Ausgangsgrofie (i)
in Form einer Differenzengleichung hsherer Ordnung vor, also

CpVYktn + O 1Yktn—1 + ... + 0 Yks1 + oYk = B Uitm + Bp1Uktm—1 + - - . + Brugs1 + Bolk,

und werden alle Anfangswerte zu Null gesetzt, so gilt nach Anwendung des Verschiebungssatzes
der z-Transformation

Glzy = 21w} _9) Bt B2 T A izt By
3 ()} w(z) a2l bz tag

Die Kausalitét ist gemaf (8.3) fiir m < n gegeben.

Gegeben sei die Differenzengleichung
Yk+2 = Ykt1 T Yk = Uky1 — Ug.

Die entsprechende z-Ubertragungsfunktion lautet

z—1

(W =miT

Oft sind Differenzengleichungen so angeschrieben, dass man den Wert der Ausgangsgrofie zum
Zeitpunkt k aus wvergangenen Werten der Ausgangsgrofie und dem Verlauf der Eingangsfolge
berechnen kann. Die Ermittlung der zugehérigen z-Ubertragungsfunktion kann natiirlich ana-
log erfolgen.

Gegeben sei die Differenzengleichung
Yk = Yk—1 — Yp—2 T Up—1 — Up—2.
Die Anwendung der z-Transformation liefert
G(z) = 2719(2) — 27(2) + 27 Ma(z) — 2 a(2).

Daraus ergibt sich unmittelbar

G(z) = L2 - -

das System besitzt also die gleiche z-Ubertragungsfunktion wie im vorangegangenen Beispiel.
|
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8.5. POLE UND NULLSTELLEN 135

Gegeben sei die Differenzengleichung

Yk = Ygp—1 + Ugt1-

Hierbei handelt es sich offenbar um ein nicht-kausales System, denn zur Ermittlung der Aus-
gangsgrofle zum Zeitpunkt k& wird der zukiinftige Wert der Eingangsgrofie benotigt. Dies
manifestiert sich in der z-Ubertragungsfunktion

~ 2
G2) = yz) _ =
durch die Verletzung der Kausalitétsbedingung (8.3). [

8.4.1 Umkehrung

Die Ermittlung einer Differenzengleichung aus einer z-Ubertragungsfunktion beruht ebenso
auf der Anwendung des Verschiebungssatzes.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

7(2) z+0.2

G =20 T Zr0 1015

Daraus folgt
§(z) (2> + 0.1z 4+ 0.15) = @(z) (= +0.2),

woraus sich die Differenzengleichung
Ykao + 0.1ypa1 + 0.15yx = ug1 + 0.2uy

ergibt.

8.5 Pole und Nullstellen

Man beachte, dass in (8.2) die Polynome «a(s) und 5(s) nicht notwendigerweise teilerfremd
sind. Das bedeutet, dass unter Umstéinden Kiirzungen durchgefiihrt werden konnen, wie das
folgende Beispiel veranschaulicht.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

_ Blz) z+40.1
az)  2240.32+0.02°

Gibt man G(z) in der faktorisierten Darstellung an, d.h.

z+0.1 1

) = oD 10 2102
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136 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

so erkennt man, dass eine Kiirzung moglich ist.
|

Geht man nun von einer aus teilerfremden Polynomen gebildeten, d.h. nicht weiter kiirzbaren,
Ubertragungsfunktion

G(z):M mit  p(2),v(z)... teilerfremd (8.7)

aus, so sind diejenigen Werte von z, fiir die pu(z) = 0 gilt, die so genannten Nullstellen von
G(z). Die Pole oder Polstellen der Ubertragungsfunktion sind durch v(z) = 0 charakter-
isiert. In der faktorisierten Darstellung der Ubertragungsfunktion

Q

&

Il

=

s
~
|

S

mit m<n (8.8)

s

(z — pr)

ES
I
—

ist z = n; eine Nullstelle und z = p;, eine Polstelle von G(z). Tritt der Faktor (z — n;) bzw.
(z — px) mehrfach auf, so besitzt das System eine mehrfache Nullstelle bzw. einen mehrfachen
Pol. Da die Koeffizienten der Polynome i(z) und v(z) reell sind, treten Pole bzw. Nullstellen
reell und/oder paarweise konjugiert komplex auf. Aus (8.8) folgt unmittelbar

G(z)=0 fir z=mny und |G(2)| = o0 fiir 2z — pg. (8.9)

8.6 BIBO-Stabilitit

Ein zeitdiskretes lineares, zeitinvariantes System mit der z-Ubertragungsfunktion G(z) wird
BIBO-stabil (,bounded input - bounded output”) genannt, wenn es auf jede beschrinkte
Eingangsfolge mit einer beschriankten Ausgangsfolge reagiert. Unter einer beschrinkten Folge
versteht man in diesem Kontext eine Folge, deren Elemente betragsmiiflig beschrinkt sind.
Somit muss bei BIBO-Stabilitét

lug| < M < 0o = lyx| < N < o0 Vk > 0. (8.10)

gelten. Mit (8.5) gilt nun unter Annahme einer beschréinkten Eingangsgrofie

i k (8.10) k k
ngﬂ'ui < Z\gkﬂ‘\ lwi| < M Z\gkﬂ‘\ =M Z 9] -
i=0 i=0 i=0 i=0

Offensichtlich tritt der groBtmogliche Wert von |yx| fiir & — oo auf, d.h. zur Erfiillung von
(8.10) muss

\Z/k\ =

M Z 9] < N
=0
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8.6. BIBO-STABILITAT 137

gelten. Das bedeutet, dass die Impulsantwort (gx) absolut summierbar sein muss, d.h.

> gkl < 0. (8.11)
k=0

Man beachte, dass es sich bei (8.11) um eine notwendige und hinreichende Bedingung handelt!

Gegeben sei die z-Ubertragungsfunktion

G(z) = = mit 7€ER,

Z—T

mit der zugehorigen Impulsantwort
() = (7).

Die Summe iiber den Absolutbetrag der Elemente von (gy), also

Dol =1 = I
k=0 k=0 k=0

existiert offensichtlich nur fiir Werte von 7, die betragsméiflig kleiner als eins sind. Daraus
kann gefolgert werden, dass das betrachtete System genau dann BIBO-stabil ist, wenn sein
Pol z = 7 einen Betrag besitzt, der kleiner als eins ist.

Die Erkenntnis aus obigem Beispiel kann auf den allgemeinen Fall ausgeweitet werden. Um
dies zu zeigen wird zuniichst der Zusammenhang zwischen der Impulsantwort (g;) und der
z-Ubertragungsfunktion betrachtet, d.h.

G(z) = 3{(g)} =S ge "

Daraus kann folgende Abschitzung abgeleitet werden

gz < ol |7 =D ol 1217
k=0 k=0 k=0

Gilt |z| > 1, so kann weiter geschrieben werden

|G (2)] =

GO gl

Das bedeutet, dass im Falle eines BIBO-stabilen Systems - (8.11) ist also erfiillt - der Aus-
druck |G(z)| fir |z| > 1 endliche Werte annimmt. Daraus kann gefolgert werden, dass G(z)
ausschliefllich Pole im Inneren des Einheitskreises besitzt.
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138 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

Ein System mit der Ubertragungsfunktion G(z) ist somit genau dann BIBO-stabil, wenn alle
Pole von G(z) im Einheitskreis liegen. Das bedeutet, dass in der gekiirzten Darstellung (8.7)
das Nennerpoynom von G(z) ein Einheitskreispolynom sein muss.

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

2+ 0.1
G = 0T

Das System ist nicht BIBO-stabil, da es einen Pol besitzt, der nicht im Einheitskreis liegt. m

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

z—1
G(z) = .
() = 00 =050 £ 0.9)
Das System ist BIBO-stabil, da alle Pole von G(z) im Einheitskreis liegen. [

8.7 Abbauverfahren

Die asymptotische Stabilitéit erfordert es, dass alle Eigenwerte der Dynamikmatrix im Einheit-
skreis liegen. Weiters ist ein zeitdiskretes Ubertragungssystem genau dann BIBO-stabil, wenn
seine Ubertragungsfunktion ausschlieSlich Pole besitzt, die betragsmiiflig kleiner als 1 sind.
Man beachte, dass die beiden Stabilitétskriterien die Kenntnis der Lage der Eigenwerte bzw.
Pole nicht erfordern. Vielmehr reicht es aus, zu iiberpriifen, ob das charakteristische Polynom
der Dynamikmatrix bzw. das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion ein Einheitskreis-
polynom ist. Hierfiir gibt es eine Reihe von Verfahren, die ohne die explizite Berechnung der
Polynomnullstellen auskommen. Exemplarisch wird an dieser Stelle das so genannte Abbau-
verfahren vorgestellt, wobei auf den Beweis verzichtet wird.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das zu untersuchende Polynom
p(2) = ap2™ + @12 4 ..+ a1z + ao. (8.12)
Notwendige Bedingungen dafiir, dass p(z) ein Einheitskreispolynom ist, lauten®:

Z—: <1 (2)sign(p(1)) =sign(an), (3)sign((=1)"p(=1)) =sign(a,)  (8.13)

(1)

Man beachte, dass fiir Polynome mit Gradp(z) < 2 die angegebenen Bedingungen sogar
notwendig und hinreichend sind.

3Mit "sign" wird die Vorzeichenfunktion bezeichnet.
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8.7. ABBAUVERFAHREN 139

Die folgenden Polynom sind zu untersuchen.
1) (2 )
p) =+ VARV

po(z) =428 — 122+ 3 X
p3(z) = —2° — 22 + 1 v v X
pa(z) =322+ 124 + 23 — 122+ 22— 3 X

ps(2) =2+ 32745 vV

Die Polynome ps(2), p3(2), pa(z) erfiillen die angegebenen notwendigen Bedingungen nicht,
sie sind also keine Einheitskreispolynome. Das Polynom ps(z) erfiillt die Bedingungen, der
Nachweis ob es sich um ein Einheitskreispolynom handelt, erfordert allerdings weitere Schritte
(siehe unten). Das Polynom p;(z) kann direkt als Einheitskreispolynome klassifiziert werden,
da es die Bedingungen erfiillt und einen Polynomgrad von zwei besitzt. [ ]

Das Abbauverfahren basiert auf der Erkenntnis, dass das Polynom (8.12) genau dann ein
Einheitskreispolynom ist, wenn

)
— 1 8.14
< (5.14)
und das ,,abgebaute” Polynom
1 a _
Pal2) = [p(z) - a—oz"p(z 1)} (8.15)

ein Einheitskreispolynom ist. Durch wiederholten ,,Polynomabbau” und Anwendung der obi-
gen Bedingungen gelangt man zu einem Rechenschema, das dem Routh-Schema sehr dhnlich
ist. Zunéchst wird ausgehend von (8.12) das Polynom p,(z) ermittelt, es gilt

1 n n—1 ao n—1 n
pa(2) = 2 ap2" + ap_12 +...+a12+a0——(an+an,1z+...+alz +aoz) =
a a a
= (an — —0a0> 2y (anl — —Oal)z”2 + ...+ (al — —Oanl)
Qp, ap, Qnp,
_ﬁ N - J N -

Tn—1 Tn—2 Yo

Mit jedem Abbau-Schritt reduziert sich also der Polynomgrad um eins. Die erforderlichen
Berechnungsschritte kénnen in tabellarischer Form durchgefiihrt werden. Hierfiir werden die
Koeffzienten von p(s) in der ersten Zeile nach steigenden Potenzen angeschrieben, in der
zweiten Zeile folgen ebendiese Koeffizienten nach fallenden Potenzen, d.h.

ao ay .o Ap—1 Ap
Qp, Ap—1 Ce aq Qo
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140 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

Ausgehend davon wird folgendermaflen ein weiteres Zeilenpaar gebildet: Die Koeffizienten 7,
bis v,,_; des abgebauten Polynoms werden nach der exakt gleichen Berechnungsvorschrift wie
beim Routh-Schema ermittelt! und als dritte Zeile zur Tabelle hinzugefiigt. Die vierte Zeile
entspricht wieder der gestiirzten dritten Zeile, d.h.

Qo aq cen Ap—1 Qp,
Ay, Ap—1 N ay Ap
Yo 71 <o VYn-1

VYn-1 Vn—2 e Yo

Die beschriebene Berechnugsvorschrift wird nun analog solange fortgesetzt, bis die Tabelle 2n
Zeilen bzw. n Zeilenpaare besitzt, d.h.

Qo aq cen Ap—1 Qp,
(079 Ap—1 N ay Ap
Yo 71 S Yn-1

V-1 Yn—2 e Yo

%o ¥1

Y1 %o

Das Polynom (8.12) ist somit genau dann ein Einheitskreispolynom, wenn gemifl (8.14) die
Qo 7o %o

— —| < 1 erfiillt sind.
fYnfl

Bedingungen <1, <1,...

¥1

n

Es ist zu iiberpriifen, ob

1 1
3 2
2)=2"+ 2"+
p(z) Z 13
ein Einheitskreispolynom ist.
Fiir die ersten beiden Zeilen der Tabelle gilt
1 1
: ! i %
1 i 0 p
1
Da % = % < 1 wird das Schema fortgesetzt und die dritte Zeile berechnet; die vierte Zeile
entspricht der gestiirzten dritten Zeile, d.h.
1 1
p 0 i 1
1 1 0 %
11 4. _ 1 ig_l.l _1 11 4194 _3
1 8 -1 4 —1 4
3 1 1
4 4 8

“Der Koeffizient in der k—ten Spalte der neuen Zeile entspricht der zweireihigen Determinante aus den
Elementen der ersten und (k + 1)—ten Spalte der beiden dariiberliegenden Zeilen, geteilt durch das negative
erste Elemente der dariiberliegenden Zeile.
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8.8. DISKRETER FREQUENZGANG 141

1
Da TS = % < 1 wird das Schema fortgesetzt und man findet fiir die fiinfte bzw. sechste
4
Zeile
1 1
% ; ; :
1 1 3 ?
8 4 4
3 1 _1
4 4 1 1 3.3 8
—lios3a (-1)(-1)-22 o
I CIN.
35 e
48 24
e
Da auch die Bedingung g—g = ;’—‘51 < 1 erfiillt ist, handelt es sich bei p(z) um ein Einheitskreis-
48
polynom. ]

8.8 Diskreter Frequenzgang

Auch fiir zeitdiskrete Systeme kann ein Frequenzgang definiert werden. Es wird ein BIBO-
stabiles System mit der Ubertragungsfunktion G(z) betrachtet, d.h. alle Pole von G(z) liegen
im Einheitskreis. Als Eingangsgrofie wird nun die harmonische Folge

(ug) = (&471) 0@ ﬂ(z):j (8.16)

gewdhlt. Fiir die z-Transformierte der Ausgangsfolge (yx) gilt

_ z
i) = G)
d.h. .
- Z—="ny
z z—eiwla z — etwla’

s

(z —p)

o~

1
Eine Partialbruchzerlegung liefert

y(2) Co
z  z—eiTa

3

C;

z—p;
i=1 pi

+

Fiir den Koeffizienten ¢y findet man

c = lim (Z B ejWTd) M = lim |:(Z N ejWTd) G(Z) = G(ejWTd)a

z—edwTd z z—edwTd z — erTd

d.h.
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142 KAPITEL 8. UBERTRAGUNGSSYSTEME

Fiir die Elemente der zugehorigen Folge (yx) gilt wegen |p;| < 1 also

yp = G(e2Ta) edhTa 4 Z cipl.
i=1

Fiir ,,sehr grofle Werte von k”, also im eingeschwungenen Zustand gilt somit
Y = G(edTa) edwkTa, (8.17)

d.h. die Ausgangsfolge entspricht der mit G/(e/“1) gewichteten Eingangsfolge. Diese komplexe
Funktion ‘ ' ‘ -
G(T1) = |G(HTr)] & WGl (5.18)

ist der diskrete Frequenzgang des Systems. Da die Begriffe ,Phasenverschiebung” und
L»2Amplitude” fiir Folgen keinen Sinn ergeben, werden den harmonischen Folgen so genannte
Triagerschwingungen zugeordnet, d.h.

Folge (e/“4) . Trigerschwingung e/« |
Folge (‘G(ejWTd) } ej(wdeJrarg G(erTd))) Tréigerschwingung }G(ejWTd) ‘ ej(thrarg G(e7+Ta))
Damit die Zuordnung zwischen Folge und Trégerschwingung eindeutig ist, muss die Bedingung

T
<w< - 1
0<w< 7 (8.19)

erfiillt sein.

Gegeben sei ein zeitdiskretes System (7; = 0.1) mit der Ubertragungsfunktion

Als Eingangsgrofie wird die Folge
(ug) = (sin kT})

gewdhlt. Im eingeschwungenen Zustand gilt aufgrund von

1

- ~ 1.24 ¢ 90125
ed —0.2

Q") =

fiir die zugehorige Ausgangsfolge

(yr) = (1.24sin (KT, — 0.125)).
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Kapitel 9

Diskretisierung zeitkontinuierlicher

Systeme

9.1 Einfiihrung

Bei den bisherigen Ausfiihrungen wurde stillschweigend angenommen, dass die betrachteten
Systeme von Natur aus zeitdiskreten Charakter besitzen. Diese Annahme ist jedoch nicht
immer gerechtfertigt, da zeitdiskret betrachteten Systemen hiufig zeitkontinuierliche Prozesse
zugrunde liegen. Ein Beispiel hierfiir ist ein so genannter digitaler Regelkreis, in dem zur
Regelung eines zeitkontinuierlichen Prozesses ein Rechner (Steuergerit, Computer,....) als

Regler eingesetzt wird, siehe Bild 9.1.

Stellgrofle Regel- MessgroBe(n)
u(t) strecke z.B. y(¥)
Rechner
DAU |« Regel- ADU
algorithmus
/1\ T, A ATd

Bild 9.1: Digitaler Regelkreis, bestehend aus Regelstrecke und ,digitalem Regler”.
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144 KAPITEL 9. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER SYSTEME

9.2 Der digitale Regelkreis

Das Verhalten des zeitkontinuierlichen Systems (,,Regelstrecke”) kann mittels der skalaren
StellgroBe u(t) gezielt beeinflusst werden. Auf Basis geeigneter Messgrofien! wird bewertet,
inwieweit das tatséichliche Verhalten der Regelstrecke der Wunschvorstellung entspricht. Da-
raus werden schliefllich durch das Regelgesetz (,,Regelalgorithmus”) entsprechende Stellein-
griffe abgeleitet.

9.2.1 Halteglied und Abtaster

Es wird davon ausgegangen, dass dem Rechner die Messgroflen zu den dquidistanten Zeit-
punkten
t=Fkly; mit k=0,1,23,... (9.1)

zugefiihrt werden, wobei T, die (positive) konstante Diskretisierungs- oder Abtastzeit ist.
Dies erfordert die Umwandlung der analogen Messgroflen in eine geeignete digitale Form mit
Hilfe von Analog-Digital-Umsetzern (,ADU”). Bei den nachfolgenden Ausfiihrungen wird
angenommen, dass diese Umwandlung durch idealisierte Analog-Digital-Umsetzer, auch Ab-
taster genannt, ohne Zeitverzug und fehlerfrei durchgefithrt wird. Wird beispielsweise die
(skalare) Ausgangsgrofie y(t) der Regelstrecke gemessen, so generiert der Abtaster daraus eine
Zahlenfolge (yx) = (yo, Y1, Yo, - - -) gemiB vy, = y(kTy), wie in Bild 9.2 dargestellt. Aus den Ele-

T;
(1) ()

— AIH—»

M mT\T\TW”T

> >

Bild 9.2: Funktionsprinzip des Abtasters

menten dieser Zahlenfolge wird im Regelgesetz, einem (vom Regelungstechniker entworfenen)
Algorithmus, eine Folge von Stellgrofenwerten (uy) = (uo, u1,us, . ..) generiert. Dabei wird
angenommen, dass die hierfiir benotigte Rechenzeit deutlich kleiner ist als die Abtastzeit und
daher vernachliissigt werden kann. Das zeitdiskrete Regelgesetz besitzt also im vorliegenden
Fall die Eingangsgrofie (yy) und die Ausgangsgrofe (uy).

Aus den Stellgroflenwerten u;, wird mit Hilfe eines Digital-Analog-Umsetzers eine Funktion
u(t) generiert. Im vorliegenden Fall wird hierfiir ein unendlich schneller, fehlerfreier Umsetzer
eingesetzt, der aus (ux) eine so genannte #quidistante Treppenfunktion, d.h.

erzeugt. Finen solcherart idealisierten Digital-Analog-Umsetzer nennt man auch Halteglied,
siehe Bild 9.3.

'Wird die AusgangsgroBe y(t) zuriickgefiihrt, so spricht man von einer Ausgangsriickfiihrung. Man
spricht von einer Zustandsriickfiihrung, wenn die Zustandsgrofien zuriickgefiihrt werden.

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




9.2. DER DIGITALE REGELKREIS 145

T HHTTWT

Bild 9.3: Funktionsprinzip des Haltegliedes

9.2.2 Diskrete Betrachtung des Regelkreises

Offensichtlich repriisentiert der in Bild 9.1 dargestellte Regelkreis die Zusammenschaltung
des zeitdiskreten Regelgesetzes mit der zeitkontinuierlichen Regelstrecke. Die Schnittstellen
zwischen zeitkontinuierlicher und zeitdiskreter Welt sind Abtaster und Halteglied.

diskretisierte Regelstrecke

T, T,
u(t) Regel- (1) \
H strecke
Uy uy, Uy s ) Regel- Do s Yis Yoo ooe)
algorithmus

Bild 9.4: Zeitdiskrete Betrachtung des Regelkreises

Der digitale Regelkreis kann aber auch als rein zeitdiskretes System betrachtet werden. Dazu
werden, wie in Bild 9.4 veranschaulicht, Abtaster und Halteglied der Regelstrecke zugeschla-
gen, die somit als zeitdiskretes System mit der Eingangsgréfie (uy) und der Ausgangsgrofie
(yx) interpretiert werden kann. Der Regelkreis besteht somit aus zwei zeitdiskreten Systemen,
nédmlich dem Regelalgorithmus und der ,diskretisierten Regelstrecke”, siehe Bild 9.4. Man
beachte, dass aus dieser Darstellung die Systemgrofien der zeitkontinuierlichen Regelstrecke
zu den Abtastzeitpunkten (9.1) erakt bestimmt werden koénnen, eine Ermittlung der Verldufe
zwischen den Abtastzeitpunkten ist jedoch nicht moglich. Aus diesem Grund ist dafiir zu sor-
gen, dass die Abtastzeit T; hinreichend klein gewihlt wird, d.h. die Zustandsgréflen édndern
sich iiber eine Abtastperiode nur unwesentlich.
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146 KAPITEL 9. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER SYSTEME

9.3 Diskretisierung der Regelstrecke

Die zeitkontinuierliche Regelstrecke wird als lineares, zeitinvariantes System vorausgesetzt,
dessen dynamisches Verhalten durch ein Zustandsmodell der Form

d
d—};:AXiju, y=c'x+du (9.3)

beziehungsweise durch die Ubertragungsfunktion

LUy as)
PO = 2ty = ats)

beschrieben werden kann. In den nachfolgenden Abschnitten werden Methoden zur
Diskretisierung von zeitkontinuierlichen Streckenmodellen hergeleitet. Zuniichst wird ein zeit-
diskretes Zustandsmodell abgeleitet, danach wird eine entsprechende z-Ubertragungsfunktion
ermittelt.

(9.4)

9.3.1 Diskretes Zustandsmodell

Gesucht ist ein zeitdiskretes Zustandsmodell
X1 = Ag Xy +baug,  yr = cyXy + dg ug, (9.5)

dessen Zustinde zu den Abtastzeitpunkten (9.1) exakt denen des zeitkontinuierlichen Systems
(9.3) bei treppenférmiger Eingangsgrofle u geméf (9.2) entsprechen, siehe Bild 9.5. Dazu

diskretisierte Regelstrecke

T T,
(w) ‘ @ | - BV —»Ok)
I H u E = AX + bM A
y=c'x+du —> —>
x() (%)

Bild 9.5: Ermittlung eines zeitdiskreten Streckenmodells

wird zunéchst der Wert des Zustandsvektors zum Zeit ¢ = kT, berechnet, es gilt die bekannte

Relation
kT,

xr = x (kTy) = ¢(kTy)xo + ¢(kT; — 1) bu(r)dr, (9.6)
0
wobei ¢(t) die zu (9.3) gehorige Transitionsmatrix représentiert. Analog dazu gilt zum Zeit-
punkt t = (k + 1) T fiir den Zustandsvektor

Ty

(k+1)
Xpt1 = ¢<I€Td + Td)Xo —+ / ¢<I€Td +T,; — T) b u(r) dr (97)
0
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9.3. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 147

Unter Ausnutzung der bekannten Eigenschaft

D(KTy+Ty) = d(Ta)p(kTy) = P(KTa)d(Ta),

der Transitionsmatrix und durch Aufteilung des Integrationsintervalls in zwei Teile kann (9.7)
in die Form

KTy (k+1)Ty

¢(kT; — 7)bu(r) dT) + /kT ¢(kTy;+Ty—71)bu(r)dr

Xpp1 = @(1y) (¢<de)XO +

0

gebracht werden. Durch Vergleich mit (9.6) erkennt man, dass der Klammerausdruck in
obigem Ergebnis genau x; entspricht, d.h.

(k+1)T;

Xkt+1 = ¢(Td) X + /,; ¢(de + Td - 7') bu(T) dr. (98)
Ty

Von der Eingangsgréfie u weifl man, dass sie zwischen zwei Abtastzeitpunkten konstant ist,
siehe (9.2). Damit vereinfacht sich (9.8) zu

(k+1)Ty
Xpp1 = O(Ta) X + / QK3+ Ty — 1) buydr =
kT,
(k+1)Ty
= ¢(Ty) xi, + / ¢(kTy+ Ty — 7)bdr ug. (9.9)
kT,

Mit der Substitution
g = /CTd + Td — T
lautet die Berechnungsvorschrift fiir x;,; nun
0 T,
Xktr1 = ¢<Td) Xk — ¢<O') b do Up = ¢(Td) X + (0') b do Ug - (910)
T, 0

Damit sind die gesuchten Zustandsdifferenzengleichungen gefunden. Fiir den Wert der Aus-
gangsgrofle y zum Zeitpunkt ¢ = kT gilt offensichtlich

yr = y(kTy) = c"x + duy. (9.11)

Damit hat man das gesuchte zeitdiskrete Zustandsmodell der Form (9.5) gefunden, es gilt

Ty
Xpr1 = @(Ty) xp + ¢(0)bdo uy, yr = ¢l xp, + dug. (9.12)
\f—/ 0
=Ay
=by

Gegeben sei das Zustandsmodell

dx 01 0
E:[O O};H_[l]u, y=1[1 0]x+2u
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148 KAPITEL 9. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER SYSTEME

einer Regelstrecke. Die zugehorige Transitionsmatrix lautet

¢<t>=“ f]

Damit folgt aus (9.12) fiir die Systemmatrix des diskreten Modells

(1T
}Xd — [ 0 1 }a

fiir den Eingangsvektor gilt

b Tary o 0 do — Tl g do — T—C%
d = 0 1 1%~ 1] =] 2
0 0 Ty

Das zeitdiskrete Streckenmodell lautet somit
¥
2

Ty

1 Ty

Xk+1:l0 1}Xk—|— Uk, yk:[l O]Xk—i-?uk.

Stabilitiat der diskretisierten Strecke

Es wird nun untersucht, wie die Eigenwerte z; der Dynamikmatrix ¢(7}) des diskretisierten
Modells mit den Eigenwerten s; von A zusammenhéingen. Dabei wird ausgeniitzt, dass die
Matrix ¢(Ty) als Funktion von A dargestellt werden kann:

T2 T3
¢(Td):E+ATd+A22—‘f+A33—‘f+....

Multipliziert man ¢(7}) von rechts mit einem zum Eigenwert s; gehorigen Eigenvektor p; von
A, so findet man

T? T3

T2 T3 .
= <Pz‘ +ApTy+A’pL + A’p, -t + . ) APop

2! 3!
= <Pz‘ + pisily + AP@'Sz‘Z—‘? +A? pisij;_? +.. ) =...=
= <1 + 5Ty + s?i—‘? - sfg—‘? +.. ) pi = ¥’ p;.
Das bedeutet, dass fiir die Eigenwerte z; von ¢(7})
zi=c%ld  fir  i=1,...n, (9.13)
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9.3. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 149

gilt und die zugehorigen Eigenvektoren den Eigenvektoren p; von A entsprechen.

Aus (9.13) kann gefolgert werden, dass aus einem asymptotisch stabilen zeitkontinuerlichen
System (9.3) stets auch ein asymptotisch stabiles zeitdiskretes System (9.12) hervorgeht, denn
aus Re {s;} < 0 folgt unmittelbar |z;| = [e¥4| < 1.

Fortsetzung. Die Eigenwerte der Dynamikmatrix
01
oo
des zeitkontinuierlichen Modells der Regelstrecke aus dem vorangegangenen Beispiel liegen bei
S1 = S92 = 0.

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix des zugehorigen zeitdiskreten Systems

Ad:qb(Td):H ﬂ

liegen gemif (9.13) bei
21 = R9 = 1.

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit der diskretisierten Strecke

Es wird vorausgesetzt, dass die zeitkontinuierliche Strecke (9.3) steuerbar und beobachtbar ist.
Man kann nun zeigen, dass das zugehorige zeitdiskrete System (9.12) genau dann steuerbar und
beobachtbar ist, wenn verschiedene Eigenwerte des kontinuierlichen Systems auch verschiedene
FEigenwerte des diskreten Systems zur Folge haben, d.h.

efile o esld iy 5 #£ 5y, (9.14)

Man beachte, dass aus verschiedenen Eigenwerten s;, sy von A nur dann gleiche Eigenwerte
2 = e®ild 2 = e*Td yon A, werden konnen, wenn die Bedingung Re s; = Re sy, erfiillt ist, d.h.

s; =0+ jw; und Sk =0 + Jwy mit Wi # W

Fiir die zugehorigen Eigenwerte von A, gilt dann

z; = eild = gTagiwile  ynd 2, = e*Td = ¢oTa giwrTa,

Um (9.14) zu erfiillen, muss also

(wi —wg) Ty # £q27 mit ¢=1,2,3,...
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150 KAPITEL 9. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER SYSTEME

gelten, d.h. die Diskretisierungszeit muss der Bedingung

+¢2
T4 —27  mit ¢=1,2,3,... (9.15)
(wi — wy)

geniigen. Eine Diskretisierungszeit, die (9.15) nicht erfiillt, wird oft ,pathologisch” genannt.

Gegeben sei das Zustandsmodell der zeitkontinuierlichen Regelstrecke

d 0 1 0
5[ ] [f] oeteolx

Wihlt man die ,,pathologische” Diskretisierungszeit
qjj =T,

dann gehen die Eigenwerte s; 9 = —1 & j der Matrix A in die Eigenwerte 219 = —0.0432 der
Matrix A, iiber. Das zeitdiskrete System verliert aufgrund der ungliicklichen Wahl von T}; die
FEigenschaften der Steuerbarkeit und der Beobachbarkeit. [}

Der Verlust von Steuerbarkeit und Beobachbarkeit offenbart sich bei der Transformation des
diskretisierten Systems auf Jordan-Form. Da das zeitkontinuierliche System als steuerbar und
beobachtbar vorausgesetzt wurde, besitzt seine Diagonal- bzw. Jordan-Form zu jedem Eigen-
wert genau ein Diagonalelement bzw. einen Jordanblock. Zu jedem dieser Diagonalelemente
bzw. Jordanblocke existieren entsprechende Diagonalelemente bzw. Jordanblocke des zuge-
horigen diskretisierten Systems. Wird nun ,,pathologisch” abgetastet, so besitzt das diskrete
System zu einem Eigenwert mehr als ein Diagonalelement bzw. einen Jordanblock, was - wie
in Abschnitt 4 erldutert - zum Verlust von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit fiihrt.

Gegeben sei das zeitkontinuierliche Zustandsmodell

1+4j2 0 0
%: 0 1-52 0| x
0 0 2

Wihlt man die ,,pathologische” Diskretisierungszeit

s
211 257
so lautet das zugehorige zeitdiskrete System
—4.8105 0 0
X1 = 0 —4.8105 0 X,
0 0 23.1407

dh. die Eigenwerte 512 = 1 & j2, 53 = 2 der Matrix A gehen iiber in die Eigenwerte z; o =
4.8105, z3 = 23.1407 der Matrix A,. Die Systemmatrix des diskretisierten Systems besitzt
also zwei Diagonalelemente zu einem Eigenwert. ]
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9.3. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 151

9.3.2 z-Ubertragungsfunktion
Es ist die z-Ubertragungsfunktion
(2) (9.16)

(2)

3w}y g
P 5wy

der in Bild 9.6 dargestellten Anordnung bei gegebener Ubertragungsfunktion P(s) gesucht.
Dabei macht man sich die Tatsache zunutze, dass die Py(z) die z-Transformierte der Impul-

diskretisierte Regelstrecke
T,

Td

K )
i H[“Dpl P(s) O

y(®) > A

Bild 9.6: Ermittlung der z-Ubertragungsfunktion Py(z)

santwort des zeitdiskreten Systems ist. Wihlt man also
(ug) = (1,0,0,...) d.h. u(z) =1, (9.17)
dann generiert das Halteglied daraus
L L (9.18)

ult)=o()—o(t=T) dh.  as)=<——e

Fiir die Ausgangsgrofle y(t) der zeitkontinuierlichen Regelstrecke gilt dann
P _PU) o)

zmwzzclﬁx@}==ﬁyﬂ*8ﬁ“$}::£1{ s s

Die Folge (yx) ergibt sich durch Abtastung von y(t), d.h. fiir die Elemente der Folge gilt

ye = y(t = kTy) = L7 {@ _ @6_%}

t=kTy .
Die z-Transformierte der Folge (y) lautet
e _ P )

m@=3«%n:3{(tﬂ{s -= H)}. (919

Dieser etwas uniibersichtliche Ausdruck in (9.19) wird iiblicherweise folgendermafien

jz)=Z {@ — #e—ﬂd} =z {@} - Z {#e‘ﬂd} (9.20)

] . pegelungs- “TU
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abgekiirzt, d.h. die Operation 7(z) = Z {y(s)} représentiert folgende Rechenschritte:

_ L1 Abtastun 3 .
g(s) = y() = () > 9(2).

Da die Multiplikation mit e~*7¢ im Bildbereich der Verschiebung im Zeitbereich um einen
Abtastschritt nach rechts entspricht, kann (9.20) auch in der Form

angeschrieben werden. Aufgrund der Wahl der Eingangsfolge (9.17) gilt somit fiir die gesuchte
z-Ubertragungsfunktion

fﬂ@:(LﬂZQZ{H@}:Z;IZ{Hg}. (9.21)

S S

Fine mogliche Realisierung von P,(z) ist natiirlich durch (9.12) gegeben.

Man beachte, dass das Ergebnis (9.21) auch durch eine sehr einfache Uberlegung gewonnen
werden kann. W&hlt man némlich als Eingang fiir das in Bild 9.6 System die Folge

(ug) = (o) = (1,1,1,...),

(s)

P
so gilt u(t) = o(t) und y(t) = L7} {—} Fiir die z-Transformierte der Ausgangsfolge (yx)

s
gilt somit
. P(s)] z
_z ip
i) = 2{ T L p)
Daraus resultiert unmittelbar (9.21).
Gegeben sei die Ubertragungsfunktion
1
P(s) =
(s) s+1

der zeitkontinuierlichen Regelstrecke. Gemif (9.21) gilt dann
2—1_(P(s —1_(1 1
P, = Z zlZ_
) = TN } s
z—1 1 _
Sl Z{ 1)) =2 G0 -3 ) -

B z—1 z _1—6 Ta
N z z—1 z—e*Td oz —eTa’

“TU_
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9.3. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 153

Die Pole der Streckeniibertragungsfunktion (9.4) sind eine Teilmenge der Eigenwerte von A
und die Pole von (9.21) sind eine Teilmenge der Eigenwerte von ¢(T}). Solange keine ,,pathol-
ogische” Diskretisierungszeit gewihlt wird, enspricht der Nennergrad von P,(z) dem Nenner-
grad von P(s). Daraus folgt unmittelbar, dass die Pole z; von Py(z) iiber die Relation (9.13)
aus den Polen s; von P(s) hervorgehen. Aus einer BIBO-stabilen Ubertragungsfunktion P(s)
ergibt sich somit durch die Diskretisierung stets auch eine BIBO-stabile Ubertragungsfunktion

}%1(2).

Fortsetzung. Im vorigen Beispiel geht der Pol s = —1 der Ubertragungsfunktion P(s)
durch die Diskretisierung in einen Pol z = e~7¢ der Ubertragungsfunktion P,(z) iiber. ]
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Kapitel 10

Englische Fachbegriffe

Anfangswertsatz. . ... initial value theorem
Anfangszustand .. ..... ... initial state
asymptotisch stabil ........ ... asymptotically stable
asymptotische Stabilitdt......... ... o asymptotic stability
AUBOIOML . L oot autonomous
Begleitform . ... ..o companion form
beobachtbar . .. ... ... observable
Beobachtbarkeit ... ... ..o observability
Bebachtbarkeitsnormalform ... .... observable-form realization, observable canonical form
BIBO Stabilitat .. ... BIBO stability
Determinante . ....... ... determinant
Diagonalform .......... . diagonal form
Differentialgleichung ....... ... . o differential equation
Dirac Impuls. . ... Dirac delta function
Durchgriffsterm. ... ... .. oo direct transmission term
BAgenwert . . . ... eigenvalue
Eigenvektor. ... ..o eigenvector
Eingroflensystem ... single input - single output system
Einheitskreis. .. ... unit circle
Einheitsmatrix. ... ..o identity matrix
Einheitssprung . . .. ... unit step
Endwertsatz . ... e final value theorem
Erreichbarkeit ... ... reachability
Faltung. . ..o convolution
Faltungsintegral . ... .. ..o i i convolution integral
Faltungssumme. . ... e convolution sum
Frequenzgang ... ... ..o frequency response
ImpulS . oo impulse
110151 1721 0 unstable
Jordan-Form. ... ... Jordan canonical form
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gitut fiir Regelungs” ““;\;L

ins rungstechnik

und Automatisie
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Jordanblock. .. ... Jordan block
Koeffizient . ... ... coefficient
konjugiert komplex . ..... ... conjugate complex
Knotenpunkt . . . ... node
stabil. ... nodal sink, stable node
instabil ... ... nodal source, unstable node
Q00773 P to cancel
KOrzung . ..o cancellation
Laplace Transformation............ ... o i i Laplace transform
linear, zeitinvariant (LZI)........... ... i, linear, time-invariant (LTT)
linear unabhingig. ... ... . linearly independent
LIneariSiertung . . . .. .ov ot linearization
Losung, frefe. . ... zero-input response
CIZWUIZEIIC . . . vttt ettt ettt it zero-state response
MabliX . oot matrix, pl. matrices
AdJUNGIETTE. . o oo e adjoint matrix
diagonale . ... diagonal matrix
Hurwitz- . ..o Hurwitz matrix
in Begleitform....... ... . companion matrix
ITIVETSE & o v ettt e e e e e e e inverse matrix
quadratische. . ... ..o square matrix
TEGULATE . . oottt nonsingular matrix
schiefsymmetrische ......... ... ..o skew symmetric matrix
SINGULATE . . . .ottt singular matrix
symmetrische . . ... symmetric matrix
transponierte. ........ ... i i i transpose matrix, transposed matrix
MinimalrealiSierung . . . . ....oue it minimal realization
NENDET . ..o e denominator
Normalform . . ... canonical form
Nullstelle . . ..o Zero
Parallelschaltung . ......... ..o parallel connection
Phasenportrait. ... ... ..o phase portrait
PN plan ..o pole-zero map
Pol, Polstelle. . ... pole
Polynom . . ... polynomial
charakteristisches. .......... ... i i characteristic polynomial
Hurwitz- .. Hurwitz polynomial
TNONISCRES . . o oo e monic polynomial
NENNET- . . denominator polynomial
Zahler- . . numerator polynomial
R g . o rank
realiSierbar . ... proper
Reihenschaltung...... .. ... series connection
Routh Schema ... ... Routh test
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RUCKKODDIUNG . . ..o feedback
Ruhelage . . ... equilibrium point
Sattelpunkt . . ... saddle point
SPIUNZANTWOT . . .« oottt e e et et e e step response
SPIUNG NI . . biproper
Sprungfunktion .. ... step function
Stabilitat . . .o stability
asymptotische .. ... ... asymptotic stability
BIBO . . BIBO stability
SEEUETDAT . . o o controllable
Steuerbarkeit . .. ... ..o controllability
Steuerbarkeitsmatrix. .. ... controllability matrix
Steuerbarkeitsnormalform. . ... .. controllable-form realization, controllable canonical form
SYStemMOTANUNG. . . . oottt system order
tellerfremd . . ..o coprime
Trajektorie. . ..o trajectory
TransitionsSmatrix . ......oueinrnnn e e state transition matrix
Ubertragungsfunktion ... ...........o.oeiiiie i transfer function
VK O . vector
SPAltENI- . . o column vector
/7G5 11 PP row vector
Vielfachheit . . ... multiplicity
Wirbelpunkt. .. ... spiral point
StabIl .o spiral sink
Instabil ... spiral source
ZENIET . o oo numerator
ZeitdISKIet . . discrete-time
ZEILINVATIANG . . .. o time-invariant
ZEIEVATIANG . . o oo e time-variant
Zustandsebene . ... ... state plane
Sodell . .o state model
e 5 1 06 state space
SvariAble L L state variable
-transformation ........ ... ... state transformation
SV O .« oo state vector
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Anhang A

Laplace-Transformation

Die (einseitige) Laplace-Transformation ordnet einer Zeitfunktion f(¢) iiber die Berech-

nungsvorschrift
+oo

f(s) = f(t)ye*dt (A.1)

0
eine Funktion f(s) der komplexen Variable s zu. Dabei wird an dieser Stelle vereinfachend
angenommen, dass f(t) fiir negative Werte des Parameters ¢ verschwindet, d.h.

f(t)=0 fir ¢<O.

Weiters wird vorausgesetzt, dass f(¢) auf jedem endlichen Zeitintervall stiickweise stetig ist
und - fiir geeignet gewéihlte reelle Konstanten M und v - der Ungleichung

f)] < Me (A.2)

geniigt. Dann ist das Integral (A.1) fiir alle s mit Re {s} > ~ absolut konvergent!, man spricht
auch vom Existenzbereich von f(s). Jeder transformierbaren Funktion f(¢) im Zeitbereich
wird durch (A.1) eine Funktion f(s) im Bildbereich zugeordnet. Diese Korrespondenz zwis-
chen der Originalfunktion f(¢) und der zugehorigen Bildfunktion f(s) wird durch

fls)=L{f®)} wd f(t) =L {f(s)} (A.3)

bzw. durch das ,,Hantelsymbol” _
f(t) O—@ f(s) (A.4)

symbolisiert.

A.1 Linearitat

Die Laplace-Transformation ist eine lineare Transformation, d.h. es gilt

L{an fi(t) + a2 fo(t) } = e LLf(0)} + a2 L{fo(1)} (A.5)

fiir beliebige komplexe Konstanten o und as.

ldas Laplace-Integral ist also in einer rechten Halbebene absolut konvergent. In den meisten Féllen kann
die Funktion f(s) in die gesamte komplexe Ebene analytisch fortgesetzt werden.
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160 ANHANG A. LAPLACE-TRANSFORMATION

A.2 Dampfungsregel
Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann
L{IWe) = Fis - a), (A6)

wobei « eine beliebige komplexe Konstante ist.

A.3 Verschiebungssatz

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Fiir die Laplace-
Transformierte der auf der Zeitachse um 7 > 0 (nach rechts) verschobenen Funktion f(t — 7)
gilt

LA =7)p = e L{f(B)}- (A7)

Man beachte hierzu auch die Darstellung in Bild A.1, die nochmals verdeutlichen soll, dass
die verschobene Funktion f(¢ — 7) fiir ¢ < 7 identisch Null ist.

f (-9

A

Bild A.1: zur Illustration des Verschiebungssatzes

A.4 Faltungsregel

Gegeben seien zwei Zeitfunktionen mit den zugehorigen Laplace-Transformierten, also f(s) =
LA{f(t)} und g(s) = L{g(t)}. Es gilt dann

£ () g(s)} = / F(t = r)g(r) dr = / f(r)g(t — ) dr. (A8)

Man spricht in diesem Zusammenhang von der Faltung der Funktionen f(¢) und ¢(¢) und
verwendet hiufig die Kurzschreibweise

F(t) * g(t) = / £(t — r)g(r) dr.
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A.5. DIFFERENTIATION IM ZEITBEREICH 161

A.5 Differentiation im Zeitbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Fiir die Laplace-
Transformierte der zeitlichen Ableitung von f(t) gilt dann

c {@Cd—?} = s7(s) - £(0). (A.9)

Eine wiederholte Anwendung des Differentiationssatzes liefert fiir die n—te Ableitung von f(t)
die Korrespondenz

L { /(1) } =s"f(s) — ni gt ﬂ : (A.10)

dt - dtt |,_,

Man beachte, dass sich im Falle verschwindender Anfangswerte obige Relation zu

c {%@} — " f(s) (A1)

vereinfacht. Eine n-fache Differentiation im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation im
Bildbereich mit s".

A.6 Differentiation im Bildbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann die
Relation

df(s
—LA{t f(t)} = % (A.12)
Eine n—facher Differentiation nach s fithrt auf das Ergebnis
24" f(s)

L f)} = (=1) (A.13)

dsm

A.7 Integration im Zeitbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann

c { /0 ") dT} - % F(s). (A.14)

A.8 Anfangswertsatz

Gegeben sei die Laplace-Transformierte f(s) einer Zeitfunktion f(t). Der Wert der Zeitfunk-
tion f(t) zum Zeitpunkt ¢t = 0 kann mit Hilfe des Anfangswertsatzes

f(0) = lim s f(s) (A.15)

§—00

berechnet werden.
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162 ANHANG A. LAPLACE-TRANSFORMATION

A.9 Endwertsatz

Gegeben sei die Laplace-Transformierte f(s) einer Zeitfunktion f(t). Der Wert der Zeitfunk-
tion f(t) fiir t — oo kann mit Hilfe des Endwertsatzes

foo = tlim f(t) = lin(l]sf(s) (A.16)
ermittelt werden. Man beachte, dass die Anwendung von (A.16) nur dann zuléssig ist, wenn

der Grenzwert von f(t) fiir t — oo existiert. Dies kann ebenfalls im Bildbereich {iberpriift
werden. Ist die Funktion g(s) = s f(s) eine gebrochen rationale Funktion, d.h.

wobei £(s) und A(s) teilerfremde (gekiirzte) Polynome sind, so existiert f,, genau dann, wenn
das Polynom \(s) ausschliellich Nullstellen mit negativem Realteil besitzt. Ein solches Poly-
nom wird auch Hurwitzpolynom? genannt.

2benannt nach dem deutschen Mathematiker Adolf Hurwitz (1859-1919)
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A.10. KORRESPONDENZTABELLE FUR REELLE FUNKTIONEN

A.10 Korrespondenztabelle fiir reelle Funktionen

f(t) O—@ f(s)
o(t) 1
1
t _
(1) :
! 2
tm 1
EE’ ﬂ,ZiO 5n+1
1
eat
s —«
teat 1 5
(s —a)
t_ Ott’ n Z O 1 e
! (s —a)
cos wt 3 i 3
s 4+ w
sin wt 3 w
52 + w?
o cos wt _(s—a)
(s —a)? + w?
et sin wt v
(s —a)? + w?
2 2
t cos wt 57002
(s2 + w?)
2
t sin wt %
(s2 + w?)

Institut
und Automad

fiir Regelungs”
tisierungs

163



164
ANHA
NG A. LAPLACE-TRANSFORMATION

Institut fur Regelungs- “TU
Graze

und Automatisierungstechnik




Anhang B

7z-Transformation

Die (einseitige) z-Transformation ordnet einer Zahlenfolge (f;) iiber die Berech-
nungsvorschrift

f(z) :f0+f12’71+f22’72—l—...IkaZ*/LC (B.1)
k=0

eine Funktion f (z) der komplexen Variable z zu. Dabei wird an dieser Stelle vereinfachend
angenommen, dass die Folgenelemente von (fy) fiir negative Werte von k verschwinden, d.h.

fk =0 fir k<0O.

Fiir Zahlenfolgen (f), deren Elemente - fiir geeignet gewiihlte reelle Konstanten M und + -
der Ungleichung
|fil < M~

geniigen, konvergiert die Summe (B.1) im Gebiet [z| > 7. Jeder transformierbaren Folge
(fx) = (fo, f1, fo, . ..) wird somit durch (B.1) eine Funktion f(z) im Bildbereich zugeordnet.
Diese Korrespondenz wird durch

f) =310 wd () =3"{f(»)} (B:2)

bzw. durch das ,,Hantelsymbol”

(fr) O—@ f(2) (B.3)

symbolisiert!.

B.1 Linearitat

Die z-Transformation ist eine lineare Transformation, d.h. es gilt

3{an (fir) a2 (for) } = a1 3{(fir)} + 2 3{(far)} (B.4)

fiir beliebige komplexe Konstanten a; und as.

"Hiufig wird auch die Schreibweise f(z) = Z{(fx)} und  (fx) = 2! {f(z)} verwendet.
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166 ANHANG B. Z-TRANSFORMATION

B.2 Dampfungsregel

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger z-Transformierter f(z). Es gilt dann

3{(@"f)} = (%), (B.5)

R |

wobei a eine beliebige komplexe Konstante ist.

B.3 Verschiebung nach rechts

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f (z). Die z-Transformierte der um
n > 0 Schritte (nach rechts) verschobenen Folge (fi_,) lautet

3H{(fien)} = 27" f(2). (B.6)

Man beachte, dass die Elemente der verschobenen Folge fiir £ < n identisch Null sind.

B.4 Verschiebung nach links

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f(z). Die z-Transformierte der um
n > 0 Schritte (nach links) verschobenen Folge (fi+,) lautet

3{(fran)} = 2" f(2) — 2" z_: fiz ™" (B.7)

=0

Sind alle Elemente der Folge (f;) fiir £ < n identisch Null, so vereinfacht sich (B.7) zu

3{(firn)} = 2" J(2). (B.8)

B.5 Faltungsregel

Gegeben seien zwei Zahlenfolgen mit den zugehorigen z-Transformierten f (2) =3{(fx)} und
9(2) = 3{(gx)}. Es gilt dann

37! {f(z)g(z)} = (i fkigi> = (i gkifi) . (B.9)

Man spricht in diesem Zusammenhang von der Faltung der Folgen ( f;) und (gx) und verwendet
die Kurzschreibweise

37730} = (B (9) = (90) * (o)
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B.6. DIFFERENTIATION IM BILDBEREICH 167

B.6 Differentiation im Bildbereich

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f(z). Es gilt dann

d f(z)
dz

3{(kfi)} = —= (B.10)

B.7 Anfangswertsatz

Cegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (fi) = (fo, fi.f2...). Das Element f, kann
mit Hilfe des Anfangswertsatzes

fo=lim f(z) (B.11)

berechnet werden.

B.8 EndwertsatzA.9

Gegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (f;). Das Folgenelement f;, fiir k — oo kann
mit Hilfe des Endwertsatzes

fooi= Jim fi = lim (= 1) (2) (B.12)

ermittelt werden. Man beachte, dass die Anwendung von (B.12) nur dann zuléssig ist, wenn
der Grenzwert f., existiert. Dies kann ebenfalls im Bildbereich iiberpriift werden. Ist die

Funktion g(z) = (z — 1) f(2) eine gebrochen rationale Funktion, d.h.

e
g(z) = o)

wobei k(2) und A(z) teilerfremde (gekiirzte) Polynome sind, so existiert f,, genau dann, wenn
das Polynom A(z) ausschliefllich Nullstellen besitzt, die betragsméBig kleiner als 1 sind. Das
bedeutet, dass alle Nullstellen von A(z) im Einheitskreis der komplexen z-Ebene liegen. Ein
solches Polynom wird auch Einheitskreispolynom oder Schurpolynom genannt.
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B.9 Korrespondenztabelle

ANHANG B. Z-TRANSFORMATION

(fk) O—e f(z)
(0x) = (1,0,...) )
z
=(1,1,...
(ox) = (1,1,...) =
z
k
(k) o
) S+ 1)
(z—1)°
k z
(") —
za
kak
(ka*) o
(k*a”) izt a)a
(z—a)’
2(z — coswTy)
kT,
(cos wkTy) R
i zsinwTy
kT,
(sinwkTy) 22 —2zcoswTy + 1
k T 2(z — acos wTy
(af coswkTy) P vracosal 1
inwT
ki T zasinwTy
(a sin wk d) F oracosaly ¥ o2
(k coswkTy) z[(2* + 1) coswTy — 22]
(22 — 2z coswTy + 1)
(ksinwkTy) 2(22 — 1) sinwTy

(22 — 2z coswTy + 1)
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