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Kapitel 1

Die Laplace-Transformation

1.1 Einfiihrung

Bei der Untersuchung zeitlicher Vorginge in elektrischen Netzwerken muss man oft gewthn-
liche lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten losen. Mit Hilfe der Laplace!-
Transformation kann man die Differentialgleichungen in dquivalente lineare algebraische Gle-
ichungen tiberfithren und im sogenannten Bildbereich 16sen. Die anschlielende Riicktransfor-
mation dieser Losungen in den Zeitbereich ergibt die gesuchten Zeitfunktionen. Dariiberhinaus
kann durch Verwendung der Transformation das Verhalten linearer Schaltungen charakterisiert
und untersucht werden. Es ist zu bemerken, dass die Laplace-Transformation mit der Fourier?-
Transformation eng verwandt ist. Beide Transformationen weisen Vorteile auf, die allerdings
nicht gleichzeitig sichergestellt werden konnen. Grob gesagt ist die Anwendung der Fourier-
Transformation bei nachrichtentheoretischen Fragestellungen iiblich, wihrend die Anwendung
der Laplace-Transformation in der Regelungstechnik bzw. Regelungstheorie géngiger ist.

Bei der Laplace-Transformation ordnet man in eindeutiger Weise einer Funktion f(¢) der
reellen Variablen ¢ eine Funktion f(s) der kompleren Variablen s zu. In vielen technischen
Anwendungen ist f(t) eine Zeitfunktion. Es wird angenommen, dass

f(t)=0 fir t<O0 (1.1)

gilt. Solche Funktionen werden kausal genannt®. Das ist z.B. bei Einschaltvorgingen der
Elektrotechnik bzw. bei der Berechnung von Systemgrofien in elektrischen Schaltungen mit
Hilfe gewohnlicher, linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Fall®.

! Pierre-Simon de Laplace (Baumont-en-Auge 1749 - Paris 1827)

2 Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre 1768 - Paris 1830)

3Mit Hilfe kausaler Zeitfunktionen wird der Begriff kausales System eingefiihrt. Dieser Begriff kennzeichnet
jedes physikalische System!

1Die Behandlung von Funktionen f(t), die auch fiir ¢ < 0 Werte ungleich Null annehmen, erfolgt mit Hilfe
der sogenannten zweiseitigen Laplace-Transformation

f(s):= /f(t)e_Stdt.
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Man bildet nun das uneigentliche Integral

/O h f(t) e "dt.

Es wird damit eine Funktion f(s) eingefiihrt, die fiir alle Werte s, fiir die obiges Integral
konvergiert®, durch

f(s) = /000 f(t)e*tdt (1.2)

definiert ist. )
Somit wird gemé$ (1.2) der Funktion f(¢) eine Funktion f(s) im sogenannten Bildbereich
zugeordnet. Diese Zuordnung (auch Korrespondenz genannt) zwischen Originalfunktion

f(t) und zugehoriger Bildfunktion f(s) wird durch

fls)=L{f®)} und  f(t)=L""{f(s)} (1.3)

symbolisiert. Die Notation B
f(t) o—e f(s) (1.4)

bedeutet, dass f(t) und f(s) ein sogenanntes Transformationspaar bilden.

Die Laplace-Transformation weist gewisse fundamentale Figenschaften auf.

1. Linearititseigenschaft: Wie man anhand (1.2) erkennt, handelt es sich um eine lin-
eare Transformation. Sie wird durch die Eigenschaften Homogenitdt und Additivitdt charak-
terisiert. Das bedeutet, dass ausgehend von zwei (beliebigen) Transformationspaaren

g(t) 0—e g(s) und h(t) O—e h(s),

die Relation )
a-g(t)+ 8- ht) O—0 a-g(s)+B -h(s) (1.5)

fiir beliebige, i.A. komplexe(!) Konstanten o und S gilt. Aufgrund dieser Eigenschaften kann
die Berechnung der Laplace-Transformierten einer komplizierten Funktion f(¢) entscheidend
vereinfacht werden, indem man f(¢) als Superposition einfacher Funktionen darstellt und diese
der Laplace-Transformation unterwirft!

2. Analytische Eigenschaften: Wenn das Laplace-Integral f(s) fiir einen Punkt s = /3
konvergiert, so konvergiert® es auch fiir alle Werte s in der (rechten) Halbebene Re {s — 5} > 0.

® Falls die stiickweise stetige Funktion f(¢) einer Beschrinkung
lfH) <M <oo fiir t>t >0

geniigt, so ist das Integral (1.2) fiir alle Werte der Variablen s mit Re{s} > 0 absolut konvergent. In der
Technik vorkommende reale Funktionen unterliegen immer solch einer Beschriankung.
6Das Laplace-Integral ist sogar absolut konvergent

/OO |f(t)e | dt < K < o0
0

in einer rechten Halbebene. Wenn f(s) fiir einen Punkt s = § absolut konvergiert, so konvergiert es absolut
fiir alle Werte s in der Halbebene Re {s — §} > 0.
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Der Konvergenzbereich £ des Laplace-Integrals ist eine Halbebene Re {s} > ~ (siehe Bild 1.1).
Der Wert der (reellen) Zahl v hiingt von der Funktion f(¢) ab. Es ist essentiell, dass f(s)
innerhalb des Konvergenzbereiches & beliebig oft(!) nach s differenzierbar ist”. Ferner kann
jeder Differentialquotient d* f /ds* als Laplace-Transformierte einer Funktion gedeutet werden.

Im{s}

Re{s}

Re{s} > v

Bild 1.1: Konvergenzbereich

3. Asymptotische Eigenschaft: Das Verhalten von f(s) fiir "grofe" Werte von s
ist charakteristisch: Strebt die komplexe Variable s lings irgendeines Strahles im Konver-
genzbereich K& ins Unendliche, so strebt f(s) nach Null®

lim f(s) =0.

S§— 00

Nachfolgend werden fiir einige elementare Funktionen f(¢) die zugehorigen Laplace-
transformierten ermittelt.

Beispiel: Wir betrachten die sogenannte Sprungfunktion® (siehe Bild 1.2)

fo=ew={] fisy

Die zugehorige Laplace-Transformierte ergibt sich geméf (1.2) zu

- o 1 o 1
f(s) = / e Stdt = —= e’St}o == unter der Annahme Re{s} > 0.
0 s s
Damit erhilt man die Korrespondenz
1
o(t) o—e —. (1.6)
s

"Man spricht von einer holomorphen oder analytischen Funktion f(s).
8Insbesondere gilt fiir jedes o > B
lim f(o+jw)=0.

w—00

9Sie ist wichtig bei der theoretischen Behandlung von Einschwingvorgingen.
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Bild 1.2: Sprungfunktion

[BlBeispiel: Zu der Exponentialfunktion (siehe Bild 1.3)
f(t) =e"  mit der komplezen Konstante a

ergibt sich die Laplace-Transformierte

f(t) ’—eatfﬁra<0 — e fiir a >0

I L
=

Bild 1.3: Exponentialfunktion

_ o0 1 00
f(S) _ /0 6—(s—a)t dt = — 6—(3—04)15{0

s—a
1

= it Re{s—a}>0
i mi e{s—a}

Wir erhalten das wichtige Transformationspaar

1

e o—e )
s—a
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Beispiel (Fortsetzung): Wir gehen von dem Transformationspaar

e 0—e

sS—a

&0 1
/ ee st dt = .
0 s—a

Eine Differentiation obiger Relation nach s ist aufgrund der 2. fundamentalen Eigenschaft
einer Laplace-Transformierten erlaubt! Sie ergibt

d o0
ds J

aus. Das bedeutet es gilt

ee dt = / e (—t)e S dt = 7
0

o 1
/ tee M dt = ——— .
: (—ap

Damit erhalten wir eine weitere Korrespondenz

s—a)?

bzw.

1

(s —a)*

Dieser Schritt kann natiirlich wiederholt werden, um weitere Korrespondenzen zu erhalten!

te® 0—e

f@®) ’—te“tfﬁra<0‘

Bild 1.4: Zeitgewichtete Exponentialfunktion

Beispiel: Die Laplace-Transformation trigonometrischer Funktionen wie Sinus und Cosi-
nus erfolgt mithilfe der Korrespondenz (1.7) fiir die Exponentialfunktion f(t) = e/“*, wobei
w eine reelle Konstante ist. Dabei wird die Euler'® zugeschriebene Formel'!

e/? = cosp + jsinp

10Teonhard Euler (Basel 1707 - St. Petersburg 1783)
Setzt man den Wert ¢ = 7 ein, so erhilt man die Formel /™ +1 = 0. Sie enthiilt die fundamentalen Zahlen
der Analysis e, j, m, 1, und 0 und gehort zu den "Top Ten" der mathematischen Sitze!
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ausgenutzt und man schreibt:
f(t) = e = coswt + j - sinwt .
Wird o = jw in (1.7) eingesetzt, resultiert

F(s) = —

5 — jw’

Deutet man nun die Exponentialfunktion e/“! als Linearkombination zweier Funktionen
f(t) =€ =1-coswt+j-sinwt =: a-g(t) + B - h(t)

und zerlegt man f(s) gemiB

- 1 s+ jw S w

= :1- ) .
f(s) 5 — jw s+ jw 32+w2+‘7 52 4+ w?’

so ergeben sich unter Ausnutzung von (1.5) (d.h. der 1. fundamentalen Eigenschaft) die
Korrespondenzen

s w
coswt O—0 —— und sinwt 0—0 —— . (1.8)
s + w? 52 + w?

1.2 Siatze fiir das Rechnen mit der Laplace-
Transformation
In den nachfolgenden Ausfithrungen werden Regeln formuliert, die gewisse Operationen mit

Funktionen im Zeitbereich bzw. Bildbereich signifikant erleichtern. Diese Operationen kann
man folgendermaflen klassifizieren:

Lineare Substitution der Variablen im Zeit- bzw. Bildbereich. Man erhilt den
Ahnlichkeits-, den Verschiebungs- und den Dampfungssatz.

Differentiation im Zeit- bzw. Bildbereich und Integration im Zeitbereich.

Grenzwertermittlung der Originalfunktion mithilfe des Anfangs- bzw. des Endwert-
satzes.

Multiplikation im Bildbereich.
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Bild 1.5: Zeitskalierung

1.2.1 Ahnlichkeitssatz

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar und « eine positive Konstante. Es gilt (siche
Bild 1.5)
f(=) mit o >0 .

L{f(at)} =

Sl
Q| w

e Dies ergibt sich leicht aus (1.2) durch eine Substitution der Integrationsvariablen ¢

)

Rlw

£ {f(at)} = / " flotyetar = / " lat)yeEtd(at) = ~

1.2.2 Verschiebungssatz
Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Die Laplace-Transformierte der auf der Zeitachse
um 7" > 0 (also nach rechts) verschobenen Funktion f(t), d.h. der Funktion (siche Bild 1.6)
h(t):=c(t—=T) - f(t—=T)
lautet
L{o(t=T) ft-T)}=e " L{f()} . (1.9)
Man beachte, dass laut Voraussetzung die Funktion f(¢) fiir ¢ < 0 verschwindet!

Beispiel: Sei h(t) die um T > 0 verschobene Funktion f(t) = e™*

0 fir t<T
o (p T e T)
W(t) = o(t—=T)-e {e<tT> fir t>7T

Unter Zuhilfenahme von (1.7) und (1.9) erhalten wir

1

LAnt)}=L{o(t-T)- e*(t*T)} = e*STH—l.
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Bild 1.6: Zeitverschiebung

Beispiel: Wir betrachten den Rechteck-Impuls (siehe Bild 1.7)
1
re(t) :=—[o(t) — ot — €)] (1.10)
5

mit der Dauer . Der Flidcheninhalt unterhalb dieser Funktion betrigt

Te (t) _—Te (t)

o =

Bild 1.7: Rechteck-Impuls

/000 re(t)dt =

Fiir die Laplace-Transformierte von r.(t) gilt nun unter Anwendung von (1.2)

ce=1.

m | =

Te(s) = /06 é e St dt = 1 (1—e) . (1.11)

SsE

Obiges Ergebnis ergibt sich alternativ aufgrund der Linearitét der Laplace-Transformation und
des Verschiebungssatzes. Durch den Grenziibergang ¢ — 0 (siehe 1.8) entsteht in heuristischer
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Weise der sogenannte Dirac'?-Impuls, auch §-Funktion (Deltafunktion)!® genannt, d.h.
i(t) = lin% re(t). (1.12)

Sie ist, abgesehen von der Stelle t = 0, iiberall gleich Null und besitzt einen endlichen Flichen-

Bild 1.8: Grenziibergang ¢ — 0

inhalt! Sie ist in der Tat keine gewshnliche Funktion. Bedenkt man, dass die komplexe
Exponentialfunktion e* als eine unendliche Reihe darstellbar ist

2 23

z_ 2%
ef=14+z+ o + i + .y
so erhélt man mit z = —se fiir kleine Werte von ¢

e x~1—se
d.h.
Te(s) =~ 1.

Fithrt man nun - ohne mathematische Skrupel - den Grenziibergang ¢ — 0 durch, so erhélt
man

L{3(1)) = lim 7e(s) =1

bzw. die Korrespondenz
o(t) o—e 1. (1.13)

12Paul Adrien Maurice Dirac (Bristol / England 1902 - Tallahassee, Florida / USA 1984)

13Die Darstellung der 6-Funktion als eine Funktion, die tiberall gleich Null ist, und fiir ¢ — 0 gegen Un-
endlich geht, wihrend ihr Integral gleich Eins ist, ist im Sinne der klassischen Analysis nicht korrekt! Eine
mathematisch fundierte Behandlung solcher verallgemeinerter Funktionen erfolgt im Rahmen der im Jahre
1945 geschaffenen Theorie der Distributionen. Siehe z.B. Heinz DOBESCH & Hannelore SULANKE: Zeit-
funktionen, Theorie und Anwendung. Kap. 2.2.
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e Satz (1.9) kann mittels (1.2) nach einer Substitution der Integrationsvariablen ¢
hergeleitet werden:

LIW)} = /0 T h() e dt
= /T N ft—=Tyetdt™=" /0 N f(r)e ) ar
= e /000 f(ryesdr =e T L{f(t)} .

1.2.3 Dampfungssatz

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar und « eine beliebige kompleze Konstante. Es
gilt

L{e"f(t)} = f(s—a). (1.14)
eispiel: Mit Hilte von (1. und der Kenntnis von (1. onnen die Korrespondenzen
[BlBeispiel: Mit Hilfe von (1.14) und der Kenntni (1.8) k die K d
at S— at _: W
e coswt O—e m und esinwt 0—e m (]_].5)
miihelos angegeben werden. [ |

e Die Relation (1.14) ergibt sich aus (1.2):
L at _ > at —std _ > —(s—a)td — - )
(s} = [ epwetan= [ e i = fs—a)

1.2.4 Abbildung der Differentiation im Zeitbereich

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Fiir die Laplace-Transformierte der Ableitung
der Funktion f(¢) nach ¢ gilt

af(t -
c {%} — sf(s) — £(0). (1.16)
Beispiel: Die Laplace-Transformierte von
f(t) = coswt
lautet geméf (1.8)
- s
Fiir die Ableitung von f(t)
ar)
— = —wslnwt
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ergibt sich geméf (1.16)

2

{df( )} = L{-wsinwt} :8%—0080: -

dt + w? 52 4+ w?
bzw. 3
L{sinwt} = ——
{sinwt} e
Dieses Ergebnis deckt sich erwartungsgeméfl mit (1.8). [ |

e Relation (1.16) kann mit Hilfe von (1.2) und unter Anwendung partieller Integration
abgeleitet werden. Es ergibt sich'*

o 4 t=o00 0
/0 % e tdt = /t:[) e df = e 5 f(t) }0 /0 [—se ™ f(1)] dt
= sf(s) = f(0).

Fiir die zweite zeitliche Ableitung von f(t) ergibt sich durch analoge Anwendung von (1.16)
d’f () d df(t) df () df(t)
ﬁ{ d? }_ﬁ{ﬂ dt }_8[’{ e [ dt

c{EHOY — 256) - sr0) - LY

t=0

bzw.

(1.17)

t=0
Die wiederholte Anwendung des Differentiationssatzes liefert fiir die n-te Ableitung von f(t)
die Korrespondenz!®

d"f (t) ik 4
— n 1.1
ﬁ{ dtn } Tk, (1.18)
k=0
bzw. 1
d"f(t) 7 1k A
-~ s" — " —_ 1.1
O ST -G (119
Im Falle verschwindender Anfangswerte fiir 0 < k <n —1
dk
aof
2 P

1 Es wird angenommen, dass
thm f®)e =0
im Konvergenzbereich des Laplace-Integrals gilt. Dies ist bei realen Anwendungen immer gegeben.
'5Hiebei wird die Notation
df

a0 = f(O)

t=0

verwendet.
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vereinfacht sich obige Relation zu
d"f(t)
dtn

d.h. die n-fache Differentiation im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation mit s™ im Bild-
bereich.

oo s"f(s), (1.20)

1.2.5 Integration im Zeitbereich

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Es gilt dann

c {/Ot £(7) dT} - %f(s). (1.21)

Beispiel: Gegeben sei die Korrespondenz fiir die Sprungfunktion o(t)

[y =ol) o8 fls)=— .

Die Laplace-Transformierte des Integrals der Sprungfunktion

/Otf(f)dfz/ot o(r) dr =1t

E{t}:S—IQ.

ergibt sich geméfl (1.21) zu

Beispiel: Gegeben sei die Korrespondenz

fity=te™t o—0 f(s)=

(s+1)2°

Die Laplace-Transformierte des Integrals von te™*

Ft) = /Otf(f)dT:/OtTede

ergibt sich geméfl (1.21) und nach einer Partialbruchzerlegung zu

1 1 1 1

1
LEO = G s 571 Grip

mit der zugehorigen Originalfunktion
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e Fiir den Beweis dieser Korrespondenz betrachten wir die Funktion

F(t) = /Otf(T) dr

und deren Ableitung nach ¢
"y (t)
dt '

Offensichtlich gilt dann gem&8 (1.16)

c {%} L {F(1)} — 0= £ {f(1))

bzw.

LAFW) = —L{f(0)}

1.2.6 Differentiation im Bildbereich

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Es gilt die Relation

df(s)

T = —L{ S} baw. tf(t) oo _df(s)

Beispiel: Gegeben sei das Transformationspaar
f(t) =sinwt und f(s) = ——
Mit Hilfe der Differentiation von f(s) nach s

df(s) 25w
ds (52 + w?)’

ergibt sich mittels (1.22) die Korrespondenz (siehe Bild 1.9)

. 2sw
tsinwt 0—@ — -
(s + w?)

Beispiel: Zu der Exponentialfunktion

f(t) =e*  mit der komplezen Konstante a

lautet die Laplace-Transformierte
- 1
fls) =

s—a

17

(1.22)

(1.23)
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y 4

~
—~

~
~

’—tsinwt fir w >0

ot
3

5 ]
.

Bl INERR
1>

2w e 2w

ol elE o
—

Bild 1.9: Zeitgewichtete Sinusfunktion

Es gilt dann
te“tOA—i( ! )= !
ds's—a  (s—a)?

und wir erhalten das Transformationspaar

1
te” 0o—0 —. 1.24
e 5= a) (1.24)
Die wiederholte Anwendung des Differentiationsatzes im Bildbereich liefert unmittelbar die
wichtigen Korrespondenzen

n_a 1 :
the t o—e n'm mit n = 0, ]., 2, (125)

¢ Die Korrespondenz (1.22) kann unmittelbar aus der Relation (1.2) hergeleitet werden.
Differenziert man f(s) nach s, so ergibt sich - indem man unter dem Integralzeichen
differenziert -

d“’;(? - %/OOO F(t) et dt = /OOO fO) (=) e dt = (=DL{t f()} .

Eine weitere Differentiation nach s fithrt auf die Beziehung

L{2 )} = (—1)2d6*i’;(;) (1.26)

bzw. bel n-facher Differentiation auf

2 A" (s)
dsm

L{" F(O)} = (-1)
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1.2.7 Anfangswertsatz

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Der Wert der Funktion f(t) zum Zeitpunkt
t = 0 kann anhand von

f(0) = lim [s- f(s)] (1.27)

§—00

berechnet werden. Man beachte, dass f(0), ohne Kenntnis der Funktion f(t) ermittelt wird.
Natiirlich ist die Anwendung von (1.27) nur dann sinnvoll und zuldssig, wenn dieser An-
fangswert existiert!

Beispiel: Gegeben sei die Laplace-Transformierte

s
s2 + w?’

f(s) =
Der Wert der zugehorigen Zeitfunktion f(t) zum Zeitpunkt ¢t = 0 lautet
f(0) = lim —— = 1.

Dass dieses Ergebnis korrekt ist, zeigt auch Korrespondenz (1.8)

coswt 0—@ -5 -
s+ w

e Die Giiltigkeit des Satzes wird aus dem Differentiationssatz

A
A—Eeduﬁ@ﬁw

einsichtig, indem man die komplexe Variable s nach Unendlich streben ldsst. Damit

ergibt sich'6

lim /OOO dfd—?est dt = 0 = Tim [sf(s) — £(0)] = lim [sf(s)] — £(0).

S§—00 S§—00 §—00

1.2.8 Endwertsatz

Seien f(t) und f(s) ein Transformationspaar. Sofern der Grenzwert der Funktion f(t) fiir
t — oo existiert, kann er durch

foo := lim f(1) = lim [s - F(s)] (1.28)

ermittelt werden. Ahnlich wie beim Anfangswertsatz (1.27) ist die Kenntnis der Funktion f(t)
nicht notig! Man beachte, dass die Anwendung von (1.28) nur dann sinnvoll und zuléssig ist,
wenn dieser Grenzwert existiert.

Y6 Hierbei wird vorausgesetzt, dass der Grenziibergang unter dem Integral vorgenommen werden kann.
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Folgendes Lemma garantiert die Existenz des Grenzwertes f fiir eine in technischen An-
wendungen wichtige Klasse von Laplace-Transformierten f(s). Die Funktion

g(s) = s f(s)
sei eine gebrochen rationale Funktion in s mit reellen Koeffizienten

2(s)

w(s)

9(s) =

und der Eigenschaft
deg{z(s)} < deg{w(s)} .
Ferner besitzen die Polynome z(s) und w(s) keine gemeinsamen Nullstellen!”. Der Grenzwert
foo existiert genau dann, wenn das Nennerpolynom w(s) keine Nullstellen p; mit Re {p;} >0
besitzt.
Bemerkungen: Man nennt ein Polynom, das keine Nullstellen p; mit

Re {pz} 2 0

besitzt, ein Hurwitz'®-Polynom. Wir betrachten nun ein Polynom w(s) vom Grade n mit
reellen Koeffizienten

w(s) :w0+w18+w282+...—|—wnsn (w, #0) .
Zur Uberpriifung der Eigenschaft

Re{p:} <0 fir i=1,...,n

muss man nicht die n Nullstellen des Polynoms w(s) bestimmen. Hierzu stehen die Kriterien!”

nach Routh?® bzw. Hurwitz zur Verfiigung.

In nachfolgenden Fillen kann man leicht ausschlieffen, dass w(s) ein Hurwitz-Polynom ist:
falls die Koeffizienten w; (i = 0,...,n) nicht das gleiche Vorzeichen besitzen oder irgendein
Koeffizient gleich null ist, so ist w(s) kein Hurwitz-Polynom! Das bedeutet: Die Bedingungen
"alle Koeffizienten besitzen das gleiche Vorzeichen" und "kein Koeffizient verschwindet" sind
notwendig, damit w(s) ein Hurwitz-Polynom ist. Fiir Polynome deren Grad n < 2 ist, sind
diese Bedingungen notwendig und hinreichend! Demnach sind die Polynome

w(s) = —5—33s

w(s) =2+ 3s + 25s°

bzw.
w(s) = —10 — 25 — 25

1"Man nennt solche Polynome teilerfremd.

18 Adolf Hurwitz ( Hildesheim, Deutschland 1859 - Ziirich 1919)

YSiehe z.B. Martin HORN & Nicolaos DOURDOUMAS: Regelungstechnik; Kap. 6.2. Methoden zur Sta-
bilitdtspriifung.

20Edward John Routh (Quebec, Kanada 1831 - Cambridge, England 1907)
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Hurwitz-Polynome, da sie die notwendigen und hinreichenden Bedingungen erfiillen, wihrend
die Polynome
w(s) =1—2s+3s% +4s3 +s* +5°

bzw.
w(s) =2+ 3s* +4s° + s

keine Hurwitz-Polynome sind, da die notwendigen Bedingungen nicht erfiillt sind!
Beispiel: Gegeben sei die Funktion

- 1

f(S):m-

Der Wert der zugehorigen Zeitfunktion f(t) fiir ¢ — oo lautet

. 1
foo =lim—— =lim —— =
s—>05(5—|—1) s—>05+1

Dieses Ergebnis ist korrekt, da die (notwendigen und hinreichenden) Bedingungen im oben

angefithrten Theorem fiir
1 1

g(s>:Ss(s+1) Tst1

erfiillt sind.

Dass die Auswertung des Ausdrucks

lim [s- f(s)]

s—0

bei Nicht-Existenz von f., falsche Ergebnisse liefert, zeigt das néchste Beispiel.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

Die Riicktransformation von f(s) ergibt

ft) =€

d.h. fiir ¢t — oo besitzt diese Funktion keinen Grenzwert. Der mit Hilfe des Endwertsatzes
berechnete Grenzwert ist angeblich

Man beachte, dass das Nennerpolynom (s — 1) eine Nullstelle bei s = +1 besitzt, d.h. es ist
kein Hurwitz-Polynom. Somit existiert der Grenzwert f., nicht, das ermittelte Ergebnis ist

falsch, die Operation
s

lim
s—0s5—1

liefert ein sinnloses Resultat.
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e Die Giiltigkeit des Endwertsatzes ist aus dem Differentiationssatz ersichtlich

Oodf(t) —st o f
/0763 dt = s7(s) — £(0) |

t21

indem man die komplexe Variable s nach Null streben lisst”*. Damit ergibt sich

lim OOdfd—(tt)e_Stdt = /OOOdf—(t)e_Otdt:/OOOdf—(t)dt

s—0 0 dt dt
= Jim f(t) = £(0) = lim [s(s)] - (0
bzw.

lim f(¢) = lim [Sf( )]

t—o00 s—0

1.2.9 Multiplikation im Bildbereich (optional)

Seien f(t) und f(s) sowie g(t) und g(s) jeweils Transformationspaare. Wir bilden das soge-
nannte Faltungsintegral®® h(t) gemif

:/Otf(t—’]' dr_/f gt —7)d

und sprechen von der Faltung dieser beiden Funktionen. Der komplizierten Operation "Fal-
tung" im Zeitbereich entspricht im Bildbereich eine einfache Verkniipfung: das Produkt. Es
gilt

/Otf<t—7' dT—/f gt —71)d zﬁfl{f(s)g(s)}

bzw.

/Otf@—f dT—/f ot —1)dr o—e F(s)3(s). (1.29)

Beispiel: Fiir den Fall, dass ¢(t) die Sprungfunktion ist, ergibt die Abbildung des Fal-

tungsintegrals in den Bildbereich aufgrund von

g(s) =1/s

die schon formulierte Integrationsregel im Zeitbereich

/f t—TdT—/f Ydr O—@ — f()

21Es wird vorausgesetzt, dass der Grenziibergang unter dem Integral vorgenommen werden kann.
22Djeses Integral ist wichtig bei der Losung gewoshnlicher linearer Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Man verwendet in der Literatur die Kurzschreibweise

h(t) == f(8)  g(t) = g(t) * f(2) -
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Beispiel: Die inverse Laplace-Transformierte von

kann mit Hilfe der Faltungsregel ermittelt werden: Stellt man h(s) als Produkt zweier iden-
tischer Funktionen f(s) und g(s) dar, d.h.

A(s) = Fs)gls) mit  F(s)=gls) = .

so erhélt man mit (1.29)

d.h.
t 0—0 = . (1.30)

h(s) = f(s)g(s) mit f(s)== und g(s) 25_12
ansetzt und (1.29) anwendet:
1 ' t 1
E_l{g} :/0 U(t—T)TdTZ/O Tdr = §t2 ,
also L 1
gt 0 = (1.31)

Die wiederholte Durchfithrung obiger Schritte liefert die allgemeine Korrespondenz

1 n
—t" 0—@

' — mit n=0,1,2,.. . (1.32)
n! s

|
Beispiel (Deltafunktion): Wir betrachten das Faltungsintegral h.(t) einer Funktion

f(t) mit dem bereits besprochenen Rechteck-Impuls der Dauer ¢ geméfl Relation (1.10)

o(t) — ot —<)].

re(t) == é
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Es ergibt sich

/ft—Trg /ft—T /t f(r)dr .

Die Laplace-Transformierte von r.(t) lautet geméf (1.11)

1
_a - —(1— —se )
Te(s) - (1—e)
Damit ergibt sich die Korrespondenz
_ 1 _
/ft—TTs / f(r 0o—e f(s)g(l—ess)

Durch den Grenziibergang ¢ — 0 erhalten wir mit dem Transformationspaar gemif (1.12)

i(t) =limr.(t) o—e 1

e—0

in heuristischer Weise die Beziehungen

hmh / flt—1)o =ft) oo f(s)-1=f(s).
Man erkennt unmittelbar die sogenannte Ausblendeigenschaft der Deltafunktion §(t), die

charakteristisch fiir sie ist: -
_ / F(t = 1)5(7) dr
0

e Die Giiltigkeit der Korrespondenz (1.29) wird durch folgende Ausfithrungen einsichtig:
Es gilt offensichtlich
gim [ s

bzw. nach Multiplikation mit der Funktion g(s)

7(s)a(s) = / i) e Tgls)dr (1.33)

Das Produkt e °7g(s) kann als Laplace-Transformierte der um 7 > 0 nach rechts ver-
schobenen Funktion ¢(t)

e Tg(s) = /000 ot —1)g(t —1)e " dt = /000 g(t —7)e *dt

aufgefasst werden. Damit erhalten wir fiir das Produkt (1.33)

Fats = [0 [ [T ot nea]
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Unter der Annahme, dass die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden kann,

erhalten wir
f(s)g( / {/ f(r) gt — T)dT:| e S dt .

Daraus folgt, da die Zeitfunktionen f(¢) und g(¢) nach Voraussetzung fiir negative ¢-
Werte verschwinden, die Beziehung

f(s)g( / Uf t—mh} “stqr

die der Faltungsregel (1.29) entspricht.

1.3 Riicktransformation gebrochen rationaler Funktio-
nen
Es wird nun das Problem untersucht, zu einer vorgegebenen Laplace-Transformierten f(s) die

zugehorige Originalfunktion f(t) zu ermitteln. Die tibliche Vorgangsweise besteht darin, eine
gegebene (komplizierte) Funktion f(s) in einfache Terme zu zerlegen

F(s) = fi(s) + fa(s) + fs(s) + ...+ f(s)

die bekannte oder leicht ermittelbare Originalfunktionen f;(¢) (i = 1,2,..., N) haben. Auf-
grund der Linearititseigenschaft erhalten wir dann die gesuchte Riicktransformierte®

f@) = f1(t) + f2(t) + f3(t) + ... + fn (D)

Fiir die weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass f(s) eine gebrochen rationale Funk-
tion in s ist. Sie ist demnach als Quotient zweier Polynome pu(s) und v(s) darstellbar:

 v(s)

Es wird angenommen, dass u(s) und v(s) Polynome mit reellen Koeffizienten*sind und gehen
davon aus, dass die Polynome teilerfremd sind, d.h. mogliche gemeinsame Nullstellen wurden
bereits gekiirzt?®. Fiir die Polynomgrade gilt

f(s) _ ()

deg{u(s)} =m und deg{v(s)} =n mit m < n.

ZWir verzichten der mathematischen Einfachheit wegen hier bewusst auf die Moglichkeit, die komplexe
Umkehrformel
c+joo

f<t>=2j%r / f(s)etds

cC—J]0o0
zu benutzen. Hierbei wird die Funktion f(s) lings einer in der Halbebene der absoluten Konvergenz von f(s)
liegenden Parallelen zur imagindren Achse integriert.
24Diese Voraussetzung ist mathematisch nicht notwendig. Sie vereinfacht allerdings manche Berechnungen
und ist in technischen Anwendungen in der Regel erfiillt.
% Diese Voraussetzung ist nicht notwendig. Sie vereinfacht nur die Rechnungen.
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Das Nennerpolynom v(s) von f(s) wird ohne Einschriinkung der Allgemeinheit (0.E.d.A.) als
monisches?® Polynom angesetzt und in faktorisierter Darstellung angeschrieben:

@
Il
—

Hierbei sind p; die Nullstellen des Nennerpolynoms v/(s), die sogenannten Pole von f(s). Man
beachte: falls eine komplexe Polstelle bei s = a+ j 5 vorliegt, ist die konjugiert komplexe Grofie
s* = av— j[ ebenfalls eine Polstelle! Das folgt aus der Annahme, dass das Polynom v(s) reelle
Koeffizienten besitzt. Mittels einer Partialbruchzerlegung wird nun f(s) in ,einfache” Terme
zerlegt. Durch die anschliessende Anwendung der fundamentalen Korrespondenz (1.25)

1
—‘t”e“t 0—e mit n =0,1,2, ...
n!

kann die Riicktransformation in den Zeitbereich geradlinig erfolgen! Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit werden im Folgenden zwei Félle unterschieden.

1.3.1 Fall 1: Das Nennerpolynom v(s) besitzt einfache Nullstellen

In diesem Fall kann die Partialbruchzerlegung von f(s) mit Hilfe der sogenannten Teilbriiche

in der Form

[ =y~ (1.34)

Hl(s—pi) -1 ST Pbi

angeschrieben werden, wobei ¢; und p; i.A. komplexe Zahlen sind. Das Problem besteht darin
die Konstanten ¢; zu berechnen. Die Originalfunktion f(¢) ist dann durch

f(t) = Zc - epit (1.35)

gegeben.

Beispiel: Fiir die Funktion

= s
f(s)= m, d.h. pr=—1, pp=—2

26Das bedeutet, dass das Polynom v(s) die Form
v(s)=1-s"+K, 15" '+ ..+ K

hat. Das ist keine Einschriankung fiir die Funktion f(s).
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wird der Ansatz
S C1 Cy

(s+1)(s+2) s+1+s—i—2

gewdhlt. Man beachte, dass obige Relation eine Identitét in s ist. D.h. sie ist fiir jeden Wert
von s erfiillt! Die Ermittlung der Konstanten ¢; und c¢o kann auf verschiedene Art und Weise
erfolgen. Die rechte Seite obiger Relation wird auf gemeinsamen Nenner gebracht, d.h.

Fls) = 5 Ca(s+2)tea(s+1)  (cr+ea)s+ (200 + o)
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
Die Konstanten ¢; und ¢y ergeben sich durch Koeffizientenvergleich der Zdhlerpolynome. Es
muss gelten

Cl+02:1 und 2Cl+62:0,

woraus
ci=-—1 und =2

folgt.

Kritik: Der Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem in den unbekan-
nten Koeffizienten. Meistens erfolgt die Losung folgendermaflen: es wird zuniichst ein Ko-
effizient in Abhéngigkeit der iibrigen Koeffizienten ausgedriickt. In obigem Beispiel ergibt
das

Cy = 1-— C1.

Dieser Koeffizient wird anschlieend in die anderen Gleichungen eingesetzt. Dieses Vorgehen
(sukzessive Elimination) wird solange wiederholt, bis eine Gleichung mit einem unbekannten
Koeffizienten vorliegt. In dem berechneten Beispiel ergibt sich

2c0+1—c1 =0 = ¢ =—1

Daraus kann nun der fehlende Koeffizient ¢, berechnet werden. Diese Vorgehensweise birgt
die Gefahr, dass bei fehlerhafter Auflosung eines Koeffizienten als Funktion der iibrigen, alle
Koeffizienten falsch ermittelt werden!

Ein alternativer sichererer Losungsweg besteht darin obige Identitéit der Zahlerpolynome

s=ci(s+2)+cas+1)
fiir (clever) ausgewiihlte s-Werte auszuwerten. Daraus folgt fiir die schlaue Wahl

s = pp=-1 = —1=g¢,

Bemerkung: Man beachte, dass der zweite Weg zur Bestimmung der Konstanten auch durch
die Relation

= S s+1
1 pu— pu—
(s+1) f(s) 5+ 2 Cl—l—c2s+2
beschrieben wird. D.h. fiir den Wert s = p; = —1 ergibt sich die Konstante
- 5
(s +1) f(s)],__, = =-l=c.

s=-1 S + 2 s=—1
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Analog ergibt sich aus

- S s+ 2
2 p— p—
(542 fi5) = —r =24,
fiir den Wert s = p, = —2 die Konstante
(s+2) f(s)] - 2
o= (s s = —— = 2.
2 s=—2 s+ 1 P
Die Partialbruchzerlegung von f(s) lautet somit
- -1 2
J(s) = s+1 +s+2

und unter Anwendung von (1.7) findet man die zugehorige Zeitfunktion

f)y=L{f(s)} = —e "+ 277

|
Die Erkenntnisse aus der Berechnung der Konstanten bei obigem Beispiel konnen unmit-
telbar auf den allgemeinen Fall (1.34)

Flop = 51—y @

[[(s—p) =770
i=1

iibertragen werden. Die Konstanten c¢; ergeben sich aus

¢ = (s—pi) f(s)| i=1,2,..,n . (1.36)

S=Pi

Bemerkungen zu den Koeffizienten c; :

e Man beachte, dass bei der Bildung des Produktes (s —p;) f(s) der Faktor (s —p;) gekiirzt
wird!

(5 — i) F(5) = (5 — pi)— pls) _ ps)
M=) [e-n)
Damit betréigt die Konstante c;
¢ = (s—m) f(s)‘s:pi = nu& (1.37)
IT (pi — pr)

o

T
N

e In Relation (1.37) erscheint im Nenner das Produkt

H(pi_pk:)-

o

>~
S
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Dieses kann auch folgendermafien berechnet werden: differenziert man das Nennerpoly-

nom von f(s)

v(s) = H (s — pr)

k=1
nach s, so ergibt sich zunéchst - nach einfacher Umformung des Produktes -

d d 1 d -
@”@—@H(S‘W—@ (s—p»-kHl(s—pk) :
ki

bzw. durch Anwendung der Produktregel

d - d
() =[—p)+ =) [ —n).
k=1 k=1
ki ki
Damit lautet der Differentialquotient an der Stelle s = p;

n

:H(pi_pk) .

k=1
ki

d
EV(S)

S=Pi

Damit haben wir zur Berechnung der Konstanten ¢; folgende Alternative zu Formel
(1.36)

(1.38)

Anhand der Bestimmungsgleichung (1.36) erkennt man, dass falls bei s = p; auch eine
Nullstelle des Z#hlerpolynoms pi(s) vorliegt,

(s =pr) =0

gilt. Damit ist korrekterweise(!) der entsprechende Koeffizient in der Partialbruchzer-
legung auch gleich Null
Cr — 0.

Demnach ist es nicht nétig, vor einer Partialbruchzerlegung von f(s)

f_(S) _ M(S)

- v(s)
zu iiberpriifen, ob die Polynome pi(s) und v(s) teilerfremd sind.
Wenn p; eine komplexe Polstelle ist, so ist der konjugiert komplexe Wert p! ebenfalls eine

Polstelle von f(s). Das bedeutet es existiert eine Polstelle p, = p¥ mit der zugehorigen
Konstanten ¢, die konjugiert komplex zu ¢; ist:

= (5= p) F6)] oy = =) O e = [ =) T, | =er o (139)

s=pj
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e Der Anteil S; eines einfachen konjugiert komplexen Polpaares
(pi7 p;k) = (Oé—{—jﬂ? Q _]5)

an der Funktion f(s) lautet

*

S = G + 5 "
S—Di S—P;
bzw. . . . _—
S; = S(CZZ' +a) - <Ci*pi *Ci{fi> _ it (1.40)
s2 — s(pi + p}) + pip; s$*+ sar + ag
Hierbei sind die Konstanten a; und b; folgende reelle Zahlen:
a; = —(pi +p;) =2Re{pi} =2a , (1.41)
ao = pip; = [Re {p:}]* + [Im {p;}]* = o® + 8%, (1.42)
bzw.
by = ¢+ ¢ =2Re{c} (1.43)

Beispiel: Gegeben sei die Laplace-Transformierte

_ 1 1

fle) = s(+1)  s(s—j)(s+J) dh.  pr=0, p2=j, p3=—J

Fiir die Partialbruchzerlegung lautet der Ansatz

- C1 Co C3

s s—7 s+]
Hierbei ist zu beachten, dass nach (1.39)
c3 = Cy

gilt. Unter Anwendung von (1.36) ergeben sich die Konstanten

1
a = 52+1S,0: ’
Py N T ’
. 1
C3 — 62:—5.

Beachte: Die Koeffizienten c; und c3 sind im vorliegenden Beispiel reellwertig. Das bedeutet,
dass aus dem Vorliegen eines komplexen Polpaares nicht zwingend folgt, dass die zugehorigen
Partialbruchkoeffizienten ebenfalls komplexwertig sind!
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Damit erhalten wir die Partialbruchzerlegung

- 1 1 1 1 1
()=7 - 50— — 5
S 25—7 2547
und weiter
Lo 1 g t
flt)y = o(t) — 2€j —5¢ t=o(t) —Re{e"}
= o(t) — cost

Beispiel: Gegeben sei die Laplace-Transformierte

_ 1 .

f(S) = (S + 1) (82 + 1) d.h. p1 = _17 P2 = j? P33 = —J.

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet

= C1 Co C3
s) = + -+ .
f(s) s+1 s—35 s+

und unter Anwendung von (1.36) ergeben sich

1 1
= ==
! 241, 2
1 1
P : = = (14 und
* T G 6., Grney - attd)

c3 = 02:—1(1—]).

Es ergibt sich die Funktion

- 1 1 1 1 1 N

= 21+
T =557 — U+ g St

die elementar riicktransformiert werden kann:

F(1) = et = (1) = T (1= f)e

2
Dieser reellwertige(!) Ausdruck wird nun umgeformt. Es ergibt sich zunichst?’
1, 1 o
f(t) = 3¢~ iRe{(l +j)e’}

27Hierbei benutzt man die Relation
z+2z"=2Re{z} .

31
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bzw. indem man die Darstellung® einer komplexen Zahl in Polarkoordinaten (r, ¢) verwendet
(siehe Bild 1.10)

1 1 P 1 1 ) .
f(t) — ie_t _ 5Re {ﬂeﬂzejt} — _e—t o §Re {\/56](7&—1—2)}

2
1 1 1 1
= ie’t ~ 7 cos(t + %) = Ee*t + §(sint — cost) .
Im
. 145 =27
V2
%

‘ Re
1

Bild 1.10: Polardarstellung von 1 + j

Beispiel (Fortsetzung): Ein alternativer Losungsweg besteht darin, fiir die Partial-

bruchzerlegung der Funktion
- 1

f<s):(s+1)(32+1)

folgenden Ansatz mit den reellen(!) Konstanten ks und k3

= . C1 ]4?24’8]473
f(s)_erfL s24+1

(1.45)

28Die Darstellung einer komplexen Zahl z in Polarkoordinaten (r, o) lautet

z=a+jB=re%.

r=1/a?+ 5%

Damit der Winkel ¢ eindeutig ist, betrachet man ein sogenanntes Grundintervall

Es gilt

—rT<p<7 oder 0< <21 .

Es gilt dann
o= { arctang fir a>0

arctan% +7 fir a<0

und
{ 5 fir a=0 >0

fir a=0 B<0 °
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aufzustellen. Die Konstante ¢; lautet

1 1
C1 = = —
TR, 2
und damit gilt
- 1 1 1 1 1 1 1
fe)—azg = s+1)(s2+1)_§s+1_s+1(32+1_§)

(
1 1 1-s> 11-s  ko+sks
2s+1s2+1 2s2+1  s2+1

Fin Koeffizientenvergleich liefert

1 1
k‘g = 5 und ]{33 = —5,

d.h.

f() 1 1 N 1 1 S

5) = — Z _ )

2s+1 2\s24+1 s2+1
(1.

Unter Anwendung von (1.7) und (1.8) ergibt sich die zugehorige Zeitfunktion

1 1
f@t) = Ee*t + §(Sint — cost).

1.3.2 Fall 2: Das Nennerpolynom v(s) besitzt mehrfache Null-
stellen

Im Falle mehrfacher Nullstellen des Nennerpolynoms v(s) wird der Ansatz fiir die Partial-
bruchzerlegung modifiziert. Die Vorgangsweise wird zunéchst an folgendem Beispiel demon-
striert.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

- 1
=— d.h. = =ps = —1.
f(s) s(s + 1) p1 =0, p2 =ps

Die Partialbruchzerlegung wird als

- 1 C1 Co C3

IO = =5 "1 T G

angesetzt. In Analogie zu Fall 1 wird hier ein einfacher Weg zur Bestimmung der Konstanten
gewiihlt. Da p; = 0 eine einfache Nullstelle von v(s) ist, kann die Konstante ¢; geméfl (1.36)
ermittelt werden, d.h.

= 1.
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Die Konstante c3 kann offensichtlich in analoger Weise durch

_ 1
= (st )|, =< =-1
S s=—1
ermittelt werden. Damit erhalten wir
= 1 1 Co 1

f(s):s(s+1)2:;+s+1_(s+1)2

Zur Ermittlung der fehlenden Konstanten c, wird f(s) mit (s + 1)? multipliziert

(s+ 1) fs) = £ = BEL

Fep(s+1) — 1, (1.46)
S

und anschlieBend diese Identitét(!) nach s abgeleitet. Man erhilt dadurch die einfache
Beziehung

d - 1 2(s+1)s—(s+1)
s [(s +1)* f(s)] =2 =2 +c
fiir die gesuchte Konstante. Wéhlt man nun (sinnigerweise) s = —1, so erhilt man
—13:(2.

Die Partialbruchzerlegung von f(s) lautet somit

_ 1 1 1

f(3)25_5+1_(s+1)2 ’

und fiir die zugehorige Originalfunktion findet man® nach Anwendung von (1.7) und (1.24)
fit)=o(t) —et—te".

Man beachte, dass die Vorschrift zur Ermittlung von ¢, kompakt in der Form

o= s+ fe)|  =-1

ds s=—1

angeschrieben werden kann.
|

Analog zu Fall 1 kénnen die im letzten Beispiel gefundenen Erkenntnisse verallgemeinert
werden. Besitzt ndmlich das Nennerpolynom v(s) eine K-fache Nullstelle bei s = p; und

29Natiirlich kommt man im vorliegenden Fall zum gleichen Ergebnis, indem man nach Ermittlung der Kon-
stanten ¢; und c3, die Identitét

= 1 1 1 1
- =1 1
/() s(s+1)2 s +625—|— 1 (s+1)2

fiir einen (clever) gewiihlten Wert s auswertet. Der oben eingeschlagene Losungsweg kann aber leicht verall-
gemeinert werden.
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sonst - der mathematischenEinfachheit halber - lauter verschiedene Nullstellen, so lautet f(s)
in faktorisierter Darstellung des Nennerpolynoms

Foy o ) 0 |
21;[1 (S _pl) <S _pl)Kizl;IJrl(S _pZ)

Der Ansatz zur Partialbruchzerlegung lautet nun

f(s) = + + +ot e +
s—=p o (s— p1)2 (s — p1)3 (s — pl)K i;&—l 5T Dhi

Multipliziert man auf beiden Seiten mit (s — py )™
der ersten K Terme - die Identitét

, 80 erhélt man - nach einer Umsortierung

(s—p)* f(s) = ex+ega(s—p)+.t ca(s—p)  2+e(s—p)*

n

+(s—p)~ Z G

S —_— .
i=K+1 pi

Die mit der Nullstelle bei s = p; assoziierten Konstanten cg, cx_1,...,c; ergeben sich dann
durch wiederholte Differentiation obiger Beziehung nach s und anschliessende Auswertung an
der Stelle s = p;. Es ergeben sich sukzessive

o = Gy e e O = e L,

o - m . j_; [(s =)™ f(s)] o d% [(s = p1)" f(5)] o
= O
cl——(Kilﬂ-iii[@—pﬁKﬂ@]pm,

bzw.
@:(K{4ﬂ~j;1[@—anﬂ@]gm mit i=12..K . (147)

Die mit den einfachen Nullstellen assoziierten Koeflizienten werden wie iiblich mit Hilfe von
Relation (1.36) )
c=(s—p)f)|,_, i=K+1L,K+2..n.

berechnet.
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Bemerkung: Anhand der Bestimmungsgleichungen (1.47) erkennt man, dass falls bei
dem Wert p; auch eine Nullstelle des Zéhlerpolynoms p(s) auftritt,

p(s=p1) =0

gilt. Das bedeutet, dass die Vielfachheit der Polstelle auf jeden Fall kleiner als K ist. Damit
ist korrekterweise der entsprechende Koeffizient in der Partialbruchzerlegung auch gleich Null.
Demnach ist es - auch im vorliegenden Fall - nicht notig, vor einer Partialbruchzerlegung von

f(s)

 u(s)
zu iiberpriifen, ob die Polynome p(s) und v(s) teilerfremd sind.
Beispiel: Gegeben sei die Funktion

f(s) N ()

- s+ 2
f(8> = (S + ].)2(8 _ 1)2 d.h. D1 =Dp2 = _17 D3 = Pa= +1

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet

= C1 Co C1 Co
s) = + + + .
f() 8+1 (5+1)2 S—l (8—1)2

Die Anwendung von (1.47) liefert

d | s+2 s+5 1
C = _— —_— = —_—— — —
! ds | (s —1)%]|.__, (s—13|,_, 2
s+ 2 1
o = ———s = -
? (S - 1)2 s=—1 4’
sowie
. d [ s+ 2 ] s+3 1
C = _— _— - —_——— — -,
' ds (s +12) |, (s+10|_, 2
. s+ 2 3
Co = —— =-.
’ (S + 1)2 s=1 4
Damit lautet die Partialbruchzerlegung
- 1 1 1 1 1 1 3 1
f& =571 4s+1)?7  2s—1  4(s—172"
und fiir die zugehorige Zeitfunktion ergibt sich
1 1 1 3
f(t) = §€7t -+ Zteit — §€t —+ thet . (148)
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Beispiel (Fortsetzung): Ein alternativer Losungsweg basiert auf der Kenntnis der
Korrespondenzen der hyperbolischen Funktionen

1 1
sinht := §(et —e")y 0o 21 (1.49)
L, —t
cosht := 5(6 +e ) 0—e el (1.50)
und der mit Hilfe des Differentiationssatzes im Bildbereich
df
tof(t) 0@ — =
(1) b
sich ergebenden Korrespondenzen
2
S J—
und ,
1+s
t- COSht O—@ m (152)

Die vorgegebene Funktion f(s) kann unter Benutzung obiger Korrespondenzen clever
angeschrieben werden

_ s+ 2 S 2
o= o o ey
_ s -1 1+ s?

B (32—1)2_'—52—1_'_(52—1)2'

Unter Beachtung von (1.51), (1.49) und (1.52) erhalten wir die zugehorige Originalfunktion
1. .
f(t) = 51& -sinh¢ — sinh¢ + ¢ - cosht .
Dieses Ergebnis kann konventionell angeschrieben werden
1, 1

Jt) = gt (e =) = (el =) S+ e,

was mit (1.48) identisch ist.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

_ s2 4+ T7s+ 10
1) = G157
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Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet

JF( ) s+ 7s+ 10 c1 n Co n C3
s) = = .
(s+3)(s+5)?2 s+5 (s+5)? s+3

Die Konstante ¢y ergibt sich zu:

- s?24+7s+ 10
= 5)2 = - -
Co (S + ) f(s)‘s:_g, s+ 3 s
(=5)2+7(=5)+10 25—-35+10
—5+3 B -2 B
das bedeutet, dass (—5) keine zweifache Polstelle ist! In analoger Berechnungsweise erhalten
wir die Konstante c3

0,

- s2+7s+ 10
cs = (s+3)f(s)]| __s= TGADE
s=—3

(=3 +7(=3)+10 9—-21+10 1

[(—3) + 5]’ 4 2
Die Konstante c¢; ergibt sich z.B. durch Auswertung der Identitiit

s2+T7s+10 +1 I o
(s+3)(s+5)2 2s5+3 s+5

an der Stelle s =0

10 +11_c1
3-52 23 5§
Zu30
2 1 3

Damit erhalten wir die Darstellung

- $24+25s+5 3 1 1 1 s+ 2
(s+3)(s+5)?2 2s+5 2s+3 (s+3)(s+5)

bzw. die zugehorige Originalfunktion

30Dasselbe Ergebnis erhilt man unter Beachtung der Regel nach de L Hopital mit Hilfe der Gleichung

) 2
a = (s+5)f(s),_ .= % ==5

25+ 7 3

(S + 3) s=—5 2 .




Kapitel 2

LOsung eines Systems von
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel geht es um die Losung eines Systems gewohnlicher linearer Differentialgle-
ichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Solche Systeme entstehen ganz natiirlich
bei der Modellierung von elektrischen Netzwerken mit ¢dealisierten linearen Bauelementen, wie
Widerstéinden R, Induktivititen L und Kapazititen C, mithilfe der Kirchhoffschen Gesetze
(Axiome). Um die Losungsmethodik besser zu verstehen, ist es sinnvoll, zunichst einen ein-
fachen Fall zu untersuchen. Die Vorgehensweise kann dann problemlos auf n Differentialgle-
ichungen 1. Ordnung verallgemeinert werden.

2.1 Eine Differentialgleichung 1. Ordnung
Betrachten wir eine elektrische Serienschaltung bestehend aus den folgenden idealen Bauele-

menten: einem Ohmschen Widerstand R, einer Induktivitit L und einer Spannungsquelle u
(siche Bild 2.1). Dann gehorcht der gesuchte Stromverlauf i(¢) durch die Induktivitit bzw.

(D L

Bild 2.1: RL-Netzwerk

durch den Widerstand der gewohnlichen linearen Differentialgleichung

y
Ld—z+Rz’:u

39
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mit konstanten Koeffizienten. Es handelt sich um eine (skalare) Differentialgleichung 1. Ord-
nung

d—f = ax + bu (2.1)

fiir die gesuchte Zeitfunktion x(¢). Vorgegeben sind die Konstanten a und b, der Anfangswert

sowie die sogenannte Eingangsfunktion u(¢) in einem Zeitintervall.

Wir unterwerfen obige Gleichung der Laplace-Transformation und erhalten

SR

Die rechte Seite ergibt aufgrund der Eigenschaft der Linearitét (1.5)

L{ax+bu} = L{ar}+ L{bu} =al{x}+bL{u}
= az(s) + bu(s) .

Die linke Seite ergibt mit Hilfe der Differentiationsregel (1.16)
d
L {ﬁ} = sC{z(t)} — x(t = 0)
dt
= sZ(s) —xo .
Damit erhalten wir eine lineare algebraische Gleichung in z(s)
(s —a)x(s) = xo + bu(s) .

Die Auflosung nach der Unbekannten Z(s) ergibt:

s—a s—a

Die Riicktransformation obiger Relation liefert

x(t)zﬁl{sia}:co—l—ﬁ1{Siaba(s)} . (2.3)

Mit den Abkiirzungen fiir die freie Losung x ¢(t)

und die erzwungene Losung . (t)
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erkennt man, dass die Losung x(¢) durch Superposition der Auswirkungen des Anfangswertes
zo (freie Losung) und der Eingangsfunktion u(t) (erzwungene Losung) ensteht:

x(t) = zp(t) + ze(2).

Dies ist durch die Linearitdt der Differentialgleichung bedingt. Unter Ausnutzung der Korre-
spondenz (1.7) und der Faltungsregel (1.29) koénnen wir die gesuchte Losung formal durch

t

z(t) = e™wo + /e“(tT)bu(T)dT (2.4)

0

angeben'. Die Auswertung obigen Integrals bei vorliegender Funktion u(7) stellt die eigentliche
Rechenhiirde dar! In vielen Féllen ist es zielfithrender, die Laplace-Transformierte der erzwun-

genen Losung
1
Te(s) = bu(s)

Ss—a

in systematischer Weise mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung in einfachere Terme zu zerlegen,
um z.(t) auf dem Wege der Riicktransformation zu erhalten. Diese Vorgehensweise wird am
folgenden Beispiel demonstriert.

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung

d_a: =—r+u
dt
mit
z(0) = xg

und der Eingangsfunktion
u(t) = sinwopt .

1Bei der Ermittlung der freien Losung wurde die Korrespondenz

mit Re{s} > Re{a}

benutzt. Diese Losung wird nun auf einem anderen Wege erarbeitet. Die Vorgehensweise hat den Vorteil, dass
sie auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinerbar ist! Der Quotient —— wird fiir |a| < |s| wie folgt in eine
unendliche Reihe umgeschrieben werden:

k

1 1 - a
s—a:sl—f EZ() z:s’CT

=0 k=0

Unter Ausnutzung von (1.32) erhiilt man die Riicktransformierte

L~ {Sa} ;k' (at)"
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Unter Benutzung der Korrespondenz (1.8)

inwet 0@ ——°
sin w ——
‘ s? +w}
lautet die Laplace-Transformierte der Losung z(t) gemi8 (2.2)

1 i 1 Wo
= T : :
s+17° " s+l 24 w?

Z(s)

Eine Partialbruchzerlegung des zweiten Terms (d.h. der erzwungenen Losung) in obiger Gle-
ichung ergibt
1 wWo c1 Co n c

Te(s) = =

. + - -
s+1 $24wd s+1 s—jwy s+ jwo

Die Konstanten ergeben sich zu

Wo Wo
1= ——> =
ST R
und

1 wo 1 Wo
C — . - — * N
2 s+1 s+ jwo smjwe  JWo T 1 2jwg

1 1 1

—j(5+arctan wo)

—_= = €

25 — wo 2y/1+ wi

Mit Hilfe der Abkiirzung fiir den Winkel der komplexen Zahl ¢, in Polarform (siehe Bild 2.2)

Q= —g — arctan wy (2.5)

w 1 1 1 . 1 . 1
Te(s) = —02~— + ——= 7 — +e ¥ ;
1+wg s+1 2 1+ w? 5 — Jwo s+ jwo

und besitzt die Originalfunktion z.(t)

wo 41 1 o jwot | ,—jp,—jwot

T.(t) = e+ - ———(eIPeIV0 g7 IPeTIV0

" 14w} 2\/1+w(2)( )

— “o 5 —t 1; [ej(wot+so) + e—j(wotw)}

L+ wy 21+ wk
bzw.
1 A
7o (t) Wo 4 Re {/@otte)l (2.6)

14w} V1+wd

Daraus erhilt man die Funktion z.(¢) in der iiblichen Schreibweise
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Im

—wp +J

V1+w? 5 + arctan wg

—Wo , J 1
' _m _

5 — arctanwo

Bild 2.2: Polardarstellung von (—wg + j) und deren Kehrwert

Wo 1

z(t) = 1+ 2 et + ?w% cos(wot + )
bzw. unter Beachtung von (2.5)
z(t) = o 26_t + N cos <w0t _ T _ arctan w0>
14w V1+w? 2
bzw. " )
Te(t) = T+ o2 et 4 ng sin(wot — arctanwy) .

Die Gesamtlosung
2(t) = x4 (t) + (1)

ergibt sich durch Superposition der freien Losung

zp(t) = e 'y

und der erzwungenen zu

wo ¢

1
—e + -
1—|—w% w/l—}—wg

o(t) =e 'z + sin(wot — arctan wy) .

43

(2.7)

(2.8)

Bemerkungen: Es ist zu beachten, dass die Eingangsfunktion u(t) durch das Paar der kom-

plexen Exponentialfunktionen
{ejWOt ; e—jWot}

(2.9)

charakterisiert wird. In der Losung z(t) geméf (2.7) erscheinen die Exponentialfunktionen

€_t, {6ont; e—jwot} )
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Dies ist eine Folge der Struktur der vorliegenden Differentialgleichung. Diese Zusammenhénge
gelten allgemein bei Systemen linearer gewthnlicher Differentialgleichungen 1. Ordnung mit
konstanten Koeflizienten.

Ferner erkennt man in (2.8), dass

lim <e_tx0 + =0 e_t) =0

t—00 1+ w%

gilt. Fiir zunehmende Werte von ¢ strebt die freie Losung nach Null

lim l’f(t) = 0,

t—o0

wihrend die erzwungene Losung z.(t) sich in die sogenannte stationdre Losung (siehe Bild

2.3)

T4(t) := ———sin(wgt — arctanw
() m ( 0 0)

einschwingt. Man kann die allgemeine Losung (2.8) mit Hilfe der stationéiren Losung aus-

f(t) — x(t) fiir wg =1,z =1
15 === x4(t) fiir wg =1

O
2 ]
I
' t
L — ' ' ' '
. 3 T 1lx \ 157 J 19«
¢ 4 1 4 4 1
¥ A

N

Bild 2.3: Erzwungene und stationére Losung

driicken:

2(t) = et <x0 4 0 > +a(t) .

1+ wd

Wiihlt man einen besonderen speziellen Anfangswert

Wo
Ty = ———
0 1+ w?’
so gilt fiir alle Werte des Zeitparameters ¢
z(t) = x5(t) = ————= sin(wpt — arctanwy) .

V14 wi
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2.2 Zwei gekoppelte Differentialgleichungen

Wir widmen uns nun der Lésung eines Systems von zwei gewthnlichen Differentialgleichungen
1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Gesucht werden zwei Funktionen x4 (¢) und z»(?),
die bei gegebenen Anfangswerten

Il(t = O) =:Tp,1 und l’g(t = 0) =: 20,2
und gegebener Eingangsfunktion u(t) die Differentialgleichungen

dﬂ?l

E = Q1121 + @127 + blu (210)
und p
% = A21T1 + Q92X9 + bgU (211)

erfiillen. Unterwerfen wir beide Differentialgleichungen der Laplace-Transformation, so erhal-
ten wir folgende zwei lineare algebraische Gleichungen fiir die Laplace-Transformierten z(s)
und Z(s)

sZT1(s) — o1 = a1171(8) + a12T2(s) + bru(s) (2.12)

und
ng(s) — To2 = 2111 (S) + CLQQJ_TQ(S) + bgﬂ(S). (213)

Die Verwendung der Vektor- bzw. Matrixschreibweise ist nun empfehlenswert, da sie besonders
effizient bei der Losung linearer Gleichungssysteme ist und eine kompakte und prignante
Schreibweise ermoglicht. Hierzu werden folgende Vektoren

0= 50 ] =[50 ] == (D)) e

a1l a2 b
A = , b := 2.15
< Qg1  A22 ) < by ) ( )

eingefiihrt?. Damit und durch Einfithrung der Einheitsmatrix

e (1)

konnen die Gleichungen (2.12) und (2.13) kompakt angeschrieben

bzw. Matrizen

sEX(s) — x, = AX(s) + bu(s) ,

dwl
£~ ()
dt ==

lautet die allgemeine vektorielle Schreibweise der Differentialgleichungen (2.10) und (2.11)

d
d—}t{:Ax—ﬁ—bu.

2Unter Benutzung von
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umgeformt

(sE — A)X(s) = x¢ + bu(s)

und nach der vektoriellen Laplace-Transformierten X(s) aufgelost werden:
%(s) =(sE — A) 'xo + (sE — A)""ba(s) . (2.16)

Obige Gleichung (2.16) ist das Analogon zu Gleichung (2.2) im skalaren Fall. Die gesuchten
Funktionen x1(t) und z5(t) ergeben sich durch Laplace-Inversion der Beziehung (2.16):

eren=c {55 1) = [ | = [ | =

x(t) =L {(sE—-A)~ }xo—l—ﬁ "{(sE—-A)” bﬂ(s)}. (2.17)

bzw.

Letztere Relation ist das Analogon zu (2.3). Verwendet man die Begriffe freie
x¢(t) ==L {(sE—A)" }xo L7 {x(s)} (2.18)
bzw. erzwungene Losung
x.(t) i= £ {(sB —~ A) Tbi(s)} = £ {xe(s)) . (219)

so erhilt man im Bildbereich mit (2.16)

Unter Verwendung der Bezeichnung
®(t)=L{(SE-A)” } bzw. ®(s) = (sE—A)~" (2.20)

lautet die freie Losung
xr(t) = ®(t) - xp -

Die erzwungene Losung kann dann folgendermafien angeschrieben werden

xc(t) = L7 {®(s)bu(s)} .

Mit Hilfe des Faltungssatzes ergibt sich

X (t) = /<I>(t — 7)bu(T)dr

und erhalten fiir die Gesamtlosung
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den Ausdruck

x(t) = ®(t) - xo + /<I>(t — 7)bu(T)dT . (2.21)

Er ist das Analogon zu (2.4)

¢
z(t) = e xo + /e“(t_T)bu(T)dT.

0

Man erkennt, dass ®(¢) das Analogon zu e ist, wobei - im Gegensatz zu e* - die Struktur
der Matrixfunktion ®(¢) (noch) unbekannt ist!

Wir befassen uns mit der prinzipiellen Durchfiihrung der Laplace-Inversion in (2.17) und
untersuchen zunéchst die Struktur der sogenannten Resolvente ("Auflosenden")

R(A, s):=(sE—A)"!

der Matrix A. Im vorliegenden Fall einer (2,2)-Matrix A kann obige Kehrmatrix (inverse
Matrix) leicht explizit angegeben werden. Fiir eine (2,2)-Matrix ©

- (21)

ergibt sich, natiirlich(!) unter der Annahme
det® = ad — By #0,

die Kehrmatrix @~ zu:
-1
@71 —_ Q 6 — 1 d _/B
v 0 ad—=py\ —v a )
Unter Verwendung des sogenannten charakteristischen Polynoms® A(s) der Matrix A

A(S) = det(sE — A) 282 — s(a11 + a22) + (anagg — algagl) (2.22)

ergibt sich fiir die Resolvente der Ausdruck®

3Das charakteristische Polynom A(s) kann im vorliegenden Fall einer (2,2)-Matrix mit Hilfe der Begriffe
"Spur" und "Determinante" der (quadratischen) Matrix A pridgnant dargestellt werden

det(sE — A) = s* — s -spur(A) + det(A) .
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R( A s) _ 1 S — (22 12 _ dets(;l(;Q—QA) det(ZIIEZ—A)
7 det(sE — A) a1 S — 011 TP A) dEA) |
aus dem ersichtlich ist, dass deren vier Eintrige gebrochen rationale Funktionen der komplexen

Variable s sind, wobei der Nennergrad immer hoher als der Zihlergrad ist!
Die Laplace-Transformierte der freien Losung (2.16) lautet damit

= _ -1, _ 1 S — a22 ai2
Xf(S) = (SE - A) Xp = m ( o s —ay Xp - (223)

Der zweite Term in (2.16) - die Laplace-Transformierte der erzwungenen Losung -
%.(s) = (SE — A) "ba(s)

besitzt eine kompliziertere Struktur. Geht man davon aus, dass die Laplace-Transformierte
u(s) eine gebrochen rationale Funktion in s ist

a(s) = 2 i deg {u(s)} < deg {u(s)} = NV,
so ergibt sich

%els) = <8E—A>1bﬂ<3>:m<i§” sflfm)b@

_ w(s) < S—ay a2 ) b

a1 S —an

bzw.
. (S*a22)u(8L aizp(s) -
= - — v(s) det(sE— v(s)det(sE—
%(s) = (sE — A) 'ba(s) = [ "OECEA) v(IAGE AT )y, (2.24)
v(s)det(sE—A) v(s)det(sE—A)

Die Riicktransformation der beiden Ausdriicke (2.23) und (2.24) kann mit Hilfe jeweils einer
Partialbruchzerlegung nach Ermittlung der Nullstellen s; und ss des charakteristischen Poly-
noms

det(sE — A) = (s — s1)(s — s2)

und der Nullstellen py,..., py des Nennerpolynoms v(s) erfolgen.

4Die Resolvente einer quadratischen (n,n)-Matrix A kann allgemein mit Hilfe der Adjunkten Adj(sE — A)
berechnet werden:

(sE - A)™! Adj(sE — A).

1
~ det(sE — A)
Hierbei ist Adj(sE — A) ein monisches(!) Polynom der Variablen s
Adj(sE—A)=Fg+F1s+Fos? + ..+ F, 55" 2 + Es"!,

dessen Koeffizienten Fo, Fq,Fo,....F,,_o konstante (n,n)-Matrizen sind. Das bedeutet, jedes Element der
Resolventen (sE — A)~! ist eine gebrochen rationale Funktion in s.
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_ Bemerkungen zur Struktur von ®(t) (optional): Hierzu verfahren wir mit der Matrix
®(s) = (sE — A) 'wie mit (s—a) 'im skalaren Fall und suchen die entsprechende Darstellung
als unendliche Reihe. Es ergibt sich zunéchst

1 1
E-A)'=Z(E--A)"
(E - A)" = _(B——A)
Wir fithren die Abkiirzung
1
r =—A
s

ein und wollen die Matrix (E — I')”" untesuchen. Offensichtlich gilt
E-T)- (E+T+I*+..+T"H=E-TV.

Wir lassen nun N nach Unendlich streben. Dabei setzen wir voraus, dass alle Eigenwerte s;
von I' betragsméfig kleiner als Eins sind

|si] < 1.
Da die Eigenwerte \; von I'V durch die Eigenwerte s; gemif3
A = sfv
bestimmt sind, sind sie ebenfalls betragsméflig beschriankt
A = |sZ-|N <1.

Beim Grenziibergeng N — oo streben alle Eigenwerte \; nach Null. Es ist einsichtig, dass
dann die Matrix T'"V das gleiche Verhalten aufweist:

lim TV =0.

N—oo

Es ergibt sich damit
E-T)- (E4+T+I%+..)=E

bzw.

(E-T)"'=E4+T+I7+..=) T"
k=0

Mit diesen Erkenntnissen kann ®(s)

1

S

B(s)= (B~ A)" = (B A)",

unter der Voraussetzung, dass die Eigenwerte s; von A die Ungleichung

Si

S

<1 bzw. |s;| < |s|
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erfiillen, durch

1.1 1 /1 .\"
B(s) = SE—A)'=-(BE-—-A) == A
9 = (B-a)T = {E A = 13 (1)
:ZSkJrIA
k=0

dargestellt werden. Die Riicktransformation ergibt
o0

B(t) = -2 (A7)

kO

und damit liegt die (gesuchte) bemerkenswerte Struktur von ®(¢) vor! Obige Relation ist das
Analogon der Eulerschen Exponentialfunktion im schon behandelten skalaren Fall

a - 1
e = Z 7 (at)*
k=0

Aus diesem Grund fiithrt man im Matrixfall die Symbolik

ein. Man kann sogar zeigen, dass die Matrixfunktion e?! dhnliche Eigenschaften® wie die

skalare Funktion e aufweist! Im Ubrigen: bei der Verwendung der Laplace-Transformation
ist das Transformationspaar

A o0 (sSE—A)!

besonders prignant. Es ist das Analogon zu dem schon berechneten Transformationspaar (1.7)

e 00 (s—a)t

5Es werden hier drei fundamentale Eigenschaften angeschrieben:
I: Fiir beliebige(!) Werte t;und ¢y gilt

eAtleAtQ — eA(t1+t2).

II.

d
aeAt _ A'GAt

III. Falls das Produkt der (quadratischen) Matrizen A; und A, die Relation
A A=Ay Ay

erfiillt, so gilt
(A1 +A)E _ Ast Aot
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Beispiel (linearer Oszillator, Resonanzeffekt): Wir betrachten zwei gekoppelte Dif-

ferentialgleichungen

dxl d.TQ
— == und — =1 +u .
2 It 1

Die Differentialgleichungen beschreiben das Verhalten eines linearen Oszillators®. Das
entspricht einer elektrischen Serienschaltung mit folgenden idealen Bauelementen: einer In-
duktivitét L, einer Kapazitidt C' und einer Spannungsquelle(siehe Bild 2.4). Die Spannung u¢
an der Kapazitit entspricht x1, der Strom ¢;, durch die Induktivitét entspricht x5, und die von
der Spannungsquelle gelieferte Spannung entspricht u (). Es gelten die Relationen

duc . di,
Cd_t_ L und Ld_t_ uc +u .

In Matrixschreibweise erhalten wir dann mit Hilfe von

. UL
i, = T9g ——»

ulQ o::luc )

Bild 2.4: LC-Netzwerk

w-[20] - [u0] = -(&)

und fiir die Werte L = C' = 1 die vektorielle Differentialgleichung

dx 0 1 0
ﬁ_(—l O)x+(1)U—.Ax+bu

_ [ Tox — —
Xg = ( Tos ) =x(t=0) .

Ermittlung der freien Losung: Wir betrachten den Fall u(t) = 0. Die Laplace-
Transformierte der freien Losung X (s) ergibt sich geméfl (2.16) und (2.2 )

mit dem Anfangswert

s 1
%5(s) = (sSE — A) 'xo = ( 241 st >X0 :

s24+1  s2+41

6Siehe hierzu Martin HORN & Nicolaos DOURDOUMAS Regelungstechnik; Kap. 2.2.5 Beispiele.
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Unter Benutzung der Korrespondenzen (1.8)

S w
coswt 0—@ ——— und sinwt 0—@ ——
82 + w2 82 + w2

erhalten wir die Losung

cost  sint To1CoSt + xposint
x¢(t) = Xg = .

—sint  cost —Zp,18Int + 2o cOST

Man erkennt in Bild 2.5, dass die Trajektorie des Systems in der x;-zo-Ebene ein Kreis mit
dem Radius R = \/x{ xq ist”.

T2
2 4

Bild 2.5: Freie Losung des linearen Oszillators

Ermittlung der erzwungenen Loésung: Wir betrachten den Fall verschwindender An-
fangswerte, d.h. xg = 0, und der Eingangsfunktion

u(t) = sint.

Wir suchen die erzwungene Losung x.(t). GeméB (2.24) lautet deren Laplace-Transformierte
e ()

%.(s) = (sE—A) 'ba(s) = ﬁ ( ol ) ( 0 ) ﬁ

“ e la)

"Dies erkennt man anhand von

d_r d, 9 dxy dxs
CxTx =2 @22 =2 (& 1 2,22 ) =0,
X X=7 (] +23) T1— - T2 0
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1. Lésungsweg: Wir brauchen nur die Riicktransformierte z. () von

1

Ferls) = Gy

zu ermitteln, um dann - mit Hilfe des Differentiationssatzes im Zeitbereich - die Funktion
Te2(t) durch Differentiation von z.(¢) nach ¢ zu erhalten. Die Funktion z.;(¢) kann man in
gewohnter Weise unter Verwendung einer Partialbruchzerlegung von Z. ;(s) erhalten.

2. Liosungsweg: Wir schlagen hier einen alternativen Ermittlungsweg ein. Wir gehen von
den Korrespondenzen fiir die trigonometrischen Funktionen

1
2+ 1
S
$2+1
und den mit Hilfe des Differentiationssatzes im Bildbereich
df

—t- f(t) o—e .

sint 0—e@ (2.25)

cost O—@

gewonnenen Korrespondenzen

. 2s
t-sint O—@ m

und
s2-1

aus. Hierzu wird 7;(s) folgendermafien (unkonventionell) umgeschrieben

71 () 1 1 1 s2—1
T(s) = —5——5 == —
! (s2+1)2 2 |s24+1 (s2+41)?

Unter Beachtung von (2.25) und (2.26) erhalten wir die gesuchte Originalfunktion
1 .
x1(t) = §(smt —tcost) .

Der Verlauf von z;(t) ist in Bild 2.6 dargestellt. Fiir die Funktion z5(¢) erhalten wir dann
durch Differentiation von x(t)

1
xo(t) = §tsint :

Bemerkungen: Man erkennt, dass die Funktionen z;(¢) und xo(t) mit der Zeit unbegrenzt
anwachsen. Dieses Anwachsen der Ausschlige iiber alle Grenzen bezeichnet man als Reso-
nanz. Das wird dadurch verursacht, dass Pole p; » = %5 von @(s) auch Nullstellen s; 5 = %
des charakteristischen Polynoms sind! Man spricht von einer Erregung des Systems durch
seine Eigenfrequenz w, im vorliegenden Fall w = 1. Es ist weiterhin zu beachten, dass, ob-
wohl die Eingangsfunktion u(t) betragsmifiig beschrinkt ist, die Funktionen z(t) und x5 (t)
betragsmiflig unbeschréinkt sind (siehe Bild 2.7)!
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Bild 2.6: Erzwungene Losung: Verlauf der Spannung x4 (t)

Bild 2.7: Erzwungene Losung: Trajektorie



2.2. ZWEI GEKOPPELTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 95

Beispiel: Wir betrachten zwei gekoppelte Differentialgleichungen

d d
% = 3x9 + 10u und % =313

mit

und
u(t) =e .

In Matrixschreibweise erhalten wir dann unter Benutzung von

- [3f)] w 5-(8)

die vektorielle Differentialgleichung
dx 0 3 10

X(]:O.

mit dem Anfangswert

Es liegt der Fall verschwindender Anfangswerte und der Eingangsfunktion u(t) = e~* vor. Es
gilt

et 0o—e

s+1
Wir suchen die erzwungene Losung x.(t). Gem#f (2.24) ergibt sich nach Berechnung der

Resolventen .
-1 S 3
(sE—A) _—32+9(—3 s)

die Laplace-Transformierte X.(s)
_ . 1y . 1 s 3 10 1
X.(s) = (sE—A) bu(s) = 2790\ -3 s 0 )51

B 1 10s \ | Zea(s)
(824 9)(s+1) \ =30 ) | Tep(s) |
Es wird folgender (vektorieller) Ansatz gemacht

{ ilgz; } T (2 +9;(3+ 1) ( i(:)3% ) = 013% + (ska + k)

Hierbei sind cq, ko und k3 konstante Vektoren, deren Ermittlung wie analog zum skalaren Fall
durchgefiihrt werden kann. Der Vektor c; ergibt sich zu

o ! 10s L /) (1
P29\ =30 )| 19\ =30 ) 3 )"

2497
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Die Vektoren ks und k3 ergeben sich aus der Identitit

1 10s ) (1) 1 ~ (sky 1 ko) 1
(s2+9)(s+1) \ =30 3 )s+1 VTV e240r

Die linke Seite lidsst sich umformen zu

1 { 10s +s2+9 ] 1 {(3+1)(S+9)}
(52 +9)(s+1) | —30+3(s* +9) (2 +9)(s+1) [ 3(s+1)(s—1)

sty ]

Damit erhalten wir die Identitéit

1 s+9
249 3(8—1)

o (1) wa (%)

Die gesuchte (erzwungene, vektorielle) Losung lautet dann

1

— (sky + Kg)———
} (ke + 3>s2+9

1
X.(t) = cie”" + ky cos 3t + kgg sin 3t

xe(t):—<;))e_t+(;))cos3t+(_31)8111375 :

Bemerkung: Natiirlich kann man ausgehend von

bzw.

10s —-30

Tea(s) = und - Feafs) = (s2+9)(s + 1)

219G+ (2.27)

die Funktion z.o(t) - wie gewohnt - durch Anwendung der Partialbruchzerlegung ermitteln
und anschliefend . ;(t) mit Hilfe des Differentiationssatzes berechnen.
|



Kapitel 3

Die z-Transformation

3.1 Einfiihrung

In vielen praktischen Anwendungsbereichen wie z.B. in der digitalen Signalverarbeitung oder in
der Prozessautomatisierung liegen keine Zeitfunktionen f(t), sondern Folgen von Zahlenwerten
fi = f(t;) (i =0,1,2,...) vor, die oft zu dquidistanten Zeitpunkten t; gemessen (abgetastet)
wurden, siehe Bild 3.1. Um in diesem Kontext auftretende Aufgaben (Berechnungen mit
Folgen) effizient zu behandeln, benutzt man das Analogon der Laplace-Transformation, die
z-Transformation.

f@), fi — 1)
o fi
t
to i to t3 ty ts

Bild 3.1: Abtastung einer zeitkontinuierlichen Funktion

Wir gehen von einer Folge (f) von Zahlenwerten f; mit i =0,1,2,3, ...
(f) = (fos f1, fo,-) (3.1)

aus. Hierbei wird angenommen, dass fiir negative Indizes ¢ die Elemente der Folge (f) die
Bedingung
fi=0 fir i<0

erfiilllen. Solche Folgen werden kausal genannt'. Wir ordnen nun dieser Zahlenfolge unter

IDiese Annahme ist nicht zwingend erforderlich, trifft aber in vielen praktischen Féllen zu. Zur Erinnerung:
bei der Laplace-Transformation nimmt man auch an, dass f(¢) = 0 fiir ¢t < 0 gilt.

57
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Benutzung der komplexen Variablen z eine Funktion f(z) zu, indem wir die unendliche Reihe?
f(z) = f—l L f—1 —_Ef ) (32)
z) = fo+ + fo— + +... z 3.2

ot J1 25 T /33 2 k

bilden®. Unter der Voraussetzung, dass obige Reihe konvergent ist, nennt man die Funktion
f(z) die z-Transformierte! oder Bildfunktion der Originalfolge (f). Nachdem in der De-
finitionsreihe f(z) nur negative Potenzen von z stehen, ist es einleuchtend, dass die Reihe
fiir alle z auferhalb eines Kreises der komplexen z-Ebene mit dem Radius R, d.h. in einem
Bereich |z| > R konvergent ist’(siche Bild 3.2). Der Radius R héingt natiirlich von der Zahlen-
folge (f) ab®. Jeder z-transformierbaren Folge (f) mit Zahlenwerten f; (i = 0,1,2,3,..) wird
durch (3.2) eine Funktion f(z) im sogenannten Bildbereich zugeordnet. Diese Zuordnung

(Korrespondenz) wird durch die Schreibweisen

f)=2{f} und fi:Z_l{f(z)} (3.3)

2Relation (3.2) kann als eine (formale) Potenzreihe der Variablen w :=1/z

flw) == kawk = ka(w —c)*
k=0 k=0

aufgefasst werden. Sie besitzt den Entwicklungspunkt ¢ = 0 und Koeffizienten fi. Sie kann auch als Lau-
rentrethe der Variablen z um den Entwicklungspunkt ¢ = 0 aufgefasst werden. Sie besitzt densogenannnten
Hauptteil

1 1 1 . _
f1;+f2;2+f3;3+...22sz
k=1

und den sogenannten Nebenteil fo.
3Die Behandlung von Folgen (f), deren Elemente f; auch fiir negative Indizes i verschieden von Null sein
konnen, erfolgt mit Hilfe der sogenannten zweiseitigen z-Transformation

f(z) = Z fr 27k

k=—o0

4Zahlenfolgen vom sogenannten Exponentialtypus, fiir deren Elemente zwei Konstanten M > 0 und m > 0
existieren, so dass die Ungleichung
Ifil < Me™  fir i=0,1,2,...

erfiillt wird, sind z-transformierbar. Solche Folgen treten oft in der Praxis auf.
Die Potenzreihe f(w) ist dann im Bereich

|lw| >1/R

der komplexen w-Ebene konvergent.
6Der Radius R kann mit Hilfe des Begriffes "Limes superior" oder "obere Héufungsgrenze" oder "oberer
Limes" der Folge (f) angegeben werden
R = lim sup \fi|1/i .
Siehe Konrad KNOPP: Theorie und Anwendung unendlicher Reihen; Kap. 10 Haufungswerte und Hiufungs-
grenzen.
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Im{z}

,_} Re{z}

|z2| > R

Bild 3.2: Konvergenzbereich |z| > R

bzw. durch )
fio—e () (3.4)

symbolisiert.

Beispiel (zeitdiskrete Sprungfunktion): Wir betrachten in Analogie zur zeitkon-
tinuierlichen Sprungfunktion o(¢) = 1 fiir ¢ > 0 eine Folge mit den Werten (siche Bild
3.3)

oi=1 fir +=0,1,2,...

Die zugehorige z-Transformierte lautet dann nach Definition (3.2):

fi o 0
1@
I 7

o o _ _—

-2 -1 1 2 3 4
Bild 3.3: Zeitdiskrete Sprungfunktion
Z{o;} RN f:—’“

z 22 prd

Obige Reihe ist eine geometrische Reihe, da der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder

konstant ist
1 1 1

i E T

Sie ist unter der Voraussetzung, dass

<1 dh 1<z
z
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gilt”, konvergent und besitzt den Wert

1 z
Z {0} = - .
lod=1—7=77

z

|

Eine schéne und beachtenswerte Formel: Obwohl obiger Formelausdruck fiir eine

geometrische Reihe einer Formelsammlung entnommen werden kann, wollen wir zum besseren
Verstédndnis sein Entstehen untersuchen. Wir betrachten die Summe

Yva=1l+a+a>+a®+...+a" 1,

wobei a eine i.A. komplexe skalare Konstante ist, und wollen einen geschlossenen Ausdruck
zur Berechnung von Yy _; herleiten. Hierzu bilden wir die Summe

Sv=1+a+ad*+a*+ .. +a" P +a"
und erkennen, dass ¥y mit Hilfe von ¥ _; auf zwei Arten dargestellt werden kann
Yy=Sya+a¥ =1+a¥y ;.

Daraus folgt zunéchst
(1 — CL)ZN,1 =1- CLN

und unter der Voraussetzung® a # 1 erhalten wir den Formelausdruck®

1_
Yva=1l4+a+a®+ad+..+a" 1= ¢

1—a
Unter der Annahme
la| <1

gilt auflerdem

lim oV = 0.
N—oo

"Das bedeutet: z liegt auferhalb eines Kreises mit dem Radius R = 1 (des sogenannten Einheitskreises).
8Die Formel ist iibrigens auch im Fall a = 1 giiltig, wie man durch Anwendung der Regel von de L "Hopital
feststellen kann.
9Man beachte, dass fiir den Fall, dass a einer quadratischen konstanten Matrix(!) A entspricht und unter
der Voraussetzung, dass die Matrix (E — A) regulér ist, die Formel ihre Giiltigkeit bewahrt
E+A+A*+ . AV (E—A)"HE-AY)
= E-AME-A)L
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Somit erhilt man fiir N — oo die wohlbekannte Formel zur Berechnung des Grenzwertes einer
geometrischen Reihe!”

Yo =1l+ta+a®+a®+.. = L .
1—a

Die z-Transformation besitzt gewisse fundamentale Eigenschaften.

1. Linearitétseigenschaft: Wie man anhand der Definition (3.2) relativ leicht erkennt,
ist die z-Transformation eine lineare Transformation. Sie wird durch die Eigenschaften Ho-
mogenitit und Additivitit gepragt. Fiir zwei beliebige z-transformierbare Folgen (f) und (h)
bedeutet das, dass fiir beliebige, i.A. komplexe(!) Konstanten o und 5 die Relation

Zla-fi+B-hi}=a - Z{fi}+B - Z{hi} =a - f(z) + B h(z) (3.5)
erfiillt ist. Damit kann man die z-Transformation einer komplizierten Folge einfacher durch-
fithren, indem man sie als Superposition geeigneter einfacherer Zahlenfolgen darstellt und diese
transformiert.

2. Analytische Eigenschaften: Die z-Transformation ist eindeutig. Unter der Voraus-
setzung, dass die Reihe (3.2) im Gebiet |z| > R der komplexen z-Ebene konvergiert, ist f/(2)
eine holomorphe Funktion in diesem Gebiet und stellt die einzige Bildfunktion der Folge (f)
dar. Die Reihe f (z) kann innerhalb des Konvergenzbereiches beliebig oft gliedweise komplex
differenziert!’ bzw. nach einer einfachen Modifikation von f(z) intergriert werden'?. Das
Ergebnis besitzt iibrigens denselben Konvergenzbereich. Umgekehrt, falls f (z) eine holomor-
phe Funktion im Gebiet |z| > R ist, so gibt es eine einzige Folge (f) deren z-Transformierte
gleich f(z) ist.

Beispiel: Wir betrachten bei gegebener konstanter (i.A. komplexer) Zahl a eine Folge
mit den Elementen (siehe Bild 3.4)

fi= a’.

Die zugehorige z-Transformierte liisst sich anhand

10Die Formel bleibt fiir eine quadratische konstante Matrix A, deren Eigenwerte s; der Ungleichnung
si] <1

geniigen, weiterhin giiltig!
E+A+A’+ A+ . =(E-A)!

USiehe Detlef LAUGWITZ: Ingenieurmathematik V (Komplexe Verinderliche), Kap.IV oder Reinholt REM-
MERT: Funktionentheorie I, Kap.4.
12Man beachte, dass die Potenzreihe der Variablen w :=1/2

flw) =" frw"

k=0

beliebig oft innerhalb des Konvergenzbereiches gliedweise differenziert bzw. intergriert werden kann. Es gilt
ferner - - R
df dfdw df
dz  dwdz dw
Will man durch Integration einer z-Transformierten f (z) geméB (3.2) eine neue Korrespondenz ermittelln, so
wird die modifizierte Funktion % f(z) integriert.

(-2

22
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];i 0 difir0<a<l J;’ 0 difirl<a
9
2 1 21
1 1¢
o o T T T g o o ! !
-2 -1 1 2 3 4 -2 -1 1 2 3 4
1
fi ’ Oaifiir—1<a<0‘ fi ’ o ¢ fira<—1
21 21
1¢ 1€
. L s e 1 3
-1 l 2 & 4 2 1
14+ 14+
—921 _91
—31 34
Bild 3.4: Zeitdiskrete Exponentialfunktion
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i ~ o at a? = a.,
Z{d}=fa)=ad"+—+5+..=> (=)
z oz c~z
berechnen. Unter der Voraussetzung
a
H <1 dh fir |a| <|2|
z

ist obige geometrische Reihe konvergent. Es ergibt sich die (gebrochen rationale) Funktion

z{ai}zligz S (3.6)

Z—a

|
Beispiel (Fortsetzung): Unter der Annahme |a| < |z| gilt nach (3.6) folgende Iden-

titdt(!) in a bzw. z
ag, =z
Z(z) Cz—a

k=0

Die Differentiation obiger Relation nach dem Parameter a ergibt

) ~ay, 0O =z
523 = 37

k=0 ~
bzw. .
2
(ka* Nz F = 2.
2 P

Man erkennt, dass durch diesen einfachen "Trick" eine weitere Korrespondenz, ndamlich die
z-Transformierte der Folge (h) mit den Elementen (siche Bild 3.5)

h; = ia"*

gewonnen wurde:
z

(z—a)* "
Durch wiederholte Differentiation obigen Resultates nach a erhélt man Folgendes: Eine M-
fache Differentiation nach a liefert die allgemeine Korrespondenz fiir M = 1,2, 3, ..

Z {z’ai_l} =

(3.7)

z

Z{i(i—1)(i—2)...(i— M +1)a" M} = M!m.

(3.8)

Durch Benutzung der sogenannten Binomialkoeffizienten

( i ):: i(i—1)(i—2)...(i — M +1) fir 1< M

M M!
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fi o g lfira=32

1

-2-1 1 2 3 45 6 7 8

Bild 3.5: Zeitgewichtete zeitdiskrete Exponentialfunktion

erhalten wir die fiir 0 < M geltende Korrespondenz

( ]\2 ) a=M oqm . (3.9)

Die Korrespondenzen (3.7) bzw. (3.8) spielen bei der Partialbruchzerlegung gebrochen ratio-
naler Funktionen in z eine essentielle Rolle!
|
Beispiel: Wir betrachten eine Folge mit den Elementen

fi=1 1=0,2,4,6,...
fi=0 sonst

Die zugehorige z-Transformierte lédsst sich anhand der Definition (3.2)

1 1 1

f(z):1+;+§+5+...

berechnen. Unter der Voraussetzung

z

<1 dh fir 1<|z|

ist obige geometrische Reihe konvergent, und es ergibt sich die Funktion

1——2 22—1.

Bemerkung: Ein alternativer Losungsweg ist der folgende: Die Funktion f; wird als Super-
position zweier Funktionen angeschrieben
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Daraus folgt unter Ausnutzung der Linearitéit der z-Transformation und der Korrespondenz
(3.6)

20} = Jo=3 (24 )

22 -1

|
Beispiel (zeitdiskreter d-Impuls): Wir betrachten die Folge (§) mit den Elementen

5 — 1 fiirt=0
10 sonst

Die zugehorige z-Transformierte ergibt sich sofort zu

fi o I;
1¢

-2 -1

Bild 3.6: Zeitdiskreter §-Impuls

Z{6) =1 (3.10)

d.h. sieist eine Konstante! Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, weil im zeitkontinuierlichen Fall
keine (iibliche) Funktion f(t) existiert, die eine konstante Laplace-Transformierte besitzt. Erst
mit Hilfe der mathematisch anspruchsvollen Theorie der Distributionen kann die sogenannte
Deltafunktion 6(¢) eingefiihrt werden, deren Laplace-Transformierte eine Konstante ist!
|
Beispiel: Ausgehend von der Funktion

f(t) =sinwt (w konstant)

erzeugen wir unter Zugrundelegung der (positiven) Diskretisierungszeit Ty eine Zahlenfolge
mit den Elementen

fi = fTy) = siniwTy mit ¢ =0,1,2,3,...

FEine solche Zahlenfolge ist beispielhaft in Bild 3.7 dargestellt; man erkennt, dass trotz der
Periodizitdt der zeitkontinuierlichen Funktion f(t) die Folge (f) nicht notwendigerweise peri-
odisch ist'®*. Wir wollen die z-Transformierte dieser Folge berechnen. Zur Vereinfachung der

13Die Periodizitit der Folge (f) ist genau dann gegeben, wenn “’TTd eine rationale Zahl ist.
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f(@), fi f(t) =sinwt

o f;=siniwTy |

e 1

Bild 3.7: Abgetastete Sinusfunktion

Schreibweise fithren wir die Grofie
¢ = wTy,

ein und erhalten
fi =sinip .
Mit Hilfe der Euler-Relation kann die Sinus-Funktion zu

sinip =7 (o1 =) = g (e = (e

umgeschrieben werden. Bedenkt man, dass die Korrespondenz (3.6)

z{a'} = Zfa fir |a| < |2|

gilt, kann man aufgrund der Linearitét der z-Transformation schreiben:

1

Z {Sin igo} = Z {Z . [<ejso)z‘ o (ejso)i]} _ % . Z { [(ejw)i _ (efjw)i]}

1 z z oz 1 1
2 \z—el¥ z—edv) 2 \z—elP z—eI¥

z 6]90 — 6_‘750

2j 22 — z(ef% + e~I9) + 1’

Unter Ausnutzung der Euler-Relation erhalten wir dann:

sin ¢

Z {sinip} =z fir 1 < |z|

22 —2zcosp + 1

|
Beispiel (Fortsetzung): Man kann auf einen Schlag elegant die z-Transformierte des
Paares(!) (cosip , sinip) ermitteln, wenn man bedenkt, dass eine komplexe Zahl (a + j3)
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einem geordneten Paar (a, ) zweier reeller Zahlen a und 3 entspricht. Hierzu nutzen wir die
Linearitét der z-Transformation und die Euler-Relation

e’ = cosip + j - sinip

aus. Man erhilt unmittelbar die Beziehung

Z{eJ ‘P} = po——T = Z{coszgp}—{—] . Z{SIIIZQD}.

Es wird nun die Funktion z/(z — €/#), die eine (gebrochen rationale) Funktion in z mit kom-
plexen Koeffizienten ist, folgendermaflen umgeformt

z

= f(z)+J-h(z).

Z—ejSO

Hierbei sind f(z) und h(z) (gebrochen rationale) Funktionen in z mit reellen Koeffizienten.
Es ergibt sich unter Ausnutzung der Euler-Identitét:

z z z—eI® Z—Cosp+ gsingp Z—Cosp+ jgsingp
z — el? z—el¥z—eTi® 22—z (ed? +e7I9) + 1 22 —2zcosp+1
Z — COoS sin
= z Ld +J-z 4

22 —2zcosp+1 22 —2zcosp+ 1
Damit erhalten wir die Korrespondenzen

Z —Ccosp

Z{cosip} =z fiir 1 < |2|

22 —2zcosp+ 1

und .
Z {sinip} =z i

fir 1 < |z|.
22 —2zcosp+1 o 2

|

Bemerkung: Das Beispiel zeigt, dass die Verwendung von komplexen Zahlen viele Berech-

nungen signifikant vereinfachen kann. Das Wort "komplex" darf in diesem Zusammenhang

nicht als Synonym fiir "kompliziert" verstanden werden. Es wére besser, komplexe Zahlen als
"Mischlingszahlen" zu bezeichnen.

3.2 Siatze fiir das Rechnen mit der z-Transformation

Es werden Regeln formuliert, mit deren Hilfe gewisse Operationen im Zeit- bzw. Bildbereich
vereinfacht werden. Das sind

e Lineare Substitution der Indizes der Originalfolge. Man erhilt u.a. die zwei Ver-
schiebungssiitze.

e Lineare Substitution der Variablen im Bildbereich. Man erhélt den Dampfungssatz.
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e Differentiation im Bildbereich.
e Integration im Bildbereich.
e Grenzwertermittlung der Originalfolge mithilfe des Anfangs- bzw. des Endwertsatzes.

e Multiplikation im Bildbereich.

3.2.1 1. Verschiebungssatz (Verschiebung der Originalfolge nach
rechts)

Sei (f) eine Zahlenfolge mit zugehoriger z-Transformierter f(z). Hierbei nehmen wir an, dass

gilt. Wir bilden nun unter Benutzung der beliebigen, aber festen natiirlichen Zahl m eine neue
Folge (h) geméB
hi == fi-m -

Fir diese gilt
h; =0 fir i—m<0.

Das bedeutet, die neue Folge entsteht durch m-malige Verschiebung der urspriiglichen Folge
nach rechts; dieser Zusammenhang ist in Bild 3.8 beispielhaft fiir m = 2 dargestellt. Die
zugehorige z-Transformierte lautet

Z{hi} = Z{fim} = 27" f(2). (3.11)

Bild 3.8: Verschiebung nach rechts

Beispiel: Wir betrachten die einmal nach rechts verschobene zeitdiskrete Sprungfunk-
tion, d.h.
hi:O'ifl i:O,l,Q,...

Es gilt nach dem 1. Verschiebungssatz

Z{h} =Z{oi1 } =2"Z{0; }
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bzw. unter Verwendung der schon abgeleiteten Korrespondenz

z
)
z—1

Z{O’l}:

z 1
2—1 z—-1"

Z{Ui_l } = Z_l

69

In analoger Weise folgt unmittelbar, dass die fiinfmal nach rechts verschobene zeitdiskrete

Sprungfunktion (siehe Bild 3.9)
hi:O'i_g, i:O,l,Q,...

die z-Transformierte

besitzt.

Bild 3.9: Verschobene Sprungfunktion

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

yi= w mit i=0,1,2,..
k=0

und
y; =0 fiir i<0 .

Gesucht ist die z-Transformierte Z {y;} unter der Annahme, dass Z {u;} vorliegt.

erkennt, dass
i—1

Yi = Zuk U = Yio1 + U
k=0

bzw.
Yi —Yi—1 = U4

gilt. Unterwirft man obige Relation der z-Transformation, erhélt man

Z{yi} — Z{yi1} = Z{w}

Man
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und nach Anwendung des 1. Verschiebungssatzes

Z{y} — 2 Z{yi} = Z {w;}
bzw.

Z{yz} =

Z

e Obiger Verschiebungssatz ergibt sich mit Hilfe der Definition gemif} (3.2):
1 1 1 S|
Z{hl}:ho—i‘hl;—i‘hg;—i‘hg,;—i‘: k:Ohk;

Unter Beachtung der Beziehungen

und
hin = fo, hms1 = f1, hmya = fo, ...

erhilt man
> 1 1 & 1
Z{hy = D by = 2 heen g
k=m k=0
I &, 1 g
= z_mek?:Z f(2).
k=0

3.2.2 2. Verschiebungssatz (Verschiebung der Originalfolge nach
links)

Sei (f) eine Zahlenfolge mit der z-Transformierten f(z). Wir bilden nun unter Benutzung der
beliebigen, aber festen natiirlichen Zahl m eine neue kausale Folge (h) mit den Elementen
hi=0; fism .

Fiir die neue Folge gilt
hO = fm; hl = f1+m7 h2 = f2+ma

Das bedeutet, die neue Folge entsteht durch m-malige Verschiebung der urspriiglichen Folge
nach links; dieser Zusammenhang ist in Bild 3.10 beispielhaft fiir m = 2 dargestellt. Die
zugehorige z-Transformierte lautet

Z{hit = Z{fixm} = 2"

fz) - 2 sz‘k] . (3.12)

k=0

Falls die ersten m Elemente der Folge (f) gleich Null sind,
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fi o fi fito & firo
27T ?2" o fi+20—i:h/7;
: Q
! " s
. o P oo i i i [ T ¢ ¢ ¢ ¢
2 1 1 2 3 4 5 2 1 1 2 3 4 5

so vereinfacht sich (3.12) zu
Z{fiem} = 2" f(2). (3.13)

Beispiel: Bei einer einmaligen Verschiebung, d.h. im Fall m = 1 ergibt (3.12)
Z{fin} = = |[J() = fol.

Durch wiederholte Anwendung dieses Ergebnisses kann man sukzessiv die Fille m = 2,3, ...
losen. Mit Hilfe dieses Ergebnisses ergibt sich die z-Transformierte Z { fi12} (Fall m = 2):

Z{fir2} = 2- {fz+1} f1)

(2
(= [for -] - )

= 2f@)-fh-h]

I
S

Analog 16st sich der Fall m = 3 usw.:

Z{fixs} = z-(Z{fisa} = S2)
= = (2 [f) - fo-f7] - 1)
= 2~ fo- et = Y

e Der Beweis obiger Relation (3.12) verlduft geradlinig mit Hilfe von (3.2). Es ergibt sich

1 1 1



72 KAPITEL 3. DIE Z-TRANSFORMATION

bzw.

1 1 1
Z{hi} = fu+ fl-l—m; + f2+m§ + f3+m§ +...

m 1 1 1 m - —k

k
00 m—1 m—1
= 2" [Z frzF+ (Z frzF — Z sz_k>]
k=m k=0 k=0
m—1
= " [ fz)=> sz-k] .

k=0

I
3

3.2.3 Spreizen (Indexiénderung) der Originalfolge (optional)

Sei (f) eine Zahlenfolge mit der z-Transformierten f(z). Ferner sei N eine natiirliche Zahl mit
N > 1. Wir bilden eine neue Folge (h) geméf

sonst

{ fi firk=4i-N dh. k=0, N, 2N, 3N, ...
hk = 0

Man erhilt aus der Folge
(f) = (an fla f27 f37"')

die gespreizte Folge (siehe Bild 3.11)

(h) = (f(),O,..O, fl,O,...,O, fQ,O,...,O, fg,O)

Die z-Transformierte von (h) ergibt sich mit Hilfe der Definition (3.11)

fi o f hi ’o hifiirN:Q‘
21 21
1¢ 1¢
©—0— ' oo ¢
-2 -1 1 2 3 4 5 6 -2 -1 1 2 3 4 5 6

Bild 3.11: Spreizung

Z (e} = h(z) = fo+ frog + Fomgy + oy + o = D Bl
k=0

bzw.
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3.2.4 Dampfungssatz

Sei (f) eine Zahlenfolge mit zugehoriger z-Transformierter f(z). Wir bilden eine neue Folge
(h) durch Gewichtung der Elemente f; gemif}

hi == @ifi )
wobei a eine beliebige komplexe(!) Konstante ist. Es gilt dann
z{d'f} = FC). (3.14)
Beispiel: Wir betrachten die Funktion
fi = siniwTy

mit der (schon berechneten) z-Transformierten

f(z):z sin wTy
22 —2zcoswTy+ 1"

Gesucht ist die z-Transformierte der Funktion
h; = e“TasiniwTy |

wobei o eine beliebige i.A. komplexe Konstante ist. Mit Hilfe der Relation (3.14),

a:=e’ld
und ‘
h; = azfi
ergibt sich
10Ty i s o oT T sinwTy
Z{e M siniwT,} = f(ze”7M) = (ze” ")

(ze=oTa)2 — 2(ze=Ta) coswTy + 1
e’ld sin wT)y
22 — 2zeoTa coswTy + e29Ta ~

= Z

e Obige Beziehung ergibt sich unmittelbar mit Hilfe der Definition (3.2):

. 1 1 1
z{dfi} = fotafi=+dfas+d’f3—= + ...
z 22 23

= fo+t A + L+ A + .
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3.2.5 Differentiation im Bildbereich

Sei (f) eine Zahlenfolge mit den Elementen f; und der z-Transformierten f(z). Wir bilden
nach einer Gewichtung der Elemente f; die Folge (h) mit Elementen h; gemif}

Es gilt dann
dziz) =2 Z{h}=—2"Z{if;) (3.15)
bzw. -
Z{if} = —zdéf). (3.16)

Man beachte, dass 271 Z {h;} die z-Transformierte der einmal nach rechts verschobenen Folge

(h) ist.

e Zum Beweis obiger Relation gehen wir von der Definition

f(z) ::fO‘f‘fl%—f—fQ%—i-fg%-i—...Zkaz_k

k=0
aus. Die Differentiation'® von f(z) nach z ergibt
df(z =
{zi ) > fe(=k)z+ (3.17)
k=0

bzw.

e _é Z(kfk) =22 {i fi}.

k=0
Bemerkungen (optional):

e Durch wiederholte Differentiation von (3.17) nach z, z.B. durch m-fache Differentiation
von f(z), kann mit Hilfe der m Differentialquotienten 4 f(z) mit g = 1,2,...,m die
z-Transformierte der Folge (h) mit den Elementen

hi=i(i+1)(i+2)...(i +m —1)f;

berechnet werden.

14 Gliedweise Differentiation der Reihe im Inneren des Konvergenzbereiches.
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e Durch eine Differentiation von Z{if;} gem#éB (3.16) nach z erhélt man die z-
Transformierte der Folge mit den Elementen i?f;. Durch wiederholtes Differenzieren
kann man dann die z-Transformierte der Folge mit den Elementen " f; ermitteln. Es
gilt

2} = || 7
[/ 7 - dZ )

wobei der Ausdruck [—z%] ™ als m-fache Durchfiihrung der Operation —z-% verstanden

) dz
wird.

Beispiel (optional): Die Elemente f; einer Folge (f) erfiillen die Gleichung

1
1+ 1

fiv1 = fi  i=0,1,2,... (3.18)

mit fy = 1. Es soll die z-Transformierte f(z) ermittelt werden.
Hierzu schreiben wir obige Gleichung um

(i+1)fiy1— fi=0, (3.19)

unterwerfen sie der z-Transformation und erhalten
Z{i+1fina}—2{fi } =0. (3.20)
Gemif (3.16) gilt i
: d f(z)
Z i = — .
fif} =L

Definieren wir

so ist by = 0. Geméfl dem ersten Verschiebungssatz gilt
Z{hiy1t =z (Z{hi} — ho)

und damit erhalten wir zundchst

Z {4+ Vfins) =2 (_%w

und Relation (3.20) bekommt die Gestalt

Es handelt sich um eine (gewshnliche) Differentialgleichung fiir die z-Transformierte f(z).
Durch Umschreiben konnen die Variablen getrennt werden

df(z) _ d=

f(2) 2
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und die Differentialgleichung kann unmittelbar integriert werden. Es ergibt sich
~ 1
f@)==KéXp(—> ,
z

wobei K eine Konstante ist. Bedenkt man, dass

1 =1 /1"
wen(2) =520 (5)
k=0

gilt, besitzt die Folge (f) die Elemente - sie kénnen aus obiger Gleichung direkt abgelesen
werden -

1
fi= K5 mit i=0,1,2,..,
2!
Die Konstante K ergibt sich aus dem vorgegebenen Anfangswert

fozlzlimf(z):K

zu K = 1. Die gesuchte z—Transformierte lautet
. 1 1 /1\"
f(z) =exp (;) _kZ:OH (;) :

was auch unmittelbar aus (3.18) gefolgert werden kann.

|
3.2.6 Integration im Bildbereich
Wir betrachten die z-Transformierte f(z) einer Folge (f)
~ 1 1 1
f(z) = f0+f1;+f2;+f3§+... (3.21)

Es geht nun darum, durch Benutzung obiger Relation und Integration im Bildbereich neue
Korrespondenzen zu erhalten. Wir nehmen an, dass fy # 0 ist. Wir multiplizieren nun
Relation (3.21) mit —1/2? und erhalten

o f@ = ~Ufog + fig + g+ fog )
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° im Konvergenzbereich von (3.21) liefert

71
/—2 - /(foC +flc +f2<, +f3 )

z

Die Integration®

11 >
- [fo_c_”l 232 1 <3+f3 it }

= (fo——+f1 f21i+f31i+ )

bzw. .
| afe =3
Wir definieren eine Folge (h) mit den Elementen
h:{lo fiir i =0
! sfior fir i>1
und konnen dadurch die rechte Seite obiger Relation als z-Transformierte der Folge (h) mit

den Elementen bt
0 L2 08
) f07 9 ) 3 ) 4 )

aufgefasst werden

/% (Kmmr+%—+%%+%7 to..=Z{h) .

Beispiel : Wir betrachten die zeitdiskrete Sprungfunktion, d.h. eine Folge (o) mit den

Elementen
o;=1 fir 1=0,1,2,..

Die zugehorige z-Transformierte lautet (fiir [2| > 1)

durch

11+11+1
22 3z 4z

wl( 1 1

¢

15Siehe hierzu z.B. Konrad KNOPP Funktionentheorie I; Kap. 3 Das Integral einer stetigen Funktion und
Kap. 4 Der Cauchysche Integralsatz.
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gegeben'®. Die Auswertung des Integrals ergibt

!éé: /c / e
—1In

> o0
= [-1 In(z — 1)
[—Inz+In(z —1)]7 = 21,
z 1
= In o In 1
und damit gilt (zur Erinnerung: fiir |z| > 1)
1 1 11 11 11 =11
1 =—4+-—+4-—+-—+...= ——
nl—% z+222+3z3+4z4 ;kz’“
|
3.2.7 Anfangswertsatz
Gegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (f)
~ 1 1 1
f(2)=fot+t fizt+t fogt+fag+
z z z
Das erste Element fy kann offensichtlich anhand
fo=lim f(z) (3.22)

berechnet werden.
Bemerkung: Bei bekanntem Wert fy liefert die Anwendung dieses Satzes den Wert f;.
Es gilt ndmlich

~ 1 1 1
f2)=fo=fi-+ ozt a5+
z z z
bzw. ] ]
z [f(z)—fo] :f1+f2;+f3§+
Daraus folgt nach dem Anfangswertsatz

lim = | f(2) = fo| = fi.

zZ—00

Man kann demnach durch wiederholte Anwendung dieses Satzes die Werte fo, f1, f2, f3,...
sukzessiv berechnen.

Die Folge (h) entsteht duch einmalige Verschiebung nach rechts der sogenannten harmonischen Folge

11 1
:1777
(9) (,2,3,4,

1 1 ( 1 1 )
— + .
9 2\Ggi-1  Gi+1

Das bedeutet, jedes Element g; ist durch das harmonische Mittel seiner unmittelbar benachbarten Elemente
gegeben.

) = (90, 91, g2, ).

Es gilt némlich fiir i > 1
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3.2.8 Endwertsatz

Gegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (f), die zumindest im Bereich |z| > 1 der
komplexen Ebene konvergent!” ist. Unter der Voraussetzung, dass der Grenzwert

foo := lim f;
1—00
existiert, kann dieser im Bildbereich anhand

1\ - _
foo = lim {(1 - -) f(z)} = lim [(z —1) f(z)} (3.23)
zZ— z zZ—
ermittelt werden.
Folgendes Theorem sichert die Existenz des Grenzwertes [, fiir eine wichtige Klasse von
z-Transformierten f(z) in technischen Anwendungen: Die Funktion

9(z) = (=1 f(2)

sei eine gebrochen rationale Funktion in z mit reellen Koeffizienten

. p(2)
9(z) = )
und
deg{u(z)} —1 < deg{r(z)} .
Ferner sollen p(z) und v(z) teilerfremd sein; d.h. Zahler- und Nennerpolynom besitzen keine
gemeinsamen Nullstellen. Der Grenzwert f., existiert genau dann, wenn das Polynom v(z)
keine Nullstellen p; mit |p;| > 1 besitzt'®. Das bedeutet, alle Nullstellen liegen im Inneren des

sogenannten Einheitskreises.
Bemerkung: Zur Uberpriifung der Eigenschaft

il <1 i=1,...n
der n Nullstellen eines Polynoms
v(2) =vg+ iz 4+ a2 4+ A vy 2" F 2™ mit vy, £ 0

ohne diese zu berechnen, konnen algebraische Kriterien nach Jury!® bzw. Marden?’benutzt
werden. Fiir den Fall, dass v(z) ein monisches Polynom ist, d.h. im Fall

v, =1,

1"Der Konvergenzbereich wird durch
2[>R mit 1=R>0

beschrieben
18Man nennt solch ein Polynom, das nur Nullstellen p; mit |p;| < 1 besitzt, ein Einheitskreispolynom
(abgekiirzt: EKP). Alle seine Nullstellen liegen in der z-Ebene innerhalb eines Kreises mit dem Radius R = 1.
YEliahu Ibraham Jury (Baghdad 1923)
20Morris Marden ( Boston 1905 - 1991)
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sind folgende einfach(!) iiberpriifbare Bedingungen notwendig, damit v(z) ein Einheitskreis-
polynom ist:
v(z=41)>0 ;i (-D)"v(z=-1)>0 (3.24)

und?!
lvo| < 1. (3.25)

Liegt allerdings ein monisches Polynom mit dem Grad n < 2 vor, so sind obige Bedingungen
(3.24) und (3.25) notwendig und hinreichend! Im Fall n = 2, d.h.

v(z) = vo +viz + 22

lauten die Bedingungen:
V(Z:+1):V0+V1+1>O,

viz=—-1)=vg—v1+1>0

und
‘I/o‘ < 1.

e Zum Versténdnis obiger Relation (3.23) gehen wir von der Definition
f(2) =fo+ fi—+ fo—5 + —+...——§ z
ot J1 25 T /33 2 k

aus und bilden den Ausdruck®® Z {fi,1 — fi}

0 N
Z{fimn— fit = Z(fk—i—l —fi) 2 = Jim Z(fk:—H —fi) " (3.26)
k=0 k=0

Nach dem 2. Verschiebungssatz ergibt sich fiir die linke Seite:

Elfia—f=2[JO) = h| - F&) = -1 2. (627

21 Falls das Polynom v(z) eine m-fache Nullstelle bei z = 0 besitzt, so sind die ersten m Koeffizienten gleich
Null. Das Poynom v(z) lautet

v(z) =2"(Vm-1 +vmz + U122 4 o+ 12" fp )
Dieses Polynom ist genau dann ein EKP, wenn das gradreduzierte Polynom
Um—1+Um2z 4+ Umi122 + o+ U127y 2
ein EKP ist. In solch einem Fall ist die Ungleichung |vg| < 1 gemé$ (3.25) trivialerweise erfiillt und wird durch
[Vm—1] <1

ersetzt!
22Die Betrachtung des Ausdruckes Z {f; — f;_1} fithrt zum gleichen Ergebnis.
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Fiir die rechte Seite erhilt man die Beziehung

N
dim > (firn = fr) 7F = Aim {(h=1f0)2"+ (o= f) 2+ (fv — ) 27N}
e (3.28)
Wir bilden nun unter Beachtung von
N
D G = f) = (fi=fo) + (o= i) + o+ (fypa = f) = —fo+ faa
k=0

den Limes beider Seiten fiir 2 — 1. Nachdem die rechte Seite unter der Voraussetzung,
dass der Grenzwert f., existiert®?

A (—fo+ fyr) = —fot+ lim fya = —fo+ foo
ergibt, erhalten wir mit (3.26) und (3.27) die Beziehung

lim(z — 1) f(2) = fo = —fo+ fr

z—1

bzw.?4

foo = lim(z — 1)f(z)

Z—)l
Beispiel: Wir betrachten eine Folge mit den Werten f; geméfl

fi=(=1) (3.29)

Der Grenzwert im Bildbereich

lim [(z ~1) f(z)] — lim (2 — 1) —

z—1 z—1 z + 1

=0

23Die Reihe
N

> (frar = fr) 27"

k=0

li

im
N—o0
ist gemif der Voraussetzung, dass

lim N
N—oo f

existiert, fiir z = 1 und damit auch fiir alle z auflerhalb des Einheitskreises |z| > 1 konvergent.
24Bei der Grenzwertbildung miisste man eigentlich

foo = lim (1—1) f(z) = lim (2 —1) f(z)
|z|>1 |z[>1

schreiben.
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existiert und betragt Null. Der Grenzwert im Zeitbereich

lim (—1)"

1—00

existiert allerdings nicht, da die Folge mit den Elementen gemé8 (3.29) eine alternierende ist!
|

Beispiel: Wir betrachten die z-Transformierte

x 24z
J) = 622 — bz +1
einer Folge (f) und wollen den Grenzwert

ermitteln. Um die Formel 3
lim [(2 -1) f(z)} = lim f;

z—1

benutzen zu kénnen, miissen die zwei Nullstellen des Nennerpolynoms 622 — 5z + 1 im Ein-
heitskreis liegen. Die Losungen der quadratischen Gleichung

622 —524+1=0

lauten

1 1
2’172:%(5:&\/25—46):&(5:&1)

bzw. .
2125 und ,2225.

Sie liegen innerhalb des Einheitskreises?

|z1] < 1und |z < 1.

Damit kann der Grenzwertsatz angewandt werden und es ergibt sich

. . 24z
lim f; =lim(z—-1) ————— =
i—00 z—1 622 —5z+1
% Der Konvergenzbereich von
z 24z 4

ist
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Bemerkung (alternativer Lisungsweg): Man kommt zu dem gleichen Ergebnis ohne Ermit-
tlung der Losungen, wenn man das monische Polynom

1 1 5
V(z)::6(1—5z+622):6—6z+22
betrachtet. Es gilt
(1) L 51+12 Lo
v(l):=—-—= ==
6 6 3 ’
1 5
—1)i=—+4+-1+1=2>0
v(—1) 6+6 +
und
! <1
5 .

Damit sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen erfiillt, v(z) ist ein Einheitskreis-
Polynom.
|

3.2.9 Multiplikation im Bildbereich (optional)

Der folgende sogenannte Faltungssatz ist sehr vorteilhaft bei der Transformation der kom-
plizierten Eingangs-Ausgangs-Relation linearer und zeitinvarianter zeitdiskreter Systeme in
den Bildbereich. Er dient ferner der Definition des fundamentalen Begriffes "Ubertragungs-
funktion" solcher Systeme.

Wir gehen von zwei Zahlenfolgen

(f) = (fo, f1, fo, )

und
(g) = (g()v g1, 92, )

mit der Eigenschaft
fi=g;=0 firi<o0

und den zugehorigen z-Transformierten f(z) = Z {f;} und §(z) = Z {g;} aus. Wir bilden eine
neue Folge (h) mit den Elementen h; geméf

hi=Y_ fi-ugk (: > fkgi_k> mit i =0,1,2, .... (3.30)
k=0 k=0

Man spricht von der Faltungssumme?®® bzw. von der Faltung der Folgen (f) und (g). Die 2-
Transformierte dieser neuen Folge ergibt sich durch Multiplikation der z-Transformierten der

26Tn der Literatur wird oft die Kurzschreibweise

(h) =:(f) * (9) = (9) = (f)

verwendet. Man spricht dann vom Faltungsprodukt.
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urspriinglichen Folgen:

Z{h} =h(z)=Z {Z fikgk} = f(2) - 3(2)

bzw.

%

z {f(z)g(z)} = Z Jikgk = Z TeGik - (3.31)

k=
Bemerkung: Um ein besseres Verstindnis fiir den formulierten Satz zu erhalten und
das Bildungsgesetz der Faltungssumme (3.30) besser zu erkennen, werden exemplarisch die
Summen hg, hq, ho und hs berechnet:

ho = fogo ,

hi = fog1 + fi90 ,
ha = fog2 + fig1 + f290

und
hs = fogs + f192 + fa91 + f3go -
Das bedeutet, dass h; durch

hi = fogi + f19i-1 + fagi—2 + ... + figo

gegeben ist. Wir betrachten nun die Potenzreihen?” in der komplexen Variablen x

ikak und igkx’“
k=0 k=0

und erhalten fiir deren Produkt (sogenanntes Cauchy?*-Produkt der zwei Potenzreihen)

(o) (o) - 3ot
k=0 k=0 k=0
Setzt man x = 27! so erhilt man die formulierte Regel fiir die z-Transformation.

3.3 Inverse z-Transformation gebrochen rationaler
Funktionen

Hierbei geht es um folgendes Problem: Gegeben sei eine Funktion f (z), die analytisch in einem
Bereich |z| > R der komplexen Ebene ist. Gesucht ist die Folge (f) mit der z-Transformierten
f(2). In den nachfolgenden Ausfithrungen wollen wir uns auf den praktisch relevanten Fall

2TSiehe Konrad KNOPP Theorie und Anwendung unendlicher Reihen, Kap. 17 und 21.
28 Augustin-Louis Cauchy (Paris 1789 - Sceaux / Frankreich 1857)
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konzentrieren, dass f(z) eine gebrochen rationale Funktion in z ist?>. Sie ergibt sich als

Quotient

zweier hier teilerfremder vorausgesetzter Polynome pu(z) und v(z). Der Grad m des Zghler-
polynoms ist (zwangsléufig) kleiner gleich dem Grad n des Nennerpolynoms:

m:=deg{u(z)} <deg{v(z)} =:n .

Das Nennerpolynom v(z) wird der Einfachheit halber als monisch vorausgesetzt und besitzt
unter Benutzung seiner Nullstellen p; die faktorisierte Darstellung

n

v(z) =[]z - o),

k=1

wobei p die sogenannten Pole der Funktion f(z) sind. Die Koeffizienten beider Polynome
1(z) und v(z) werden als reell vorausgesetzt®’. Das hat zur Folge, dass falls eine komplexe
Polynomnullstelle bei (« + j3) vorliegt, die konjugiert komplexe Zahl (o — j/3) ebenfalls eine
Nullstelle des Polynoms ist!

Wir wollen nun die inverse z-Transformierte von

F(z) = LG
fii -

ermitteln, indem wir die Linearitétseigenschaft der z-Transformation ausnutzen. Hierzu zer-
legen wir die Funktion f(z) in N Terme

f(2) = filz) + fo(2) + .+ fn(2)

deren z-Transformierten leicht ermittelbar sind. Unter der Voraussetzung, dass die Pole von
f(2) vorliegen, bietet sich eine Partialbruchzerlegung an! Hierbei entstehen N = n Ausdriicke,
die prinzipiell Funktionen folgender Art enthalten:

1

2 — Pk

29 Allgemein kann man f; durch Auswertung des Umlaufintegrals

z 1
fi= % d
271'] f :

iiber einen Kreis mit dem Zentrum z = 0 im Konvergenzbereich von f (z) ermitteln. Eine weitere Moglichkeit
ist die Anwendung der Taylor-Formel
1

a def )
Um den mathematischen Aufwand gering zu halten, verzichten wir hier auf diese Moglichkeiten.
30Diese Voraussetzung ist vom mathematischen Standpunkt aus gesehen nicht notwendig. Sie ist in den

meisten praktischen Anwendungen gegeben.

fi=

z=0
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falls py eine einfache Polstelle ist, bzw.

1

——— mit L>v>1
(z = pe)”

falls die Polstelle p; die Vielfachheit L besitzt. Es liegen folgende Korrespondenzen vor:

Z{a} = — (3.32)

zZ—a
bzw. im allgemeinen Fall mit M =1,2,3, ...,

1 z

a2 =D =2l = M+ DM} =

(3.33)

Aus diesem Grund erzeugt man die durch z dividierte Funktion f(z)

ﬁ (z — pr)
k=1

N | =
ISE

oo lome) )

Sie ist durch den Quotienten der (i.A. teilerfremden) Polynome fi(z) und 7(z) gegeben. Der
Quotient fi(z)/v(z) wird nun einer Partialbruchzerlegung unterworfen. Im Anschluss daran
werden die Partialbriiche mit z multipliziert. Man erhélt dadurch Ausdriicke (Summanden),
die mit Hilfe der Korrespondenzen (3.32) und (3.33) riicktransformiert werden kénnen und
damit die gesuchte Originalfolge (f) mit den Elementen f; liefern. Um diese Vorgehensweise
zu verdeutlichen, werden im Folgenden zwei Fille untersucht.

3.3.1 Fall 1: Das Nennerpolynom 7(z) besitzt einfache Nullstellen

In diesem Fall kann die Partialbruchzerlegung von z~!f(z) in der Form

1.
;f(z):%o‘f'z o

Z_
k=1 Pr

geschrieben werden. Die n 4+ 1 Konstanten c¢; kénnen - wie bei Anwendungen der Laplace-
Transformation - mit Hilfe der Beziehungen

co= f(z=0)
bzw. )
a = (2 —Pk);f(z)

=Pk

berechnet werden. Nach Multiplikation mit z kann f(z)

n

f(z) :CO+ch

k=1

z

2 — Pk
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unter Beachtung von (3.6) und (3.10) unmittelbar riicktransformiert werden. Man erhilt

Ji=co-0; + ch < (pr)"-
k=1
Beispiel: Gesucht ist die Riicktransformierte der Funktion

I z+2
f(z) = (z—2)(z+3)

Hierzu wird eine Partialbruchzerlegung fiir z~!f(z) angesetzt:

Lz o z+2 G C1
f(z)_z(z—Z)(z—l—?))_ R L i

C2

Die auftretenden Konstanten betragen

z42 2 1
CO = —-—— _— = — — s
(z=2)(z+3) ..y (=2)(3) 3
z4+2 4 2
C1 = = — = —
43, @6) 5
und
z4+2 —1 1
Co = — = ——
T, () B
Damit ergibt sich fiir f(2)
~( ) z+2 1 . 2 =z 1 =z
== —— — -
(2 —2)(2 +3) 3 5z—-2 15243
mit der Riicktransformierten
1 2 1 ;
(=3)

=2t —
4 3 Jr5 15

~( ) 622
Z) =
(z—=1)(2-2)
vor. Daraus ergibt sich
Ly o 6z o Qa Cy
zf(z)_ (z—1D(z-2) =z-1 +z—2
mit den Konstanten
6z 6 6
T e 127
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und 6 .
0= —2 — 2 9
z—1|,_, 2-1
Damit erhalten wir )
~ 62 z z
/) (z—1)(z—2) z—l+ z—2

bzw. unter Beachtung von (3.32) und (3.33)
fi=—6-(1)+12-(2) = -6+ 122",

3.3.2 Fall 2: Das Nennerpolynom 7(z) besitzt mehrfache Null-
stellen

Im Falle mehrfacher Nullstellen wird der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung modifiziert,
die allgemeinen Formeln zur Ermittlung der Koeffizienten sind allerdings schwerfilliger und
die Berechnungen komplizierter. Da die Vorgehensweise und die Berechnung der Koeffizien-
ten dieselben sind wie die bei der Laplace-Transformation, verzichten wir darauf diese zu
wiederholen und verweisen auf die entsprechenden Ausfithrungen im vorliegenden Skriptum.
Exemplarisch wollen wir nachfolgend ein Beispiel durchrechnen.

Beispiel: Vorgegeben sei die Funktion

. 222 — 22

fz) = (z—3)(z—5)2 "

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung von 2z~ f(z) lautet

1~ 22 — 2 c1 Co C3

Zf(z):(2_3)(2_5)2:z—3+z—5+(2—5)2.

Die Koeffizienten ¢; und c3 konnen geradlinig anhand folgender einsichtiger Formeln berechnet
werden:

. 22— 2 6— 2
= (z—=3)z7! = = =1
a=E=3 0= o], T Gobp
b 2z — 2 10 —2
2 17 o -
= — = = — :4
o= (=5 E)| = S L:5 5—3

Damit erhalten wir fiir 27! f(z) folgende Identitét(!) in z, die den unbekannten Koeffizienten
co enthilt:

1f( ) 22 —2 1 " Co N 4
p— Z fr— = .
2 (z=3)(z—5)2 z—-3 z—-5 (z—5)
Durch Umformung erhalten wir

Co 22 -2 1 4

=5 (2=3)(z=5)2 2z-3 (2—5)
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Durch willkiirliche aber clevere Wahl eines konkreten Wertes fiir z - natiirlich muss z # 3 bzw.
z # b gelten - erhalten wir eine Bestimmungsgleichung fiir co. Die Wahl z = 1 ergibt

2 2-2 1 4 11
1-5 (1-3)(1-52 1-3 (1-52 2 4
bzw.
Coy = —1.
Damit hat f(z) die Form
5 222 — 2z z z z

f(z) = (2_3)(2_5)2:12—3_12—5+4(2_5>2

und die Riicktransformierte

fi = 1-(3) —1-(5)+4-i-(5)""
= 3 —54+4.5-571
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Kapitel 4

Losung linearer Rekursionsgleichungen

4.1 Skalare Rekursionsgleichung 1. Ordnung
Eine lineare (skalare) Rekursionsgleichung 1.0rdnung besitzt die Form
Tiy1 =ax; +bu;  mit i =0,1,2,3, ... (4.1)

Sie stellt eine rekursive Relation zwischen zwei zeitlich unmittelbar' aufeinander folgenden
Werten der Folge () dar. Das Problem besteht darin, bei gegebenem Anfangswert xy und
gegebener Folge (u) die Elemente x; der Folge (x) zu ermitteln. Die Grolen a und b sind
hierbei vorgegebene Konstanten.

Dieses Problem ist das zeitdiskrete Analogon zu folgendem, bereits behandelten Problem:
gegeben sei eine lineare (skalare) Differentialgleichung 1. Ordnung der Form

d

d—jzam—kﬁu mit 0<t<T. (4.2)
Bei gegebenem Anfangswert (0) und vorgegebenem Verlauf u(¢) in einem Zeitintervall [0, 7]
soll die Losung z(t) ermittelt werden. Die Konstanten o und (5 sind bekannt. Zur Erinnerung:

Die Losung lautet
t

z(t) = ex(0) + /ea(tT)Bu(T)dt : (4.3)
0
In vielen praktischen Féllen ist allerdings eine Losung in geschlossener Form erwiinscht. Solch
eine explizite Darstellung von z(¢) kann mit Hilfe der Laplace-Transformation ermittelt wer-
den.
Eine naheliegende Moglichkeit, um zumindest eine approximative Losung zu erhalten,
besteht darin, den Differentialquotienten dx/dt fiir "kleine" Werte At zu approximieren

dr _ x(t+ At) — x(t)
dt At
!Deswegen spricht man von einer Rekursionsgleichung 1. Ordnung. In der Gleichung sind nur Werte x;
und x;41 enthalten.

fir At < .

91
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Es wird sich gleich zeigen, dass dadurch das "approximative Losen einer Differentialgleichung"
ganz natiirlich auf das "Losen einer Rekursionsgleichung" zuriickgefiihrt wird. Ersetzt man
den Differentialquotienten in der Differentialgleichung (4.2) durch obige Approximation, ergibt

sich
x(t + At) — z(t)

A = ax(t) + fu(t)

bzw.

z(t + At) = [1 + aAt] - z(t) + [BAL] - u(t) .

Mit den Abkiirzungen
a:=1+aAt und b:= [AL

erhilt man eine Rekursionsgleichung zwischen x(t + At) und x(t)
z(t + At) = az(t) + bu(t) .
Durch Betrachtung zeitdiskreter Werte
ti=iAt  mit i=0,1,2,3,...
und der abkiirzenden Schreibweise
x; = x(t;) = z(1At) und ;= u(t;) = u(iAt)
ergibt sich die Rekursionsgleichung 1. Ordnung

Tipr1 = ax; + bul .

4.1.1 Rekursive Ermittlung von z;

Der Ermittlungsweg von x; ist im Grunde vorgezeichnet: Ausgehend von einem Wertepaar
[zo, up] kann anhand (4.1) der Wert z; unmittelbar berechnet werden. Das Paar [z, u;] legt
den Wert x5 fest, das Paar [, us] den Wert x5 usw. Dieses Vorgehen lisst sich symbolisch
darstellen:

[z, w;] = wi 1=0, 1,2,3, ...

Der Vorteil einer Rekursionsgleichung (4.1) gegeniiber einer Differentialgleichung (4.2) ist of-
fensichtlich. Um die Losung im ersten Fall zu erhalten, braucht man nur "Multiplizieren" und
"Addieren" zu konnen. Im zweiten Fall miissen wir (leider) auch "Integrieren" beherrschen.
Im vorliegenden Fall ergibt das wiederholte Benutzen von (4.1)

ri=d xg+a bug+au +...+ab-ui_o+a®b-u;y (4.4)
bzw.
i—1
r;=a' -z + Z a7 kb, (4.5)
k=0

Diese Beziehung ist das Analogon zu (4.3). Statt eines Faltungs-Integrals erscheint (er-
wartungsgemiif}) in der Losung eine Faltungs-Summe.
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4.1.2 Ermittlung einer L6sung z; in expliziter Darstellung
Wir gehen von der Relation (4.1) aus und unterwerfen diese der z-Transformation
Z {xi-i-l} =Z {a.’lﬁi + bul} .

Nach Ausnutzung des 2. Verschiebungssatzes und der Linearitéit der z-Transformation erhalten
wir

2Z{x;} —zxg = Z{ax;}+ Z{bu;}

Diese Beziehung ist bei bekannter z-Transformierten Z {u;} eine algebraische Gleichung in
Z {x;}. Nach Einfithrung der (iiblichen) Abkiirzungen

2(2) = Z{x;} und a(z):= Z{w}
und einer Umsortierung lautet die Bestimmungsgleichung fiir Z(z)
(z —a)Z(z) = zxo + bu(2)

bzw.
z(z) = © 2o+
z—a 0

! bi(2). (4.6)

Z —
Der erste Term in Relation (4.6) ist die z-Transformierte der freien Losung xy,

z

Tp(2) = Z{xp} = %o,

z—a
wihrend der zweite Term in Relation (4.6) die z-Transformierte der erzwungenen Losung z. ;
ist 1

zZ—aQ

Te(2) = Z{xe,} =

bi(z).

Die gesuchte Grofle z; ergibt sich durch Riicktransformation von (4.6)

_ Z - I
.I'Z:Z 1{z_a}$0+z 1{Z_abu(2)}:$f,i+l‘e,i. (47)

Unter Beachtung der Korrespondenz

lautet das vorldufige Endergebnis

T =da'zy+ Z71 { ba(z)} : (4.8)

Z—a

Es verbleibt die (i.A. aufwiindigere) Riicktransformation des zweiten Terms Z.(z) in (4.8).
Diese kann in vielen praktischen Féllen mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung erfolgen.
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Beispiel (u; = diskrete Impulsfunktion): Wir betrachten (4.1) mit

Wie schon gezeigt, gilt
u(z)=Z{6}=1.

Damit erhalten wir gemif (4.8)

, 1
T, =a'zg+ 271 { } b. (4.9)

Um die Riicktransformierte von ]

zZ—aQ

()=

zu berechnen, fithren wir die Partialbruchzerlegung der Funktion

1- 1 C1 Co

= =2

z 2(z —a) z  z—a

durch. Die Konstanten ergeben sich zu

1

zZ—a

C1 =

z=0

Damit lautet f(z)
1 1 =z 1

Z—a az—a a

und kann problemlos riicktransformiert werden

1 1. 1
zZ—a a a

Setzt man dieses Ergebnis in (4.9) ein, so erhélt man die explizite Darstellung von z;

; b . b 4 b b
ri=a'zy+ —a' — —0; =a (x0+—> — =0
a a

a a

()
T, =a | xg+ —
a

Beispiel: Wir betrachten die Rekursionsgleichung (4.1)

bzw. firi>1

Tip1 = ax; + buz

und wahlen
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Hierbei ist v eine i.A. komplexe Konstante, die von Null verschieden ist. Nach (3.6) lautet die

zugehorige z-Transformierte
z

()= 2 {7} = = .

Damit erhalten wir nach (4.8)

a2 (o o

Es wird nun angenommen, dass fiir die Konstante ~

V7 a

gilt. Dies bedingt, dass bei der anschlielenden Partialbruchzerlegung nur einfache Nullstellen
des Nennerpolynoms vorliegen. Um die Riicktransformation von

~ V4

LS P P

durchzufiihren, bilden wir die Partialbruchzerlegung von

1+ 1 1 Co
;f(z)—(z—a)(z—y) _z—a+z—fy

mit
1

2=

1 1
= und ¢ =
ey Q7Y zZ—a

C1 =

Damit kann f(z) elementar riicktransformiert werden

1 1 . .
i () e

Dieses Ergebnis wird in (4.9) eingesetzt, und man erhélt die explizite Darstellung der Losung

b

T = a'wg + (ai - 'yi)
a—7
bzw.
i b %
x; =a'(xo+ )+ Y
a—y vy—a
Fiihrt man die Konstanten
b b
Co:=20+—— und C(C:=
a—ry vy —a

ein, so erkennt man die bemerkenswerte Struktur® der Losung

;= a'Cy+ C’vi.

2Bedenke: diese Struktur ergibt sich aufgrund der Voraussetzung a # 7 !
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Das bedeutet: im Fall '
u; =" mit y#a
ergibt sich die Losung .
xT; = CLZC() + CUZ .

Insbesondere fiir den speziellen Anfangswert
b
a—r

Ty — —

(4.10)

lautet die Losung
Bemerkung: Fiir den Fall |a| < 1 und fiir eine harmonische Eingangsfolge
u; = ( eijd)i
d.h. fiir
v =ty
sowie fiir einen beliebigen Anfangswert z strebt z; fiir grole Werte?® von i gegen die stationdre
Losung &,

4

fi = C’uz = C(ejWTd)i.

Diese besondere eigentiimliche(!) Losung ergibt sich auch im Falle, dass die Konstante Cy den
Wert Null annimmt, d.h. fiir den speziellen Anfangswert nach (4.10)

b
a—

To = —

Sie ist in diesem Fall fiir alle i-Werte giiltig!
|

4.2 Losung einer Rekursionsgleichung héherer Ordnung

Eine (lineare) skalare Rekursionsgleichung® der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten a,
(v=0,1,2,..,n — 1) kann in der Form

Yitn + On1Yitn-1 T On—2Yitn—2+ ... + G1¥i11 + QoY = V;

geschrieben werden. Hierbei ist (v) eine bekannte Folge mit Elementen v; (¢ =0,1,2,...). In
vielen praktischen Anwendungen wird v; bei vorgegebenen Konstanten by, by, ..., b,_1 durch

v; = bot; + 011 + botlipo + ..+ by 1Uign—1

beschrieben, wobei die Werte der Eingangsgrofie u; fiir ¢ = 0,1, 2, ...bekannt sind.

3Mit anderen Worten: nach Abklingen des Einschwingvorgangs.
4Das bedeutet:
lim (z; — ;) =0.
11— 00
®Solche rekursive Relationen treten oft in Anwendungen der Signalverarbeitung und der Prozessautoma-
tisierung auf.
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4.2.1 Rekursive Ermittlung von y;

Schreibt man obige Gleichung in

Yitn = —0n-1Yi+n—1 — Qn—2Yitn—2 — --- — A1Yi11 — QoY; + V;

um, so erkennt man, dass n Anfangsglieder der Folge (y)

Yo, Y1, Y255 Yn—1

bekannt sein miissen, um eine eindeutige Losung zu erzielen. Die Ermittlung der Folgenglieder
y; mit ¢ > n erfolgt dann rekursiv. Der Berechnungsgang ist offensichtlich:

[yO; Y1y ooy Yn—1, UO] = Yn

bzw.
[yh Y2y --+5 Yn, vl] = Yn+1

USW.

4.2.2 Explizite Darstellung von y; fiir eine Rekursionsgleichung 2.
Ordnung

Zur Ermittlung einer expliziten Darstellung der Losung y; wird nun die z-Transformation
verwendet. Um die Berechnungen bei den nachfolgenden Ausfithrungen einfach zu gestalten,
befassen wir uns mit einer Rekursionsgleichung 2. Ordnung (n = 2). Die Uberlegungen sind
problemlos auf den allgemeinen Fall iibertragbar. Es werden zwei Fille unterschieden.

1. Fall Es liegt die Rekursionsgleichung
Yit2 + a1Yi+1 + QoY = v 1=0,1,2, ... (4.11)
mit den vorgegebenen Anfangswerten
Yo und (4.12)

und den vorgegebenen Werten v; vor. Unterwerfen wir diese Gleichung der z-Transformation,
so erhalten wir

Z{Yiv2 + a1yis1 + aoyi} = Z {vi}
bzw.
Z{yira} + a1 Z{yir1} + a2 {yi} = Z{uvi}.
Unter Beachtung des 2.Verschiebungssatzes und Benutzung der iiblichen Abkiirzungen

Z{y;} = 9(z) und Z{v;} =:0(2)

ergibt sich
2 [9(2) = yo — 127 + arz [5(2) = yo] + aof(z) = 0(2),
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(22 + a1z + ao) - §(2) — [yoz(z + a1) + y12] = 9(2)

bzw. .
Sy ; 413
7(2) o — [yoz(z + a1) +y12 + 9(2)] (4.13)
bzw. N N .
~ Yoz T Yol1 T W1 -
= . 4.14
g(z) = 2 22 + a1z + ag 22 +a1z+a0v(2) (4.14)

Daraus folgt fiir die zugehorige Riicktransformierte

yi = 271 {Zyoz + Yoa1 + y1} Lozl {;ﬂ(z)} ) (4.15)

22+ a1z + ag 22+ a1z + ag

Der erste Term in (4.14) ist die z-Transformierte der freien Losung yy;

- ) Yoz + Yoar + Y1
gr(z) ==z 5 )
zé+ a1z + ag

Sie ist eine gebrochen rationale Funktion in z und enthélt die zwei Anfangswerten yo und y;.
Die Riicktransformation kann mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung erfolgen. Der zweite Term
ist die z-Transformierte der erzwungenen Losung v ;

1

o(2) = ——m——7
7e(2) 22+ a1z + ag

und enthélt die z-Transformierte der Grofie v;. Unter der Voraussetzung, dass 9(z) eine ge-
brochen rationale Funktion in z ist, kann die Riicktransformierte y.; mit Hilfe einer Partial-
bruchzerlegung berechnet werden. Damit erhalten wir die gesuchte Losung

vi =27 {gr(2)} + 27 {8e(2)} = Y + yea - (4.16)

Beispiel: Wir wollen den Fall verschwindender Folge (v) untersuchen. Nach (4.14)
liegt
() = Ggle) = 22T
22+ a1z + ao
vor. Unter der Annahme, dass das Nennerpolynom zwei voneinander verschiedene Nullstellen
z1 und zy besitzt, lautet die Partialbruchzerlegung

1. Yoz + Yoa1 + Y1 Yoz + Yoa1 + Y1
—y(Z) 9 = _ _
z 22+ a1z + ag (z —21)(z — 22)

1 1
= + .
Z— 2 Z — 29

Die Koeflizienten lassen sich anhand von

_ Yo? + yoa1 + 1 _ Y& +Yoa1 +Yy1  —Yoz2 + Y1

1
Z — 29 2=z Z1 — %9 21 — 22



4.2. LOSUNG EINER REKURSIONSGLEICHUNG HOHERER ORDNUNG 99

und
o — P + Yoa1 + Y1 _ YRt Yoty —YRit Y
2 zZ— 2 =2y 29 — 21 Z9 — 21 ’
berechnen®. Damit ergibt sich die explizite Darstellung
yi = c1(z1)’ + ca(z2)’ (4.17)
bzw. Yoz + 1 voz + 1
—YoZ2 T Y1 i, —Yoz1 T U1 ;
= ——————(21)' + ———(22)" . 4.18
WETI y)  T(y (118)
|

[BlBeispiel (Fibonacci’-Folge): Wir wollen den Fall
Yirz + a1Yiy1 +aoy; =0 1=0,1,2,...
mit
g = a1 = -1
und den Anfangswerten
Yo=0 5 wn=1

untersuchen. Das bedeutet: gesucht ist eine explizite Darstellung der (freien) Losung y; der
Rekursionsgleichung

Yivr = Yir1 — ¥ =0 (4.19)
Nach (4.14) lautet die z-Transformierte der gesuchten (freien) Losung

1

i) = () = 2

Das Nennerpolynom von §(z) besitzt zwei voneinander verschiedene (reelle) Nullstellen z; und
22

1 1
Damit lautet der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung;:

1. 1 1
-35(2) = + ¢ .
z zZ— 21 Z — 29

Die Koeffizienten ergeben sich zu

1 1 1
01: —_= = —_—

z=2,_, -2 5

6Hierbei wurde die Relation
—a1 = 21 + 29

benutzt. Man erkennt ferner, dass falls das Z#hlerpolynom yyz 4 yoa1 +y1 eine Nullstelle bei z; oder 2o besitzt,
eine der beiden Koeffizienten gleich Null ist.

"Leonardo da Pisa, gen. Fibonacci (vermutliche Lebensdaten: geb. 1180 in Pisa, gest. 1250 ebendort),
bedeutender Mathematiker des Mittelalters.
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und
1

zZ— 2

1 1

z:zgiZQ_Zl a \/5

Gemifl (4.17) erhalten wir die explizite Darstellung der Losung

1 14v5) 1 (1-v5)
yi—E<T> _ﬁ< 5 ) (4.20)

Die direkte Anwendung der Rekursionsgleichung (4.19)

Cy =

Yire = Yi+1 T+ Y mit yo=0 ; y; =1
ergibt eine Folge mit den nichtnegativen(!) Elementen
(y)=(0, 1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34,55, ...) .

Diese sogenannte Fibonacci-Folge (y) begegnet uns in diversen Bereichen der Mathematik, der
Kunst und der Natur®.
Bemerkungen:

1. Die Auswertung von (4.20), die den irrationalen Ausdruck v/5 enthilt, liefert als Ergebnis
fiir y; immer eine natirliche Zahl!

2. Fiir das Produkt der Nullstellen z; und z, gilt
2129 = —1 .
Damit kann die Losung y; geméfl (4.20) mit Hilfe der Grofe z;

dG=r]
i = —F—= | \® -
PV T
dargestellt werden. Nachdem z; die Ungleichung

1++5

>1
2

Z1 =

erfiillt, gilt

lim - = (.
i—00 (2;1)Z

Demnach gilt fiir grole Werte von ¢ niherungsweise

oL yie L 145
le% 21 —E 9 .

8Siehe z.B. Christian HESSE: Mathematisches Sammelsurium; Kap. 8 Bienenahnenforschung bzw. Kristina
REISS & Gerald SCHMIEDER: Basiswissen Zahlentheorie; Kap. 2.3.4 Kaninchenaufgabe.
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Das bedeutet, dass fiir groBe Werte von ¢ der Quotient zweier aufeinander folgender
Elemente der Folge (y) ndherungsweise

; 1
Yi+1 s +2\/g o 1,618

Yi
betrigt?.

3. (optional) Das letzte Ergebnis kann auch ohne Kenntnis der expliziten Darstellung von
y; mit Hilfe der Rekursionsgleichung (4.19)

Yitrz —Yir1 —Yi =0
erarbeitet werden. Nach Division durch y;,, folgt

i i i 1
Yivre Y _ Y2

—1—-—=0.
Yit1 Yirl  Yit1 g
Man fiihrt nun die Grofle
. Yin
' Yi
ein und erhélt die (nichtlineare) Rekursionsgleichung
1
+1 2;
Unter der Annahme, dass der Grenzwert
@ = lim @,
existiert, lautet seine Bestimmungsgleichung
1
p—1——=0
¥
bzw.
0> —p—1=0.

Diese quadratische Gleichung besitzt die Losungen
%(1 +/5).
Damit ist der Grenzwert ¢ die positive Losung
o= %(1 + \/5)

9Das ist das Verhiltnis des sogenannten goldenen Schnittes. Es ist eine Proportion, die dem natiir-
lichen Wachstum in der Natur entspricht. Ferner wird sie von den Menschen als ausgewogen und #sthetisch
wahrgenommen.
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2. Fall Es liegt die Rekursionsgleichung
Yit2 T a1Yit1 + aoyi = bou; + bruip (i=0,1,2,..) (4.21)
mit den Anfangswerten yo und y; und der Eingangsgrofie u; vor. Sie hat die Struktur (4.11)
mit
v; = boty + b1 -
Unterwerfen wir (4.21) der z-Transformation, so ergibt sich

Z{Yir2 + a1yir1 + aoyi} = Z {bou; + by} .

Da die linke Seite obiger Gleichung die gleiche wie im vorhin behandelten 1.Fall ist, untersuchen
wir die rechte Seite:

Z {bouz + bluz‘+1} = boﬂ(Z) + blz [lNL(Z) — Uo] = (bg + blz)ﬂ(z) — Uoblz .
Unter Beachtung von (4.13) erhalten wir
1

m [(yoz + Yoaq + yl)Z — U/()blz + (bO + 1)12)'&(2)] .

y(z) =
Mit Hilfe der z-Transformierten der freien Losung vy,

- Yozt Yoa1 + Y1
gr(z) ==z 5
244+ a12 + ag

und der z-Transformierten der erzwungenen Losung v ;

Uobl blz + b()

—Z
224+ a1z+ay 224+ a1z+ap

e(2) =

erhalten wir

§(2) = Gp(2) + Ge(2)
Dieser Ausdruck kann in gewohnter Weise riicktransformiert werden, falls @(z) eine gebrochen
rationale Funktion in z ist.

4.3 Vektorielle Rekursionsgleichung 1. Ordnung
Hierzu betrachten wir n Zahlenfolgen (x)) mit k =1,2,3,...,n

(zx) = (Tr05 Th1s T2y ) -

Wir fassen diese Folgen zusammen
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und bezeichnen mit x; den n-dimensionalen Vektor, der die jeweils i-ten Elemente xj; der
betrachteten Folgen als Komponenten besitzt, d.h.

L1,
T2
X = T3,

Tn.i

Damit erhalten wir eine Vektorfolge (x). Unter einer (vektoriellen) linearen Rekursionsgle-
ichung 1. Ordnung verstehen wir eine Relation mit der Struktur:

Xir1 = AXZ‘ + buz 1= ]_, 2, 3, (422)

Hierbei sind die Matrix A und der Vektor b vorgegebene Konstanten. Der Anfangswert xg
und die Eingangsfolge

(u) = (ug, uq, usg, ..)

sind ebenfalls bekannt. Das Problem besteht darin, die Elemente x; der Folge (x) zu berechnen.

Rekursive Ermittlung der Losung x;

Die Uberlegungen und das Vorgehen bei der rekursiven Ermittlung sind identisch mit den-
jenigen im skalaren Fall (4.1)

[Xi, uz] = Xjt+1 Z:O, 1,2,...

und ergeben im vektoriellen Fall das Analogon der Relation (4.5)

i—1
T =a' T+ E a 7Ry

k=0
némlich
i—1
X; = Al - Xg + Z Aiilikb'uk . (423)
k=0
Die freie Losung wird durch
Xfi = 1&Z - Xp , (424)
wahrend die erzwungene Losung durch
i—1
Xei =Y AT Fbay, (4.25)
k=0

beschrieben wird.
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4.3.1 Ermittlung der Losung x; in expliziter Darstellung

Die Ermittlung einer Losung in geschlossener Form verlduft nun in analoger, aber
miihevollerer(!) Weise. Wir gehen von (4.22) aus und unterwerfen diese Relation der z-
Transformation. Nach Einfithrung der (vektoriellen) Grofle

Z {xl,i}
Z {:UQ’Z‘}
Z {Xz} = Z {5(33’1‘}

erhalten wir
Z {Xz'—l—l} =Z {AXl + bul} .

Aufgrund des 2. Verschiebungssatzes und der Linearitéit der z-Transformation ergibt sich eine
algebraische Gleichung in Z {x;}:

2Z{x;} — 2xg = AZ{x;} + bZ{u;} .
Nach Einfiihrung der Abkiirzungen
X(z) = Z{x;} und u(z):= Z{w;}

und einer Umsortierung lautet die Bestimmungsgleichung (lineares Gleichungssystem) in X(z)
in Abhéngigkeit von u(z)

(zE — A)x(z) = zx0 + ba(z) . (4.26)
Nach Multiplikation von links(!) mit (zE — A)~! ergibt sich
%(2) = E—A) "2 - xo+ (?E — A)"'b-ai(2) . (4.27)
Unter Benutzung der freien bzw. erzwungenen Losung gemif (4.24) bzw. (4.25) erhalten wir
%s(2) = (E—A) 2% (4.28)
und
%.(2) == (zE — A) " 'b-u(2). (4.29)
Unter Benutzung von
z-1 {xLi}
Z1 {.1’271'}
Z_l {i(Z)} = Z_l {.73371'} = X;
z-1 {Zlfn,i}
bekommen wir bei der Riicktransformation
xi=Z " {zE-A) 2} x0+ Z7 {(zE - A)'ba(z)} . (4.30)

Um den zu erwartenden Aufwand bei der Riicktransformation abzuschétzen, analysieren
wir die Struktur der Funktion X(z) gemifl (4.27).
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e Der erste Term - die freie Losung - enthiilt die sogenannte Resolvente der Matrix A
R(A,z) = (zE— A)™.

Diese ergibt sich mit Hilfe der Adjunkten Adj(zE — A) zu

(:E—-A)™! Adj(zE — A).

1
~ det(zE — A)
Hierbei ist Adj(zE — A) ein monisches(!) Matrixpolynom der Variablen z
Adj(2E — A) =Fg +Fiz + Fo2? + ..+ F, 2" 2+ E2"

dessen Koeffizienten Fy, Fy, Fy, ..., F, 5 konstante (n,n)-Matrizen sind. Das bedeutet,
jedes Element der Resolventen (zE — A)~! ist eine gebrochen rationale Funktion in 2.
Eine Riicktransformation dieses Ausdruckes stellt keine grofie Hiirde dar, da sie mit Hilfe
einer Partialbruchzerlegung erfolgen kann.

e Der zweite Term - die erzwungenene Losung - enthélt u.A. die z-Transformierte u(z),
die - theoretisch - beliebig kompliziert sein kann. In vielen praktischen Anwendungen
ist @(z) erfreulicherweise eine gebrochen rationale Funktion in z. Unter dieser Annahme
kann die Riicktransformation des zweiten Terms mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung
erfolgen.

Beispiel: Wir betrachten die Rekursionsgleichung nach (4.22)
Xi+1 :sz+buz ’i:O,l,Q,...

mit verschwindender Eingangsgrofie u; = 0, vorgegebenen Anfangswert x, sowie

2 1
a=(1,)-
Wir wollen eine explizite Darstellung der (freien) Losung

x; = ZH{(E-A)"z} %
= z! {(E - é)—1}xO =A"x

z

berechnen'?.
Das charakteristische Polynom der Matrix A ergibt sich zu

z—2 -1
—4  z—-2
= [(z=2)+2][(z —2) - 2] =2(2 - 4)

detE—A) =

‘:(2—2)2—4

10Wir suchen also eine explizite Darstellung der Matrixpotenz A®.
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und besitzt die Nullstellen z; = 0 und 23 = 4. Die Partialbruchzerlegung der Resolventen
(2:E — A)~! lautet dann

1 1 1
E-A)"'!' = ——— AdjzE-A)=C C
(= ) det(zE — A) iz ) 12_21‘1‘ 22—
1 1
= C-+0GC, .
z z—4

Die Koeffizienten - in diesem Fall die konstante Matrizen C; und C, - ergeben sich wie iiblich
aus

C, = z2(2E — A)_1|Z:0 _ ! 4Adj (zE—A)

z —

und

1
Co=(z—4)(zE — A)_l‘zz4 = ;Adj(zE —A)

Mit der Adjunkten
. z—2 1
AdJ(zE—A):< 4 z—2>

erhalten wir die Konstanten
C - 1 0—-2 1 (0,5 —0,25
YZ0—4\ 4 o0-2)"\ =1 05

o _l(4-2 1 \_ (05025
274\ 4 4-2)~" U1 05 )

Aufgrund der Partialbruchdarstellung von (zE — A)~!z

Can (05 =025 0,5 0,25\ =2
(zE—A) Z—(_l 0.5 14 1 0.5 P

ergibt sich die Riicktransformierte

und

Al = Z_l{(zE—A)_lz}

0,5 —0,25 0,5 0,25\ , .
= (_1 05 )~5z+< T >-4 i=0,1,2,...

d.h.
E i=0
Al = 0.5 0,25 .
) bl . 1 >
< 1 075> 4 1>1

Damit lautet die gesuchte explizite Darstellung der freien Losung fiir ¢ > 1

(05025
=1 1 05 X0 -
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Beispiel: Wir betrachten die Rekursionsgleichung

0 1 .
Xi+1:AXZ': < 9 _3 )Xz’ fiir Z:O,1,2,...

und suchen bei vorgegegebenen Anfangswert x, eine explizite Darstellung der (freien) Losung
X; = Z_l {(ZE — A)_IZ} +Xo = A’L - Xp -
Das charakteristische Polynom det(zE — A) ergibt sich zu

z -1
2 z+4+3
= (z+1)(2+2)

detE—A) =

'222+3z+2

und besitzt die Nullstellen z; = —1 und 2z = —2. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung
von (zE — A)~! lautet

1
E-A)! = —  —  pMjE-A
(2 ) der(E = A) UG )
1 1
- C C :
1 T

Die Matrizen C; und C, ergeben sich aus den Beziehungen

Ci=(:+)E—A)|_ = ' adj(:E—A)

z=-1 " > 49

z=—1

und

Co=(2+2)(:E—A)""|

z=—

1
— —— _AizE— A
o i(z )

z=—2
Mit der Adjunkten

lauten die Konstanten

und
1 —2+3 1\ (-1 -1
2T o\ 2 2 )72 2 )

Damit erhalten wir fiir (:E — A)~!2z die Darstellung

o (2 1z ~1 1Y) =2
(zE—A) 2—<_2 1 —z+1+ 9 9 PR
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aus der die Riicktransformierte

Al = ( _22 _11 ) (—=1)" + ( _21 _21 ) (—2) i=0,1,2,..

gewonnen wird. Damit erhaltenen wir die freie Losung in expliziter Darstellung

= (2 L) eve (55 ) e

4.4 Aquivalenz von Rekursionsgleichungen (optional)

Wir gehen von einer (vektoriellen) linearen Rekursionsgleichung 1. Ordnung mit folgender
Struktur
Xit+1 :AXZ—i—bU,Z i:O,1,2,3,...

und konstanten Matrizen A und b sowie der Eingangsfolge

(u) = (ug, uy,usg, ..)

aus. Zur Erinnerung: Ausgehend von n Zahlenfolgen (zy,)

(1) = (Tk,0, T2, Th2, o)

wird der n-dimensionale Vektor x; gebildet, der jeweils die i-ten Elemente der Folgen (zy) als
Komponenten besitzt:
L1,
T
X; = T3,
xn,i
Zur Ermittlung einer expliziten Losung wird obige Rekursionsgleichung der z-Transformation
unterworfen. Unter Benutzung der iiblichen Abkiirzungen
X(z) = Z{x;} und a(z)=Z{u}
ergibt sich dann
%(2) = 2E — A) '2xp + (2.E — A) " 'bi(2). (4.31)
In vielen technischen Anwendungen ist man an einer Linearkombination

T
Yi = C X;

der einzelnen Folgen (z;) interesiert. Hierbei ist ¢ ein konstanter Zeilenvektor

CT:(Cl Cy ... Cn).



4.4. AQUIVALENZ VON REKURSIONSGLEICHUNGEN (OPTIONAL) 109

Oder man interessiert sich nur fiir eine einzige Folge, z.B. die k-te Folge (z1). Im letzten Fall
ist ¢’ der sogenannte Einheitsvektor k-ter Ordnung. Das ist ein Vektor, dessen Elemente alle
gleich Null sind, abgesehen vom k-ten Element, das gleich Eins ist

1t a=k
“TV0 fir iAk
Die skalare Relation fiir die z-Transformierte Z {y;} lautet dann:
Z{y} =c'x(2) = c"(2E — A) '2xg + ¢’ (2.E — A) " 'bii(z).

Es stellt sich nun folgende Frage: welche rekursive Relation besteht zwischen den Elementen
y; der sogenannten Ausgangsfolge (y) und den Elementen u; der Eingangsfolge (u)? Zur
Beantwortung dieser Frage setzt man den Anfangswert x, zunéichst gleich Null und erhélt

§(2) == Z{y;} = ' (zE — A) " 'bii(2).
Unter Beachtung von

(zE—-A)! Adj(zE — A),

1
~ det(zE — A)
lautet (z)
c’Adj(zE — A)b _
iz) = det(zE — A) i(2).
Aufgrund der Tatsachen, dass das charakteristische Polynom der Matrix A durch

det(2E — A) = ag+ a1z +ag2® + ... + ap_1 2"t + 2"
gegeben ist und der Ausdruck ¢’Adj(2E — A)b ein Polynom p(z) mit dem Grad m <n — 1
(2) == c'Adj(zE — A)b = by + b1z + boz® + ... 4+ by 2™
ist, ergibt sich

. w(2) _ bo + b1z + be2? + ... + by 2™
9(2) = o ulz) = 2 = ——
det(zE — A) g+ a1z + a2+ ...+ ap_12" 1+ 2

a(z). (4.32)
Daraus folgt
(ao+ a1z + a2z® + .+ ap 12"+ 2") - §(2) = (bo + b1z + boz® + ..+ by 2™) - A(2)

Unter Ausnutzung des 2. Verschiebungssatzes erhalten wir eine Rekursionsgleichung n-ter
Ordnung

Yitn + Opn-1Yitn-1 + ... + a1¥is1 + ao¥i = bou; + bitliy1 + ... + OpUigm (4.33)

die den Zusammenhang zwischen den Elementen der Folgen (y) und (u) angibt. Die An-
fangswerte sind hierbei gleich Null

y(]:yl:...:yn_lzo.
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Es ist zu bemerken, dass u.U. bei der gebrochen rationalen Funktion (vgl. Relation (4.32))

bg + b12 —|— b222 —f- . + bmzm
ao+ a1z +ag2?2 + ...+ ap 1271+ 2

Zahler- und Nennerpolynom gemeinsame Nullstellen aufweisen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn die sogenannte Resultante!! dieser zwei Polynome gleich Null ist. In solch einem Fall
erniedrigt sich nach Kiirzung der gemeinsamen Faktoren die Ordnung der Rekursionsgleichung.
Bei den nachfolgenden Ausfithrungen brauchen wir allerdings nicht zu iiberpriifen, ob solch
ein Kiirzungs-Effekt vorliegt!

Wir betrachten nun die zwei rekursiven Schemata:

e die vektorielle Rekursionsgleichung 1. Ordnung fiir ¢ =20,1,2,3, ..
X1 = Ax; + bu; ; y; =cl'x; (4.34)

mit dem n-dimensionalen Vektor x;, der (skalaren) Eingangsgrofie u; und der (skalaren)
Ausgangsgrofle y; sowie

e die skalare Rekursionsgleichung n-ter Ordnung (4.33) mit m =n — 1
Yien + Qpn_1Yitn—1 + . + @1¥ir1 + aoyi = bty + brttj1 + ... + bp_1Ujgn—1 (4.35)
und stellen die Frage nach der Gleichwertigkeit dieser Schemata.

Préziser formuliert lautet die Aufgabenstellung: Durch Vorgabe der n Anfangswerte
[Y0, Y1,---s Yn—1) und der Folge (u) ergibt sich eindeutig anhand (4.35) eine Folge (y). Durch
Vorgabe des n-dimensionalen Anfangsvektors xo und der Folge (u) ergibt sich eindeutig anhand
(4.34) eine Folge (y). Existieren Schemata (4.34) und (4.35) sowie eine von der Folge (u)
abhéingige umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen xo und den Werten [yo, y1, ..., Yn_1], SO
dass sich in beiden Fillen die gleiche Folge (y) ergibt?

Zur Beantwortung dieser Frage und zum besseren Versténdnis des Losungsweges behandeln
wir zunéichst die Fille n = 2 und n = 3. Anschlieend wird die Losung des allgemeinen Falles
angegeben.

4.4.1 Der Fall n =2

Wir gehen von einer Rekursionsgleichung 2. Ordnung
Yiv2 + a1Yit1 + ao¥i = bou; + bruip (4.36)
mit den Anfangswerten yo und y; aus. Diese Gleichung schreiben wir folgendermaflen um

Yita + ar1¥iy1 = (—aoy; + bou;) + bruipa. (4.37)

UDer Wert der Resultanten ergibt sich durch Auswertung einer (n + m)-reihigen Determinanten. Deren
Elemente werden aus den Polynomkoeffizienten gebildet. Siehe z.B.: Stephen BARNETT Matrices in Control
Theory; Kap. 2; 1971, Van Nostrand Reinhold Company London.
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Wir fiihren eine neue Grofe &, ; gemif
§iv1 1= —aoyi + bou; (4.38)

ein. Gemifl Rekursiongleichung (4.38) sind die Werte £, &5, &, ... wohldefiniert. Durch die
clevere(!) Einfiihrung der neuen Grofle wurde allerdings die Rekursionsgleichung 2. Ordnung
(4.37) in eine 1. Ordnung

Yito + A1Yi41 = €i+1 + b1uiq
umgewandelt!  Anhand der letzten Gleichung sind die Werte s, ¥3, ¥a4,... ebenfalls
wohldefiniert. Indem man die Indizierung um FEins erniedrigt entsteht eine rekursive Rela-
tion
Yit1 = & — ary; + b, (4.39)
Hierbei ergibt sich fiir ¢ = 0
Y1 = &o — a1yo + biuo.

Diese Relation enthilt die noch undefinierte(!) Grofie £, und dient deren konsistenter Festle-
gung mit Hilfe vorgegebener Grofien:

§o = a1yo + Y1 — bruo. (4.40)

Wir fassen nun die zwei skalaren Rekursionsgleichungen 1. Ordnung (4.38) und (4.39) zusam-
men und erhalten eine vektorielle Rekursionsgleichung 1. Ordnung:

(£)-(2 2) () ()~
Yiv1 1 —a Y; by
Indem wir formal die Grofie
Vi =Y (4.41)

einfiihren, entsteht das rekursive Schema

(iill):((l):z(1)>(i>+<zi)u (4.42)
b= (0 1>(fj> (4.43)

(&)

Dieser Anfangswert ergibt sich bei vorliegender Eingangsfolge (u) in umkehrbar eindeutiger
Weise aus den Anfangswerten y, und y; anhand der Beziehung!?

()=(3 o) (2)-(%)w it
(1)

ist regulér, da deren Determinante verschieden von Null ist.

mit dem Anfangswert

12Man beachte, die Matrix



112 KAPITEL 4. LOSUNG LINEARER REKURSIONSGLEICHUNGEN

Diese Beschreibung liefert exakt die gleiche Losung y; wie die Rekursionsgleichung 2. Ordnung
(4.36)!

Umgekehrt entsteht aus (4.42) und (4.43) die Rekursiongleichung 2. Ordnung (4.36), indem
man die GroBe &; eliminiert. Wihlt man deren Anfangswerte mit Hilfe von (4.44)

(3)-(18) ()0 (33 ()
()-(22)(E) ()

so liefert die Rekursionsgleichung 2. Ordnung das gleiche Ergebnis wie die vektorielle Rekur-
sionsgleichung 1. Ordnung gemif (4.42) und (4.43)!

4.4.2 Der Fall n =3
Wir betrachten die Rekursionsgleichung 3. Ordnung
Yits + a2¥iv2 + a19iv1 + aoyi = bou; + bruir1 + bauiig (4.46)

mit den vorgegebenen Anfangswerten 1o, 1; und . Diese Gleichung schreiben wir folgender-
maflen um
Yits + a2Yive + a1yir1 = (—aoy; + bow;) + biwipr + botiiyo (4.47)

und fiithren eine neue Grofle §;,, geméif
ip1 = —aoYi + bou; (4.48)

ein. Die Auswertung der Rekursiongleichung (4.48) ergibt wohldefinierte Werte &, &, &, ...
Durch Verwendung der neuen Grofle schreiben wir (4.47) um. Es ergibt sich die rekursive
Relation 2. Ordnung

Yirs + Qo¥iy2 + a1yiv1 = §;1 + b1ty + boupo
Erniedrigt man die Indizierung um Eins, so entsteht die Relation
Yira + a2Yit1 + a1y, = & + biu; + battiyq. (4.49)
Deren Auswertung fiir ¢ = 0 ergibt
Y2 + agy1 + aryo = §o + brug + bauy
und dient dazu, den Anfangswert £, festzulegen:
§o = Y2 + a2t + a1yo — (brug + bauy). (4.50)
Wir formen nun die Rekursionsgleichung 2. Ordnung (4.49) um

Yira + aoYiv1 = (—ary; + & + biw;) + bauigq
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und fithren eine neue Grofle ¢;

Piy1 =~y + &+ by (4.51)
ein. Jetzt liegt die rekursive Relation 1. Ordnung

Yirz + Q2Yiy1 = Qi1 + ballipa

vor. Nach einer Index-Reduktion um eins erhilt man

Yit1 + a2y; = @; + bau; - (4.52)
Deren Auswertung fiir ¢ = 0 liefert die Gleichung

Y1 + a2yo = po + baug ,

mit deren Hilfe die GroBe ¢,
Po = a2yo + Y1 — baug (4.53)

festgelegt wird. Fiihrt man formal die Grofle
v, =y (4.54)

ein, so konnen die Relationen (4.48), (4.51), (4.52) und (4.54) in Matrixschreibweise kompakt
dargestellt werden:

it 0 0 —ao € bo
Yis1 | =110 —a o |+ b | (4.55)
77Z)i—‘,-1 0 1 —az2 wz b2
§i
yi=(00 1) ¢ |- (4.56)
Vi
Der vektorielle Anfangswert geméf (4.50), (4.53) und (4.54) lautet
o ap ay 1 Yo by by "
o | =1 a 1 0 yi | = b O ( UO > : (4.57)
Yo 1 0 0 Yo 0 0 !

Er ist umkehrbar eindeutig'® den Anfangswerten 1, 41, und vy, zugeordnet.
Umgekehrt erhiélt man nach Elimination der eingefithrten Groflen £, und ¢, und unter
Benutzung der Gleichungen (4.54) und (4.57) die rekursive Relation (4.46)!

ay Qg 1
ag 1 0
1 0 0O

eine Dreiecksgestalt besitzt. Sie ist immer regulér, da deren Determinante betragsméflig gleich Eins ist.

I3Man beachte, dass die Matrix
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4.4.3 Verallgemeinerung der Ergebnisse (ohne Beweis)

Die zwei rekursiven Schemata (mit i = 0,1,2,3,...)

e die skalare Rekursionsgleichung der Ordnung n mit der (skalaren) Eingangsfolge (u) und
der (skalaren) Ausgangsfolge (y)

Yitn + Qn-1Yitn—1 + ... + a1¥it1 + aoyi = bot; + bttip1 + ... + by 1Uign—1

e die vektorielle Rekursionsgleichung 1. Ordnung mit der n-dimensionalen Vektorfolge
(x), der (skalaren) Eingangsfolge (u) sowie der (skalaren) Ausgangsfolge (y)

0 0 0 —Aag bo
1 0 0 —a by
Xi+1 = X; + U;
0 O 0 —ap2 bp—o
0 0 1 —Qp—1 bn—l

yy = (00 ... 0 1)x

ap as ... QAp—1 1 Yo bl bg bn—l Ug

[25)) as ... 1 0 U1 bg bg 0 Uy
Ap—1 1 .. 0 0 Yn—2 bn,1 0 0 Up—1

1 0 .. 0 0 Yn—1 0 0 0 Up—2

gilt, dquivalent!
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Korrespondenztabellen

5.1 Kausale Funktionen f(t)

f(t) mit ¢t>0 f(s)
1
o(t)y=1 -
s
1
t s
1 1
42 -
2 53
1
e (a komplex)
s—a
1
te™  (a komplex) 5
(s —a)
T, I
—t*e™  (a komplex) 3
2 (s —a)
. s
CoS W
2 + w2
sin wt ~
inw
2 + w2

e coswt  (a komplex)

e sinwt  (a komplex)

s°—w
t cos wt 3
(s2 + w?)
. 2ws
t sin wt 3
(s% 4+ w?)
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5.2 Kausale Folgen (f)

fi (i=0,1,2,..)) f(2)
1 fiiri=0
0 _{ 0 sonst 1
1
o;=1 z -
z—1
) 1
i
(z—1)°
2 .. z+1
(z—1)°
. 1
a'  (ai.A. komplex) z -
z—a
. 1
iat1 zr—
(z—a)
i2qi-1 .. = ta
(z—a)’

z — coswly

cosiwly z -
22 —2zcoswTy+1
. sin wTy
sin iwTy z- =
2?2 —2zcoswly;+ 1
: ) z—acoswly
a’ cosiwTy z -

22 — 2zacoswTy + a?

asinwly

a’ sin iwTy z-
22 — 2zacoswTy + a?
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