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Kapitel 1

Begriffe der Regelungstechnik

1.1 Einfiihrung

In allen Bereichen des téglichen Lebens wird vorausgesetzt, dass sich Systeme bzw. Prozesse
genau so verhalten, wie man es von ihnen erwartet. Flugzeuge sind in der Lage, vollautoma-
tisch Kurs und Hohe zu halten und kénnen komplizierte Manover vollig ohne menschliche Ein-
flussnahme fehlerfrei ausfithren. Industrieroboter fithren mit hochster Préizision und Wieder-
holgenauigkeit komplexe Bewegungsabldufe aus und verrichten dabei Schweif}- oder Schnei-
darbeiten. In Geschiiftlokalen herrscht, vollig unabhéngig von den dufleren Witterungsbedin-
gungen, ein angenehmes Raumklima. Leistungsfihige Assistenzsysteme, wie z.B. Spurhal-
tesysteme oder Tempomat verbessern Sicherheit und Komfort von Fahrzeugen, autonom bzw.
automatisiert fahrende Autos sind keine Zukunftsmusik mehr.

In den angegebenen Beispielen wird das Verhalten der Systeme ., Flugzeug”, ,Roboter”,
,Geschiftslokal” und ,,Fahrzeug” iiber vorgebbare Groflen, wie z. B. die Ruderstellungen beim
Flugzeug, in gewiinschter Weise beeinflusst. Die hierfiir erforderlichen Ruderstellungen wer-
den aus der messtechnisch erfassten Abweichung des Flugzeugs von seinem vorgegebenen Kurs
berechnet. Es entsteht also ein geschlossener Wirkungskreis, in dem das ,Ist-Verhalten”
fortlaufend mit dem ,Soll-Verhalten” verglichen wird und das System im Sinne einer An-
gleichung an das ,,Soll-Verhalten” beeinflusst wird. Dieses Prinzip der Riickkopplung ist
charakteristisch fiir eine Regelung. Im Gegensatz dazu zeichnet sich eine Steuerung durch
eine offene Wirkungskette aus, bei der ein System auf eine vom aktuellen Systemverhalten
unabhéingige Weise beeinflusst wird. Ein typisches Beispiel hierfiir ist ein Bew#sserungssystem,
bei dem Pflanzen vollig unabhiéingig von der Witterung nach einem zeitlich fest vorgegebenem
Schema mit Wasser versorgt werden.

1.2 Die Sprache der Regelungstechnik

In Bild 1.1 ist eine sehr allgemeine Darstellung eines Regelkreises zu sehen. Das zu bee-
influssende System wird Regelstrecke oder kurz Strecke genannt. Diejenigen Groflen der
Regelstrecke, deren Verlidufe kontrolliert werden sollen, sind die so genannten Regelgroflen.
Diese werden als messbar vorausgesetzt. Die vorgebbaren Eingangsgroflen der Regelstrecke,
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8 KAPITEL 1. BEGRIFFE DER REGELUNGSTECHNIK

id

L»Regler Ul Strecke| Vv
Messgrofien

Bild 1.1: Regelkreis, allgemeine Darstellung

also diejenigen Groflen, die eine Beeinflussung der Regelgrofien erlauben, sind die so genannten
Stellgrof8en. Im Rahmen dieses Skriptums wird vorausgesetzt, dass es genau eine Stellgrofie
u(t) und eine RegelgroBe y(t) gibt, d.h. die Strecke ist ein Eingréfiensystem. Der Wunschver-
lauf der Regelgrofie wird in Form der Fithrungsgrofie oder Referenzgrofle r(t) vorgegeben.
Der Regelfehler e(t) repriisentiert die Abweichung der Regelgrofie von der Fiithrungsgrofe,
d.h. e(t) = r(t) — y(t). Soll y(t) dem Verlauf von r(t) folgen, so spricht man von einer Fol-
geregelung oder Nachfithrung. Wenn y(¢) hingegen auf einem konstanten Wert gehalten
werden soll - was natiirlich auch als Vorgabe einer konstanten Fiithrungsgrofle interpretiert
werden kann - handelt es sich um eine Festwertregelung. Der Regler bzw. das Regelge-
setz generiert aus gegebenen bzw. messbaren Signalen die Stellgrofie u(t) so, dass die Regel-
grofle y(t) der FithrungsgroBe r(t) trotz des Einwirkens einer Stérgréfe d(t) ,,moglichst gut”
entspricht. Diese unscharfe Ausdrucksweise soll verdeutlichen, dass die Giite bzw. Qual-
itdt einer Regelung, die so genannnte Regelgiite, nicht eindeutig definiert werden kann. In
spiteren Kapiteln wird sich zeigen, dass es verschiedene Moglichkeiten gibt, die Regelgiite
sinnvoll zu definieren. Allen Definitionen ist allerdings gemeinsam, dass sie die Stabilitit des
Regelkreises voraussetzen.

In weiterer Folge wird angenommen, dass die Regelstrecke im relevanten Arbeitsbereich durch
ein lineares, zeitinvariantes System der Ordnung n hinreichend genau approximiert werden
kann. Das bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen y und u bzw. d im Bildbereich durch
die Relation

y(s) = P(s)u(s) + Pa(s) d(s) (1.1)
dargestellt werden kann, siehe hierzu auch Bild 1.2, links. Die beiden Ubertragungsfunktionen

Regelstrecke Regelstrecke

Bild 1.2: Einfluss von d und u auf die Regelgrofie y

P(s) und Py(s) sind gebrochen rationale Funktionen, d.h. sie kénnen als Quotienten von Poly-
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1.2. DIE SPRACHE DER REGELUNGSTECHNIK 9

nomen in s dargestellt werden. Dabei wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die so genannte
wStreckeniibertragungsfunktion” P(s), die das Verhalten der stérungsfreien Strecke (d = 0)
beschreibt, nicht sprungfihig ist, d.h. der Nennerpolynomgrad n der Ubertragungsfunktion
ist grofer als der Zihlerpolynomgrad. Im Gegensatz dazu wird angenommen, dass d einen
unmittelbaren Einfluss auf y besitzt, d.h. P,(s) repriisentiert ein sprungfihiges System, bei
dem der Z#hlerpolynomgrad dem Nennerpolynomgrad entspricht. Sehr hiufig wird auch vere-
infachend angenommen, dass die Stérung d direkt auf die Regelgrofie y wirkt, d.h. Py(s) = 1,
siehe Bild 1.2, rechts. Mit dieser Annahme wird der Tatsache Rechnung getragen, dass der
Einfluss einer unbekannten und nicht messbaren ,inneren” Stérung ohnehin nur mittels des
gemessenen Verlaufs von y erfasst werden kann. Die tatséichliche Storgrofie wird also in eine
dquivalente Storung am Streckenausgang umgerechnet.

Die Streckenbeschreibung kann auch in Form eines Zustandsmodells der Form

x=Ax+bu+hd

y=clx+gd (1.2)

erfolgen, wobei A eine n x n Matrix ist, b, h und ¢ sind n—dimensionale Spaltenvektoren und
g ist eine reelle Konstante. Der Zustand der Regelstrecke wird durch den Vektor

xt) =[xz z ... xn}T

beschrieben. Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen (1.1) und (1.2) ist durch die
Relation

P(s)=cl'(sE—A)"'b und Pys)=c"(sE—A) "h+yg (1.3)
gegeben.

In Bild 1.3 ist exemplarisch der so genannte Standardregelkreis dargestellt, er repisentiert
den klassischen Regelkreis schlechthin. Die Eingangsgrofie des Reglers ist hier der Regelfehler,
d.h. die Abweichung zwischen gewiinschtem und tatséichlichem Verlauf der Regelgrofie. Es
wird sich spéter zeigen, dass es oft auch sinnvoll ist, andere Regelkreis-Strukturen zu wihlen.
Die in weiterer Folge fiir den Standardregelkreis eingefithrten Begriffe sind allgemeingiiltig,
die zugehorigen Berechnungsvorschriften miissen allerdings an die jeweilige Regelkreisstruktur

angepasst werden.
4>£Ci
Y
H?—' R(s) P(s) >

Bild 1.3: Standardregelkreis

Der Regler wird als lineares, zeitinvariantes System angesetzt. Im Fall des Standardregelkreises
bedeutet dies, dass der Regler durch eine Ubertragungsfunktion

R(s) = 19 (1.4)
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10 KAPITEL 1. BEGRIFFE DER REGELUNGSTECHNIK

dargestellt werden kann. Der Regler wird im Allgemeinen als sprungfihiges System angesetzt,
da es wiinschenswert ist, dass sich sprunghafte Anderungen am Reglereingang unmittelbar am
Reglerausgang auswirken. Der Zusammenhang zwischen Regelgrofie y und Fiithrungsgroflie r
sowie Storgrofle d kann im Bildbereich durch die Relation

~ R(s)P(s) _ 1 -
— S
96) = TR pe) " T R PEs) 1)
ausgedriickt werden. Wie man erkennen kann, wird das Fiihrungsverhalten durch die so
genannte Fiihrungsiibertragungsfunktion

(1.5)

y(s) R(s)P(s)
T(s) = 22272 — 1.6
S 0 e~ THREIPG) 0
beschrieben, wihrend das Storverhalten durch die Storiibertragungsfunktion
y(s) 1
G(s) = 22 — 1.7
¥ =), TF ROPE) a9

charakterisiert ist.

1.3 Beispiele

1.3.1 Drehzahlregelung mit Hilfe des Fliehkraftreglers

Im Jahr 1788 wurde von Watt und Boulton' der in Bild 1.4 dargestellte Fliehkraftre-
gler zur Drehzahlregelung von Dampfmaschinen eingesetzt.  Uspriinglich wurde dieses
Regelungskonzept zur Drehzahlregelung bei Windmiihlen mittels mechanischer Fliigelverstel-
lung entwickelt. Der Mechanismus besteht im Wesentlichen aus einem Fliehkraftpendel durch
dessen Bewegung die Dampfzufuhr zur Dampfmaschine iiber einen Hebel verstellt wird. Im
Ruhezustand ist die Dampfleitung vollstéindig gevdffnet, mit der Kolbenbewegung der Dampf-
maschine beginnt sich das Fliehkraftpendel zu drehen. Mit sich éndernder Drehzahl n werden
die zwei rotierenden Gewichte aufgrund der Fliehkraft angehoben bzw. abgesenkt. Uber einen
Hebelmechanismus wird in der Dampfleitung eine Drossel (Klappe oder Schieber) betitigt,
bis sich ein Gleichgewichtszustand von Dampfzufuhr und Drehzahl einstellt. Die Struktur
des Regelkreises ist in Bild 1.5 dargestellt. Der Fliehkraftregler, bestehend aus Fliehkraftpen-
del und Hebelmechanismus fungiert hier als Drehzahlsensor und Regler, die auf diese Weise
generierte Stellgrofie wird durch das so genannte Stellglied, im vorliegenden Fall durch den
Schieber mechanisch umgesetzt. Der gewiinschte Soll-Wert fiir die Drehzahl kann iiber die
Verschiebung des Angelpunktes am Hebel eingestellt werden.

1.3.2 Regelung der Raumtemperatur

Die Einstellung einer gewiinschten Temperatur in Wohn- oder Biirordumen erfolgt in vielen
Fillen mit Hilfe einer Temperaturregelung. Dabei erfasst ein Sensor fortlaufend die Raumtem-
peratur, die im Steuergerit mit einer vorgebbaren Wunschtemperatur verglichen wird. Ab-
héingig von der Abweichung zwischen Soll- und Ist-Temperatur wird das Heizungsventil vom

! James Watt (1736 - 1819), Matthew Boulton (1728 - 1809)
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1.3. BEISPIELE 11

. e

Fliehkraftpendel

f Hebel ¥
- ; > -»> V7]

Getrieb
Drossel elebe n
Kessel - A

Dampf- ‘ { Last

Dampfzufuhr | maschine

Antriebswelle \/

Bild 1.4: Drehzahlregelkreis mit Fliehkraftregler

Last
Soll- Ist-

Drehzahl
ﬂP Fliehkraft- Dampf- Drehzalll
Drossel > . >
regler maschine
F Regler Stellglied Strecke

Bild 1.5: Struktur der Drehzahlregelung

Regler mehr oder weniger stark geschlossen oder geoffnet. Je nach Reglertyp kann die Wun-
schtemperatur auf diese Weise exakt oder mit einem hinreichend kleinen, d.h. nicht wahrnehm-
baren Fehler eingestellt werden. Einfliisse durch Storungen, wie gedffnete Fenster oder Wit-
terungseinfliisse konnen aufgrund des geschlossenen Wirkungskreises unterdriickt werden. In
vielen Fillen wird zusétzlich zur Raumtemperatur auch die Aussentemperatur gemessen. Diese
Information iiber eine wesentliche Storgréfie kann zur Verbesserung der Leistungsfihigkeit des
Regelkreises geniitzt werden, man spricht auch von einer Storgréflenaufschaltung.

1.3.3 Der Pupillenapparat des Menschen

Der so genannte Pupillarapparat des Menschen hat die Aufgabe, die Intensitit des auf die
Netzhaut des Auges einfallenden Lichtes konstant zu halten?. Dies wird durch eine gezielte
Verstellung der Pupillenfliiche mittels der Irismuskulatur erreicht. Fotorezeptoren in der Net-
zhaut fungieren als Sensoren, die nicht nur die Lichtintensitéit, sondern auch deren zeitliche
Anderung detektieren. Aus den Sensorinformationen werden im Zentralnervensystem (ZNS)
entsprechende Mafinahmen zur Verstellung der Pupillenfliiche abgeleitet. Bei der Pupillen-
regelung handelt es sich somit um eine Festwertregelung, Lichtintesitédtsschwankungen in der

2bei besonders starken Intensitéitsschwankungen erfolgt eine zusiitzliche Adaption, die auf chemischen Mech-
anismen beruht.
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12 KAPITEL 1. BEGRIFFE DER REGELUNGSTECHNIK

Aussen- .
temperatur Sonneneinstrahlung
Luftzug,...
Soll- T st t
N - emperatur
Tem% Steu?r Heizkorper Raum >
— | gerit
Regler Stellglied

Bild 1.6: Struktur der Temperaturregelung

Auflenwelt wirken als Storungen. Die Struktur dieses wichtigen biologischen Regelkreises ist
in Bild 1.7 dargestellt.

Aullenbeleuchtung

Lichtintensitit auf

] der Netzhaut
ZNS Iris- Auge >
muskulatur
Regler Stellglied Strecke

Bild 1.7: Pupillarapparat als Regelkreis
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Kapitel 2
PID-Regler

2.1 Einfiihrung

PID-Regler sind dadurch charakterisiert, dass sich ihre Wirkung aus drei Komponenten zusam-
mensetzt, ndmlich einem proportionalen Anteil (,,P-Anteil”), einem integrierenden Anteil (,,I-
Anteil”) sowie einem differenzierenden Anteil (,,D-Anteil”). Aufgrund ihrer strukturellen Ein-
fachheit (und auch aus traditionellen Griinden) sind PID-Regler im industriellen Einsatz oft
die erste - wenngleich in vielen Fillen nicht die beste - Wahl. Die Einstellung der Regler er-
folgt meistens empirisch, unter Zuhilfenahme von Expertenwissen, oder auf Basis so genannter
Einstellregeln, also ,,Kochrezepten” zur Reglerauslegung.

In den folgenden Abschnitten wird davon ausgegangen, dass die zu regelnde Strecke ein Ein-
groflensystem ist, die Regelkreisstruktur ist der Standardregelkreis. Zunéchst werden die
Grundlagen der PID-Regelung erldutert, einige wichtige Begriffe erkldrt und verschiedene
Realisierungsformen vorgestellt. Danach wird der so genannte Windup-Effekt beschrieben
und einfache Gegenmafinahmen werden vorgestellt. Den Abschluss des Kapitels bilden einige
Einstellregeln, mit deren Hilfe geeignete Reglerparameter ermittelt werden konnen.

2.2 Parallelrealisierung - die Lehrbuchform

Diese Reglerform zeichnet sich dadurch aus, dass die Anteile (P, I und D) durch drei parallele
Zweige realisiert sind (siehe Bild 2.1), man spricht daher von der Parallelrealisierung eines PID-
Reglers. Da in dieser Form Modifikationen bzw. Erweiterungen fehlen, die in industriellen
PID-Reglern zu finden sind, spricht man auch von der Lehrbuchform des PID-Reglers.

Die Stellgrofie wu(t) setzt sich aus drei Komponenten zusammen, die proportional zum
Regelfehler e(t), zum zeitlichen Integral iiber den Regelfehler sowie zur zeitlichen Ableitung
des Regelfehlers sind. Es gilt somit

de(t)

dt -’
wobei Kp, K; und Kp reelle Konstanten sind. Durch Veriinderung dieser Gewichtungsfak-
toren konnen die einzelnen Anteile unabhéingig voneinander eingestellt werden, sie sind also

u(t) = Kpe(t) + K; /t e(t)dr + Kp (2.1)

13
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14 KAPITEL 2. PID-REGLER

LJ :
I%,z

Bild 2.1: Parallelrealisierung eines PID-Reglers

entkoppelt!.

Haufig wird auch die in der DIN 19226 vorgeschlagene Realisierung verwendet, némlich

de(t)
dt

u(t) = Kp {e(t) + T—lN /0 e(r)dr + Ty (2.2)

Hierbei bezeichnen die Konstanten Kp, T und Ty, den Proportionalbeiwert, die Nachstellzeit
und die Vorhaltezeit, der Ursprung dieser Bezeichnungen wird spéter erldutert. Man beachte,
dass bei der Realisierung (2.2) die oben erwiihnte Entkopplung der einzelnen Anteile verloren
geht. Vergleicht man némlich (2.1) und (2.2) so findet man die Zusammenhiinge

Kp

K; =
ITN

bzw. KD == KpTv, (23)

d.h. bei einer Anderung von Kp verdindern sich auch die Konstanten K; und Kp. Eine
Vergroflerung der Nachstellzeit T entspricht einer Reduktion der Gewichtung des I-Anteils,
d.h. fiir Ty — oo wird der I-Anteil deaktiviert. In Tabelle 1 sind die iiblicherweise eingesetzten
Konfigurationen von PID-Reglern dargestellt.

Reglertyp Kp K; Kp Kp Ty Ty
P-Regler * 0 0 * 00 0
PI-Regler * * 0 * * 0
PD-Regler * 0 * * 00 *
PID-Regler * * * * * *
Realisierung (2.1) Realisierung (2.2)

Tabelle 1: Konfiguration von Standardreglern

lengl.: non-interacting
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2.2. PARALLELREALISIERUNG - DIE LEHRBUCHFORM 15

Weiters ist zu beachten, dass in (2.1) bzw. (2.2) die - praktisch nicht mégliche - Durchfiihrung
einer idealen zeitlichen Differentiation erforderlich ist. Das bedeutet, dass die zugehorige Re-
gleriibertragungsfunktion nicht realisierbar ist, d.h. ihr Zahlergrad ist grofler als ihr Nenner-
grad. Fiir einen PID-Regler gemif} (2.2) ergibt sich beispielsweise die Ubertragungsfunktion

1+ STN + S2TNTV
STN ’

R(s):@:KP (1+L+3TV>ZKP (2.4)

STN
Ersetzt man das D-Element durch ein so genanntes DT;-Element, also durch einen Differen-
zierer mit Verzogerungsverhalten, so lautet die nunmehr realisierbare Regleriibertragungsfunk-
tion

R(s) = =< = Kp (1 + = + o1y ) = Pl Ty (1 T/ To) + ST Ty (1 + TR/TV).
é(s) sTn 14+ sTg sTn (1 + sTg)
(2.5)
In diesem Zusammenhang spricht man auch von einem realen PID-Regler bzw. von einem
PID-T; Regler. Hierbei ist zu beachten, dass die Konstante Tk hinreichend klein gewéhlt
werden muss, d.h

Tr
— < 1
7, <

Fiir die Sprungantwort, d.h. e(t) = o(t), des realen PID-Reglers gilt

1 TV _t
t)=K l1+—t+—¢ T
u() p( +TN +TR€ R)7

in Bild 2.2 ist der zugehorige Verlauf der Stellgrofie graphisch dargestellt.
u(t)

1

T, kleiner

K,(1+T,/T,)

D-Anteil J I-Anteil
Kp z : : ,,,,,,,,,,,,,,,,
P-Anteil
>t

Bild 2.2: Sprungantwort eines realen PID-Reglers

Nachstellzeit

Der Begriff der Nachstellzeit Ty eines PI-Reglers (d.h. ,D-Anteil=0") kann mittels seiner
Sprungantwort interpretiert werden. Dazu wird als Eingangsgrofle des Reglers der FEin-
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16 KAPITEL 2. PID-REGLER

Bild 2.3: Sprungantwort PI-Regler (links) bzw. Rampenantwort PD-Regler (rechts)

heitssprung gewiihlt, also e(t) = o(t). Fiir den zugehorigen Verlauf der Ausgangsgrofie u(t)

gilt dann offensichtlich
1
ty=Kp |1+ —1t].
)= Kp (14 7-1)

Das bedeutet, dass sich die Stellgrofle aus zwei Komponenten zusammensetzt. Wihrend der
P-Anteil des Reglers einen konstanten Stellgroflenanteil Kp bewirkt, liefert der I-Anteil einen
rampenférmigen Anteil ij—f; t. Wie leicht zu erkennen ist, siehe hierzu auch Bild 2.3, sind die bei-
den StellgroBlenanteile zum Zeitpunkt ¢ = Ty genau gleich gro. Somit kann die Nachstellzeit
als diejenige Zeit interpretiert werden, die der I-Anteil bei einer sprungférmigen Anderung des
Regelfehlers braucht, um einen gleich grofien Beitrag zur Stellgréle zu liefern wie der P-Anteil.

Vorhaltezeit

Die Vorhaltezeit Ty, kann auf dhnliche Art und Weise gedeutet werden, wie die Nachstellzeit.
Wihlt man nidmlich als Eingangsgrofe eines idealen PD-Reglers eine Rampe, d.h. e(t) = ¢, so
ergibt sich fiir den entsprechenden Verlauf der Stellgrofie

u(t) = Kp (t +Ty).

Wieder setzt sich die Stellgrofie aus zwei Anteilen zusammen, die offensichtlich zum Zeitpunkt
t = Ty den gleichen Wert annehmen. Die Vorhaltezeit ist somit diejenige Zeit, die der P-Anteil
bei einer rampenformigen Anderung des Regelfehlers benotigt, um einen gleich grofien Beitrag
zur Stellgrofle zu liefern wie der D-Anteil, siehe auch Bild 2.3.

Proportionalband

Ein oft verwendeter Begriff ist das so genannte Proportionalband PB. Dabei wird beriick-
sichtigt, dass Regelfehler e und Stellgrofie v in gewissen Bereichen liegen, also

€ € [emin, €max]  bzw. U € [Umin, Umax) -
Fiir die Schwankungen von e und u gilt somit

€S = €max — €min bzw. Us = Umax — Umin-
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2.3. SERIENREALISIERUNG 17

Andert sich der Regelfehler um den Wert Ae, so gilt fiir den P-Anteil der Stellgrofe
Au = Kp Ae.

Das Proportionalband PB gibt nun an, um wieviel Prozent von eg sich das Fehlersignal éindern
muss, um eine Anderung Au = ug zu bewirken, d.h.

PB PB

Ae = — Au = KpAe = Kp——eg = ug.
e 100 €es = (7 pAe P 100 €s = Ug
Daraus folgt unmittelbar
100 us .
PB=——= . 2.
Ko oo in % (2.6)

2.3 Serienrealisierung

Im praktischen industriellen Einsatz wird héufig die so genannte Seriendarstellung eingesetzt.
Die Ursachen hierfiir sind manchmal technischer Natur, in vielen Fillen wird die Serienstruktur

D P
£ VL I—»;}lv

Bild 2.4: Seriendarstellung eines PID-Reglers

aber nur aus traditionellen Griinden eingesetzt. In Bild 2.4 ist die Struktur der Serienreal-
isierung dargestellt, die entsprechende Ubertragungsfunktion lautet

R(s) = K (1 + S—lTI) (1+ sTp), (2.7)

wobei hier wieder ideale Differentiation vorausgesetzt wird und die Parameter K, Tp und T}
reell sind. Durch Ausmultiplizieren erhilt man

TI+TD(1+ 1 1 TDTI)

R(s) =K (2.8)

—+s
T[ T]—I—TDS T]‘l‘TD

durch einen Vergleich mit (2.4) findet man unmittelbar die entsprechenden Kenngrofien der
Parallelrealisierung, némlich

T] + TD TDTI

K — K , T — T _l_T , T e 2.9
P T, N 1+ 4o, Ly =5 (2.9)
bzw.
T T3 T
TD = -N 1+ 1—4—V , T] :TN—TD, K:KP_I (210)
2 TN TN
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18 KAPITEL 2. PID-REGLER

Man beachte, dass - im Gegensatz zur Parallelrealisierung - bei der Regleriibertragungsfunk-
tion (2.7) der Serienrealisierung ausschliefllich reelle Nullstellen eingestellt werden kénnen.

Gegeben sei ein PID-Regler der Form (2.2) mit den Reglerparametern
}<[>:: 1, jvv =1 und j}/ =1.

Eine Serienrealisierung dieses Reglers ist nicht moglich, da die zugehorige Regleriibertragungs-
funktion (2.4) ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar besitzt. Diese Tatsache manifestiert
sich auch darin, dass die Auswertung von (2.10) keine rein reellen Losungen fiir K, 77 und Tp
liefert.

Wié&hlt man hingegen
}<[>:: 1, jvv =1 und 1}/ = 0.1,

so findet man mittels (2.8) die beiden moglichen Serienrealisierungen mit den Parametern
K =0.1127, Ty =0.1127 und 7Tp = 0.8873

bzw.

K =0.8873, T =0.8873 und Tp =0.1127.

2.4 Praktische Realisierungen

Erfahrungen aus unzihligen praktischen Anwendungen von PID-Reglern sind der Ursprung
mannigfaltiger Erweiterungen bzw. Modifikationen der urspriinglichen Reglerstruktur. Das
Ziel dieser Erweiterungen besteht darin, unvorteilhafte Eigenschaften der elementaren PID-
Struktur zu bekimpfen. Im Folgenden werden exemplarisch zwei besonders wichtige Er-
weiterungen des Standard-Reglers vorgestellt.

2.4.1 I-PD-Regler und PI-D-Regler

Bei einem abrupten Arbeitspunktwechsel, d.h. bei einer sprungférmigen Anderungen der Ref-
erenzgrofle r dndert sich im Standardregelkreis der Regelfehler e aufgrund der ,, Trigheit” der
Regelstrecke ebenfalls sprunghaft. Daraus resultiert im ,normalen” PID-Regler eine sprung-
hafte Anderung des P-Anteils der StellgroBe (,,proportional kick”) und ein impulsartiger Ver-
lauf des D-Anteils der Stellgrofe (,,derivative kick”). Eine solch starke Anregung der Regel-
strecke bei einem Arbeitspunktwechsel ist oft aber unerwiinscht, da sie zu einer unnotigen
Beanspruchung des Stellgliedes bzw. der Regelstrecke fithrt. Um diesem Problem zu begeg-
nen, wird oft ein Regelgesetz der Form

u(t) = Kpep(t) + K /t e(t)dr + Kp (2.11)
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2.4. PRAKTISCHE REALISIERUNGEN 19

eingesetzt. Hierbei gilt
ep(t) =br(t) —y(t) und ep(t) =cr(t) —y(t), (2.12)

wobei iiber die vorgebbaren Konstanten b und ¢ der Einfluss der (unstetigen) Referenzgrofie
auf ep bzw. ep eingestellt - und gegebenenfalls sogar eliminiert - werden kann. Fiir die Wahl
b = ¢ = 0 ergibt sich beispielsweise der in Bild 2.5 dargestellte I-PD-Regler, mit b = 1 und
¢ = 0 ergibt sich der PI-D-Regler.

r e u y r e u y

— > 1 Hi_—> Strecke - ﬁ_—> Strecke
P

PN

P D

A

v

v
et

Bild 2.5: Struktur des I-PD-Reglers (links) und des PI-D-Reglers (rechts)

2.4.2 Windup-Effekt und Gegenmafinahmen

Grundsiitzlich ist beim Entwurf von Regelkreisen immer zu beachten, dass in praktischen
Anwendungen die Stellgrofle betragsméflig beschriinkt ist, also nicht beliebige Werte annehmen
kann. Dieser Effekt kann mit Hilfe der in Bild 2.6 in den Standardregelkreis eingefiigten
Sattigungsfunktion nachgebildet werden, es gilt

u(t) fiir  |u(t)
Umax Sign u(t) fiir  |u(?)

w*(t) = satu(t) = {

wobei die positive, reelle Konstante up., den maximal zuldssigen Betrag der Stellgrofie
reprisentiert. Man beachte, dass durch das ,,Ansprechen” der Sittigungsfunktion die Regel-

H?H RGs) [ Pis) s

Bild 2.6: Standardregelkreis mit Stellgroflenbeschrinkung

giite des Regelkreises dramatisch verschlechtert werden kann, im schlimmsten Fall kann es
sogar zur Destabilisierung kommen.

Bei Reglern mit Integralanteil, also auch bei PID-Reglern, kann der so genannte ,, Windup-
Effekt” auftreten. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, dass es beispielsweise bei einem abrupten
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20 KAPITEL 2. PID-REGLER

Arbeitspunktwechsel zu inakzeptablem Uber- bzw. Unterschwingen der Regelgrofie y kommt
bevor der gewiinschte stationéire Wert erreicht wird. Die Ursache hierfiir besteht darin, dass bei
aktiver Stellgrofienbeschriankung, also |u(t)| > umax, die Regelstrecke unabhéngig vom Verlauf
von y mit einer konstanten Eingangsgrofie (+umay) gespeist wird. Die Riickkopplung ist somit
unwirksam und der Regelkreis wird ,,offen” betrieben. Obwohl der Betrag von uv* nicht weiter
anwachsen kann, kommt es aufgrund der fortwihrenden Integration des Regelfehlers zu einem
weiteren betragsméfiigen Ansteigen des I-Anteils u; der Stellgrofle. Man spricht in diesem
Zusammenhang vom ,,Aufwickeln” oder ,,Aufziehen” des Integrators oder kurz vom, Windup-
Effekt”. Erst wenn der Regelfehler sein Vorzeichen éndert, kommt es zu einer betragsméfligen
Verkleinerung von u;. Wenn der Betrag von w; schliellich hinreichend klein ist, spricht die
Stellgroflenbeschréinkung nicht mehr an und der Regelkreis funktioniert wieder in gewiinschter
Weise. Aufgrund der unnétig langen zeitlichen Phase, wiihrend der u* = fuy., gilt, kommt
es zu dem oben erwihnten ungiinstigen Verlauf der Regelgrofie y.

Anti-Windup-Mafinahmen

Eine naheliegende Mafinahme zur Bekimpfung des Windup-Effekts besteht darin, das be-
tragsméfige Ansteigen von u; im Falle einer aktiven Stellgréfienbeschrinkung, d.h. |u(t)| >
Umax, zU0 vermeiden. Das bedeutet, dass die Integration des Regelfehlers bei aktiver Stell-
groBienbeschréinkung unterbunden wird, also
dl@
dt
Eine andere hiufig angewandte Anti-Windup Strategie ist in Bild 2.7 dargestellt. Sie besteht

>

=0 fir |u(t)] > Umax- (2.13)

Bild 2.7: PI-Regler mit Anti-Windup Mafinahme (grau hinterlegt)

darin, dass bei aktiver Stellgroflenbeschrinkung die Integration nicht vollstéindig angehalten
wird, sondern dass dem Aufwickeln des Integrators proportional zur ,Verletzung” der Stell-
groflenbeschrinkung entgegengewirkt wird. Fiir den in Bild 2.7 dargestellten PI-Regler gilt
also

dlﬁ 1
=Kre— —(u—u" 2.14

wobei T}, eine positive Konstante? ist. Die Einstellung von T, erfolgt iiblicherweise empirisch,
in der Literatur existieren aber auch Berechnungsvorschlige, wie z.B.

1
7;/22 \V j?v’jx/ oder CT; = 5 (ij'_F 7}/)

2T, wird auch als "tracking time constant" bezeichnet.

tut fir Regelunds” ““;}5’“
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2.5. EINSTELLREGELN FUR PID-REGLER 21

fir PID-Regler.

Gegeben sei eine Regelstrecke, deren dynamisches Verhalten im interessierenden Betriebs-
bereich durch die Ubertragungsfunktion

s+0.9
P(s)= ———
(5) s2+0.5s+1

beschrieben werden kann. Fiir die betragsmiiflig beschriinkte Stellgrofie u gilt
|u(t)] < Umax = 1.5.

Als Regler wurde ein PI-Regler mit der Ubertragungsfunktion

1
R(s) = Kp (1 + —) mit Kp=3, Ty=05
S 1}V

ausgewihlt. Weiters wurde die in Bild 2.7 dargestellte Anti-Windup-Mafinahme realisiert,
wobei
T,=0.1

gesetzt wurde. In Bild 2.8 sind die Verliufe der Regelgrofie y und der Stellgrofie v graphisch
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass es ohne Anti-Windup-Mafinahme (blaue Kur-
ven) zu einem starken Uberschwingen der Regelgrofie kommt, was auf das oben beschriebene
»2Aufwickeln” des Integrieres zuriick zu fithren ist.

2.5 Einstellregeln fiir PID-Regler

Mit Hilfe von so genannten Einstellregeln kénnen die Reglerparameter von PID-Reglern rela-
tiv geradlinig ermittelt werden. Die hierfiir benotigten charakteristischen Streckenparameter
werden experimentell ermittelt. Die gesuchten Reglerparameter werden dann als Funktion
dieser Streckenparameter angegeben, die entsprechenden Relationen sind tabellarisch zusam-
mengefasst. Man beachte, dass hier nur einige der unzéhligen Einstellregeln fiir PID-Regler
vorgestellt werden. Weiters ist zu beachten, dass die mittels der Einstellregeln gefundenen Re-
glerparameter nur als Ausgangspunkt fiir die Reglerauslegung dienen, die endgiiltigen Werte
der Parameter werden durch nachfolgendes ,,Feintuning” ermittelt.

2.5.1 Einstellregeln nach Ziegler-Nichols

Die beiden Methoden nach Ziegler und Nichols wurden im Jahr 1942 vorgestellt und gehoren
seitdem zu den klassischen Einstellregeln fiir PID-Regler. Man unterscheidet zwischen der
Wendetangenten-Methode (,,open-loop method”) und der Stabilitédtsrand-Methode (,closed
loop method”). Erfahrungsgemif fiihrt die Anwendung der Ziegler-Nichols Regeln im Allge-
meinen zu schwach geddmpften Regelkreisen.
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KAPITEL 2. PID-REGLER

y(®)

ohne AW-MalBnahme
mit AW-MafBnahme

u(t)

ohne AW-MafBnahme
mit AW-MafBnahme

5 6

Bild 2.8: Verldufe von Regelgrofie (Bild oben) und Stellgréfle (Bild unten) ohne und mit

Anti-Windup Mafinahme

Wendetangenten-Methode

Bei diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dass die Sprungantwort der Regelstrecke gefahrlos
experimentell ermittelt werden kann. Wie in Bild 2.9 angedeutet, wird die Wendetangente
der Sprungantwort eingezeichnet und die Streckenverstirkung Kg, die Verzugszeit T, und die
Ausgleichszeit T, werden abgelesen. Die Reglerdimensionierung erfolgt dann mit Hilfe von

Tabelle 2.
Reglertyp Kp Ty
T,
P-Regler ngTv 0
PI-Regl 0.9 1y 3.33T, 0
- r . 33T,
egle KsT,
PID-Regl 1.2 1y 05T,
-Regler | 1. 5T,
s KsT,

Tabelle 2: Reglerparameter, Wendetangenten-Methode

Ty,

¢ fiir Regelungs”
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2.5. EINSTELLREGELN FUR PID-REGLER 23

Bild 2.9: Zur Wendetangenten-Methode nach Ziegler-Nichols

Stabilitatsrand-Methode

Bei diesem Ansatz werden die benotigten Streckeninformationen aus dem dynamischen Ver-
halten des geschlossenen Regelkreises ermittelt, wobei als Regler zunéichst ein P-Glied verwen-
det wird. Der Verstidrkungsfaktor des P-Reglers wird solange variiert, bis die Regelgrofie y
bei sprungformiger Anderung der Referenzgroe eine ungedimpfte Schwingung vollfithrt, das
System wird also bis an den ,,Stabilitéitsrand” gebracht. Die Periodendauer T}, der Schwingung
wird kritische Periode genannt, der zugehorige Verstirkungsfaktor des Reglers wird mit K
bezeichnet. Die Reglerdimensionierung basiert auf den in Tabelle 3 angegebenen Relationen.

Reglertyp Kp TN Ty
P-Regler 0.5 K 00 0
PI-Regler 0.4 K;, 0.871} 0
PID-Regler | 0.6 K 0.5T} 0.127;

Tabelle 3: Reglerparameter, Stabilitdtsrand-Methode

Bei "tréigen" Regelstrecken, also Systemen mit sehr grofler dominanter Zeitkonstante, kann
die Durchfithrung der Stabilitéitsrand-Methode mit einem grofien zeitlichen Aufwand verbun-
den sein. Durch leichte Modifikationen kann die Methode auch zum "Autotuning", d.h. zur
selbstéindigen Einstellung, von Reglerparametern eingesetzt werden. Dabei wird der P-Regler
durch ein geeignetes nichtlineares Element ersetzt. Dies hat zur Folge, dass sich die Dauer-
schwingung der Regelgrofle automatisch einstellt.
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24 KAPITEL 2. PID-REGLER

2.5.2 Methode der Summenzeitkonstante (,,T-Summen Regel”)

Aus der Sprungantwort der Regelstrecke wird die Streckenverstirkung K¢ und die so genannte
Summenzeitkonstante Ty, abgelesen. Wie in Bild 2.10 zu erkennen ist, sind fiir t = Ty die

Bild 2.10: Zur Methode der Summenzeitkonstante

beiden Flichen A; und A, gleich grof}. Die Erfahrung zeigt, dass die Ermittlung von Ty, auch
bei stark verrauschter Sprungantwort hinreichend genau durchgefiihrt werden kann - ganz im
Gegensatz zur Wendetangente beim Ziegler-Nichols Verfahren. Die Summenzeitkonstante ist
offensichtlich ein Ma#f fiir die ,,Reaktionsfreudigkeit” des Systems, d.h. je kleiner Ty, ist, umso
schneller reagiert der Streckenausgang auf sprunghafte Anderungen am Streckeneingang. In
Tabelle 4 sind die vorgeschlagenen Reglereinstellungen zusammengefasst.

Reglertyp Kp Ty Ty
P-Regl L 0
-Regler s 00
PI-Regler 1 0.5T: 0
& 2 K s
1
PD-Regler — o0 0.337Tx,
Kg
1
PID-Regler — 0667 0.177T%
Kg

Tabelle 4: Reglerparameter, T-Summen Regel
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Kapitel 3

Frequenzkennlinien und Ortskurven

3.1 Einfiihrung

Der so genannte Frequenzgang beschreibt den eingeschwungenen Zustand eines linearen, zeit-
invarianten Systems bei harmonischer Erregung. Dabei wird hier vorausgesetzt, dass das be-
trachtete System BIBO-stabil ist, d.h. seine Ubertragungsfunktion G/(s) besitzt ausschlieflich
Pole mit negativem Realteil. Weiters wird vereinfachend vorausgesetzt, dass alle Pole von
G(s) einfach sind, die gefundenen Ergebnisse gelten allerdings auch fiir den allgemeinen Fall
mehrfacher Pole. Als Eingangsgrofie w(t) wird nun die komplexe harmonische Funktion

1
5 — Jw

u(t) = '@ u(s) = (3.1)

gewihlt!. Fiir die zugehorige Ausgangsgrofe y(t) gilt im Bildbereich

Fiir den Koeffizienten ¢y findet man

co = lim (s — jw) y(s) = lim {(5 — jw)G(s) #} = G(jw),

s—jw s—jw (s — jw)
d.h.
. Gjw) "L

IMan beachte, dass es sich hier um ein reines Gedankenexperiment handelt.

25
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26 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

Fiir die zugehorige Zeitfunktion gilt nun
y(t) = Glw) ™ + e e,
i=1
Fiir ,,sehr grofle Werte von ¢”, also im so genannten eingeschwungenen Zustand gilt
y(t) = G(jw) e, (3.2)

d.h. die Ausgangsgrofie entspricht der mit G(jw) gewichteten Eingangsgrofie. Diese komplexe
Funktion ‘ A
G(jw) = |G(jw)| e’ B F0) (3.3)

ist der Frequenzgang des Systems. Salopp formuliert beschreibt er, wie sich im eingeschwun-
genen Zustand die Amplitude und die Phasenlage der harmonischen Eingangsgroéfie beim
Durchlaufen des Systems veréindern. Man beachte, dass die Eingangsgrofie (3.1) als Lin-
earkombination einer Sinus- und einer Cosinusfunktion dargestellt werden kann, d.h.

u(t) = et = coswt + jsinwt.
Nach (3.2) und (3.3) gilt im eingeschwungenen Zustand fiir die zugehorige Ausgangsgrofie
y(t) = |G(jw)| SEFECUD = |G(jw)| cos (wt + arg G(jw)) +j [G(jw)| sin (wi + arg G(jw)) .

Aus der Linearitit der Laplace-Transformation und des Systems kann daher unmittelbar gefol-
gert werden, dass im eingeschwungenen Zustand gilt:

u(t) = tcos(wt+ @) = y(t) =10 |G(jw)| cos (wt + ¢ + arg G(jw))
u(t) = asin(wt+ @) =  y(t) =1 |G(jw)| sin (wt + ¢ + arg G(jw))

Gegeben sei das System mit der Ubertragungsfunktion

1
s+1°

G(s) =

Fiir eine Eingangsgrofie u(t) = 3sint ergibt sich fiir den Verlauf von y(¢) im eingeschwungenen
Zustand

y(t) ~ 3 |G(j)|sin (t + arg G(j)) = —= sin (t - —) .
[ |

Fiir jeden Wert von w ergibt sich also eine komplexe Zahl G(jw). Die graphische Darstellung
dieser komplexen Zahlen in der komplexen Ebene als Funktion von w wird Frequenzgangs-
Ortskurve oder kurz Ortskurve genannt. In den so genannten Frequenzkennlinien werden
jeweils Betrag und Phase von G(jw) iiber w dargestellt, man spricht in diesem Zusammenhang
auch von den Bode?—Diagrammen.

2benannt nach dem amerikanischen Wissenschaftler Hendrik Wade Bode (1905-1982).
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3.2. FREQUENZKENNLINIEN 27

3.1.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden in aller Kiirze die mathematischen Grundlagen wiederholt, die
zum Zeichnen von Frequenzkennlinien und in weiterer Folge von Ortskurven erforderlich sind.

Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl z kann in der kartesischen Darstellung
z=x+jy mit x,yeR (3.4)

oder als komplexer Zeiger, also in der Polardarstellung
z=l|z] ed™*  mit |z|=+/22+y? und tan(argz) = Y (3.5)
x

angegeben werden. Hierbei ist © = Re {2} der Realteil, y = Im {z} der Imaginérteil, |2| ist der
Betrag und arg z ist die Phase der komplexen Zahl z. Fiir das Produkt bzw. den Quotienten
zweier komplexer Zahlen z; und 2z, gilt nun

Z1R9 = ‘2122| ejarg (2122) = |Zl| ejargzl ‘22‘ ejargZQ = |Zl| |22‘ ej(argzlJrargZz)’ (36)
bzw ‘
21 _ 21 jarg% _ ‘Zl‘ e Jargz1 _ @ej(argn*afgz?) (3 7)
29 29 ‘22‘€Aﬁugzz |22| . .

Rechnen mit Logarithmen

Gegeben seien zwei positive, reelle Zahlen z und y. Berechnet man den (dekadischen) Loga-
rithmus?® des Produktes bzw.des Quotienten der beiden Zahlen, so gilt

lg (zy) =lgx +lgy bzw. lgg =lgz —lgy. (3.8)

Fiir zwei beliebige reelle Zahlen z und y gilt weiters

Ig |z’ =y lg|z]. (3.9)

3.2 Frequenzkennlinien

Die Frequenzkennlinien eines Systems mit der Ubertragungsfunktion G/(s) erhilt man, indem
man Betrag und Phase des Frequenzganges G(jw) jeweils iiber w darstellt. Die Darstellung
von |G (jw)| iiber w bezeichnet man als die Amplitudenkennlinie bzw. als den Amplitudengang.
Ublicherweise wird dabei auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate der Betrag des Frequenzganges in Dezibel (dB), d.h.

|G(w)lap = 201g[G(jw] . (3.10)

3Natiirlich kann auch log;, = anstelle von lgz geschrieben werden.
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28 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

aufgetragen. In der folgenden Tabelle sind wichtige Betragswerte in dB umgerechnet.

G (jw)] ‘0.01 01 1 10 100 2

IG(jw)l |40 -20 0 20 40 6

Daraus konnen problemlos weitere Werte bestimmt werden, beispielsweise gilt

Vol =

|0'5‘dB

3.9) 1
— EE kZ\dB — 3(113

93

dB

(

1 3.8)
‘_ = |1‘dB - ‘2|dB = —6dB.

dB

Die Darstellung von arg G(jw) iiber w wird Phasenkennlinie bzw Phasengang des Systems
genannt. Hierbei wird auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate die Phase von G(jw) in Grad oder Radiant dargestellt. Aus den
genannten Griinden spricht man oft auch von den logarithmischen Frequenzkennlinien eines
Systems.

3.2.1 Normierte Darstellung

Der erste Schritt beim héndischen Zeichnen der Frequenzkennlinien ist immer die Normierung
der Ubertragungsfunktion G(s). Es wird dabei - so wie bisher immer - vorausgesetzt, dass
G(s) der Quotient zweier Polynome in s mit reellen Polynomkoeffizienten ist. Eine solche
gebrochen rationale Funktion kann immer in die normierte Darstellung

G(s) = 5_‘{\%

gebracht werden. Hierbei ist die reelle Konstante V' der so genannte Verstdirkungsfaktor des
Systems, A ist eine ganzzahlige Konstante und p(s) bzw. ¢(s) sind Polynome in s, bei denen
die Koeffizienten zu s° auf 1 normiert sind.

mit  p(0) = ¢(0) = 1 (3.11)

Gegeben seien die Ubertragungsfunktionen

s+3 s—1
Gls) = — 279 d  H(s)=—"2>_
() §3 + 252 4+ 25 b (5) s2—3s+2

Fiir die zugehorigen normierten Darstellungen gilt offensichtlich

3 (1+§) 3 s 2
G(s)=-—— 3/ = V=g, A=1Lps)=1+5,q(s)=1+s+—+
= st 2) 2 p(s) a(s) 5
und
1 (1-y9) 1 2
H = —— V=—-Hno \= =1— 1.2 S
) 2(1-3s+%) ~ 2’ 0, p(s) s, q(s) s+

fiir Regelungs™
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3.2. FREQUENZKENNLINIEN 29

Man beachte, dass p(s) und ¢(s) reelle Polynomkoeffizienten besitzen und somit rein reelle
und/oder paarweise konjugiert komplexe Nullstellen haben. Aus diesem Grund kénnen beide
Polynome als Produkte von Linearfaktoren (=Polynome ersten Grades mit reellen Koeffizien-
ten zur Beriicksichtigung von reellen Nullstellen) und quadratischen Faktoren (=Polynome
zweiten Grades mit reellen Koeffizienten zur Beriicksichtigung von konjugiert komplexen Null-
stellen) dargestellt werden.

Gegeben seien die beiden (normierten) Polynome

7 5 1
p(s) s und  ¢(s) =1+ 1357 13° + 3°
Das Polynom p(s) besitzt offensichtlich zwei rein relle Nullstellen bei s; = +1 und ss = —1

und kann daher als Produkt zweier Linearfaktoren dargestellt werden, d.h.

p(s) = (1+s)(1—s).

Im Gegensatz dazu hat ¢(s) eine reelle Nullstelle s; = —1 sowie ein Paar konjugiert kom-
plexer Nullstellen sy;3 = 3 £ j2 und kann somit als Produkt eines Linearfaktors und eines
quadratischen Faktors dargestellt werden, d.h.

1

dfs) = (14 5)(1— o5+ 7).

3.2.2 Zerlegung von G(s) in ,elementare Bestandteile”

Fiir den Frequenzgang des Systems mit der Ubertragungsfunktion G(s) in normierter Darstel-
lung (3.11) gilt nun

. vV p(jw)
Gw) = —=—F—=.
) (Jw)* q(jw)
Aufgrund der Tatsache, dass der Betrag in dB angegeben wird, gilt nun gemif (3.8) fiir den
Betrag des Frequenzganges

= |v|dB - ‘(jw)/\}dg + |p<jw)‘dB - |Q(jw)‘(1B )
dB

) = |V pUw)
|G(]W)‘dB - ‘(]M)A q(jw)

fiir die Phase gilt gemé$ (3.6) und (3.7)

arg G(jw) = arg V — arg (jw)* + arg p(jw) — argg(jw).

Zur Ermittlung von |G(jw)|,z bzw. argG(jw) miissen also die Frequenzgiinge der einzelnen
,Bestandteile” von G(jw) ensprechend zusammengesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dass
die Polynome p(s) und ¢(s), wie bereits erldutert, in Linearfaktoren und quadratische Faktoren
zerlegt werden koénnen. Somit sind insgesamt vier verschiedene ,elementare Bestandteile” zu
berticksichtigen.
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30 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

I Proportionalfaktor

Die Ermittlung von Betrag und Phase des Frequenzganges eines Proportionalgliedes
G(s)=V  mit VeR (3.12)
ist sehr geradlinig. Geméaf (3.10) ergibt sich der Betrag in dB zu
|Gw)lgp = [V]gp =20 1g [V, (3.13)

fiir die Phase des Frequenzganges gilt

0° fir V>0
arg G(jw) = . (3.14)
—180° fir V<0

IT Term der Form <i/\)
s

Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion

1
G(s) = > mit  A...ganzzahlig (3.15)
ist durch
1
Gjw) = —
)= Gy

gegeben. Fiir den Betrag des Frequenzganges in dB ergibt sich somit

(3-8)

2 _201g(jw) ¥

" 200 1g|(jw)| &) —20x1gw. (3.16)

s

1
G(jw = 201g‘ -
| ( )‘dB ( jCU) A
Trégt man den Betrag (3.16) iiber lgw auf, so erhélt man eine Gerade, die die 0dB-Linie
bei w = 1 schneidet und eine Steigung von (—20))dB pro Dekade, also pro Frequenz-
Verzehnfachung besitzt. In Bild 3.1 sind Betragskennlinien fiir verschiedene Werte von A
dargestellt, wobei die Steigungen der Geraden zusitzlich angegeben sind.

Fiir die Phase des Frequenzganges gilt

arg G(jw) = arg ﬁ @8 —Aarg (jw) = —A-90°, (3.17)

d.h. die Phase besitzt einen frequenzunabhingigen, konstanten Wert, was auch Bild 3.1 zu
entnehmen ist.
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Bild 3.1: Frequenzkennlinien von — fir A= -2, —1, +1, 42
s

ITT Linearfaktor

Der Frequenzgang eines Linearfaktors der Form

G(s) =1+ Wi mit  w, € R (3.18)
k
ist gegeben durch
Gljw) =1+ j—. (3.19)
Wi

Hierbei ist wy, ein konstanter, reeller Parameter. Mit (3.5) und (3.10) findet man fiir den
Betrag des Frequenzganges

0 fiir w < |wg|
2
|G(jw)|s =20 1g4/1+ <wi) = 201g /2 ~ 3 fir w = |wg|
\ k
201g 25 = 201gw — 201g |wg| fir w > |wy
\ (3.20)

siehe hierzu auch Bild 3.2, wo w; = 1 gesetzt wurde. Hé&ufig - vor allem aber beim hindis-
chen Zeichnen der Frequenzkennlinien - wird vereinfachend der asymptotische Verlauf des
Amplitudenganges dargestellt. Dabei wird der Betrag fiir w < |wy| gleich 0dB gesetzt, ab
w = |wy| entspricht die Betragskennlinie einer Gerade mit einer Steigung von 20 dB pro Dekade.
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32 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

Dadurch ensteht bei w = |wg| ein Knick in der Betragskennlinie, weshalb man wy auch Knick-
frequenz nennt. In Bild 3.2 ist der asymptotische Verlauf des Amplitudenganges rot strichliert
dargestellt. Man erkennt, dass man bei der asymptotischen Darstellung des Betrages an der
Stelle w = |wy| einen Fehler von 3 dB in Kauf nehmen muss.

Fiir den Verlauf der Phasenkennlinie ist, im Gegensatz zur Betragskennlinie, das Vorzeichen
von wy, zu berticksichtigen, gemé$ (3.5) gilt nédmlich

arg G(jw) = arctan “.

Wi
Daraus folgt unmittelbar
(
0° fir w < |wg|
arg G(jw) = ¢ 45° sgn wy, fiir w = |wg| . (3.21)
90° sgn wy, fir w > |wg|

\

Der exakte Verlauf der Phasenkennlinie ist in Bild 3.2 fiir wy = 1 dargestellt. Man beachte,
dass es auch die Moglichkeit gibt, einen linear interpolierten Verlauf der Phasenkennlinie zu
zeichnen. Hierbei wird fiir w < 1—10 |wi| die Phase gleich 0° gesetzt, fiir w > 10 |wg| wird die
Phase gleich 90° sgnw;, gesetzt. Im Bereich zwischen w = %0 |wk| und w = 10 |wg| wird die
Phase linear interpoliert, der entsprechende Verlauf ist in Bild 3.2 rot strichliert dargestellt. Im
Gegensatz zur asymptotischen Darstellung des Betragsganges wird die interpolierte Darstel-
lung des Phasenganges allerdings nur eher selten angewandt.

Bei einem Linearfaktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion éndern sich gemif (3.8) die
Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.

IV Quadratischer Faktor

Der Frequenzgang eines quadratischen Faktors

2
G(s)=14+2c— + (—) mit wp,s €ER - und 0<¢<1 (3.22)

ist gegeben durch

A w
+j2—. (3.23)
w

fiir Regelungs~ .
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Bild 3.2: Frequenzkennlinien eines Linearfaktors <1 + i) mit der Knickfrequenz wy = 1.
Wi

Fiir den Betrag des Frequenzganges gilt somit

27?2 2
w w
' = 201 11— — 26— | =
Glis)liy = 20log [ (2) | +(x2)
(
0 fiir w < |wg|
= 201g 2¢ fir w = |wy| (3.24)
2
201g(wik> =40lgw — 401g |wy| fir w > |wy|
\

d.h. in der asymptotischen Darstellung betrigt der Betrag fiir ,niedrige” Frequenzen 0dB,
fiir ,,hohe” Frequenzen nimmt der Betrag um 40 dB pro Dekade zu. Der Wert des Betrages an
der Stelle w = |wy| héngt offensichtlich vom Wert des Parameters ¢ ab, siehe auch Bild 3.3,
wo die Betragskennlinie fiir verschiedene Werte von ¢ dargestellt ist.

Fiir die Phase des Frequenzganges (3.23) ist nicht nur das Vorzeichen von wy, sondern auch
der Wert des Parameters ¢ von entscheidender Bedeutung. Analog zum Linearfaktor gilt fiir
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34 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

die Phase )
0° fir w < |wy|
arg G(jw) = ¢ 90°sgnwy fir w = |wy| . (3.25)
180° sgn wy, fir w > |wyl

\

Wie man Bild 3.3 entnehmen kann, ergibt sich fiir kleine Werte von ¢ ein ,schirferer” Ubergang
der Phase von 0° zu 180° sgn wy,, fiir ¢ = 0 ergibt sich ein Phasensprung an der Stelle w = |wy].

60

~
<)

Betrag in dB

(=]

Y
S

180

135

Phase in °

2
Bild 3.3: Frequenzkennlinien eines quadratischen Faktors (1 +2c— + 8—2) fur ¢ = 0.1, 0.5,

S

Wi Wi,
0.7,09 und w;, =1

Bei einem quadratischen Faktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion indern sich gem:f
(3.8) natiirlich die Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.
Vorgangsweise beim Zeichnen der (asymptotischen) Frequenzkennlinien

e Normierung von G(s).

e Einzeichnen der Betrags- und Phasenkennlinie von —..
s

e Aufspaltung von p(s) und ¢(s) in Linearfaktoren und/oder quadratische Faktoren.

tut fir Regelunds” “L‘;’,.
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e Die Betragsgiinge der zu p(s) gehorigen Linearfaktoren ”knicken” bei der Knickfrequenz
|wk| um 420 dB/Dekade nach ,oben”, Linearfaktoren von ¢(s) nach ,unten”. Ausgehend
von 0° fiir w < |wg| strebt die Phase von zu p(s) gehorigen Linearfaktoren fiir w > |wy|
zum Wert 90°-sgnwy, an der Stelle w = |wy| lautet die Phase 45°-sgn wy. Linearfaktoren
von ¢(s) sind analog, allerdings mit umgekehrten Vorzeichen zu beriicksichtigen.

e Quadratische Faktoren sind analog zu den Linearfaktoren zu beriicksichtigen, die Stei-
gung betrigt jedoch 40 dB/Dekade und die Phase strebt zum Wert 180°-sgnwy,, an der
Stelle w = |wy| lautet die Phase 90°-sgn wy.

e Betrags- und Phasenkennlinien der einzelnen ,Bestandteile” von G(s) werden additiv
zusammengefiigt.

e Die Betragskennlinie ist um den Wert |V, zu verschieben. Bei negativem V ist die
Phasenkennlinie ebenfalls zu verschieben bzw. die Beschriftung anzupassen.

Die oben beschriebene Prozedur kann etwas vereinfacht werden, indem man im Betragsgang
zunéichst bei w = 1 den Wert |V, einzeichnet und mit derjenigen Asymptote ,anvisiert”,
die fir w — 0 die Betragskennlinie von G(s) dominiert’. Dadurch kann man die sonst er-
forderliche Verschiebung der Betragskennlinien (siehe letzter Punkt oben) um |V|,; umgehen.
Die Phasenkennlinie kann man prinzipiell mit einem so genannten Phasenlineal auch hindisch
sehr genau ermitteln.

Es sollen die zur Ubertragungsfunktion

s+1

8= Grm)

gehorigen Frequenzkennlinien gezeichnet werden. Hierzu wird G(s) zunéchst in die normierte
Form gebracht, d.h.
1 (1
G(s) = _%_
10 S (1 + E)
1
Das bedeutet, dass der Verstiarkungsfaktor V', ein Term der Form — und zwei Linearfaktoren zu

s
berticksichtigen sind. Die entsprechenden Betrags- und Phasenkennlinien sind in den Bildern
3.4 und 3.5 dargestellt.

3.3 Frequenzgangs-Ortskurve

Die Frequenzgangs-Ortskurve oder kurz Ortskurve eines Systems mit der Ubertragungsfunk-
tion G(s) ist die graphische Darstellung des Frequenzganges G(jw) in der komplexen Ebene.

4Man beachte, dass w = 0 aufgrund der logarithmischen Skalierung der Frequenz nicht dargestellt werden
kann.
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Bild 3.4: Betragskennlinie von G(s)

Fiir einfache Ubertragungsfunktionen kann der Verlauf der Ortskurve direkt aus G (jw) ermit-

telt werden.

Es soll die Ortskurve zur Ubertragungsfunktion

gezeichnet werden. Hierzu wird zunéchst der Frequenzgang

1—jw

1+ w?

1
Jw+1

G(jw) =

angeschrieben, offensichtlich gilt

0 fiir w— oo,

G(jw) =
d.h. die Ortskurve beginnt fiir w = 0 bei 1 und endet fiir w — oo im Koordinatenursprung.

und

1

G(50)

so erhilt man

Y

1

Berechnet man nun den Abstand der Ortskurve zum Punkt

Der

Das bedeutet, dass die Ortskurve dem in Bild 3.6 dargestellten Halbkreis entspricht.

eingezeichnete Pfeil zeigt dabei in Richtung wachsender Werte von w.
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V2 und arg G(jw) = —135°. Mit diesen Informationen kann

man die gesuchte Ortskurve skizzieren, sie ist in Bild 3.7, rechts dargestellt.

3, dh. |Gjw)|

Frequenzen wird der Betrag immer kleiner und die Phase strebt gegen —180°, bei w = 1 betrigt

der zugehorige Betrag ist sehr groff und geht fiir w = 0 gegen Unendlich. Mit wachsenden

‘G(jw)‘dB

7 Re
T\ Z135°

gqp ur Senog

) und zugehorige Ortskurve

1

(

Bild 3.7: Frequenzkennlinien zu G(s) =

S(Ss
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Kapitel 4

Nyquist-Kriterium

4.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der in Bild 4.1 dargestellte Standardregelkreis. Will man
die Fiihrungsiibertragungsfunktion

R(s)P(s)

T(s) = —————— 4.1
¥ = T ROPE) (1)
des Regelkreises hinsichtlich ihrer BIBO-Stabilitéit untersuchen, so ist zu iiberpriifen, ob das

Nennerpolynom von 7'(s) ein Hurwitzpolynom ist. Zur Kontrolle, ob alle Nullstellen des

r e

H}Dﬂ R(s)

Bild 4.1: Standardregelkreis

“S Py [T

Nennerpolynoms von T'(s) in der linken, offenen komplexen Ebene liegen, gibt es natiirlich
mehrere Moglichkeiten. Die naheliegendste Moglichkeit besteht darin, die Pole von T'(s) ex-
plizit zu berechnen, was meistens nur auf numerischem Weg moglich ist. Dieser Zugang zur
Beantwortung des Stabilitédtsproblems scheitert allerdings meistens, wenn die Koeffizienten
des Nennerpolynoms von 7'(s) beispielsweise Funktionen von vorgebbaren Reglerparametern
sind. In diesem Fall kénnen Stabilitétskriterien, wie z.B. das Routh-Schema oder das Hurwitz-
Kriterium angewandt werden, eine explizite Ermittlung der Polstellen ist dort nicht erforder-
lich.

Im Gegensatz zu den genannten numerischen Kriterien ist das Nyquist-Kriterium! ein gra-

phisches Stabilitdtskriterium, bei dem aus dem Verlauf der Ortskurve des offenen Kreises,

also
L(jw) = R(jw)P(jw) (4.2)

'benannt nach dem in Schweden geborenen, amerikanischen Physiker Harry Nyquist (1889 - 1976)
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40 KAPITEL 4. NYQUIST-KRITERIUM

auf die Stabilitit des geschlossenen Kreises geschlossen werden kann. Ein wesentlicher Vorzug
des Nyquist-Kriteriums besteht darin, dass neben dem Verlauf der Ortskurve L(jw), z.B. in
Form von Messwerten, nur wenige Informationen iiber die Ubertragungsfunktion L(s) benotigt
werden.

Man beachte, dass der deutsche Elektrotechniker Felix Strecker (1892-1951) bereits 1930,
also 2(!) Jahre vor Harry Nyquist, ein #hnliches Stabilitétskriterium vorgeschlagen hat.
Aus diesem Grund findet man in einigen deutschen Literaturstellen auch die Bezeichnung
Strecker-Nyquist-Kriterium, siehe z.B. [7].

Fiir die Herleitung des Kriteriums wird der im néchsten Abschnitt erlduterte Begriff der steti-
gen Winkelédnderung einer Ortskurve benotigt.

4.2 Stetige Winkeldinderung einer Ortskurve

Zuniichst wird vereinfachend die zur Ubertragungsfunktion

F(s)=s—p8 mit peC (4.3)

gehorige Ortskurve genauer untersucht. Hierfiir wird der Frequenzgang
Fjw) = jw—p

in der komplexen Ebene dargestellt, wobei der Frequenzparameter w hier ausnahmsweise Werte
von —oo bis +o0o durchléuft. Aus der resultierenden Ortskurve wird nun die so genannte stetige
Winkeldnderung von F'(jw), also

+o0 +0o0
Aarg F(jw) = Aarg(jw—f)

ermittelt. Darunter versteht man die Anderung der Phasenlage des komplexen Zeigers F(jw),
wenn w Werte von —oo bis 400 durchliuft. Phasenspriinge, also Unstetigkeiten im Phasen-
verlauf, werden nicht mitgezihlt. In Bild 4.2 ist die Ortskurve F'(jw) graphisch dargestellt,
wobei die drei Fille Re 3 < 0, Re = 0 und Re 8 > 0 unterschieden werden. Weiters ist der
komplexe Zeiger F'(jw,) eingezeichnet, wobei w, ein beliebiger Frequenzwert ist. Man kann
leicht erkennen, dass fiir die stetige Winkelénderung von F'(jw) gilt:

(

—T fir Re >0

+o00 +oo

Aarg F(jw) = Aarg (jw — ) = 0 fir Ref =0 (4.4)
+7 fir Re <0
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4.2. STETIGE WINKELANDERUNG EINER ORTSKURVE 41

Im

OO F(jo.)

—/3 > 0=0

0<0 4

F(jw)

Ref>0

Bild 4.2: Zur Bestimmung der stetigen Winkelénderung von F(jw) = jw — (3

Diese Erkenntnisse konnen nun sehr geradlinig auf eine (teilerfremde, also gekiirzte) Ubertra-
gungsfunktion der Form

=
[hemb
=
|
o

—e
2
|
£

s
Il
—

F(s) = mit KeR, « §,€C (4.5)

iibertragen werden. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Ubertragungsfunktion m; Nullstellen
mit negativem Realteil, m, Nullstellen mit verschwindendem Realteil und m, Nullstellen mit
positivem Realteil besitzt, d.h.

m =m;+ mg + m,. (4.6)

Analoges gilt fiir die n Pole von F'(s), d.h.
n=n;+n,+n,. (4.7)

Weiters wird wieder vorausgesetzt, dass Nullstellen bzw. Pole reell und/oder paarweise kon-
jugiert komplex auftreten. Fiir die Phase des zugehorigen Frequenzganges

I G~ )
F(jw) =K =

II (jw — as)

1=1

gilt bekanntlich

arg F(jo) = arg K+ arg (jow — ) — > arg (jo — )
1=1 i=1

und in weiterer Folge auch

“+oo +o0 m +oo n +o0o
Aarg F(jw) = Aarg K + Zéarg (jw—p3;) — Zéarg (Jw —ay) .
i=1 i=1
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42 KAPITEL 4. NYQUIST-KRITERIUM

Mit (4.4) kann nun unmittelbar
—+00 .
AargF(]w) =0+my-0+mym—m,m—n,-0—mym+n,m

gefolgert werden. Eliminiert man nun mittels (4.6) und (4.7) m; und n;, so findet man nach
kurzer Rechnung

+oo
Aarg F(jw) = (m—n) ™ — (mq +2m,) 7+ (ng + 2n,) T (4.8)

Dariiber hinaus kann man die Tatsache ausniitzen, dass der ,negative Ast” der Ortskurve
F(jw) (d.h. fiir negative Werte von w) aus dem ,,positiven Ast” von F'(jw) durch Spiegelung
an der reellen Achse hervorgeht. Daraus folgt unmittelbar, dass die stetige Winkeldnderung
von F(jw), wenn w (nichtnegative) Werte von 0 bis +oo durchliuft genau die Hilfte von

“+o00
A arg F'(jw) betrégt, d.h.

+o00 1 +oo
Aarg F(jw) = % arg F'(jw) = §—A arg F'(jw). (4.9)
Damit gilt aber auch
. ™ T T
Aarg F(jw) = (m —n) 5~ (mq + 2m,.) 5 + (ng + 2n,) 5 (4.10)
Gegeben sei die Ubertragungsfunktion
s24+0.1s+1

F(s) =

s3 —s
mit den Nullstellen und Polen
5172 =—0.05£709987, a1 =0, as =+1, ag=—1,

d.h. m =2, n = 3 sowie m, = m, = 0 und n, = n, = 1. Geméaf (4.10) gilt fiir die stetige
Winkeldnderung

AargF(jw):(2—3)g—(O+O) g+(1+2)g:ﬂ'.

4.3 Formulierung des Nyquist-Kriteriums

Wie bereits in der Einfithrung angedeutet wurde, wird beim Nyquist-Kriterium mit der Orts-
kurve des offenen Kreises operiert. Die Ubertragungsfunktion L(s) = R(s)P(s) des offenen
Kreises ist der Quotient der teilerfremden Polynome p(s) und v(s), d.h.

L(s) = % (4.11)
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4.3. FORMULIERUNG DES NYQUIST-KRITERIUMS 43

wobei vorausgesetzt wird, dass L(s) eine realisierbare Ubertragungsfunktion ist, d.h.
Grad pu(s) < Gradv(s). (4.12)
Zur Uberpriifung der Stabilitit des geschlossenen Kreises muss das Nennerpolynom von

L)l
T =700 = als) +00)

untersucht werden. Der geschlossene Kreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn das Polynom
u(s) + v(s) ein Hurwitzpolynom ist. Man beachte, dass die Ubertragungsfunktion

p(s) +v(s)
v(s)
das zu untersuchende Polynom als Z#hlerpolynom besitzt, d.h. der geschlossene Regelkreis ist

genau dann BIBO-stabil, wenn das Zdhlerpolynom von F(s) ein Hurwitzpolynom ist. Wegen
(4.12) und (4.13) gilt sicher

F(s) =1+ L(s) = (4.13)

m =n,
und aus (4.10) folgt nun unmittelbar
Aarg F(jw) = Aarg {1+ L(jw)} = —(m, + 2m,) g + (ng + 2n,.) g

Der geschlossene Regelkreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn m, = m, = 0 gilt, d.h. wenn
die Bedingung (Nyquist-Kriterium)

Aarg {1+ L(jw)} = (ng + 2n,) (4.14)

o3

erfiillt ist.

Das bedeutet, dass T'(s) dann, und nur dann BIBO-stabil ist, wenn die stetige Winkeléinderung
der Ortskurve {1 + L(jw)} dem (nichtnegativen) Ausdruck auf der rechten Seite von (4.14)
entspricht. Es ist also die stetige Winkeldinderung des komplexen Zeigers {1+ L(jw)} zu
untersuchen. Diesen Zeiger erhilt man auch, wenn man den Punkt (—1) mit L(jw) verbindet,
eine Verschiebung der Ortskurve L(jw) nach ,rechts” ist somit nicht erforderlich, siehe hierzu
auch Bild 4.3. Man beachte auch, dass aufgrund von (4.13) die Polstellen von F'(s) identisch
sind mit den Polstellen von L(s), d.h. die nichtnegativen ganzen Zahlen n, bzw. n, geben an,
wieviele Pole des offenen Kreises auf bzw. rechts der imagindren Achse liegen.

Gegeben sei ein Standardregelkreis mit

K
Lis) = s(s+1)

wobei K € R,

d.h. n, =1 und n, = 0. Es soll mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums derjenige Wertebereich von
K ermittelt werden, fiir den der geschlossene Regelkreis BIBO-stabil ist, d.h. gemif (4.14)
muss fiir die stetige Winkelénderung von {1 4+ L(jw)} die Bedingung

Aarg {1+ L(jw)} = g
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44 KAPITEL 4. NYQUIST-KRITERIUM

Bild 4.3: Zur Bildung des komplexen Zeigers 1 + L(jw)

gelten. Zunichst wird die in Bild 4.4, links dargestellte Ortskurve L(jw) fiir K = 1 skizziert,
Details dazu findet man im Kapitel iiber Ortskurven. Unter Annahme positiver Werte fiir
K bewirkt eine Variation von K eine Skalierung der Ortskurve, d.h. die Form der Ortskurve
bleibt gleich, die Ortskurve wird aber fiir K > 1 ,aufgeblasen” und fiir K < 1 ,,geschrumpft”.
Offensichtlich gilt fiir beliebige positive Werte von K tatséichlich

Im Im
A A

-1

1+L(jw)

L(jw)

Lijo) 1+ L(jw)

Re

Bild 4.4: Ortskurven von L(s) =
Bild)

fir K = +1 (linkes Bild) und K = —1 (rechtes
s(s+1)

Aarg {1+ L(jw)} = g

d.h. das Nyquist-Kriterium ist erfiillt. Fiir negative Werte von K &ndert sich die Phase von

L(jw) um 180°, die entsprechende Ortskurve fiir X' = —1 ist in Bild 4.4, rechts dargestellt.
Fiir beliebige negative Werte von K kann nun die stetige Winkelénderung

Aarg {1+ L(jw)} = =3,

abgelesen werden, d.h. das Nyquist-Kriterium ist nicht erfiillt. Der zulissige Wertebereich fiir
den reellen Parameter K lautet somit

0< K < o0.
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4.4. VEREINFACHTES SCHNITTPUNKTKRITERIUM 45

Dieses Ergebnis kann auch analytisch bestétigt werden. Fiir den geschlossenen Regelkreis gilt
L(s) K

T14L(s) SL2+s+ K

d.h. das Nennerpolynom ist genau fiir den oben angegebenen Wertebereich von K ein Hur-

witzpolynom.

T(s)

4.4 Vereinfachtes Schnittpunktkriterium

Das Nyquist-Kriterium (4.14) wird besonders einfach, wenn die (realisierbare) Ubertragungs-
funktion L(s) vom so genannten einfachen Typ ist, d.h.

1. Der Verstirkungsfaktor V' des offenen Kreises ist positiv.

2. Alle Pole von L(s) haben einen negativen Realteil bis auf moglicherweise einen Pol bei
s =0.

3. Die Betragskennlinie von L(jw) besitzt genau einen Schnittpunkt mit der 0 dB Linie und
verlduft fiir w — oo unter dieser.

Ist L(s) vom einfachen Typ, dann gilt auf jeden Fall n,, = 0 und n, = 0 bzw. n, = 1, d.h. aus
(4.14) folgt

0 wenn L(s) keinen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 0)
Aarg {1+ L(jw)} =
wenn L(s) einen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 1)

MIE]

Dies bedeutet, dass die Phase von L(jw) fiir diejenige (eindeutige, s.0.) Frequenz w., bei der
L(jw) den Einheitskreis schneidet, grofler sein muss als —180°, d.h.

arg L(jw.) > —180°. (4.15)

Zur endgiiltigen, prignanten Formulierung dieses so genannnten vereinfachten Schnittpunkt-
kriteriums ist die Einfiihrung der Begriffe ,,Durchtrittsfrequenz” und ,,Phasenreserve” erforder-
lich.

4.4.1 Durchtrittsfrequenz

Die Durchtrittsfrequenz w, ist diejenige Kreisfrequenz?, bei der die Ortskurve L(jw) des offenen
Kreises den Einheitskreis schneidet, bzw. bei der die Betragskennlinie | L(jw)| ;5 die 0 dB Linie
schneidet, d.h.

|L(jwe)| =1 bzw. |L(jwe)lqp = 0. (4.16)

Die Durchtrittsfrequenz ist in Bild 4.5 im oberen Diagramm beim Schnittpunkt der Be-
tragskennlinie mit der 0 dB Linie eingezeichnet, in Bild 4.6 schneidet die Ortskurve L(jw)
den Einheitskreis (EHK) fiir den Frequenzparameter w = w,.

’Die Bezeichnung w,. ist auf die englische Ubersetzung ,crossover-frequency” zurtick zu fithren.
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46 KAPITEL 4. NYQUIST-KRITERIUM

50 ————— —— T

/

Betrag in dB

n
S

-100

-135

Phase in °

-180

Bild 4.5: Tllustration von Durchtrittsfrequenz und Phasenreserve im Bode-Diagramm

4.4.2 Phasenreserve und Amplitudenrand

Die Phasenreserve ¢, ist der ,Abstand” der Phasenkennlinie von L(jw) an der Stelle w = w,
zu (—180°), d.h.

¢, = arg L(jw.) + 180°. (4.17)
In den Bildern 4.5 und 4.6 ist die Phasenreserve in den Frequenzkennlinien bzw. in der
Ortskurve des offenen Kreises dargestellt.

Bezeichnet man mit w~ diejenige Frequenz, bei der L(jw™) = —180° gilt, so gilt fiir den so
genannten Amplitudenrand
1
A= — (4.18)
[ L(jw™)]

Aus der in Bild 4.6 dargestellten Ortskurve ist der Amplitudenrand leicht ablesbar, bei den
in Bild 4.5 dargestellten Frequenzkennlinien gilt A, — oo, da die Phasenkennlinie den Wert
—180° fiir endliche Werte von w nicht erreicht.

4.4.3 Formulierung des vereinfachten Schnittpunktkriteriums

Fasst man die Erkenntnisse und Begriffe der letzten Abschnitte zusammmen, so kann das
vereinfachte Schnittpunktkriterium folgendermafien formuliert werden:

Ist der offene Kreis L(s) vom einfachen Typ, so ist der geschlossene Regekreis genau dann
BIBO-stabil, wenn die Phasenreserve (4.17) positiv ist.

Aus dem vereinfachten Schnittpunktkriterium folgen anschauliche Interpretationen fiir ¢, und
A,. Die Phasenreserve ¢, gibt den ,Spielraum” an, in dem sich die Phase des offenen Kreises
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4.4. VEREINFACHTES SCHNITTPUNKTKRITERIUM 47

(jo)

Bild 4.6: Zur Erléuterung von Durchtrittsfrequenz, Phasenreserve und Amplitudenrand

an der Stelle w, veriindern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird. Der Am-
plitudenrand A, hingegen kennzeichnet den ,Spielraum”, in dem sich der Betrag des offenen
Kreises an der Stelle w™ #@ndern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird.
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Kapitel 5

Frequenzkennlinien - Verfahren

Der Entwurf von Regelgesetzen mit Hilfe von Frequenzkennlinien gehort zu den klassischen

Verfahren der Regelungstechnik. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der in Bild 5.1

dargestellte Standardregelkreis, wobei P(s) die gegebene Ubertragungsfunktion der Regel-
r e

IR
H?H R(s) [ P(s) >

Bild 5.1: Standardregelkreis

strecke ist und R(s) die gesuchte Regleriibertragungsfunktion reprisentiert. Diese muss so
bestimmt werden, dass Fithrungs- und Storverhalten, ausgedriickt durch die Ubertragungs-
funktionen

R(s)P(s) 1

:m und d—y: S<S>:m (5.1)

r—y: T(s)

so beeinflusst werden, dass vorgegebene Spezifikationen moglichst gut erfiillt werden. Aus (5.1)
geht hervor, dass die Auswirkungen von Modifikationen des Reglers R(s) auf die Ubertragungs-
funktionen 7'(s) und S(s) im Allgemeinen nur sehr schwer abzuschétzen sind. Dies erschwert
die systematische Vorgangsweise bei der Bestimmung des Regelgesetzes. Erfreulicherweise
konnen gewisse Spezifikationen, die der geschlossene Regelkreis erfiillen muss - wenigstens
niherungsweise - in entsprechende Bedingungen fiir den offenen Kreis

L(s) = R(s) P(s) (5.2)

iibersetzt werden. Wie sich zeigen wird, ergeben sich aus den Vorgaben fiir den geschlossenen
Kreis 1m Zeitbereich mittels einfacher Relationen Vorgaben fiir den offenen Kreis im Fre-
quenzbereich. Der Regler R(s) wird also dazu verwendet, den Frequenzgang L(jw) des offenen
Kreises entsprechend zu ,formen”, oft wird dafiir der Begriff ,loop shaping” verwendet.
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20 KAPITEL 5. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

In weiterer Folge wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion des offenen
Regelkreises L(s) vom einfachen Typ ist, d.h. das vereinfachte Schnittpunktkriterium kann
eingesetzt werden.

5.1 Allgemeine Uberlegungen zum Reglerentwurf
Wie man aus (5.1) leicht erkennen kann, gilt
S(s) +T(s) = 1, (5.3)

d.h. in einem Standardregelkreis ergibt die Summe aus Fiihrungsiibertragungsfunktion und
Storiibertragungsfunktion immer den Wert 1. Daraus folgt unmittelbar, dass in einem (unre-
alistischen) Regelkreis mit idealem Fiihrungsverhalten, d.h. T'(s) = 1, ganz automatisch auch
S(s) = 0 gilt und der Regelkreis somit auch ideales Storverhalten aufweist. In einem realen
Regelkreis ist T'(s) = 1 aufgrund diverser Einschrinkungen (siehe weiter unten) tiberhaupt
nicht erzielbar und, wie sich zeigen wird, auch gar nicht erwiinscht. Der Grund hierfiir sind
bisher unberiicksichtigte Storeinfliisse, wie z.B. das in Bild 5.2 eingezeichnete Messrauschen
n(t). Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt

r e P(S) L y

H?—' R(s)
n

Bild 5.2: Standardregelkreis

n—y: N(s)= —1i(s) P(s)

TIrREPE )

d.h. das Messrauschen wird fiir 7'(s) = 1 in keinster Weise unterdriickt. In den meisten
praktischen Anwendungen sind r, d und n in verschiedenen Frequenzbereichen wirksam. Ver-
glichen mit r und d ist n iiblicherweise ein hochfrequentes Signal. Die daraus resultierenden
geforderten Eigenschaften der Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) kénnen somit besonders
geradlinig mittels des Frequenzganges T'(jw) angegeben werden, es muss gelten:

|T(jw)| ~1  im ,niederfrequenten Bereich”
(5.4)
|T(jw)| <1  im ,hochfrequenten Bereich”

Diese Erkenntnisse sind in Bild 5.3 graphisch zusammengefasst. Fiir ,niedrige” Frequenzen
soll der Betrag von T'(jw) moglichst lings der 0d B—Linie verlaufen, fiir ,hohe” Frequenzen
moglichst weit unter der O0dB—Linie.
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5.1. ALLGEMEINE UBERLEGUNGEN ZUM REGLERENTWURF o1

o), |G,
A

~

nach oben

nach unten

Bild 5.3: Typische Verldufe von |T'(jw)| und |L(jw)]

Mit Hilfe der bekannten Relation

T(s) L(s)

_ - LGw)]

~ T+ LW (5:5)

kann der wiinschenswerte Verlauf von |7'(jw)| leicht auf den offenen Kreis umgerechnet werden,
es gilt

T(jw)| ~ 1 & |L(w)| > 1,
(5.6)
T(jw) <1 & [Lw)| = T (jw)] < 1.

D.h. bei niedrigen Frequenzen muss |L(jw)| moglichst weit iiber der 0d B—Linie verlaufen, bei
hohen Frequenzen moglichst weit unter der 0d B—Linie, siehe Bild 5.3.

Von besonderer Bedeutung fiir das Verhalten des Regelkreises ist der Frequenzbereich nahe
der Durchtrittsfrequenz w,, die bekanntlich durch |L(jw.)| = 1 charakterisiert ist. Aus Bild
5.3 kann gefolgert werden, dass die Durchtrittsfrequenz w. ungefihr der Bandbreite wg des
geschlossenen Kreises entspricht. Diese ist defininiert durch
1
T(jws)lap 3 bzw.  [T(jwp)| v2

Wie leicht einzusehen ist, bedeutet eine grofle Bandbreite, dass der geschlossene Regelkreis
auf schnelle Anderungen der Eingangsgrofien ohne nenneswerte Verzogerung reagieren kann.
Somit stellen wp bzw. w. ein Maf} fiir die ,Reaktionsfreudigkeit” des Regelkreises dar. Die
Phasenreserve ¢, gibt den ,Abstand” der Phasenkennlinie des offenen Kreises an der Stelle
w = w, zu —180° an. Bei kleiner Phasenreserve ist der geschlossene Regelkreis nahe an der
Stabilitéitsgrenze, was sich durch eine verstirkte Schwingneigung manifestiert. Weiters kon-
nen Abweichungen des Streckenmodells von der Realitéit bis zur Instabilitéit des Regelkreises
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02 KAPITEL 5. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

fithren. Somit ist die Phasenreserve ein Maf fiir die Robustheit des Regelkreises und charak-
terisiert dessen Schwingneigung.

5.1.1 Einschrankungen beim Entwurf

Wesentlich fiir den erfolgreichen Reglerentwurf ist die Vorgabe von sinnvollen Spezifikationen.
Aus diesem Grund ist bei der Wahl der Sperzifikationen genau darauf zu achten, ob diese
iiberhaupt erfiillbar sind. Anhand einiger charakteristischer Streckeneigenschaften konnen
mogliche Einschriankungen bei der Vorgabe von Spezifikationen erkannt werden. Dazu zéhlen
Streckenpole und -nullstellen mit positivem Realteil’ sowie Beschrinkungen der Stellgrofe.

Instabile Pole

Instabile Streckenpole erfordern eine Mindestbandbreite wp, woraus auch unmittelbar eine
untere Grenze fiir die Durchtrittsfrequenz w,. folgt. Diese Tatsache kann leicht anhand des
Balancierens eines Stabes auf einem Finger plausibel gemacht werden. Die Stabilisierung des
Stabes ist prinzipiell nur dann moglich, wenn der Finger hinreichend schnell bewegt werden
kann, der Regelkreis also eine gewisse Mindestbandbreite besitzt.

Instabile Nullstellen

Im Gegensatz zu instabilen Polen begrenzen instabile Streckennullstellen die erzielbare Band-
breite wp bzw. die maximale Durchtrittsfrequenz w.. Es ist zu beachten, dass instabile
Streckennullstellen immer auch Nullstellen von L(s) und 7'(s) sind. Anderenfalls kommt es im
Regelkreis zu einer verbotenen instabilen” Kiirzung. Als Beispiel kann wieder das Balancieren
eines Stabes auf dem Finger herangezogen werden. Will man beispielsweise den balancierenden
Finger nach rechts bewegen ohne dass der Stab hinunterfillt, so muss der Finger zunéichst kurz
nach links, also in die Gegenrichtung bewegt werden. Dieses ,,Systemverhalten” ist typisch fiir
Systeme mit einer instabilen Nullstelle. Es veranschaulicht sehr schon, warum die gewiinschte
Endposition des balancierenden Fingers nicht beliebig schnell erreicht werden kann.

Stellgroflenbeschrinkung

Bei praktischen Anwendungen sind de facto immer Beschrinkungen der Stellgrofie zu bertick-
sichtigen. FEine gezielte Einhaltung von Stellgroflenbeschrinkungen ist allerdings bei vielen
gingigen Entwurfsverfahren nur schwer oder gar nicht moglich. Aus diesem Grund werden
oft sehr ,vorsichtige” Reglereinstellungen verwendet. Dies fiithrt zu einer schlechten Aus-
niitzung des Stellbereiches und in weiterer Folge zu einem ,tréigen” Verhalten des Regelkreises.
Hiufige und ldinger andauernde Verletzungen der Stellgrofenbeschrinkung aufgrund zu ,ag-
gressiver” Reglereinstellungen konnen hingegen zu unerwiinschtem dynamischen Verhalten
des geschlossenen Kreises fithren. Ein Beispiel hierfiir ist der bereits ausfiihrlich diskutierte
Windup-Effekt.

In diesem Zusammenhang spricht man auch von ,instabilen,, Polen bzw. Nullstellen.

t fir Regelungs— TU
u atisie ungs ec. ni “ Grazs
Instltu

und A tomat 3o tech. k




5.2. EIN TYPISCHES ENTWURFSVERFAHREN 53

5.2 Ein typisches Entwurfsverfahren

Es wird davon ausgegangen, dass der geschlossene Regelkreis sich nidherungsweise verhéilt
wie ein System mit dominantem Polpaar. Das bedeutet, dass das dynamische Verhalten des
Regelkreises durch ein konjugiert komplexes Polpaar dominiert wird. Wie sich zeigen wird,
ergeben sich aus dieser Annahme einfache Richtlinien fiir den Reglerentwurf.

5.2.1 Systeme mit dominantem Polpaar

Aufgrund obiger Annahme kann davon ausgegangen werden, dass fiir die Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion des Regelkreises (wenigstens nédherungsweise) gilt

w2

T(s) = Ean deZs e mit w,>0 und 0<d<1, (5.7)

wobei w,, die so genannte Kennkreisfrequenz und d der Dampfungsgrad ist. Die angegebe-
nen Wertebereiche fiir w,, und d gewéhrleisten, dass T'(s) BIBO-stabil ist und ein konjugiert

komplexes Polpaar
S12 = —dw, £ jw,V1 —d?

besitzt. Fiir die zugehorige Ubertragungsfunktion des offenen Kreises gilt offensichtlich

2

Lis) = s (s + 2dw,)’ (58)
Wie bereits erwihnt wurde, haben Kenngrofien des offenen Kreises, nédmlich die Durchtrittsfre-
quenz w,, bei der bekanntlich |L(jw.)| = 1 gilt, und die Phasenreserve ¢, =arg L(jw.) + 180°
einen wesentlichen Einfluss auf das dynamische Verhalten des geschlossenen Regelkreises.
Diese Tatsache wird beim vorliegenden Entwurfsverfahren ausgeniitzt, indem das Wunschver-
halten des geschlossenen Regelkreises in entsprechende Werte fiir w. und ¢, umgerechnet wird.

5.2.2 Spezifikation des Wunschverhaltens

Sehr oft wird das Wunschverhalten eines Regelkreises im Zeitbereich spezifiziert. Hierfiir
gibt es eine Vielzahl verschiedener Moglichkeiten. Im vorliegenden Fall wird das dynamische
Verhalten des Regelkreises durch den Verlauf seiner Sprungantwort mit Hilfe der so genannten
Anstiegszeit und der Uberschwingweite charakterisiert, das asymptotische Verhalten wird iiber
die bleibende Regelabweichung spezifiziert.

Anstiegszeit ¢, und Uberschwingweite M,

In Bild 5.4 ist der typische Verlauf der Sprungantwort eines Systems (5.7) mit dominantem
Polpaar dargestellt. Mit M, wird die Uberschwingweite (,maximum peak”) bezeichnet, sie
gibt den maximalen Wert der Regelgrofle an, wenn die Referenzgrofle der Einheitssprung ist.
Aus der Uberschwingweite M, kann das entsprechende prozentuale Uberschwingen gem:if3

i =100 (M, —1) in% (5.9)
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Bild 5.4: Sprungantwort eines Systems mit dominantem Polpaar

ermittelt werden. Mit ¢, wird die so genannte Anstiegszeit (,rise time”) bezeichnet. Man
beachte, dass in der Literatur verschiedene Definitionen fiir die Anstiegszeit zu finden sind,
die sich bei genauerer Untersuchung jedoch nur geringfiigig unterscheiden.

Bleibende Regelabweichung

Das asymptotische Verhalten des Regelkreises wird durch die bleibende Regelabweichung e
charakterisiert, wobei fiir die Fithrungsgrofe spezielle ,, Testfunktionen” der Form

tV—l
") =T

1
o(t) 0—e 7(s) = - mit v=1,2.3,... (5.10)

gewihlt werden. Geht man von einer normierten Darstellung der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises aus, also

Vp(s) .
L(s) = t 0)=q(0)=1
©)= oy it p0)=g0)=1L
so ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte des Regelfehlers
1 s1q(s)
e - AC t — r = r

wobei in einem sinnvoll entworfenen Regelkreis das Polynom [8)‘(](8) + Vp(s)} natiirlich ein
Hurwitzpolynom ist. Setzt man (5.10) in den obigen Ausdruck ein, so erhilt man

s*q(s) 1 A q(s)
stq(s) +Vp(s) sv s*q(s) + Vp(s)

e(s) =
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5.2. EIN TYPISCHES ENTWURFSVERFAHREN 95

Vom Endwertsatz der Laplace-Transformation weifl man, dass der Grenzwert

€oo = lim e(t)

t—o00
genau dann existiert, wenn das Nennerpolynom von

S>\—V+1q(8)
s*q(s) + Vp(s)

se(s) =
ein Hurwitzpolynom ist. Dies ist offensichtlich dann der Fall, wenn die Bedingung
A—v+1>20 = A>v-1

erfiillt ist. Es darf dann der Endwertsatz

A—v+1 A—v+1

L o 5 q(s) .. s
€oo _tlggoe(t) —£%8€(8) _132% sAq(s) + Vp(s) _sl—r>I(1) s+ V

angewandt werden. Aus obigem Ausdruck fiir die bleibende Regelabweichung kann die unten
angegebene Tabelle unmittelbar abgeleitet werden.

Coo A=0 A=1 A=2
1
v=2 = r(t) =to(t) - v 0
t2 1
v=3 = ) =go)| - - T

Aus der Tabelle ist beispielsweise zu erkennen, dass bei sprungformiger Fithrungsgrofie r die
bleibende Regelabweichung e, verschwindet, wenn der offene Kreis mindestens einfach inte-
grierend ist.

5.2.3 Faustformeln fiir den Reglerentwurf

Es kann gezeigt werden, dass bei Systemen mit dominantem Polpaar die beiden Relationen
¢, [in Grad] + 4 [in %)~ 70  und  w.t,~1.5 (5.11)

niherungsweise gelten. Diese beiden ,,Faustformeln” spiegeln die bereits bekannten Tatsachen
wider, dass eine kleine Phasenreserve eine grofie Schwingneigung des Regelkreises zur Folge
hat und dass eine kleine Anstiegszeit eine grofle Bandbreite erfordert.

5.2.4 Durchfiihrung des Reglerentwurfes

Der Reglerentwurf gliedert sich typischerweise in drei Schritte, ndmlich
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o6 KAPITEL 5. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

I Umrechnung der gegebenen Regelkreisspezifikationen auf den offenen Kreis

Das gewiinschte Uberschwingen und die gewiinschte Anstiegszeit werden mittels (5.11) in w,
und ¢, umgerechnet. Weiters werden aus der vorgegebenen bleibenden Regelabweichung A
und gegebenenfalls V' ermittelt.

II Entsprechende Modifikation der Frequenzkennlinien des offenen Kreises
Durch geschicktes Einfiigen von Korrekturgliedern wird der Frequenzgang des offenen Kreises
sukzessive so verdndert, dass er gewiinschte Eigenschaften besitzt.

IIT Simulation des Regelkreises

Da der Reglerentwurf auf einigen vereinfachenden Annahmen beruht, ist eine Simulation des
geschlossenen Kreises unumgiinglich. Hierbei muss iiberpriift werden, ob die vorgegebenen
Spezifikationen zufriedenstellend erfiillt werden.

5.3 Korrekturglieder

Proportionalglieder
Mit Hilfe eines Proportionalgliedes, d.h.
R(s) =K

kann die Betragskennlinie des offenen Kreises um |K|,; angehoben (| K| > 1) bzw. abgesenkt
(|K| < 1) werden, wobei die Phasenkennlinie nicht beeinflusst bzw. bei negativem K um 180°
abgesenkt wird.

Integrierer

Werden m Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt, d.h.

R(s) = —

sm’

so wird die Phasenkennlinie um m - 90° Grad abgesenkt wobei auch die Betragskennlinie
entsprechend versindert wird. Ublicherweise werden Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt,
um das asymptotische Verhalten des Regelkreises den vorgegebenen Spezifikationen anzu-
passen.

Lead/Lag-Glied
Das so genannte Lead / Lag-Glied besitzt die Ubertragungsfunktion

R(s) = MSZ mit wz, wy >0,
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5.3. KORREKTURGLIEDER o7

ist also der Quotient zweier Linearfaktoren mit den (positiven) Knickfrequenzen w; und wy.
Fiir wy < wy spricht man von einem Lead-Glied (phasenanhebend), fiir wy < wz von einem
Lag-Glied (phasenabsenkend). Definiert man die Grofie m gemés

WN
m:=—,
wz
so gilt offensichtlich
m >1: Lead-Glied bzw. m < 1: Lag-Glied.

In Bild 5.5 sind die Frequenzkennlinien eines Lead-Gliedes graphisch dargestellt. Man erkennt,
dass die Betragskennlinie angehoben wird, fiir die maximale Anhebung AA gilt

AAsp = mgp = 20logm (AAzp > 0 wegen m > 1).

Das bedeutet, man kann an einer vorgegebenen Frequenz w > wy die Betragskennlinie des
offenen Kreises um AA anheben, ohne die Phasenkennlinie des offenen Kreises nennenswert
zu beeinflussen. Typischerweise wird aber ein Lead-Glied dazu eingesetzt, die Phasenkennlinie
des offenen Kreises anzuheben. Wie man Bild 5.5 entnehmen kann, tritt die grofite Phasenan-
hebung Ay bei der so genannten Mittenfrequenz

Wm = A/WzWN

auf, sie kann geméf3
m—1

m—+1

Ap = arcsin (5.12)

berechnet werden.

In Bild 5.6 sind die Frequenzkennlinien eines Lag-Gliedes graphisch dargestellt. Ublicherweise
wird ein Lag-Glied dazu eingesetzt, die Betragskennlinie an einer vorgegebenen Frequenz w >
Wz um

AAsp = mgp = 20logm (AAzp < 0 wegen m < 1).

abzusenken, ohne die Phasenkennlinie nennenswert zu beeinflussen.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

10
(s+1)%

P(s) =
Fiir die Sprungantwort des Regelkreises sind die Spezifikationen
tr=3s, Mp=11 und ex =0

vorgegeben. Die Anwendung der Faustformeln (5.11) liefert die Vorgaben

we=05rads™* und ¢, = 60°
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Bild 5.6: Frequenzkennlinien, Lag-Glied

Das gesuchte Lead-Glied lautet somit

Damit lautet die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises nun

) .
) (1+s)?

In Bild 5.7 erkennt man, dass die gewiinschte Phase an der Stelle w. nun gewéhrleistet ist, fiir

die Betragskennline gilt

s
0.33

s
0.76

(1+

3(1+

R1(s)Ra(s)P(s) = 10

LQ(S)

27.

| La(jwe)l 45
Die entsprechende Absenkung der Betragskennlinie kann mit dem Proportionalelement

27

10720 = 0.041

Rg(s)

bewerkstelligt werden. Damit lautet der endgiiltige Regler

)

s
0.33

(1+
s(l+ﬁ)

In Bild 5.8 ist die Sprungantwort des Regelkreises dargestellt, Uberschwingweite und

0.041
Anstiegszeit entsprechen in guter Niéherung den vorgegebenen gewiinschten Werten.

Ri(s)Ra(s)R3(s) =

R(s)

Ty,
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Bild 5.8: Sprungantwort des Regelkreises
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Kapitel 6

Diskretisierung zeitkontinuierlicher
Regelgesetze

6.1 Einfiihrung

Sehr h#ufig miissen zeitkontinuierlich entworfene Regelgesetze zeitdiskret realisiert werden.
Das dynamische Verhalten des resultierenden zeitdiskreten Regelkreises soll dann dem Verhal-
ten des urspriinglich entworfenen zeitkontinuierlichen Regelkreises ,,moglichst nahe” kommen.
Diese ,,Giite” der Diskretisierung wird dabei iiblicherweise durch numerische Simulation des
zeitdiskreten Regelkreises bewertet. Eine notwendige Voraussetzung fiir eine zufriedenstel-
lende Diskretisierung ist natiirlich die sinnvolle Wahl der Diskretisierungszeit 7;, wovon in
weiterer Folge auch ausgegangen wird.

Die grundlegenden Ideen der Reglerdiskretisierung werden im Folgenden anhand eines PI-
Reglers mit der Zeitbereichsbeschreibung

u(t) = Kpe(t) + K /0 () dr (6.1)

und der Ubertragungsfunktion

ﬂ(s) . E{U(t)} . KPS—I—KI
e(s)  Lie()} s
demonstriert. Hierbei stellen Kp und K; die reellen Reglerparameter dar, die beispielsweise

mit Hilfe der vorgestellten Einstellregeln ermittelt werden kénnen. Das Regelgesetz (6.1) wird
nun zu den dquidistanten Zeitpunkten

R(s) = (6.2)

t=kT; wobei k=0,1,2,3,... (6.3)
ausgewertet, d.h.

Wk Ty) = Kpe(kTy) + K /0 e ar. (6.4)

61
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62 KAPITEL 6. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER REGELGESETZE

Mit den Abkiirzungen
up :=u(kTy) and e :=e(kTy)

erhilt man

KT (k—1)Ty kT,
uk:erk+KI/ G(T)dT:erk—l—K]/ e(7’)d7‘+KI/ e(t)dr, (6.5)
0 0 (k=1)Ty
was schlussendlich auf die Beziehung
kT,
uk:ukl—erkl—i—erk—i—K]/ 6(7‘)d7’. (66)
(k—1)Ty

fithrt. Die nachfolgend angefiithrten Methoden zur Diskretisierung des PI-Reglers unterschei-
den sich durch die Art der numerischen Berechnung des in (6.6) auftretenden Integrals.

6.2 Vorwirts-Euler-Integration

Hier wird die Approximation

kT,
/ e(T)dr =~ Ty ep_q (6.7)
(k—1)T4

verwendet, d.h. das Integral wird durch ein Rechteck, das in Bild 6.1 schraffiert dargestellt ist,
angendhert. Die Differenzengleichung, die das zeitliche Verhalten des zeitdiskreten PI-Reglers

e(?)

DT, kT, !

Bild 6.1: Prinzip der Vorwirts-Euler-Integration

beschreibt, lautet somit
up = up_1+ Kpep + (K] T, — Kp) €k_1- (68)
Wendet man auf (6.8) die z-Transformation an, so erhilt man die z-Ubertragungsfunktion

(2)  Kpz+ (KiTy—Kp)  Kp(z—1)+ KT, Kp+K;

(2) z—1 z—1 Zil—l

Rd(z) =

|

(6.9)
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6.3. RUCKWARTS-EULER-INTEGRATION 63

Der direkte Vergleich von (6.2) mit dem zeitdiskreten Regler (6.9) zeigt, dass

Ry(2) = R(s)| _-1 . (6.10)

gilt. Der Zusammenhang zwischen Punkten der komplexen s-Ebene und Punkten in der
komplexen z-Ebene wird also durch die Relation

z=1+sTy (6.11)

beschrieben. Offensichtlich wird die imaginéire Achse der s-Ebene, d.h. s = jw auf z = 1+jwTy
abgebildet. Das bedeutet, dass die linke offene Halbebene Re {s} < 0 abgebildet wird auf die
Halbebene Re {z} < 1, siehe Bild 6.2. Ein stabiler Regler R(s) kann also prinzipiell durch
diese Art der Diskretisierung (6.10) in einen instabilen zeitdiskreten Regler R4(z) iibergehen.

Im Im

s-Ebene ] z-Ebene

e .
L

Bild 6.2: Abbildung von Re {s} < 0 auf Re{z} <1 bei der Vorwérts-Euler-Integration

6.3 Riickwirts-Euler-Integration

Bei dieser Art der Diskretisierung wird die Approximation

KT,
/ e(t)dr ~ Tsey (6.12)
(k—1)Ts

eingesetzt, das Integral in (6.6) wird also durch das in Bild 6.3 schraffiert dargestellte Rechteck
angeniihert.Fiir das zeitdiskrete Regelgesetz ergibt sich somit die Differenzengleichung

Up = Uk_1 + (Kp + K; Ts) er, — Kpep_1 (613)

mit der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion

prm— = = '14

Rd(Z) é(Z) z—1 z—1 ZZ;: -1 (6 )
Der Zusammenhang zwischen R(s) und R4(z) wird also durch

Ry(2) = R(s)],_2z1 (6.15)
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64 KAPITEL 6. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHER REGELGESETZE

e(t)

.

&DT, kT, !

Bild 6.3: Prinzip der Riickwarts-Euler-Integration

beschrieben. Punkte in der komplexen s-Ebene stehen mit Punkten in der komplexen z-Ebene

iiber die Relation )

° = 1-—-81}
in Beziehung. Die imaginire Achse der s-Ebene, d.h. s = jw geht in den in Bild 6.4 dargestell-
ten Kreis

1
=73

1

2

iiber. Die linke offene s-Ebene geht in das Innere des Kreises iiber, d.h.

Re{s} <0 = (6.16)

Daraus kann unmittelbar gefolgert werden, dass durch diese Art der Diskretisierung die BIBO-
Stabilitdt der Regleriibertragungsfunktion erhalten bleibt.

Im Im
7Y A
s-Ebene z-Ebene

Bild 6.4: Abbildung von Re {s} < 0 auf }z - %} < 1 bei der Riickwirts-Euler-Integration

6.4 Integration mittels Trapez-Regel

Bei der Integration nach der Trapez-Regel wird, wie in Bild 6.5 dargestellt, das Integral in
(6.6) durch das schraffierte Trapez approximiert, d.h.
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6.4. INTEGRATION MITTELS TRAPEZ-REGEL 65

kT T
[ erydr =3 e+ e, (6.17)
(k—1)T, 2
Fiir die Differenzengleichung ergibt sich somit
e(?)
>
&-DT, KT,

Bild 6.5: Prinzip der Trapez-Integration

T
Up = erk—Kp6k71+uk,1+K[? (ek—1+€k): (618)
T T
= w1+ (K= 5 +Kp)€k+(K15—KP)€k 15

d.h. z-Ubertragungsfunktion des Reglers lautet

Ry(2) u(z) (Ki& + Kp)z + (K5 — Kp) KP<z — 1)+ K5 (2 +1) KPI% §+i + K
a(z) = .

é(z) z—1 z—1 i -
Es gilt somit
Ry(2) = R(s)|s_ 2ot (6.19)
Den in (6.19) angegebenen Zusammenhang
2 2—-1
6.20
jb z %— 1 ( )

zwischen den komplexen Variablen s und z nennt man auch Tustin-Formel. Die Umkehrre-
lation zu (6.20) lautet

14 sk
i= 2, (6.21)

2
d.h. die imaginire Achse der s-Ebene geht in den Einheitskreis der z-Ebene iiber bzw. die
linke offene s-Ebene geht in das Innere des Einheitskreises iiber, siehe auch Bild 6.6.

Der mit Hilfe des Frequenzkennlinienverfahrens gefundene Regler mit der Ubertragungs-
funktion

1+ 55)
R(s) =041 ———=2—
() 5(1+0._87€3)
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Im Im
y Y A
s-Ebene z-Ebene

— *Re »Re

Bild 6.6: Abbildung von Re {s} < 0 auf |z| <1 bei der Trapez-Integration

wurde fiir T; = 0.2 mittels der Tustin-Formel diskretisiert:

0.00906522 + 0.0005792z — 0.0084 1)(z — 0.9361
_ 2+ z —0.008 86:0'009065(j+ )(z — 0.9361)

R
al2) 22 — 1.859z + 0.8587 (z — 1)(z — 0.8587)
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Kapitel 7

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

7.1 Einfiihrung

Wie sich zeigen wird, sind die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit beim Entwurf
von Zustandsreglern und Zustandsbeobachtern von entscheidender Bedeutung. Stark verein-
facht besagt die Steuerbarkeit eines Systems, dass iiber seine Eingangsgrofie jede Zustandsvari-
able beeinflusst werden kann. Im Gegensatz dazu bedeutet die Beobachtbarkeit eines Systems,
dass in seiner Ausgangsgrofle Information iiber jede Zustandsvariable enthalten ist.

7.2 Steuerbarkeit

Man nennt das System

d
d—}; = Ax + bu (7.1)

steuerbar, wenn durch geeignete Wahl der Eingangsgrofie u(t) der Zustandsvektor x(t) in
endlicher Zeit T  aus einem beliebig vorgebbaren Anfangszustand xo = x(0) in den Endzustand
x(T') = 0 bewegt werden kann.

Man beachte, dass die Eigenschaft der Steuerbarkeit lediglich aussagt, ob ein Ubergang von
xo nach x(7") = 0 in endlicher Zeit prinzipiell moglich ist. Wie u(t) zu wihlen ist und wie der
zugehorige Verlauf von x(t) fiir 0 < ¢ < T aussieht, bleibt offen.

7.2.1 Kriterium nach Kalman

Der Zustand x(7") kann fiir das System (7.1) gemé8

x(T) = $(T)xo + /0 &(T — 7)bu(r) dr (7.2)

ermittelt werden. Ist das System steuerbar, so kann die Eingnagsgrofle so gewihlt werden,
dass die Bedinung x(7") = 0 erfiillt ist. Aus (7.2) folgt daraus unmittelbar

(T) / $(—1) bu(r) dr = —$(T)xo. (7.3)

67
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68 KAPITEL 7. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

Da die Matrix ¢(7') jedenfalls regulér ist, folgt aus (7.3) die Bedingung

/0 ¢(—7)bu(r)dr = —xo. (7.4)

Stellt man die Transitionsmatrix ¢(—7) als Matrix-Exponentialreihe dar, d.h.
¢(—T):E—AT+A2T—2:F :iAi(_—T)i (7.5)
20 — il '
so erhélt man die Beziehung

/ZAZ dT—ZAZ/ _T)

Definiert man die - bei vorgegebener Wahl von u - konstanten Groflen

Q; = /OT <_—T)Zu(7') dr,

7!

7

u(T) dr = —xo. (7.6)

so lautet die Bedingung fiir Steuerbarkeit

> aA'b = —x. (7.7)
=0

Da xg ein beliebig vorgebarer Vektor ist, miissen die Vektoren b, Ab, A’b, A®b,... den
gesamten n-dimensionalen Raum aufspannen. Das bedeutet, das es n linear unabhingige
Vektoren der Form A’b mit ¢ = 0,1,2,... gibt. Man kann zeigen, dass dies nur die ersten n
Vektoren b, Ab, A%b,..., A" 'b sein konnen. Nimmt man nimlich an, dass fiir 6 < n die
Bedingungen

rang[ b Ab ... A%b } =0 und rang[ b Ab ... A% } =0
gelten, d.h. A°b ist linear abhiingig, also
A’b = kob+kAb + ... + ks_1 A’ 'b, (7.8)
so ist auch A’*'b linear abhiingig, denn es gilt

A’b= A (kob+kiAb + ...+ ks_1 A’ 'b) = koAb+k;A’b + ... +k;_1A’b =
= kob+kiAb+ ... +ks_1A%'b

Die Steuerbarkeit ist somit gegeben, wenn die Bedingung

rang[ b Ab ... A"'b]|=n (7.9)
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7.2. STEUERBARKEIT 69

erfiillt ist. Hierbei handelt es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung. Definiert
man nun die so genannte Steuerbarkeitsmatrix

S,:=[b Ab ... A"'b], (7.10)

so kann das Steuerbarkeitskriterium nach Kalman prégnant formuliert werden: Das System
(7.1) ist genau dann steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix (7.10) reguldr ist. Man sagt
dann auch, dass das Paar (A, b) steuerbar ist.

dx _[1 3] [0
a2 =11

soll auf Steuerbarkeit untersucht werden. Fiir die Steuerbarkeitsmatrix findet man

0 3

aus ihrer Regularitit folgt die Steuerbarkeit des Systems. ]

Die Systembeschreibung

Invarianz beziiglich einer reguliren Zustandstransformation

Fithrt man eine regulére Zustandstransformation der Form x = T z durch, so erhilt man die
transformierte Systembeschreibung

A -1
pri T ~ATZ +T . bu. (7.11)
A b

Die zugehorige Steuerbarkeitsmatrix gilt dann

§, = [b Ab ... A5 ™[ T T'Ab ... T'A"b] =
— T'[b Ab ... A"'b]=T"TS,.

Das bedeutet, dass S, genau dann regulédr ist, wenn die Steuerbarkeitsmatrix S, des Original-
systems regulér ist.

Ein Sonderfall liegt vor, wenn die Systembeschreibung (7.1) in erster Normalform vorliegt, da
dann das System jedenfalls steuerbar ist. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

dx 0 1 0 0
— = 0 0 1 x+ | 0 | w.
dt

—CQyp —O1 —Q9 1

veranschaulicht werden. Fiir die Steuerbarkeitsmatrix folgt dann

0 O 1
Su = 0 1 —Q9 )
1 —ay —a;+ a2

man erkennt, dass diese auf jeden Fall regulir ist. Aus diesem Grund wird die erste Normal-
form auch Steuerbarkeitsnormalform genannt. Es kanngefolgert werden, dass ein System
offenbar genau dann in die Steuerbarkeitsnormalform transformiert werden kann, wenn es
steuerbar ist.
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70 KAPITEL 7. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

7.2.2 Kriterium nach Hautus

Es wird an dieser Stelle vorausgesetzt, dass die Systemmatrix A lauter verschiedene Eigenwerte
besitzt. Zu jedem der n Eigenwerte s; gibt es je einen (Rechts-) Eigenvektor p; bzw. einen
Links-Eigenvektor p!, d.h. es gilt

rang (s;E—A)=n—1 wobei i=1,...,n. (7.12)

Da die n Eigenvektoren linear unabhéingig sind, kann das System (7.1) mittels der reguléren
Zustandstransformation x = T z, wobei. T =P = [ P1 --- Pn } in die Diagonalform

$1 pTb
: z+ : u (7.13)
Sn, prb

iz _
dt

transformiert werden. Gilt fiir die i-te Komponente des (transformierten) Eingangsvektors
pib=0, (7.14)

so kann offensichtlich der Verlauf der i-ten Zustandsgrofle des transformierten Systems durch
u nicht beeinflusst werden und es liegt sicher kein steuerbares System vor. Gilt hingegen

pib#0 fir i=1,...n, (7.15)

so lautet die Steuerbarkeitmatrix des transformierten Systems

pgb 51 pgb . s?’i pgb
~ pyb sapyb sy - psb
§,=| "™ 7 > (7.16)
Pr'b s,pfb ... s lplb
Da die Eigenwerte sq, ..., s, voraussetzungsgeméifl voneinander verschieden sind, ist S, reg-

uldr, das System (7.1) ist somit steuerbar.

Man beachte, dass die hier fiir den Fall verschiedener Eigenwerte hergeleiteten Ergebnisse
auch uneingeschriankt fiir den Fall mehrfacher Eigenwerte gelten. Fiir den Fall mehrfacher
Eigenwerte ist (7.12) eine notwendige Bedingung fiir die Steuerbarkeit des Systems. Das
bedeutet, dass zu jedem mehrfachen Eigenwert nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor ex-
istieren darf und in weiterer Konsequenz in der Dynamikmatrix des transformierten Systems
nur ein entsprechender Jordanblock vorkommt. Die Bedingung (7.15) bedeutet, dass das zur
letzten Zeile eines Jordanblocks gehorige Element des (transformierten) Eingangsvektors von
Null verschieden sein muss.

Zusammenfassend kann das Hautus-Kriterium folgendermafien formuliert werden: Das Sys-
tem (7.1) ist genau dann steuerbar, wenn kein Links-Eigenvektor der Matrix A auf den Ein-
gangsvektor b normal steht.
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7.3. BEOBACHTBARKEIT 71

Alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums

Einer alternativen Formulierung des Kriteriums liegt die Betrachtung der Eigenwertgleichung
p! (s E—A)=0" (7.17)

zugrunde, d.h. der Links-Figenvektor p, steht normal auf die Spalten der Matrix (s;E — A),
wobei i = 1,...n. Aufgrund von (7.12) wird durch die Bedingung

rang (SZ'E —A: b) =n (7.18)

gewiihrleistet, dass der Links-Eigenvektor nicht orthogonal zu b ist.

Damit lautet die alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums: Das System (7.1) ist genau
dann steuerbar, wenn fiir jeden Eigenwert s; der Matrix A die Bedingung (7.18) erfiillt ist.

7.3 Beobachtbarkeit

Man nennt das System

d
d_)ti =Ax+bu, y=c'x+du (7.19)
beobachtbar, wenn aus der Kenntnis von u(t) und y(¢) in einem endlichen Zeitintervall [0, 7]

der unbekannte Anfangszustand x, bestimmt werden kann.!

Der Verlauf der Ausgangsgrofie als Reaktion auf den Anfangszustand und die Eingangsgrofie
lautet

y(t) = cTp(t)xo + /0 cTp(t — 7)bu(r)dr + du(t),

wobei ¢(t) die zu (7.19) gehorige Transitionsmatrix ist. Die von der (gegebenen) Eingangs-
grofle u abhéingigen Anteile des Ausdruckes sind ebenso bekannt wie die Ausgangsgrofie y.
Stellt man die obige Gleichung entsprechend um, so erhilt man

clp(t)xo = y(t) — /0 clo(t — 7)bu(r)dr — du(t).

(.

=3(t)

Das bedeutet, dass aus der Relation c”¢(t)xo = §(t) (iiber ein endliche Intervall betrachtet)
der Anfangszustand ermittelt werden soll. Diese Aufgabenstellung entspricht formal der Auf-
gabe, aus dem Verlauf der Ausgangsgrifle des autonomen Systems

d

d_)tc =Ax, y=c'x (7.20)
den Anfangszustand x( zu ermitteln. Die Beobachtbarkeit von (7.19) kann also anhand des
Systems (7.20) untersucht werden.

IMan beachte, dass dabei T prinzipiell beliebig klein gemacht werden kann.
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72 KAPITEL 7. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

7.3.1 Kriterium nach Kalman

Differenziert man die Ausgangsgrofie

y(t) = c'x
nach der Zeit, so erhélt man mit (7.20)
dy T d?y T A2 d "y T An—1
;z; =C f\)(, ;;Eg = f& X, . 2226;:17 =C f\_ X,
bzw. in Matrixnotation
Yy c’
% cTA
= X.
d<";1>ﬂ CTAn—l

dt(nfl)
Dieses Ergebnisse besagt, dass der Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, also auch fiir t = 0
genau dann eindeutig ermittelt werden kann, wenn die so genannte Beobachtbarkeitsmatrix

cTA
B, := ) (7.21)
Ciﬂjijvfl

den Hochstrang besitzt. Damit lautet das Beobachtbarkeitskiterium nach Kalman: Das Sys-
tem (7.19) ist genau dann beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitmatrix (7.21) regulér ist.
Man sagt dann auch, dass das Paar (A, c) beobachtbar ist.

Die Systembeschreibung
dx 1 3 0
g_l2 _1}x+[1}u, y—[l 2}x
soll auf Beobachtbarkeit untersucht werden. Fiir die Beobachtbarkeitsmatrix findet man
1 2
S
aus ihrer Regularitét folgt die Beobachtbarkeit des Systems. [ ]

Invarianz beziiglich einer reguliren Zustandstransformation
Die regulére Zustandstransformation der Form x = T z fithrt auf die Beschreibung

dz

= T 'ATz, y=c'Tz (7.22)
A &t
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7.3. BEOBACHTBARKEIT 73

Die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix gilt dann

¢l cI'T

ETAnfl cT Ar—1T

=B,T

Das bedeutet, dass f’)y genau dann regulér ist, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix B,, des Orig-
inalsystems regulér ist.

7.3.2 Kriterium nach Hautus

Mit analogen Uberlegungen wie bei der Steuerbarkeit kann das Beobachtbarkeitskriterium
nach Hautus hergeleitet werden. Es zeigt sich, dass das System (7.19) genau dann beobachtbar
ist, wenn kein Eigenvektor p; der Matrix A normal auf den Ausgangsvektor ¢’ steht.

Aquivalent ist die alternative Formulierung des Kriteriums nach Hautus: Das System (7.19)
ist genau dann beobachtbar, wenn die Bedingung

¢! - (7.23)
rang SE_A )~ n .

fiir alle Eigenwerte s; von A erfiillt ist.
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Kapitel 8

Entwurf von Zustandsreglern

8.1 Einfiihrung

Gegeben sei das lineare und zeitinvariante Zustandsmodell n-ter Ordnung

dx = Ax + bu, y=clx (8.1)
dt

einer Regelstrecke. Fiir den Durchgriffsterm wird hier d = 0 angenommen, wie es bei realen

technischen Systemen hiufig der Fall ist. Das Verhalten der Regelstrecke kann mittels der

Stellgrofle u beeinflusst werden. Weiters wirkt auf die Strecke der Anfangszustand x; ein, der

auch als unbekannte ,Anfangsstorung” interpretiert werden kann.

Durch geeignete Wahl der Stellgréfie u soll der Regelstrecke ein gewiinschtes dynamisches
Verhalten verliehen werden. Dies umfasst einerseits die Beseitigung der Wirkung des An-
fangszustandes xq durch eine Stabilisierung des geschlossenen Regelkreises. Andererseits ist
man hdufig daran interessiert, dass die Ausgangsgrofle y einem in Form der Referenzgrofle r
vorgegebenen Wunschverlauf ,,moglichst gut” folgt. Damit gliedert sich der Reglerentwurf in
zwei Schritte, ndmlich in die Stabilisierung und die Nachfiihrung.

8.2 Stabilisierung des Regelkreises

Die Stabilisierung des Regelkreises erfolgt durch eine geeignete Riickfithrung des als messbar
vorausgesetzten Zustandsvektors x. Im vorliegenden Fall handelt es sich um eine Zustands-

riickfithrung der Form
u=—k'x. (8.2)

Hierbei umfasst der Vektor
K'=[k ko ... k| (8.3)

die zu bestimmenden (konstanten) reellen Reglerparameter. Die Stellgrofie u wird demnach als
Linearkombination der ZustandsgroBen angesetzt, man nennt (8.2) daher auch einen linearen
Zustandsregler.

[6)
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76 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

u Regel-
- strecke

Regler

Bild 8.1: Stabilisierung mit Hilfe einer Zustandsregelung

In Bild 8.1 ist der Regelkreis, bestehend aus Regelstrecke und Zustandsregler dargestellt. Das
mathematische Modell des Regelkreises ergibt sich aus (8.1) und (8.2) zu

‘fl—j = Ax —bk'x = (A —bk") x. (8.4)
Da die Ausgangsgleichung bei der Stabilisierung des Regelkreises keine Rolle spielt, bleibt sie
hier auch unberiicksichtigt. Das Ziel des Entwurfes besteht nun darin, den Vektor k’ so zu
bestimmen, dass der Regelkreis asymptotisch stabil ist. Das bedeutet, dass die Dynamikma-
trix (A — ka) des Regelkreises eine Hurwitzmatrix sein muss, all ihre Eigenwerte besitzen
also einen negativen Realteil. Der Entwurf des Zustandsreglers liuft somit darauf hinaus,
durch geschickte Wahl von k” die Eigenwerte der Matrix (A — ka) in gewiinschter Weise zu
platzieren, man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Eigenwertvorgabe.

8.2.1 Prinzip der Eigenwertvorgabe

Die Aufgabe besteht darin, den Vektor k? so zu bestimmen, dass die n Eigenwerte der Matrix
(A — ka) vorgebbare Werte )\; annehmen. Das bedeutet, dass das charakteristische Polynom

von (A — ka) einem vorgegebenen Wunschpolynom w(s) ensprechen muss, d.h.

n

det(sE — (A — bkT)) = w(s) = [TGs=X) =s"+waas" " + . +wis+w.  (85)

i=1
Hierbei sind wy, ..., w,_1 die reellen Koeffizienten des Wunschpolynom, d.h. die vorgebbaren

Eigenwerte von (A — ka) miissen reell und/oder paarweise konjugiert komplex sein.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke und ein Zustandsregler der Form
(8.2), d.h.

%:2x+u und u=—kx.
Das Modell des Regelkreises lautet somit
dx
— =(2—-kK)x.
5= @2-k
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8.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 7

Wahlt man
E=2-—M\,

so besitzt der Regelkreis einen Eigenwert an einer beliebig vorgebbaren Stelle s = . ]

Es stellt sich die Frage, ob stets alle Eigenwerte von (A — ka) beliebig platziert werden
konnen. Zur Beantwortung dieser Frage wird angenommen, dass s; ein Eigenwert von A ist
und p! ein zugehoriger Links-Eigenvektor, d.h. es gilt die Eigenwertgleichung

piA=sip]. (8:6)
Multipliziert man nun die Dynamikmatrix des Regelkreises mit dem Vektor p!, so findet man
pl(A —bk") = pf A — plbk” s, pT —pTbK". (8.7)

Wenn der Vektor p, normal auf den Eingangsvektor steht, d.h.
pib=0, (8.8)

so vereinfacht sich (8.7) zu
pi (A —bk') =sip]. (8.9)

Das bedeutet, dass s; auf jeden Fall, d.h. fiir jede beliebige Wahl von k” auch ein Eigenwert
von (A — bk”) ist. Die Eigenwerte von (A — ka) sind in diesem Fall somit nicht beliebig
vorgebbar! Dies ist offensichtlich auf (8.8) zuriickzufiihren, was geméfi dem Hautus-Kriterium
bedeutet, dass die Regelstrecke nicht steuerbar ist. Erst die Eigenschaft der Steuerbarkeit der
Strecke erlaubt die beliebige Vorgabe aller Eigenwerte des Regelkreises.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke und ein Regler der Form (8.2),

d —
d—};:{(l) _(l)]xjt{ }]u und u:—ka:—[kj k«‘z}X-

Wie man mit Hilfe der Steuerbarkeitmatrix

S.=[b Ab}:[_} _g}

leicht iiberpriifen kann, ist die Regelstrecke steuerbar, die Eigenwerte des Regelkreises kénnen
also beliebig vorgegeben werden. Die Dynamikmatrix des Regelkreises lautet

oor_ [0 0] [-1 | K ko
A bk‘[1 —1} [ 1][]“1 k2]_[1—/{31 —1—ky |

Ihr charakteristisches Polynom soll einem Wunschpolynom

w(s) = (s — A1) (58— X)) =52 — (A1 +A2) s+ Ao
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78 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

entsprechen, d.h.

S — kl __kQ !

_ 2 B _ B
det | p 1 14k | = TUTRAR)s = htk)=wls).

Der Koeffizientenvergleich
1=t k=—O+X) und — (ki + k) = Ao
liefert die Relationen
ki = %(14—)\14—)\2—)\1)\2) und  ky = —%(1+>\1+)\2+>\1)\2)
zur Berechnung der Reglerparameter. ]

Ublicherweise wird mit einem der in Abschnitt 7 beschriebenen Verfahren zunsichst iiberpriift,
ob das Streckenmodell (8.1) steuerbar ist. Ublicherweise wird dabei aber nicht hinterfragt,
wie ,gut” oder ,schlecht” das betrachtete System steuerbar ist, man begniigt sich mit einer
ja/nein-Aussage. Intuitiv wird man ein steuerbares System als ,schlecht” steuerbar klas-
sifizieren, wenn es eines unverhéltnismiflig groflen Stellaufwandes bedarf, um die Zustands-
grofen gezielt zu beeinflussen®. Dies manifestiert sich im Regelgesetz (8.2) durch betragsméBig
grofie Elemente im Vektor k”.

Gegeben sei das (steuerbare) mathematische Modell einer Regelstrecke

dx [ 5 15] [ 447
a | =2 —6|* 179 | "

Wihlt man fiir die Eigenwerte des geschlossenen Kreises beispielsweise s; = sy = —3, so erhiilt
man
k" =[1795.6 4486.7 |.

Der im obigen Beispiel beobachtete Effekt grofler Reglerparameter ldsst sich anschaulich
deuten. Vereinfachend wird hierzu angenommen, dass die Dynamikmatrix der steuerbaren
Regelstrecke (8.1) lauter verschiedene Eigenwerte si,$s ...,s, besitzt. Die zugehorigen
Links-Eigenvektoren werden mit pl, pI ... pl bezeichnet, gemifl dem Hautus-Kriterium gilt
pIb #£ 0 fiir i = 1,...n. Es soll nun ein Zustandsregler (8.2) entworfen werden, der den Eigen-
wert s; an die Stelle s = \ verschiebt, die restlichen Eigenwerte jedoch unveréndert lisst, d.h.
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises lauten A, so, ..., s,. Es gilt nun

pi (A —Dbk") =pi A — p{ bk’ = s1p{ — pj bk".

' Mit Hilfe so genannter Steuerbarkeit-Mafe kann die Eigenschaft der Steuerbarkeit beziiglich ihrer ,,Giite”
quantifiziert werden.
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8.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 79

Setzt man nun

K" =

P, 8.10

so erhilt man

pl (A —bk") =xpl,

d.h. )\ ist wie gewiinscht ein Eigenwert des geschlossenen Regelkreises. Offensichtlich nehmen
gemifl (8.10) die Elemente von kT betragsmiBig grofie Werte an, wenn das Skalarprodukt
pT b betragsmiiBig sehr klein ist, was auf ,,schlechte Steuerbarkeit” des Eigenwertes s; schliefien
léisst. Transformiert man die Regelstrecke auf Diagonalform, so erkennt ;man, dass der Einfluss
von u auf das zum Eigenwert s; gehorige Teilsystem aufgrund des kleinen Betrages von p! b
nur sehr gering ist.

Fortsetzung. Zu den Eigenwerten s; = 0 und sy = —1 der Dynamikmatrix A gehorigen
Links-Figenvektoren sind durch

pi =[63246 158114 ] wund pj = [ 53852 16.1555 |
gegeben. Fiir die Skalarprodukte p! b findet man
pib=0.0316 und pib=4.8466 .

Daraus kann gefolgert werden, dass die groffen Werte der Reglerparameter auf die ,schlechte
Steuerbarkeit” des Eigenwertes s; = 0 zuriickzufiihren sind. H

8.2.2 Entwurf fiir ein System in Regelungsnormalform

Besonders elegant ist die Ermittlung des Reglers, wenn das Modell der Regelstrecke in erster
Normalform vorliegt. Zum einen ist das Modell dann jedenfalls steuerbar, zum anderen erlaubt
die Tatsache, dass die Dynamikmatrix des Regelkreises in Begleitform vorliegt eine besonders
einfache Berechnung der Reglerparameter. Aus diesem Grund nennt man die erste Normalform
hiufig auch Regelungsnormalform.

Das Modell der Strecke n—ter Ordnung liege in erster Normalform vor, d.h.

0 1 ... 0 0
dx Do e L
—_— = X u
dt 0 ... 0 1 0
-y —Q1 ... —0Qp_q 1

Fiir einen Zustandsregler der Form (8.2) folgt dann fiir die Dynamikmatrix des Regelkreises

0 1 0
A—bk" =
0 .. 0 1
—ap— k1 —a; — ko —ap_1 — ky
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80 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Man erkennt, dass die Matrix (A — ka) wiederum in Begleitform vorliegt, d.h. ihr charak-
teristisches Polynom

det (SE — (A —bk")) = s" + (an_1 + ky) 8" " + ...+ (a1 + k) s+ (g + k1)

kann direkt abgelesen werden. Im Sinne der Eigenwertvorgabe muss das charakteristische
Polynom von (A — ka) einem vorgebbaren Polynom (8.5) entsprechen, d.h.

!

det (SE — (A —bk")) = w(s) = s" + w,_18" " + ... 4+ wis + wo.
Der Koeffizientenvergleich liefert
wo=0ag+ ki, wi=a1+ky, ... SWu_1=0,_1+Ek,,
woraus sich unmittelbar die gesuchten Reglerparameter
ki = w;—1 — o1 wobei i1=1,....n (8.11)
ergeben.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke in erster Normalform und ein
Zustandsregler der Form (8.2), d.h.

é—j:[?}}xjtl(l)}u ud  u=-k'x=-[k k]|x

Die Dynamikmatrix des Regelkreises lautet

o [0 1
A bk_[l_kl 1_k2].

Unter der Annahme, dass (A — ka) zwei Eigenwerte an der Stelle s = —1 besitzen soll, d.h.
w(s)=(s+1)7 =8> +ws+wy=s>+2s+1
ergeben sich geméf (8.11) die Reglerparamter
ki=wyg—ap=1+1=2 und ko=w —a; =2+4+1=3.
Der lineare Zustandsregler (8.2) lautet somit
u=—2x1 —3x,.
[ |

Liegt das Modell der (steuerbaren) Regelstrecke nicht in Regelungsnormalform vor, so bietet
sich im Sinne einer systematischen Berechnung der Reglerparameter eine regulire Zustand-
stransformation in diese vorteilhafte Normalform an. Fiir das transformierte System kann der
Zustandsregler mit Hilfe (8.11) problemlos angegeben werden. Der gesuchte Zustandsregler
fiir das Originalsystem errechnet sich mit Hilfe der Transformationsmatrix T. Wie in den
néichsten Abschnitten gezeigt wird, kann der beschriebene Reglerentwurf sehr effizient mit
Hilfe der Formel von Ackermann bewerkstelligt werden.
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8.2.3 Transformation auf Regelungsnormalform

Unterwirft man das Modell der Regelstrecke (8.1) einer Zustandstransformation der Form

z = Tx, (8.12)
so ergibt sich das transformierte Modell
dz 1
i TAT "z + Tbu. (8.13)
Dieses Modell soll in Regelungsnormalform vorliegen, d.h. es miissen die Relationen
0 1 0 0
TAT '=| ¢ - und  Th=| : (8.14)
0 ... 0 1
—0p —Qq —Op—1 1

gelten. Aus der ersten Bedingung in (8.14) folgt nach Multiplikation mit der Transformations-

matrix T von rechts
0 1 o 0
TA=| * - T (8.15)
0 ... 0 1
—Qy —Qj —Qp1
Stellt man nun die Matrix T durch ihre Zeilenvektoren dar, d.h.
151
T = t
&7
so geht (8.15) in die Form
t 0 1 0 t
tg A t.g
: 0 0 1 :
tz; —Qyp —Qq —Qp—1 tz;
bzw. ) o )
t;A tg
tZA t!
: - : (8.16)
th_1A ty
| thA || —aot] —aity — . —apat] |

Ty,
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iiber. Ein Vergleich der ersten (n — 1) Zeilen ergibt

T T T
t2 =tTA, tI =tIA, ... tL=t] A
woraus durch Einsetzen unmittelbar der Zusammenhang
tT =tTA, tI =tTA% ... tI=tTA"? (8.17)

folgt. Das bedeutet, dass die Transformationsmatrix den bemerkenswerten Aufbau
t]

tTA

T=| tfA° (8.18)

| tTA"
besitzt. Aus der ersten Zeile tI von T konnen somit alle iibrigen Zeilen durch sukzessive
Multiplikation mit A berechnet werden. Die zweite Bedingung in (8.14) nimmt nun die Form

t tIb 0
™ tTA tTAb
tT At tF A" b 1

an. Durch Transposition obiger Gleichung erhélt man
[t{b t{Ab ... t{A"'b|=[0 ... 0 1]

bzw.

ti [b Ab ... A'b|=[0 ... 0 1].

Man beachte, dass in obiger Relation der Zeilenvektor t7 mit der in (7.10) eingefiihrten Steuer-
barkeitsmatrix S, multipliziert wird, d.h.

tiS,=[0 ... 0 1].
Da die Regelstrecke voraussetzungsgemifl steuerbar ist, kann die erste Zeile von T mittels
ti=[0 ... 0 1]S;! (8.19)

berechnet werden. Das Ergebnis in (8.19) bedeutet, dass t! die letzte Zeile der inversen
Steuerbarkeitsmatrix ist. Somit kann die Transformationsmatrix T geradlinig ermittelt wer-
den. Zunéchst wird ihre erste Zeile gemifl (8.19) berechnet, die restliche Zeilen ergeben sich
nach dem in (8.18) angegebenen Bildungsgesetz.

Man beachte, dass die letzte Zeile der ersten Bedingung in (8.16), also

tIA = —agt! —agtl — ... —a, t? (8.20)
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8.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 83

bisher nicht betrachtet wurde. Setzt man die in (8.17) gefundenen Zusammenhinge ein, so
erhélt man

tTA" = —apt] —aitTA— . —a, tTA™!

bzw.
t? (()éoE+Oé1A+ .ot CknflAnil + An) =0. (821)

Gemifl dem Satz von Cayley und Hamilton erfiillt jede quadratische Matrix ihre eigene charak-
teristische Gleichung. Das charakteristische Polynom von A lautet

A(S) =3s" + Oén,18n71 + ... +as+ Q, (822)
d.h. fiir Klammerausdruck in (8.21) gilt
A(A) = pE+aiA+ ...+ a, A"+ A" =0, (8.23)

die Bedingung (8.20) ist somit auf jeden Fall erfiillt und bedarf keiner weiteren Beachtung.

Gegeben sei das steuerbare mathematische Modell einer Regelstrecke

dx |2 2 - 1

i |10 0"
das in die Regelungsnormalform transformiert werden soll. Dazu wird die Steuerbarkeitsmatrix
und deren Inverse ermittelt, d.h.

12 o [1 =2
&_[01} = &._[0 1}

Die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix lautet
ti=[0 1],
woraus unmittelbar

= tTA=[0 1}{? 3}:[1 0]

folgt. Die Transformationsmatrix T lautet somit

01
w00,
Diese besagt, dass man beim vorliegenden System nur die beiden Zustandsgrofien vertauschen
muss, um die Beschreibung in die erste Normalform iiberzufiihren. [}
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84 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

8.2.4 Formel von Ackermann

In den bisherigen Ausfilhrungen wurde gezeigt, wie ein beliebiges (steuerbares) System (8.1)
in die Regelungsnormalform transformiert werden kann. Fiir das zugehorige transformierte
System (8.13) gestaltet sich der Zustandsreglerentwurf

u=—h"z (8.24)

dann duBerst einfach. Die Ermittlung des Zustandsreglers fiir das Originalsystem (8.1) mittels
(8.12) liefert schliefllich
u=—-h"Tx = —k'x. (8.25)

Fasst man die soeben beschriebenen Verfahrensschritte geschickt zusammen, so zeigt sich, dass
fiir die Ermittlung von k” in (8.25) die Ermittlung von T bzw. die explizite Durchfithrung
der Zustandstransformation gar nicht erforderlich ist.

Der Reglerentwurf fiir das transformierte System in Regelungsnormalform kann analog zu
(8.11) durchgefiihrt werden, d.h. fiir den Vektor h” in (8.24) gilt

hT:[’wO—OéO w; — o ... wnfl—()énfl}. (826)

Hierbei sind wy, . .., w,_1 die Koeffizienten des Wunschpolynoms (8.5) und «y, ..., a,_1 die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (8.21) von A. Die Berechnung von k’ erfolgt
gemif (8.25), d.h. mit (8.26) und (8.18) folgt

151
oA
kT:hTT:[wg—ozg Wy — Q... wn_l—an_l} t; A

| eran
Nach Ausfithrung der Multiplikation
kT'= tf (on +wA+... .+ wn_lA"_l) — tlT (aoE + oA+ ...+ an_lA”_l)
und Addition des ,Nullterms” tI (A™ — A™) erhilt man schliellich
k'=t] (woE +wiA+. ...+ w,_1A"'+A") —t] (E+a1A+...+a, A"+ A"

Ein Vergleich mit (8.23) zeigt, dass der zweite Klammerausdruck in obiger Gleichung dem
Matrixpolynom A(A) entspricht, d.h. es gilt

k'=t] (wE+wiA+.. +w, A" +A").

Der Vektor k' entspricht also dem Produkt aus t und dem Wunschpolynom w(s), in dem s
durch A ersetzt wird. Diese Erkenntnis wird durch die so genannte Formel von Ackermann

k= tT w(A) (8.27)
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8.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 85

in pragnanter Weise widergespiegelt.

Gegeben sei das steuerbare mathematische Modell einer Regelstrecke

dx 1 2 0
E:[O 1]x—|—{1]u.
Es soll mit der Formel von Ackermann ein Zustandsregler der Form (8.2) so berechnet werden,
dass die Eigenwerte der Matrix (A — ka) bei
A =X =-3
liegen, d.h. das Wunschpolynom lautet
w(s) = (s +3)% = s>+ 65+ 9.
Die Steuerbarkeitsmatrix und ihre Inverse lauten
Su:{(l)?] bzw. S;]‘:{_g é],
d.h. die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix ergibt sich zu
(1 o0]

Der Ausdruck w(A) berechnet sich zu

w(A):A2+6A+9E:[106 }g ]

d.h. die Auswertung von (8.27) liefert

K= 7 w(A) = [ L o][loﬁ 12}:[8 8],

Der gesuchte Zustandsregler lautet somit

u:—[8 8}x:—8x1—8x2.

8.2.5 Stabilisierung beliebiger Arbeitspunkte

Mit dem vorgestellten Konzept des Zustandsreglers (8.2) kann man prinzipiell beliebige Ar-
beitspunkte, also Ruhelagen der Regelstrecke (8.1) stabilisieren. Ein solche Ruhelage ist durch
die konstanten Groflen xi und up charakterisiert, wobei bekanntlich Axy + bur = 0 erfiillt
sein muss. Mit

E=x—xp und v=u—ug (8.28)
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86 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

werden die Abweichungen des Zustandes x und der Stellgréfie u von ihren konstanten Werten
im Arbeitspunkt bezeichnet. Fiir (8.1) ergibt sich dann

d.
d—f = A (£ +xp)+b (v +ur) = A§ + bu. (8.29)
Mit der Zustandsriickfithrung
v=—-k'¢ (8.30)
erhélt man J
d—f = (A —bk") & (8.31)

Genau dann, wenn (A — ka) eine Hurwitzmatrix ist, gilt fiir jeden beliebigen Anfangswert
§o == &(t =0), also xo = xp + &,

tlirglo Et)=0 = lim x(t) = xp. (8.32)

t—o0

Das bedeutet, dass der durch xp und ug charakterisierte Arbeitspunkt asymptotisch stabil
ist. Aus (8.30) und (8.28) erhilt man den Zustandsregler

u=up—k’ (x—xg), (8.33)
siehe auch Bild 8.2.

Regel-
strecke

Regler

Bild 8.2: Stabilisierung eines beliebigen Arbeitspunktes

Fiir die Regelstrecke

dx |1 2 n 1

at |2 4] 1"
soll ein Zustandsregler (8.33) so entworfen werden, dass die Eigenwerte des geschlossenen
Regelkreises bei s; = so = —2 liegen, d.h.

K'=[13 73]

Fiir t < 1 soll die Ruhelage x4 = [ -2 1 ]T
Ruhelage xp = [ 1 -0.5 }T, up = 0 angefahren und stabilisiert werden. Das bedeutet, dass

fiir die in Bild 8.2 eingezeichneten Groflien xp und up gilt

S fir t<1
E=Y xp fir t>1

, uq = 0 stabilisiert werden, fiir ¢t > 1 soll die

uyg fir t<1

bayw. uR:{uE fir t>1°
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8.3. NACHFUHRUNG 87

In Bild 8.3 sind die resultierenden Verldufe der Zustandsgrofien und der Stellgrofle dargestellt,

der gewiinschte Arbeitspunktwechsel ist deutlich zu erkennen. ]

1 T T T T T T T T
| | | | | | |
| | | | | | | |

OF----- I-===-- H4H----- t----- [l el H- === R == ===-~
| | | | | | |

S ----- q----- To--s R q----- To----p----- ---- -
| | | | | |

2 i N Pt e Tt Hi ey I
| | | | | | | | |
3 | | | | | | | | |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5

| |
05—~ - A
| |
| |
S0 e 1
| |
Y] S ———
| |
1 I |
0 0.5 1

G
e
[
W

Bild 8.3: Ubergang von x4 nach xz mit Hilfe eines Zustandsreglers

8.3 Nachfiihrung

Zusétzlich zur Stabilitéit des Regelkreises wird nun gefordert, dass die Ausgangsgrofie y(t)
asymptotisch gegen einen vorgebbaren konstanten Wert rq strebt. Die Grofle y(t) wird also
einer konstanten Referenzgrofie r(t) = ro asymptotisch nachgefiihrt. Dazu wird das Regelge-
setz (8.2) um einen zu r proportionalen Anteil ergéinzt, d.h.

u=—k'x+Vr. (8.34)

Dabei ist V' ein entsprechend zu bestimmender reeller, skalarer Reglerparameter. Das mathe-
matische Modell des in Bild 8.4 dargestellten Regelkreises lautet somit

‘é—’; = (A—bk")x+bVr, y=c'x (8.35)

Man beachte, dass die oben formulierte Forderung

lim y(t) = Yoo = lim c’'x = x4, = (8.36)

t—o00 t—o00
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Regel- y

strecke

Regler

Bild 8.4: Prinzip der Nachfiihrung

impliziert, dass der Zustandsvektor x fiir ¢ — oo ebenfalls gegen einen konstanten Wert x
strebt, d.h. die Trajektorie x(t) strebt asymptotisch in die Ruhelage x... Aus (8.35) folgt

dann unmittelbar

dzl‘—t“ = 0= (A — bk") xoe+bV 1y,

da (A — ka) als Hurwitzmatrix vorausgesetzt werden kann, gilt fiir die Ruhelage
Xeo = — (A —bk") bV 1. (8.37)
Durch Einsetzen in (8.36) findet man
Yoo =€ Xoo = —C' (A — ka)_1 bV ro = 7.

Daraus ergibt sich unmittelbar die Berechnungsvorschrift

V- L (8.38)
c” (A—Dbk") b

fiir den gesuchten Reglerparameter. Eine Verinderung von k? macht also eine entsprechende
Anpassung von V' erforderlich.

Hinweis: Bei Regelstrecken mit einer Nullstelle bei s = 0 ist die beschriebene Nachfiihrung
nicht anwendbar. Um die Ausgangsgrofle y auf einem konstanten Wert zu halten ist hier eine
rampenférmig ansteigende Stellgrofle erforderlich, was aufgrund von Stellgrélenbeschrinkun-
gen praktisch nicht realisierbar ist.

Fortsetzung. Der Zustandsregler aus dem vorangegangenen Beispiel wird geméf (8.34)
erweitert. Die Ausgangsgrofie

Y=1x1+ T = [ 11 }x
soll einer (konstanten) Referenzgrofie asymptotisch nachgefiihrt werden. Die Auswertung von
(8.38) ergibt den Reglerparameter
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8.3. NACHFUHRUNG 89

Mit Hilfe des Parameters V' wird also der Verstéirkungsfaktor der Fiihrungsiibertragungsfunk-
tion -
T(s) = % =" (sE - (A —bk")) bV

des Regelkreises (8.35) auf den Wert eins korrigiert, d.h.
T(0) = —” (A —bk") bV £ 1,
woraus unmittelbar (8.38) folgt.

Man beachte, dass die Nachfithrung (8.36) nur bei evakter Kenntnis von A, b und c”
gewihrleistet ist. Bei Variationen von Streckenparametern oder aufgrund von Modellierung-
sungenauigkeiten geht im praktischen Einsatz die Eigenschaft (8.36) des Regelkreises verloren.
Eine ,robuste” Nachfiihrung kann hingegen mit dem im folgenden Abschnitt vorgestellten PI
- Zustandsregler erzielt werden.

Gegeben sei das steuerbare Modell

dx 1 0 1
E_[l _l]x+{1}u, y—[lO —10]x

einer Regelstrecke. Es wird ein Zustandsregler der Form (8.34) so entworfen, dass die Eigen-
werte des Regelkreises bei s; = so = —2 liegen und die Bedingung (8.36) erfiillt ist. Die zuvor
beschriebenen Methoden lieferen die Reglerparameter

kK"'=[5 —-1] und V=04 (8.39)
Zunichst wird das Verhalten des Regelkreises fiir den Anfangszustand
xg = —08 —2.5]

und die Referenzgrofie r(t) = 0 untersucht. Die zugehorigen Verldufe der Zustandsvariablen
x1 und x5 sind in Bild 8.5 dargestellt. In Bild 8.6 ist fiir xg = 0 und r = o(¢) der Verlauf der
Ausgangsgrofie y dargestellt. In der oberen Abbildung ist zu erkennen, dass y wie gewiinscht
asymptotisch den Wert der Referenzgrofle annimmt. Der in der unteren Abbildung dargestellte
Verlauf von y ergibt sich, wenn bei Verwendung des Reglers (8.39) im Simulationsmodell der
Regelstrecke das erste Element der ersten Zeile von A auf den Wert 0.9 geéindert wird. Man
erkennt, dass in diesem Fall die stationiire Genauigkeit verloren geht. ]

Mit Hilfe des Zustandsreglers (8.34) werden die Eigenwerte der Dynamikmatrix des geschlosse-
nen Regelkreises platziert und die stationéire Verstirkung wird entsprechend angepasst. Das
bedeutet, die Fithrungsiibertragungsfunktion des Regelkreises lautet

T(s) = VcP(sE — (A — bk?))"'b =V ZJ((Z)) (8.40)
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- rFr-——rF-—=-F-=-F-=-r-—

Bild 8.5: Verlauf der Zustandsgrofien fiir xi = [ —-0.8 =25 } und r(t) = 0 bei Verwendung
eines Zustandsreglers der Form (8.34)

Das Zihlerpolynom der ungekiirzten Fiihrungsiibertragungsfunktion entspricht - bis auf den
Faktor V' - dem Z#hlerpolynom der Regelstrecke. Das Nennerpolynom w(s) ist das charak-
teristische Polynom von (A — ka) und kann beliebig gewihlt werden. Die Nullstellen von
T(s) entsprechen also den Streckennullstellen, ggf. sind Kiirzungen von Streckennullstellen
mit entsprechenden Nullstellen von det(sE — (A — bk”) zu beriicksichtigen. Diese Tatsache
ist besonders leicht zu erkennen, wenn das Streckenmodell in Regelungsnormalform vorliegt.

Gegeben sei das Streckenmodell

o)l

Fiir den geschlossenen Regelkreis, bestehend aus Strecke und Regler (8.34) gilt dann

[ Al

d.h. die Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet

ax _
dt

01
10

0
1

s+3
s2—1

(s)

S

<

}u, y=[1 3]x, dh. P(s) =

~—

2l

x0=0

dx
dt

0
1—Fk

1
—ky

0

V]'r’, y=1[1 3]x,

Vi(s+3)

T(s) = .
(S) 52 + k‘gs + (]{71 — 1)

Ty,

fiir Regelungs”
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Bild 8.6: Verlauf der Ausgangsgrofe fiir xo = 0 und r(t) = o(t) bei Verwendung eines Zus-
tandsreglers der Form (8.34)

Fiir die Wahl k; = k5 = 2 besitzt der geschlossene Regelkreis zwei Eigenwerte bei s; = s = —1
und es gilt mit V' = %

1 (s+3)

T(s) == .
(s) 3(s+1)2

Wihlt man hingegen ki = ko = 4, so gilt s; = —1 und s = —3 und mit V' = 1 folgt fiir die
Fiihrungsiibertragungsfunktion

8.4 PI - Zustandsregler

Die Struktur eines Regelkreises mit einem PI - Zustandsregler ist in Bild 8.7 dargestellt. Zur
Erzielung der stationiren Genauigkeit (8.36) wird in den offenen Kreis ein Integrator eingefiigt.
Bezeichnet man die Ausgangsgrofie des Integrators mit €, so gilt

de T

— =r—y=r-—c'x. 8.41

o Y (8.41)

Die Stellgrofie wird iiber die Relation
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Regler

Regel- y
strecke

v

Bild 8.7: Regelkreis mit PI - Zustandsregler

u=—-k"x—kie—k, (r—c'x) = — (k" — kyc") x—kie — ky,r (8.42)

gebildet, wobei k”, k; und k, die (n + 2) Reglerparameter repésentieren. Durch Einsetzen in
(8.1) erhélt man
dx

i (A —b (k" = k,c")) x — kibe — k,br- (8.43)
Fasst man ¢ und x zu einem Vektor zusammen, so erhilt man das Zustandsmodell
d | x| [A-b (kT — k:ch) —k;b X —k,b
c B R b | [ x| b (8.44)

fiir den in Bild 8.7 dargestellten Regelkreis. Ist die Dynamikmatrix des Regelkreises eine
Hurwitzmatrix, so ist aufgrund der Regelkreisstruktur die stationdire Genauigkeit (8.36)
gewiihrleistet. Die Reglerparameter sollen nun so bestimmt werden, dass die Dynamikma-

trix
A —-b (k" —k,c") —kb A 0 b
At ][ 4 2] [S]owoser v
beliebig vorgegebbare Eigenwerte besitzt. Mit den Definitionen
~ A 0 ~ b ~
A::{_CT 0], b::{o] und k"= [ kT — ke k| (8.45)

ist der Entwurf des PI - Zustandsreglers auf ein Eigenwertvorgabeproblem wie in den vorigen

Abschnitten zuriickgefiihrt. Damit die Eigenwerte der Matrix (A — BRT) beliebig vorgegeben
werden konnen, muss also das System

il 2= oz ]

d.h. die Serienschaltung aus Strecke und Integrator steuerbar sein. Das ist genau dann der
Fall, wenn die steuerbare Strecke (8.1) keine Nullstellen bei s = 0 besitzt.
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8.4. PI- ZUSTANDSREGLER 93

Zu beachten ist, dass nun (n+ 1) Eigenwerte vorgegeben werden miissen. Der Vektor k” kann
mit den bereits bekannten Methoden zur Eigenwertvorgabe ermittelt werden. Wie aus (8.45)
hervorgeht, entspricht die letzte Komponente von k’ dem Reglerparameter k;. Im Gegensatz
dazu gehen k” und k, aus den ersten n Komponenten von k” nicht eindeutig hervor. In vielen
Fillen wird zun#chst der Parameter k, gewihlt und danach der Vektor k¥ gemf3

K'=[Fk ... k] +ke" (8.46)
berechnet. Fine mogliche Wahl von k, lautet? beispielsweise

1

= TATH

(8.47)

Dadurch wird erreicht, dass der Regler bei einer konstanten Referenzgrofie r(t) = ry zum
Zeitpunkt t = 0 denjenigen Stellgroflenwert generiert, der dem konstanten Wert der Stellgrofie
u im stationdren Zustand entspricht.

Fiir das Modell

Z—’Z:“ —HH“]U’ y=[10 -10 ]x

einer Regelstrecke wird ein PI - Zustandsregler so entworfen, dass die drei(!) Eigenwerte des

Regelkreises bei s; = s9 = s3 = —2 liegen. Der Vektor k7 ist also so zu bestimmen, dass die
Matrix
N 1 00 1 o
A -bk = 1 =1 0| —| 1| [k k ksl
—10 10 0 0

die gewiinschten Eigenwerte besitzt. Diese Berechnung liefert
k" =[13 -7 —-08],

d.h. es gilt k; = —0.8. Fiir den Parameter k, wird der Wert k, = —0.3 gewihlt, woraus sich
iiber (8.46) der Vektor

k'=[13 -7]-03-[10 —10]=[10 —4 ]

ergibt. In Bild 8.8 ist der Verlauf der Ausgangsgrofie y fiir xo = 0 und r = o(t) dargestellt.
Der oberen Abbildung ist zu entnehmen, dass y asymptotisch den Wert der Referenzgrofie
annimmt. Der in der unteren Abbildung dargestellte Verlauf von y ergibt sich, wenn bei
Verwendung des gleichen Reglers im Simulationsmodell der Regelstrecke das erste Element
der ersten Zeile von A auf den Wert 0.9 geéindert wird. Man erkennt deutlich, dass in diesem
Fall die stationire Genauigkeit erhalten bleibt. ]

2dabei wird vorausgesetzt, dass die Strecke keinen Eigenwert bei s = 0 besitzt, d.h. A ist regulir.
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94 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Bild 8.8: Verlauf der Ausgangsgrofie y fiir xo = 0 und 7(¢) = o(t) bei Verwendung eines PI -
Zustandsreglers

Eine weitere Moglichkeit, einen PI-Zustandsregler auszulegen, besteht darin, seine (n + 2)
Reglerparameter so zu bestimmen, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) derjeni-
gen Fiihrungsiibertragungsfunktion entspricht, die sich mit einem klassischen Zustandsregler
ergibt. Gemif} (8.40) soll also

T(s)=V Z((Z)) (8.48)

gelten. Hierbei ist 1(s) das Zihlerpolynom der Regelstrecke und w(s) ist ein frei vorgebbares
Hurwitzpolynom. Mit dem reellen Faktor V' wird gewihrleistet, dass T'(0) = 1 gilt, d.h.

V=— (8.49)

Der in Bild 8.7 dargestellte Regelkreis entspricht einem Standardregelkreis, bei dem der offene
Kreis die Serienschaltung des PI-Reglers

_k?pS + k?z
S

R(s) =
und der Regelstrecke mit Zustandsriickfithrung, also

G(s) =cT (sE— (A —Dbk")) b _ i(s)
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8.4. PI- ZUSTANDSREGLER 95

ist. Das Zihlerpolynom der ungekiirzten Ubertragungsfunktion G(s) entspricht dabei dem
Zidhlerpolynom der Regelstrecke, das Polynom (s) kann mittels k' beliebig vorgegeben wer-
den. Fiir die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises gilt somit

k.
N uls —kp [ s+ ) p(s)
L(s) = R(s)G(s) = —<kp85+ ) Z((S)) = (Sw(i’;) : (8.50)

Um die in (8.48)angegebene Forderung zu erfiillen, muss L(s) der Bedingung

T(s) 1 Vpls)
L(s) = = 8.51
SR R R R (520
geniigen. Ein Vergleich von (8.50) und (8.51) verdeulicht, dass
ky =~V (8.52)
: ki\ . : - .
und dass der Linearfaktor (s + k_) ein Teiler von w(s) sein muss, d.h.
P
- k; .
w(s) = (8 + —) w*(s). (8.53)
kp
Setzt man (8.52) und (8.53) in (8.50) ein, so erhilt man
k.
1% (s + —Z) w(s)
L(S) _ kp Kuréung V,M(S) (854)

Man beachte, dass die in (8.54) angedeutete Kiirzung natiirlich nur dann zuléssig ist, wenn
die Bedingung
ki
V= >0 (8.55)

P
erfiillt ist. Aus (8.51) und (8.54) folgt nun unmittelbar, dass

sw*(s) = w(s) =V pu(s)

gelten muss. Da das Polynom (w(s) —V u(s)) wegen 7(0) = 1 eine Nullstelle bei s = 0
besitzen muss, kann w*(s) iiber die Relation

w*(s) = M (8.56)

ermittelt werden. Mit (8.53) gilt fiir das Polynom w(s) somit

w(s) = (s+7) w(s). (8.57)
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96 KAPITEL 8. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Der beschriebene Entwurfsprozess kann folgendermafien zusammengefasst werden:

w(0)
I Setze k, = -V = —=
: ” u(0)
II) Wihle v > 0 und berechne k; = k,
w(s) + ky i(s)
. (

IV) Berechne k” so, dass det(sE — (A — bk")) = @(s)

IIT) Setze w(s) =

s+7)

Gegeben sei das Modell

Z—jzl} _g}x+[1}u, yz[lO —10]x
einer Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion

10
s2 -1
Es soll ein PI - Zustandsregler so entworfen werden, dass der Regelkreis die Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion

P(s) =

4
T(Gs)= ——
)= 25 2as 74
besitzt. Geméif obigem Entwurfsschema (I) setzt man zunéchst
w(0) 4
ky=——==——=-04.
P= T 0) T 10
Mit der Wahl v = 2 erhilt man mit (II) dann
k% == ——0.8.
Fiir das Polynom w(s) ergibt sich nach (III)
2424 4—-04-10
B(s) = S F 28T (5+2) = (s +2.4)(s + 2).

S

Aus (IV) folgt dann
k'=[58 —14].

8.5 Wahl der Eigenwerte

In diesem Abschnitt werden Hinweise zur Wahl der Eigenwertkonfiguration des geschlossenen
Regekreises gegeben. Es wird die Vorgabe eines so genannten dominanten Eigenwertpaares
erliutert. Aus dem gewiinschten prozentualen Uberschwingen und der Anstiegszeit fiir die
Sprungantwort des Regelkreises kann die erforderliche Lage der Eigenwertpaares ermittelt
werden.
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8.5. WAHL DER EIGENWERTE 97

8.5.1 Dominantes Eigenwertpaar

FEine Moglichkeit, die Eigenwerte des geschlossenen Kreises zu wihlen, beruht auf der An-
nahme, dass das dynamische Verhalten des geschlossenen Regelkreises durch ein dominantes
Eigenwertpaar gepriigt ist, siehe hierzu auch Abschnitt 5.2.1. Hierbei ist zu beachten, dass
bei dieser Vorgangsweise prinzipiell vorausgesetzt werden muss, dass die Regelstrecke keine
Nullstellen besitzt.

Man geht davon aus, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion des Regelkreises niherungsweise

die Form 5) )
y(s wa )
T(s) = = t d <1 und w, .

(s) ) 1 s T mit 0<d<1undw, >0 (8.58)

besitzt. Die dominanten Eigenwerte s; » sind die Pole von T'(s), d.h.
s12 = —dw, £ jw,V1—d?. (8.59)

Analog zu Kapitel 5 wird das gewiinschte Verhalten des Regelkreises bei einem Sprung der
Referenzgrofe r durch das prozentuale Uberschwingen i und die Anstiegszeit ¢, spezifiziert.
Die ,Form” der Sprungantwort wird dabei ausschliellich durch den Parameter d festgelegt,
d.h. der Zusammenhang zwischen Uberschwingen i und Dampfungsgrad d ist eindeutig.Aus
dem Bild 8.9, oben kann zu vorgegebenem Uberschwingen der zugehorige Dampfungsgrad d
abgelesen werden. Der Parameter w,, ist ein Maf fiir die ,,Reaktionsfreudigkeit" des Systems.
Eine Verzehnfachung von w,, bedeutet beispielsweise, dass die Sprungantwort um den Faktor
10 ,,gestaucht” wird, eine Verkleinerung des Parameters entspricht einer Verlangsamung, d.h.
einer ,Streckung” des Sprungantwort. Mit Hilfe von Bild 8.9 (Mitte) kann bei bekanntem d
und vorgegebenem ¢, der Parameter w,, ermittelt werden.

Die Parameter d und w,, sollen so bestimmt werden, dass die Sprungantwort von (8.58) ein
prozentuales Uberschwingen ii = 10% und eine Anstiegszeit ¢, = 2 besitzt.

GemiB Bild 8.9 folgt aus der vorgegebenen Uberschwingweite unmittelbar d = 0.6. und
wpty ~ 2, d.h. w, =~ 1. [}

Die Lage der dominanten Eigenwerte s 5 in der komplexen Ebene ist in Bild 8.10, links eingeze-
ichnet. Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt |s; 2| = w,, und es folgt fiir den eingezeichneten
Winkel © unmittelbar

© = cos ' d. (8.60)

Das bedeutet, dass zu jedem Wert von i ein Winkel © berechnet werden kann, siehe Bild 8.9,
unten. Will man also beispielsweise erreichen, dass fiir die Sprungsantwort des Regelkreises
i < 10% gilt, so miissen die dominanten Eigenwerte in dem im mittleren Bild 8.10 grau
dargestellten Bereich liegen. Héufig wird auch noch die so genannte Ausregelzeit t (,settling
time”) angegeben, ab der sich die Regelgrofle y in einem 2%-Band um ihren stationdren
Endwert y., befindet, d.h. 0.98y, < y(t) < 1.02y, fiir ¢ > t,. Wie man zeigen kann,
miissen - unter Annahme von d < 0.9 - die Parameter d und w,, der Bedingung

4.7

dw, > (8.61)

S

t fir Regelungs— TU
u atisie ungs ec. ni “ Grazs
Instltu

und A tomat 3o tech. k
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Bild 8.9: Zur Ermittlung von d, w, und 6 aus i und ¢,

geniigen. Die zusitzliche Forderung (8.61) schrinkt den zuldssigen Bereich fiir die Lage der
dominanten Eigenwerte weiter ein, siehe rechtes Bild 8.10.

Fiir das Modell

dx 1 0 1
E_{l _1]X+[1}u, y-[lO —10]x

einer Regelstrecke soll ein PI - Zustandsregler so entworfen werden, dass die Sprungantwort
des Regelkreises die Eigenschaften i = 10% und ¢, = 1 erfiillt. Man beachte, dass der offene

Kreis fiir k, # 0 eine Nullstelle an der Stelle s = —% besitzt. Um die beschriebene Methodik

der Wahl verwenden zu kénnen, wird daher &, = 0 gzewéihlt?’.
Aus Bild 8.9 kénnen die Parameterwerte

d=10.6 und Wy = 2
abgelesen werden, d.h. das dominante Eigenwertpaar soll bei

S1,2 = —-1.2+ j16

3 Alternativ koénnte auch das im vorigen Abschnitt beschriebene Entwurfsschema verwendet werden.
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Bild 8.10: Zur Lage der dominanten Eigenwerte in der komplexen Ebene

99

liegen. Der dritte Eigenwerte s3 darf das Ubertragungsverhalten des Regelkreises nicht sig-
nifikant beeinflussen, d.h. er muss hinreichend weit nach ,links” geschoben werden. Wie Bild
8.11 zu entnehmen ist, fithrt eine betragsmiflige Vergoflerung von sz zu einer Erhchung der
Stellgrofe. Im vorliegenden Fall stellt s3 = —4 einen guten Kompromiss dar, die vorgegebenen
Spezifikationen werden zufriedenstellend erfiillt.Fiir den Vektor der Reglerparameter k” erh:lt

Bild 8.11: Sprungantwort des Regelkreises fiir verschiedene Werte von ss.

marn

k" =[146 —82 —16],
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d.h. der PI-Zustandsregler ist durch
k" =[146 —82], k,=0 und k =-1.6

gegeben. ]
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Kapitel 9

Entwurf von Zustandsbeobachtern

9.1 Einfiihrung

Bei den Uberlegungen im vorigen Kapitel wurde stets angenommen, dass alle Zustands-
groflen der Regelstrecke messbar sind, d.h. der gesamte Vektor x steht dem Regler zur Ver-
fiigung. Bei praktischen Anwendungen ist diese Annahme héufig nicht gerechtfertigt. Oft
ist die messtechnische Erfassung bestimmter Zustandsgrofien aufgrund kostspieliger Sensorik
unwirtschaftlich oder sie ist technisch sogar unmoglich. Die Grundidee des so genannten Zus-
tandsbeobachters besteht nun darin, auf Basis des mathematischen Modells n-ter Ordnung

der Regelstrecke

d
d_)t( = Ax+ bu mit  Xg...unbekannt (9.1)
y=clx

nicht-messbare Zustandsgrofien zu rekonstruieren.

Im vorliegenden Fall wird angenommen, dass die Ausgangsgrofle y messbar ist und alle n
ZustandsgroBlen mit Hilfe eines Beobachters geschitzt werden miissen. Der Zustand X des
Beobachters soll sich asymptotisch dem Streckenzustand nédhern, d.h.

tlim x(t) = tlim x(t).

Anstelle der bisher als messbar voausgesetzten Zustandsgroffen x; werden deren Schiitzwerte
Z; im Regelgesetz verwendet, d.h. der Zustandsregler (8.34) lautet dann

w=—Y kidi+Vr=-kK'&tVr (9.2)

i=1

9.2 Trivialer Beobachter

Eine sehr naheliegende Idee zur Rekonstruktion des Zustandsvektors besteht darin, den
Beobachter als Kopie des Streckenmodells anzusetzen, d.h.
dx

— =A% +bu. (9.3)

101
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102 KAPITEL 9. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

Wie in Bild 9.1 angedeutet, wird dieses Modell mit der gleichen Stellgrofie u wie die Regel-
strecke angesteuert und zur Berechnung von X geniitzt, wobei iiblicherweise Xo = 0 gesetzt
wird. Der Schétzfehler

u Regel- y

strecke
X

>

d—§‘=Aﬁ+bu—>

dt

trivialer
Beobachter

Bild 9.1: Prinzip des trivialen Beobachters

charakterisiert die Abweichung des Schétzwertes X vom tatséchlichen Zustand x. Sein
zeitliches Verhalten wird durch

de_dx dx 91

pril e ) Ax + bu—A% — bu= Ae (9.5)

beschrieben, wobei ey = xo — Xo gilt. Aus der Schiitzfehlerdynamik (9.5) folgt unmittelbar,

dass der Schiitzfehler ausgehend von beliebigem ey genau dann asymptotisch gegen Null strebt,
d.h.

tli%loe@) =0,

wenn die Matrix A eine Hurwitzmatrix ist. Das bedeutet, dass die Zustandsgrofien des triv-
ialen Beobachters (9.3) genau dann asymptotisch gegen die Zustandsgrofien der Regelstrecke
konvergieren, wenn die Regelstrecke (9.1) asymptotisch stabil ist, d.h. die Schétzfehlerdynamik
ist starr vorgegeben. Weiters besteht keinerlei Moglichkeit, bei der Beobachtung den Einfluss
von Storungen, Parameterschwankungen und Modellierungsfehlern zu beriicksichtigen. All
diese Tatsachen schrinken die Anwendbarkeit des trivialen Beobachters sehr stark ein, er ist
daher fiir den praktischen Einsatz de facto ungeeignet.

9.3 Luenberger-Beobachter

Auch der so genannte Luenberger-Beobachter niitzt das mathematische Modell (9.1) zur
Schitzung des Streckenzustandes. Im Gegensatz zum trivialen Beobachter wird hier aber
auch die messbare Ausgangsgrofe y fiir die Ermittlung von X verwendet. Dazu wird y mit der
Ausgangsgrofie § = cI'& des Beobachters verglichen und die Differenz (y — §) zur ,,Korrektur”
von X verwendet. Wie in Bild 9.2 zu erkennen ist, ensteht so eine Riickkopplung innerhalb
des Beobachters.
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9.3. LUENBERGER-BEOBACHTER 103

u ‘ Regel-
strecke

L K _ Ax+bu+1(y—7)
dt %
j=c'% .

Luenberger-Beobachter

Bild 9.2: Beobachter nach Luenberger

Das mathematische Modell des Beobachters lautet somit

dx

— =AX+bu+l(y—7y
dt X:" UT": (v—19), (9.6)
g=c'x
bzw. i3
= (A-lT) %+ butly (9.7)
wobei

'=[lhL o ... I, ] (9.8)

der geeignet zu bestimmende Vektor der Beobachterparameter bzw. , Beobachterverstirkun-

gen” ist. Setzt man nun § = c¢’& und y = c’x in (9.6) ein, so erhilt man
3
= (A-1c") K +1c"x + bu.

Fiir die Dynamik des Schéitzfehlers (9.4) ergibt sich damit

‘CZZ—‘: = Ax+bu—(A-1c")x—1lc'x—bu=(A-1c")x— (A-Ic")x=(A—-1c")e (9.9)
Wie zu erkennen ist, kann die Schitzfehlerdynamik (9.9) iiber der Vektor 1 gezielt beeinflusst
werden. Analog zum Zustandsreglerentwurf soll der Vektor 1 so bestimmt werden, dass die
Dynamikmatrix des Schétzfehlers (A — lcT) beliebig vorgebbare Eigenwerte besitzt.

Ein Vergleich von (9.9) mit (8.4) verdeutlicht, dass der Beobachterentwurf, also die Ermittlung
von 1, sehr #hnlich strukturiert ist wie der Zustandsreglerentwurf, also die Ermittlung von k7.
In der Tat unterscheiden sich die Dynamikmatrizen des Schétzfehlers (A — lcT) und des

geschlossenen Regelkreises (A -b kT) nur dadurch, dass der Vektor 1 der ,linke Faktor” des
dyadischen Produktes (1 CT) ist, withrend k” der ,rechte Faktor” des dyadischen Produktes
(b kT) ist. Sehr hilfreich erweist sich an dieser Stelle die Tatsache, dass die Eigenwerte einer
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104 KAPITEL 9. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

quadratischen Matrix W identisch sind mit den Eigenwerten der transponierten Matrix W7
Wenn man also bei der Eigenwertvorgabe anstelle von (A — lcT) die Matrix (A — lcT)T =

(AT —c IT) betrachtet, dann sind Beobachterentwurf und Zustandsreglerentwurf strukturell
identisch! Der Beobachterentwurf kann somit auch so interpretiert werden, dass fiir das so

genannte duale System

% =ATz+cv (9.10)

ein Zustandsregler der Form
v=—-1"g (9.11)

ermittelt wird. Alle Uberlegungen aus dem vorigen Kapitel zum Zustandsreglerentwurf kiénnen
also unversindert auf den Beobachterentwurf iibertragen werden.

Notwendig und hinreichend dafiir, dass die Eigenwerte von (AT —c lT) bzw. (A — lcT) be-
liebig platziert werden konnen, ist die Steuerbarkeit des dualen Systems (9.10). Das bedeutet,
dass die zugehorige Steuerbarkeitsmatrix

A~

S.=|c Afc ... (AT)nflc} (9.12)

regulér sein muss. Durch Bildung der transponierten Matrix

ST = _ B, (9.13)

CTan_l

erkennt man, dass das duale System genau dann steuerbar ist, wenn die Regelstrecke (9.1)
beobachtbar ist.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke

d 01 0
E-[8 4] [t)e v rrore

Es soll ein Zustandsbeobachter der Form (9.7) so entworfen werden, dass die Dynamikmatrix
der Schiitzfehlerdynamik (9.9) zwei Eigenwerte an der Stelle s = —1 besitzt.

Zunichst wird mit Hilfe der reguliren Beobachtbarkeitsmatrix

%] =]

gezeigt, dass die Beobachtbarkeit des Streckenmodells gegeben ist. Die Eigenwerte der Matrix

(A—1CT):H ;]_[H[l 0}:[1__lll2 H
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9.4. DER BEOBACHTER IM REGELKREIS 105

konnen somit beliebig platziert werden. Die reellen Konstanten /; und /5 miissen so bestimmt
werden, dass das charakteristische Polynom von (A — lcT) dem Wunschpolynom

w(s)=(s+1)>=s>+2s+1
entspricht, d.h.

8"—[1 -1

det|:lg—1 s—2

:|:S2+(ll—2)S+(l2—2ll—1)és2—|—28—|—1.

Der Koeffizientenvergleich liefert [y = 4 und Iy = 10, d.h. das Beobachtermodell ist durch
L X+ ; u+ !
at | =9 2 1 10 | Y

gegeben. ]

Natiirlich kann auch die im vorigen Kapitel hergeleitete Formel von Ackermann fiir den
Beobachterentwurf eingesetzt werden. Hierfiir sind in (8.27) die entsprechenden Groflen des
dualen Systems (9.10) einzusetzen, d.h.

17 = tTw(AT), (9.14)
wobei t7 die letzte Zeile der inversen ,dualen” Steuerbarkeitsmatrix (9.12) ist.

Fortsetzung. Verwendet man zur Losung des vorigen Beispiels die Formel von Ackermann,
so ist zunéichst t7 zu ermitteln, d.h.

(o 1)8 = [0 1]@) " =[01]|y 7] [0 1]
Mit (9.14) folgt dann

I = (A7) +2A7 + E) = [ 0 1][2 140}:[4 0]

9.4 Der Beobachter im Regelkreis

Der Schitzwert X fiir den tatsiichlichen Zustand x der Regelstrecke wird nun zur Regelung
der steuerbaren und beobachtbaren Strecke mittels eines Zustandsreglers der Form

u=—k'&+Vr (9.15)

verwendet. Der resultierende Regelkreis, bestehend aus Strecke, Beobachter und Zustands-
regler ist in Bild 9.3 dargestellt.
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106 KAPITEL 9. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

v

v

r ‘> u Regel- y
C‘D_ strecke X

é=(A—lcT)§<+bu+ly
dt

Beobachter
@4 X
Regler

Bild 9.3: Regelkreis, bestehend aus Strecke, Zustandsregler und Beobachter

Setzt man das Regelgesetz (9.15) in das Streckenmodell (9.1) und den Beobachter (9.7) ein,
so erhélt man

%:Ax—ka)‘c+er, y=clx
und

dx T T\ & T

i (A—lc — bk )x+lc x+bVr.

Das mathematische Modell des Gesamtsystems kann auch in der kompakten Form

d[x] [ A —bk” x1, [b],
at | % |~ | 1" A—1c"—bK" || % b | "

. (9.16)
y=1[c" 0" ] [ .

X

angeschrieben werden. Die Systemordnung des Regelkreises betrigt also 2n, entspricht also
der doppelten Streckenordnung. Die Dynamikmatrix des Gesamtsystems wird offensichtlich
maflgeblich von den Vektoren k” und 1 beeinflusst. Es ist eine #uflerst bemerkenswerte Eigen-
schaft dieser Matrix, dass sich ihre 2n Eigenwerte aus den Eigenwerten von (A — ka) und
(A — lcT) zusammensetzen. Das bedeutet, dass man Zustandsregler- und Beobachterentwurf
voneinander unabhdngig durchfithren kann! Dies ist das so genannte Separationstheorem, das
im néchsten Abschnitt bewiesen wird.

9.4.1 Separationstheorem

Zur Herleitung des Separationstheorems wird das System (9.16) der reguléiren Zustandstrans-
formation

; } (9.17)
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9.4. DER BEOBACHTER IM REGELKREIS 107

unterworfen, d.h. in (9.16) wird X = x — e gesetzt. Daraus folgt

Z—’;:Ax—ka(x—e)ervr: (A —bk")x+bk'e+bVr,

die Schitzfehlerdynamik lautet nach (9.9)

de_

i (A—ICT) e.

In kompakter Schreibweise lautet das transformierte System somit
d[x]_[A-bk" bk" x| _[bV],
dt|e| 0 A-1lc" || e 0

_ [ T X
y=[c" 0]

(9.18)

Die transformierte Dynamikmatrix besitzt eine eine so genannte Block-Dreieckstruktur, d.h.
fiir ihr charakteristisches Polynom A(s) gilt

A(s) = det [sE — (A = bk")] - det [sE — (A —1c")].

Da die Eigenwerte der Block-Dreiecksmatrix identisch sind mit den Eigenwerten der Dynamik-
matrix des Originalsystems (9.16), ist damit das Separationstheorem bewiesen.

Gegeben sei das steuerbare Modell

Z—?:[} _?]x+{}}u, y:[l() —10}x

einer Regelstrecke. Es wird ein Zustandsregler der Form (8.2) so entworfen, dass die Eigenwerte
des Regelkreises bei s; = s = —2 liegen. Wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, besitzt der

Zustandsregler die Parameter
kK'=[5 —1].

Zur Schitzung der Zustandsgroflen wird ein Zustandsbeobachter der Form (9.7) eingesetzt.
Der Vektor 1 wird so bestimmt, dass die Eigenwerte der Schitzfehlerdynamik (9.9) bei s3 =
s4 = —6 liegen, man findet

1"=[49 3.7].

In Bild 9.4 sind die Verlidufe der Zustandsgréfien der Regelstrecke fiir
xg =] —08 —25 |

dargestellt, die zugehorigen Schiitzwerte sind punktiert eingezeichnet. [ ]
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108

Bild 9.4: Verldufe der Zustandsgroflen xy, x5 der Regelstrecke und der zugehorigen Schitzwerte

(punktiert).
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Kapitel 10

Entwurf von Vorsteuerungen

10.1 Einfiihrung

Das Fiithrungsverhalten eines Regelkreises kann durch Einsatz einer so genannten Vorsteuerung
stark verbessert werden. Die grundlegende Idee einer modellbasierten Vorsteuerung besteht
darin, auf Basis des Streckenmodells den Stellgréflenverlauf so zu berechnen, dass die Regel-
grofle der vorgegebenen Referenzgrofie entspricht. In den folgenden Abschnitten wird der
Entwurf von modellbasierten Vorsteuerungen fiir den Standardregelkreis und fiir Zustands-
regelungen vorgestellt. Dabei erweisen sich so genannte flachheitsbasierte Steuerungen als
besonders einfach und leistungsfihig.

10.2 Entwurf fiir den Standardregelkreis

Im bisher behandelten Standardregelkreis aus Bild 10.1 gilt die Relation
r e

g
H?H R(s) |“o P(s) [0

Bild 10.1: Standardregelkreis

(5) = T(5) 7(s) + S(5) d(s) = o2 - f(};z;(]ﬁzs) ) + T R(ls) B (10.1)

Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) und Stoériibertragungsfunktion S(s) kénnen offensichtlich
nicht unabhingig voneinander gewihlt werden, denn es gilt

T(s)+ S(s) = 1.
Erweitert man nun den Standardregelkreis, wie in Bild 10.2 dargestellt, um einen Vors-

109
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110 KAPITEL 10. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

V(s) Uy J
r ¢ Uy p(s) |—>C-T>

—»(f—» R(s) ™

Bild 10.2: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden

teuerungszweig mit der Ubertragungsfunktion V(s), so gilt

R(s)P(s)+V(s)P(s) _ 1 -

In Form der Ubertragungsfunktion V(s) steht somit ein zusitzlicher Freiheitsgrad zur
Verbesserung des Regelkreisverhaltens zur Verfiigung. Aus diesem Grund spricht man auch
von einem Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden. Diese Regelkreisstruktur, die auch in indus-
triellen Anwendungen héufig eingesetzt wird, besitzt einige interessante Eigenschaften: Mittels
V(s) kann das Fiihrungsverhalten verbessert werden, ohne die Stabilitéit des Regelkreises zu
beeinflussen. Das bedeutet weiters, dass die Vorsteuerung V'(s) und der Regler R(s) weitge-
hend unabhéingig voneinander entworfen werden kénnen.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Streckeniibertragungsfunktion

p(s) _ pot s+ pips® 4o+ phy, s
v(s) Vo + 118+ 182+ ..+ u,st

P(s) = mit  m < n, (10.3)

wobei die Koeffizienten von Zahlerpolynom gi(s) und Nennerpolynoms v(s) als reell vorausge-
setzt werden. Die Differenz von Nennergrad und Zihlergrad, also

d:=n—m (10.4)

nennt man auch den relativen Grad des Systems, wobei offensichtlich 0 < § < n gilt. Zur
Ermittlung der Vorsteuerung wird nun untersucht, wie - unter Annahme von uyp = 0 - das
Signal uy gewéhlt werden muss, damit die Regelgrofie y der vorgegebenen Referenzgriofie r
entspricht.

10.2.1 Entwurf durch ,direkte Inversion” der Regelstrecke
Es wird die in Bild 10.3 dargestellte Anordnung betrachtet, d.h. es gilt

y(s) = P(s)uy(s) = P(s) V(s)T(s). (10.5)

V(s) =P !s) = = (10.6)
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10.2. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 111

—» V(s)

P(s)

Bild 10.3: Ermittlung des Stellsignals wuy

erfiillt ist. Daraus folgt unmittelbar

U = sfs:ﬁfs
av(s) = Vis)r(s) = 5 ) (10.7)

~—

bzw.
(1o + 115 + pos™ + ..o+ p1,8™) v (s) = (Vo +vis+vas” + ...+ v,s™) 7(s). (10.8)

Im Zeitbereich wird der Zusammenhang zwischen der zu ermittelnden Grofle uy und der
vorgegebenen Referenzgrofie r also durch die Differentialgleichung
duy d™uy dr d"r

s = — 4 ... n—— 10.9
Mo Wy + g dt+ + Ly, P VOT+V1dt+ +v T (10.9)

beschrieben. Die zeitlichen Ableitungen von r kénnen aus dem vorgegebenen Verlauf der
Referenzgrofie ermittelt werden, d.h. die rechte Seite der Differentialgleichung (10.9) kann als

d dr
wi=vor+ Vld_: +...+ l/n%: bzw. w(s) = v(s)r(s) (10.10)
zusammengefasst werden. Damit lautet die Berechnungsvorschrift fiir uy im Zeitbereich
dUV deV
—+... — = 10.11
oy + Hy—= o s =, (10.11)
bzw. im Bildbereich
1
uy(s) w(s). (10.12)

:,u0+,u15+,u252+...+umsm

Die Struktur des resultierenden Regelkreises ist in Bild 10.4 dargestellt, wobei die geeignete
Wahl der hinreichend of differenzierbaren Referenzgrofie r hier als ,,Planung” bezeichnet wird.
Man beachte, dass vorausgesetzt werden muss, dass das charakteristische Polynom der Dif-
ferentialgleichung (10.11), also das Ziahlerpolynom von P(s) ein Hurwitzpolynom ist. An-
derenfalls fithrt die numerische Ermittlung von uy zu exponentiell wachsenden numerischen
Fehlern. Auflerdem kann die Grofie uy sehr grofle Werte annehmen bzw. iiber alle Grenzen
wachsen, was die Methodik praktisch unbrauchbar macht.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

_ s+l pls)
P(s) = s(s—2)  wv(s)

Die Differentialgleichung zur Ermittlung von uy lautet somit
duy dr  d*r

W T Tt T
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112 KAPITEL 10. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

(s) Uy K
R(s) |- »O-%l P(s) |0

Bild 10.4: Mogliche Ermittlung von uy, wenn p(s) ein Hurwitzpolynom ist

10.2.2 Flachheitsbasierter Entwurf

Die Vorgangsweise zum Entwurf einer Vorsteuerung wird nun so modifiziert, dass auch eine
Anwendung auf Regelstrecken moglich ist, deren Zéhlerpolynom kein Hurwitzpolynom ist. Es
wird - wieder unter der Annahme ur = 0 - ermittelt, wie denn uy gewiihlt werden muss,
damit der Verlauf der Regelgrofle y zufriedenstellend ist. So soll beispielsweise bei einem
Arbeitspunktwechsel die Regelgrofle innerhalb einer vorgebbaren ,, Transitzeit” 77 von einem
konstanten Ausgangswert 34 in einen konstanten Endwert yg iibergefiihrt werden.

Z
Wl L T u(s) 2>

A4

Bild 10.5: Einfithrung der Hilfsgrofle 2

Dazu wird gemif Bild 10.5 eine Hilfsgrofle z so eingefiihrt, dass gilt

2s) = e () = 5 96, (10.13)

Interpretiert man z als Ausgang der Strecke, so besitzt das zugehorige Eingangs-, Ausgangsver-
halten den relativen Grad n. Ein solcher Ausgang wird auch flacher Ausgang bezeichnet.

Man kann nun Regelgrofie y und Stellsignal uy im Bild- und Zeitbereich als Funktion der
Hilfsgrofle z darstellen, es gilt

m

_ m\ = dz z
U(s) = (o + pas + pos® + ...+ p,s™) Z(s)  bzw.  y = pg A ey v (10.14)

und

Uy (s) = (vo+vis+ 128 + ... +1v,s") Z(s)  bzw. uy =g z—H/l%jL. : .—H/n%. (10.15)
Die Idee der Methodik besteht nun darin, mit Hilfe von (10.14) einen Soll-Verlauf z* fiir die
Grofle z zu konstruieren, der mit den gewiinschten Eigenschaften von y konsistent ist. Mittels
(10.15) wird dann das zur Erreichung von z = z* erforderliche Stellsignal ermittelt. Eine
zentrale Bedeutung kommt somit der geschickten Konstruktion der Zeitfunktion z* zu, man
spricht in diesem Zusammenhang auch von ,, Trajektorienplanung”.
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10.2. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 113

Trajektorienplanung

FEine Moglichkeit besteht darin, z* als Polynom
() =70+ 1t Y+ At (10.16)

mit einem geeigneten Polynomgrad p anzusetzen. Die Polynomkoeffizienten v, miissen so bes-
timmt werden, dass - unter Annahme von z = z* - die Regelgrofle y einen zufriedenstellenden
Verlauf besitzt. Bei einem durch y,, yg und Tr charakterisierten Arbeitspunktwechsel sind
gemif} (10.14) die Polynomkoeffizienten also so zu bestimmen, dass die Bedingungen

2*(0) = Z—A =2, 2(Tr)= :Z—E =: 25 (10.17)
0 0

und - im Sinne eines hinreichend glatten Verlaufes von z* und y -

diz*
dti

_ diz*
At

=0 fir i=1,...5x (10.18)

t=Tr

t=0

erfiillt sind. Die Erfiillung der obigen (2sr + 1) Bedingungen ist prinzipiell nur dann moglich,
wenn fiir den Polynomgrad p > 2s¢+ 1 gilt. Setzt man s = n und wihlt p = 2n+ 1, so besitzt
gemif (10.14) die Grole y die Eigenschaften

d'y
dt

_dy
0 dtt

=0 far i=1,...6, (10.19)

t=Tr

y(0)=ya, y(Tr)=yr und

wobei § der relative Grad ist, siehe (10.4). Nimmt man an, dass fiir t > T die Regelgrofe y
den konstanten Wert yg beibehalten soll, d.h. 2*(t) = Zf fiir t > Tr, so weist fiir die Wahl
p = 2n + 1 gemif (10.15) das Stellsignal uy an der Stelle ¢ = T keine Unstetigkeit auf, da
dann alle Ableitungen von z* bis zur Ordnung n verschwinden.

Gegeben sei eine Regelstrecke der Ordnung n = 1. Die Ausgangsgrofle y der Strecke soll aus-
gehend von y(0) = y4 innerhalb der vorgebbaren Zeit T in den Wert y(Tr) = yg iibergefiihrt
werden. Fiir z* wird ein Polynom (10.16) mit dem Polynomgrad p = 2n + 1 = 3 angesetzt,
d.h.

ZM(t) = Yo+ 71t + 72t2 + 73t3-

Die vier Koeffizienten werden nun so bestimmt, dass gem#f (10.17) und (10.18) die vier Be-
dingungen

YE dz 0 und dz

el -0
Ho Ho dt |,_g dt t=Tp

erfiillt werden. Wie man leicht iiberpriifen kann, folgt daraus unmittelbar

3 2

Yo =24 71=0, 72=ﬁ(22—z}3), V3 = —73 (25 — 24)
T
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114 KAPITEL 10. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

bzw.
2*(t) =24 + (25 — 23) (3T2 ZF) (10.20)

Allgemein ergibt sich aus (10.17) und (10.18) fiir eine Strecke der Ordnung n und eine Poly-
nomordnung p = 2n + 1 eine Solltrajektorie

2041

() = 25+ (2 — 23) Z%TZ, (10.21)
i=n+1

die Koeflizienten 7, sind in folgender Tabelle fiir n = 1 bis n = 5 angegeben. Fiir n =1
entspricht 2*(¢) dem in (10.20) angegebenen Polynom.

126 —420 540 =315 70
462  —1980 3465 —3080 1386 —252

n an+1 &n+2 &n+3 &n+4 an+5 &n+6

113 -2

210 —15 6

3135 —84 70 —20 (10.22)
4

5

Das Stellsignal uy, das bewirkt, dass die Grofle z ihrem Wunschverlauf z* entspricht, kann
mit Hilfe von (10.15) berechnet werden, es gilt

dz* n n d"z*
B
dt dtm

uy = vp2" + v, (10.23)

Dabei ist natiirlich zu darauf achten, dass beim Arbeitspunktwechsel der zur Verfiigung ste-
hende Stellbereich gut ausgeniitzt wird. Dies kann durch entsprechende Wahl der Transitzeit
Tr erreicht werden.

Der resultierende Regelkreis ist in Bild 10.6 dargestellt. Die eingezeichnete ,,Referenzgrofie” r

v(s) g
|P1anungz* ,U(s)}—r><f£> R(s) ?( Uy P(s) —> I»
R

Bild 10.6: Prinzip der flachheitsbasierten Vorsteuerung

ist derjenige Verlauf der Regelgrofle y, der sich fiir z = z* ergibt, d.h.

. dz* dmz*
r(t) = y(t)].—. = po 2" + Py +...F Fom™ g (10.24)

fiir Regelungds
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10.3. ENTWURF FUR ZUSTANDSREGELUNGEN 115

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

Pls) = =1 _ 1(s)

Cos(s+2)  v(s)
d.h. n = 2. Die Ausgangsgrofie soll in der Transitzeit T = 3 von einem Anfangswert y4 = 0
in einen Endwert ygr = 4 gebracht werden. Aus diesen Vorgaben ergibt sich mit (10.21) nach
kurzer Rechnung die Solltrajektorie
60,0 24

)= -t + =t -

45
27 81 243

Daraus kénnen nun mit (10.23) und (10.24) das Steuersignal und die Referenzgrofle fiir den
Regelkreis berechnet werden:

Die Regleriibertragungsfunktion

s+ 2
R(s)=—4
(s) s+ 8
wurde so ermittelt, dass die Storiibertragungsfunktion zwei Pole bei s = —2 besitzt. In Bild

10.7 sind Ergebnisse einer numerischen Simulation des Regelkreises abgebildet. Es ist zu
erkennen, dass durch die Vorsteuerung die Regelgrofie wie gewiinscht in der vorgegebenen Zeit
Tr = 3 von y4 = 0 nach yg = 4 gebracht wird. In dieser Phase leistet der Regler keinen
sichtbaren Beitrag up zur Stellgrofle. Erst beim Einwirken einer Stérung d ab ¢ > 4 ist ein
deutlicher Reglereingriff ug zu erkennen.

|

10.3 Entwurf fiir Zustandsregelungen

Analog zu dem oben vorgestellten Verfahren kann auch eine Zustandsregelung um eine modell-
basierte Vorsteuerung ergéinzt werden. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das steuer-

bare Streckenmodell J
d_)t{ = Ax+bu, y=c'x (10.25)
Der relative Grad ¢ gibt an, wie oft y nach der Zeit abgeleitet werden muss, bis eine explizite

Abhéngigkeit von u gegeben ist, d.h.
cb=0, c"’Ab=0, ... c"A?b=0 und cTA"'b#0. (10.26)

Man kann zeigen, dass 0 < § < n gilt. Das System (10.25) wird flach genannt, wenn es einen

so genannten flachen Ausgang
z=ATx (10.27)

gibt, der einen relativen Grad n besitzt, d.h.

A'b=0, ATAb=0, ... A" ?b=0 und ATA"'b=x#£0, (10.28)
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116 KAPITEL 10. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

Bild 10.7: Signalverldufe in einem Regelkreis geméfl Bild 10.6

wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit x = 1 gesetzt werden kann. Aus (10.28) folgt,
dass der gesuchte Vektor AT der Bedingung

A[b Ab ... A"?p A"'b]=[00 ... 0 1],

d.h.
A'S,=[00 ... 0 1] (10.29)

geniigen muss, wobei S, die zu (10.25) gehorige Steuerbarkeitsmatrix ist. Da das System
(10.25) steuerbar ist, gilt
Af=[00 ... 0 1]8S.", (10.30)

d.h. AT ist die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix. Fiir Systeme der Form (10.25)
ist Flachheit somit gleichbedeutend mit Steuerbarkeit.

Fiir die Ableitungen des gefundenen flachen Ausgangs (10.27) erhélt man unter Beriicksichti-
gung von (10.28)

2 n—1
2= ATk, % =z =ATAx, dz _ 5 =ATA% "z =1 _ AT A1y
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10.3. ENTWURF FUR ZUSTANDSREGELUNGEN 117

d.h. ) } }
z AT
2 ATA
ol =] ATA? | x=Tx (10.31)
Z(n.fl) ATAn—l
Wie aus Abschnitt 8.2.3 bekannt ist, liegt das transformierte System mit den Zustandsgrofien
2, %, ...2 1 in der Regelungsnormalform vor, d.h.
[ ] [0 1 0 o 17 2 ] [0 ]
z : 1 . z 0
LA - 20410 u (10.32)
at | - -0 . ’
: 0 e 1 : -
L z(n—l) | | —Qp —CQ1 ... —0n—1 | L Z(n_l) | | 1 |
wobel «ay, . .., o, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms A(s) der Matrix A sind.

Eine Ruhelage x = xp der Regelstrecke wird in den transformierten Zustandsgréfien durch
z = A'xp, 20 = 0 fiir i > 0 dargestellt. Das bedeutet, dass der Ubergang zwischen den
Ruhelagen x4 und xg durch eine polynomiale Solltrajektorie z* fiir den flachen Ausgang z
beschrieben werden kann, wobei das Polynom den Bedingungen (10.18) und

Z0) =2y =A"x4 und 2(Tp) = 25 = ATxp. (10.33)

geniigen muss. Analog zu den Betrachtungen in den vorigen Abschnitten wird auch hier die
Solltrajektorie (10.21) herangezogen, wobei die Polynomkoeffizienten der in (10.22) angegebe-
nen Tabelle entnommen werden konnen.

Diejenige Stellgrofle u = uy, die zum geplanten Verlauf z* der Grofle z fithrt, kann aus der
letzten Differentialgleichung in (10.32) ermittelt werden, d.h.
dz* Atz dre

pm +...tan ) + e bzw.  u,(s) = A(s) z2*(s).  (10.34)

UV:(]{OZ*+(]{1

Uber (10.31) konnen die zugehorigen Verldufe des Streckenzustands und der Ausgangsgrofie y
ermittelt werden, es gilt

x=T"[z 2 ... 200 ]" (10.35)

und
y=c'x=c"T'[ 2 2 2(n=1) }T =¢" [z 2 ... 27D }T. (10.36)

Man beachte, dass der Vektor ¢’ die Struktur
¢l = [ co ... Cps 0 ... O}

besitzt, wobei aufgrund von (10.4) ¢,_s # 0 gewiihrleistet ist. Der resultierende Regelkreis,
bestehend aus einem Zustandsregler und einer Vorsteuerung ist in Bild 10.8 abgebildet.Man
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Regel- y

strecke

X
kT

EE;%;$[:T%.“[MT

Vorsteuerung Regler

Bild 10.8: Zustandsregelung, erginzt um eine Vorsteuerung

beachte, dass die dargestellte Struktur aus dem in Bild 8.2 dargestellten Regelkreis hervorgeht.
Anstelle von ur und xp werden die von der Vorsteuerung generierten Groéfien (10.34) und
(10.35) aufgeschalten. Im Idealfall liefert die Zustandsriickfithrung keinen Beitrag zur Stell-
grofle.

Fiir die Regelstrecke zweiter Ordnung

dx 1 2 - 1
it |24 1|
Yy = [ 20 } X
wurde ein Zustandsregler u = —kTx = — [ 1% 7% } x so entworfen, dass die Eigenwerte des
geschlossenen Regelkreises bei s; = so = —2 liegen. Das System befindet sich zunéchst in der

durch x4 = [ -2 1

Tr = 2 in die Ruhelage xp = [ 1 —-0.5 }T, ug = 0 iibergefiithrt werden. Hierfiir wird die
Zustandsregelung um eine flachheitsbasierte Vorsteuerung ergénzt.

}T , ug = 0 charakterisierten Ruhelage und soll innerhalb der Transitzeit

Gemif (10.27) und (10.30) gilt fiir den flachen Ausgang
N
wobei der Sollverlauf z* unter Beriicksichtigung von (10.33), d.h.
A=Ax4=1 und =z =A"xp=-05

gemif (10.21) ermittelt wird, d.h.
t3 ¢ £
2X(t) = 24 + (2 — 24) (10— — 15— + 6—) :
A+ h =) (Mg~ 1o+ O

Nach (10.34) errechnet sich die Stellgrofie zu

d?z* _Ldz
dt? dt

uy =
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10.3. ENTWURF FUR ZUSTANDSREGELUNGEN 119

und fiir die zugehorigen Werte des Streckenzustands gilt geméfl (10.35)

S HE IR HE I

In Bild 10.9 sind die Verlidufe der Zustandsgrofien und der Stellgrofle dargestellt. Zum Vergleich
sind auch die entsprechenden Verldufe fiir den Regelkreis ohne Vorsteuerung eingezeichnet.

I I
mit Vorsteuerunng

B ohne Vorsteuerung  H

\ \ \ \ \ \
| | | | | | mit Vorsteuerunng
OF-—<--- N R I P A R T ohne Vorsteuerung
| T T

mit Vorsteuerunng

ohne Vorsteuerung

Bild 10.9: Verldufe von x1, 5 und u in einem Regelkreis mit (blau) und ohne Vorsteuerung.

Man beachte auch, dass der Zusammenhang zwischen den Ruhelagen x4, u4 und Xz, ug und
zugehorigen konstanten Werten y4 und yg der Regelgrofie aufgrund der Beobachtbarkeit der
Regelstrecke eindeutig ist. Es gilt némlich

ya=c'xy, und yp=clxg

sowie

d
% =0 = c’Axy +c’buy und 0=clAxg+ c'bug,

c’ 0 0
[y;}:[CTA}XA+[CTb:|UA und [yg]:ByxElech}uE
——

d.h.
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