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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Uberpriifung der asymptotischen Stabilitit bzw. der BIBO-Eigenschaft zeitkontinuier-
licher linearer zeitinvarianter Systeme

dx

— = Ax + bu =c’x

dt * Y
mit dem Zustandsvektor x, der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y geht es darum
festzustellen, ob das charakteristische Polynom

A(s) :==det (SE—A) =s"+a, 18" '+ ...+ a1s+ag
der Systemmatrix A bzw. das Nennerpolynom v/(s)
v(s) = 8" 4+ byp_18™ 4. 4 bis + b mit m <n

der Ubertragungsfunktion'

Gs) = T (sE — A) ' b = 1)
v(s)
sogenannte Hurwitz-Polynome sind. Das bedeutet, dass sie keine Nullstellen s; mit der Eigen-
schaft
Re {81} Z 0

besitzen. Ublicherweise besteht die Feststellung dieser Eigenschaft in der Untersuchung poly-
nomialer Ungleichungen in den Koeffizienten von A(s) bzw. v(s). Diese Ungleichungen sind
notwendige und hinreichende Bedingungen, damit ein Hurwitz-Polynom vorliegt. Sie basieren
auf den fast 150 Jahre alten (#quivalenten) Verfahren nach Routh? bzw. Hurwitz®. Zur His-
torie: Das Problem die Anzahl N der Nullstellen eines Polynoms zu ermitteln, die in einem

'Hierbei ist essentiell, dass Zihler- und Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion, d.h. die Polynome p(s)
und v(s) teilerfremd sind.

?Edward Routh (*20.1.1831 in Quebec/Kanada, + 7.6.1907 in Cambridge/England)

3 Adolf Hurwitz (*26.3.1859 in Hildesheim, +18.11.1919 in Ziirich); Wirkungsorte: Gottingen, Konigsberg,
Ziirich. DMV-Mitgliedschaft 1891-1919.
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bestimmten Bereich der komplexen s-Ebene liegen, hat der franzosische Mathematiker Au-
gustin Louis Cauchy? im Jahre 1837 mit Hilfe seiner Formel

1 (s)

T 2nj v(s)
C

und Einfithrung der Indizes einer rationalen Funktion gelost. Diese Ergebnisse waren der
Ausgangspunkt bzw. das Fundament der bahnbrechenden Arbeit von E. Routh im Jahre
1875.

Ziel der nachfolgenden Ausfithrungen ist es alternative Moglichkeiten zur Uberpriifung
vorzustellen und auf Zusammenhénge/Gemeinsamkeiten hinzuweisen. Ausgangspunkt bilden
hierbei grundlegende Verfahren der Mathematik (Kettenbruchentwicklung) und der klassischen
Netzwerktheorie (LC-Zweipole).

Liegen zeitdiskrete lineare zeitinvariante Systeme mit dem Zustandsvektor x, der Eingangs-
grofle v und der Ausgangsgrofie y

T
Xi+1 = Agx;+bgu; Yi = CyX;

vor, so iiberpriift man die asymptotische Stabilitit bzw. die BIBO-Eigenschaft, indem man
untersucht ob das charakteristische Polynom

Ag(2) =det GE— Ay) = 2" +a, 12" ' + ...+ a1z + ag
der Systemmatrix A, bzw. das Nennerpolynom v,(z)
va(2) = 2™ + by 12"+ 4+ bzt by mitm <n

der Ubertragungsfunktion®

T —1 1a(2)

Gd(Z> Cy (ZE Ad) bd l/d(z>
sogenannte Einheitskreis-Polynome (abgekiirzt EKP) sind. Das bedeutet, dass sie keine Null-
stellen z; mit der Eigenschaft
besitzen. Die Feststellung dieser Eigenschaft besteht auch in diesem Fall in der Untersuchung
polynomialer Ungleichungen in den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms A4(z) bzw.
des Nennerpolynoms v4(z). Diese Ungleichungen sind notwendige und hinreichende Bedin-
gungen damit ein Einheitskreis-Polynom vorliegt. Sie weisen allerdings im Allgemeinen eine
kompliziertere Struktur als im zeitkontinuierlichen Fall auf! Sie basieren auf dem Theorem
von Rouché¢® und grundlegenden Arbeiten von Schur” und Cohn® bzw. Marden®. Ziel der
nachfolgenden Ausfiihrungen ist es die Prinzipien dieser Methoden zu erkliren.

4 Augustin Louis Cauchy (*21.8.1789 in Paris, +23.5.1857 Sceaux bei Paris)

®Auch im vorliegenden Fall ist es wichtig, dass Zihler- und Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion
teilerfremd sind.

0Eugéne Rouché (*18.8.1832 Sommiéres, Languedoc, +19.8.1910 Lunel, Languedoc; Frankreich)

Issai Schur (*10.1.1875 in Mogiljow, +10.1.1941 in Tel Aviv). Wirkungsorte: Berlin, Gottingen, Berlin.
DMV-Mitgliedschaft 1901-1938.

8 Arthur, Cohn (*1894, +1940). Wirkungsorte: Berlin. DMV-Mitgliedschaft 1924-1934.

9Morris Marden (*12.2.1905 in Boston/USA, +1991)



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

Nachfolgend werden gewisse grundlegende mathematische Fakten, die bei der Uberpriifung
der Stabilitit linearer und zeitinvarianer Systeme hilfreich sind, angegeben.

2.1 Hurwitz-Polynom
Sei f ein Polynom in der komplexen Variablen s mit dem Grad n und Koeffizienten f,
:nys” mit f, #0 .
v=0
Wenn das Polynom fiir Re {s} > 0 keine Nullstellen aufweist, bezeichnet man es als Hurwitz-
Polynom (abgekiirzt HP). Es gilt dann die Aussage
Re{s} >0 = f(s)#0 .

Das betrachtete Polynom besitze nun reelle Koeffizienten. Damit hat es ausschliefllich
reelle Nullstellen und/oder konjugiert komplexe Nullstellenpaare. Unter der Voraussetzung,
dass m konjugiert komplexe Nullstellenpaare

und demnach (n — 2m) reelle Nullstellen vorliegen, kann das Polynom folgendermaflen fak-
torisiert werden

#s) = fuo Tl —s)=fu [[G—s0- T (s—s)s—s)
=1 =1 1=n—2m-+1

= for [] Gs—=s)- TT (s = B0 +7i] -

i=1 k=1
Ist f(s) ein Hurwitz-Polynom, d.h. gelten die Ungleichungen

s <0 firi=1,2,...,n—2m und [, <0 firk=1,2,...m ,

7
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so besitzen alle Polynome (s — s;) und [(s — 8;)? + 77| positive Koeffizienten. Nach durchge-
fithrter Ausmultiplikation in obiger Form - entsteht ein Polynom in s mit von Null verschiede-
nen und - je nach Vorzeichen des Leitkoeffizienten f,, - mit ausschlieBlich positiven oder auss-
chlieBlich negativen Koeffizienten.

Es ist bemerkenswert, dass fiir Polynome mit dem Grad n < 2 die Existenz aller Poly-
nomkoeffizienten mit gleichem Vorzeichen eine notwendige und hinreichende Bedingung ist,
damit f(s) ein Hurwitz-Polynom ist!

2.1.1 Klassische Zerlegung

Bei der Uberpriifung dieser Eigenschaft der Nullstellen ist es vorteilhaft, f(s) in sogenannter
klassischer Form

f(s) = me/SZV + Zf2u+152y+1

2v<n 2v<n
= Z f2u52y + s Z f2u+132y = 9(32) ts- 7:0(32)
2v<n 2v<n

zu zerlegen. Hierbei enthélt das Polynom ¢ die Koeffizienten f, mit geraden Indizes v, wihrend
das Polynom # die Koeffizienten mit ungeraden Indizes v enthilt.

Beispiele

Polynom 5. Grades:
5
F(8) =" fus" = fo+ fos* + fas' + s+ (fi+ f3s* + fos?)
v=0
mit
9(s%) = fo+ fos® + fas® und W(s?) = fi + f3s* + fss®

Polynom 6. Grades:

6
F(8) =D fus" = fot fos* + fus* + fos® + s+ (fr+ fas? + f5s?)
v=0

mit
9(82) = f() + f282 + f484 + fGSG und 12(82) = f1 + f382 + f5S4 .

2.2 Positives Polynom-Paar

Wir betrachten zwei Polynome 0(s) und d(s) mit reellen Koeffizienten. Bezeichnet man deren
Grad mit m bzw. n

m = deg{d(s)}  bzw. n:=deg{d(s)},
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so gelte

n—1<m<n.

Sie besitzen demnach die faktorisierte Darstellung
0(s)=K-J[(s—5%) uwnd 6(s)=K-](s—s.).
v=1

Diese Polynome bilden ein sogenanntes positives Paar, wenn Folgendes gilt:

e die Leitkoeffizienten! K bzw. K der Polynome haben gleiches Vorzeichen,

e alle Nullstellen §, und s, sind reell, negativ, paarweise verschieden und alternieren. D.h.
sie sind folgendermaflen angeordnet

fir m=n 51 <8 <83<89< ... <§,<8,<0

bzw.

firm=n s <8 <$<858< ... <S8 1<8,1<8,<0.

2.3 Kettenbriiche mit Polynomen

Wir betrachten n Polynome p;(s) (1 < i < n) in der komplexen Variablen s und bilden den
(endlichen) Kettenbruch

P(s) := pn(s) +

Pno1(s) +

Pn—2(8)+ !

Bei P(s) handelt es sich um eine gebrochen rationale Funktion? der Variablen s. In vielen
Anwendungen sind die Polynome p;(s) sogenannte Monome in der komplexen Variablen s

pi(s) := c;s™ mit 1 <i<n.

Hierbei sind die Konstanten c¢; reelle und k; natiirliche Zahlen.

'Das sind die Koeffizienten der héchsten Potenz von s.
’2In  der Fachliteratur benutzt man gegebenenfalls die platzsparende Notation P
[Pn; Pn-1, - , P2, 1), und erkennt unmittelbar die Beziehung [p,; pn—1, .- ,Pk—1, Dk, ---y P2, D1]

[pn; Pn—1, --- s Pk—1, [Pk§ —e P2, pl]]
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2.4 FEuklidischer Divisionsalgorithmus

Wir betrachten die Polynome f(s) und g(s)

fs) = Zf,,s” mit f, #0,
v=0

m

9(s) = gys’ mit g, #0

v=0

mit m < n. Zu diesen existieren zwei eindeutige Polynome das sogenannte Quotientenpolynom
¢(s) und das sogenannte Restpolynom r(s), mit den Eigenschaften

f(s) =q(s)-g(s) +r(s)
und
deg {r(s)} < deg{g(s)} .

Nach Euklid® fithren wir nun mit den Startpolynomen

fo(s) == f(s) und  fi(s) := g(s)

fir = 0,1, 2,3, ... eine Reihe von Polynomdivisionen durch:

fi(8) = qir1(s) - fira(s) + fira(s) - (2.1)

Hierbei gilt
deg { fi+2(s)} < deg{fit1(s)} ,

wobei die Quotientenpolynome ¢;.1(s) sowie die Restpolynome f;.2(s) eindeutig sind. Auf-
grund der obigen Ungleichung fiir die Polynomgrade existiert ein Index N > 1, sodass fy(s)
das Nullpolynom ist, d.h.

fo2(3) = QNfl(s) : fol(S) .

Dann ist fy_1(s) der grofite gemeinsame Teiler (abgekiirzt ggT) der Polynome f(s) und g(s).
Man erkennt anhand obiger Relation (2.1), dass

fi(s) fiva(s) 1 1
= Gir1(s) + = qi1(8) + 77 = Gi+1(s) + usw.
fir1(8) fir1(s) i }ti—;gsi " Giva(s) + %

fit3(s)

gilt. Das bedeutet, dass der Quotient f(s)/g(s) eine Kettenbruchstruktur aufweist!

3Euklid von Alexandria (vermutliche Lebensdaten: *360 v.Chr., +270 v.Chr. Alexandria )
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2.5 Das Theorem von Stieltjes

Wir betrachten ein Polynom f(s) in der klassischen Zerlegung

wobei das Polynom ¢(s) den Grad (im englischen degree)
deg {g(s)} =m
besitzt. Fiir den Grad von f(s) gilt dann:
2m < deg{f(s)} <2m+1.
Nach Stieltjes* sind folgende drei Aussagen® dquivalent:
1. Das Polynom f(s) ist ein Hurwitz-Polynom.

2. Die Polynome ¢(s) und u(s) bilden ein positives Paar.

3. Es existieren eine nichtnegative Zahl ¢y > 0 und 2m positive Zahlen ¢, > 0 und d, > 0,
sodass der Quotient
is)

Q(s) = —= 2.2
(9= 2 (22
durch den (endlichen) Kettenbruch
1
Q(s) =co + (2.3)
S - d1 + L
ot ——L——
s-d,,H»%

darstellbar ist. Hierbei ist ¢y genau dann gleich null, wenn der Grad des Polynoms f(s)
eine gerade Zahl ist.

2.5.1 Beispiele
Beispiel 1:  Wir betrachten das Polynom f(s)

f(s) =8 +3+3s+ 1= 1438 +5-(3+57) .
Man erhiilt die Polynome

g(s) =1+3s* ; a(s?)=3+s

4Thomas Jean Stieltjes (*¥29.12.1856 in Zwolle/Niederlande, +31.12.1894 in Toulouse/Frankreich)
®Die ersten zwei Aquivalenzen bilden den Satz von Hermite-Biehler.
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bzw.
g(s)=1+3s ; u(s)=3+s.
Letztere besitzen den Grad m = 1. Fiir den Quotienten
u(s 5+ 3
Q) = 21 =
g(s)  3s+1
ergibt sich
s+3 1 n 8/3
3s+1 3 3s+1
1 . 1 . 1
3 S - % % S Cll + é

Nach dem Satz von Stieltjes ist f(s) ein Hurwitz-Polynom®.

Dieses Ergebnis wird durch die Darstellung
a(s)  s+3  1-(s+3)  K-(s— %)
K -

g(s) 3s+1 3.(s+13) K-(5—s1)

mit

1
—3:§1<51:—§<0 i K=1>0 , K=3>0

bestétigt. Aus dieser ist ersichtlich, dass ¢g(s) und 4(s) ein positives Polynom-Paar bilden.

Beispiel 2: Wir betrachten das Polynom
f(s) =5 +453 + 65> + 45 +1=1465%+s* +5- (4 +45?) .
Damit lauten die Polynome g(s) und (s)
g(s)=1+6s+s* und a(s) =4+ 4s
mit
deg{g(s)} =m=2.
Daraus ergibt sich fiir den Quotienten

a(s)
Qs) == —=
g9(s)
u(s) 4s +4 1
g(s)  s246s+1 32236;;9:1
1 1
= 0+ =
e
5 5-s+1
0+ L + L
pry —=.=
5 - i +— L : s-dy + L
4y 1 c1+
5 s-%—S + 1 s-dg + 1
¥ c2

OEs besitzt die faktorisierte Darstellung f(s) = (s + 1)3.
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Nach dem Satz von Stieltjes ist f(s) ein Hurwitz-Polynom?’.

Alternative Losungsmoglichkeit: Diese besteht darin, die Polynome ¢(s) und 4(s) zu

faktorisieren:
4s +4 4-(s+1)

Q(S):S2+65+1:1~(8+3+\/g) (s+3-V8)

Es liegen die positiven Leitkoeffizienten

~

K=4 K=1

Y

und die drei negativen Nullstellen
51 =—1, 51:—3—\/§ und 82:—3+\/§

mit der Anordnung
51 < 81 <s9<0

vor. Damit bilden g(s) und 4(s) ein positives Polynom-Paar.

2.5.2 Bemerkungen / Ergéinzungen

Eine Umformulierung des Satzes von Stieltjes: Wir betrachten ein Polynom f(s) in
der klassischen Zerlegung

und bilden den Quotienten

2 s - (s?)
S Q(S ) - g(SQ)
Mit Hilfe von (2.2) ergibt sich
s-Q(s%)=s-co+ i =5-Co+ !
s2-dy + L s-dy + 1
c1+ ! s:c1t+ =
bzw.
5-Q(s*) =s5-¢co+ ! . (2.4)
s-dy + 1
st L

+4
s-dmﬁ»is.ém

In obiger Relation treten bemerkenswerterweise im Quotienten s - Q(s?) Ausdriicke (s - ¢;)
bzw. (s-d;) auf. Diese sind in der Elektrotechnik als Impedanzen bzw. Admittanzen idealer
Bauelemente (Induktivitdten bzw. Kapazititen) interpretierbar. Damit kann der Quotient
(2.4) als Impedanz (Admittanz) einer Schaltung bestehend aus Induktivititen bzw. Kapaz-
itdten gedeutet werden! Siehe hierzu Kapitel 3.

"Es besitzt die faktorisierte Darstellung f(s) = (s + 1)*.
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Zum Beweis des Satzes von Stieltjes (optional): Der Beweis des Satzes stiitzt sich auf
folgendes

Lemma: Wir betrachten zwei Polynome ¢(s) und 4(s) mit deg {g(s)} = m setzen voraus,
dass sie ein positives Paar bilden und ermitteln den Quotienten

i(s) :c—i—;. (2.5)

. (s)
S 4+ 06
Hierbei sind ¢ und d konstant und die Polynome g¢;(s) und u;(s) weisen einen Grad kleiner
oder gleich m — 1 auf. Es gelten dann folgende drei Aussagen:

1. Die Konstanten ¢ und d erfiillen die Ungleichungen: ¢ > 0 und d > 0.
2. Die Polynomgrade betragen: deg{g:(s)} = deg{u1(s)} =m — 1.

3. Die Polynome ¢;(s) und #;(s) bilden ein positives Paar.

Man beachte, dass die Konstanten ¢ und d sowie die Polynome ¢;(s) und ;(s) - letztere
bis auf einen konstanten Faktor - eindeutig bestimmt sind.

Es gilt folgende Umkehrung: Falls die obigen drei Ausagen des Lemmas erfiillt sind, dann
bilden die Polynome ¢(s) und 4(s), die durch Relation (2.5) definiert werden, ein positives
Paar. Hierbei gilt: deg {g(s)} = m falls ¢ positiv ist (¢ > 0) bzw. deg{g(s)} = m — 1 falls ¢
verschwindet (¢ = 0).

2.6 Das Theorem von Wall

Bei dem nachfolgend vorgestellten Theorem von Wall® handelt es sich um eine Erweiterung
des Theorems von Stieltjes. Man kann - unter gewissen Voraussetzungen - eine Aussage iiber
die Anzahl der Nullstellen des Polynoms mit negativem bzw. positivem Realteil treffen. Wir
betrachten ein Polynom f(s) in der Zerlegung f(s) = g(s?) + s - 4(s?) und setzen voraus, dass

der Quotient S';zg) durch einen (endlichen) Kettenbruch

s-ﬂ(s)_s'c 1
os) T

S dl + 1
st e+ 1

: 1
b‘dm+s'cm

darstellbar ist. Hierbei ist ¢y eine reelle Konstante, die genau dann gleich Null ist, wenn der
Grad von f(s) eine gerade Zahl ist. Die iibrigen 2m reele Konstanten sind verschieden von
Null, d.h. ¢, # 0 und d, # 0 fiir v > 1. Nach Wall’gilt folgendes

$Hubert Stanley Wall (*2.12.1902 in Rockwell City, Iowa, +12.9.1971 Austin, Texas).
9H.S. Wall: " Polynomials whose zeros have negative real parts";The American Mathematical Monthly, vol.
52, 1945, pp. 302-322
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e Theorem: Wir betrachten die Zahlenfolge
Co, dla (1, dla 7dma Cm -

Die Anzahl M der positiven Elemente dieser Zahlenfolge ist gleich der Anzahl der Null-
stellen s von f(s) mit negativem Realteil Re{s;} < 0. Die restlichen n — M Null-

stellen besitzen einen positiven Realteil Re {s;} > 0. Es existieren keine Nullstellen mit
Re{sx} = 0.

2.7 Das Theorem von Frank (optional)

Das Theorem von Frank stellt die Erweiterung des Theorems von Wall fiir den Fall dar, dass
das Polynom f(s) kompleze Koeflizienten «,, + j53, besitzt. Zunichst werden die Ergebnisse
von Wall - indem man auf die klassische Zerlegung von f(s) verzichtet - umformuliert: Sei f
ein Polynom in der komplexen Variablen s mit dem Grad n und reellen Koeffizienten «,

f(s) = En:ozys” mit «, #0
v=0

= apS"+ 1S T 0SSt gt g .

Wir zerlegen f(s) geméf
f(s) = f"(s) + F07(s)
)

und erzeugen die Polynome f(™(s) und f"~Y(s) nach dem Schema'’

" Sn—l Sn—2 Sn—3 Sn—4
f(n) (5) 1 0 Op—2 0 g eee
f(nil) (S) Op_1 0 Qp—3 0
d.h.
f(")(s) = S 4 Q08" 2 s 4L
f(”’l)(s) =y 18" 38" a5 T L
Betrachte man den Quotienten @, (s) := w, so gilt nach Wall folgendes

7T (s)

e Theorem: Genau dann, wenn in der - mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus ermit-
telbaren - Kettenbruchentwicklung von Q,,(s)

(n) 1
6 e

(1) : ]
f (S) 5 K’I’L—l + S’Kn72+ L

Qn(s) =

1
s Koty

19Wall bezeichnet das Polynom f("~1)(s) mit dem Grad n — 1 als alternantes Polynom von f(s), da durch

f(&) =" V(s

die Kettenbruchentwicklung des Quotienten f(#f))(s) bzw. FEoD () ) Aussagen iiber Eigenschaften des

Polynoms f(s) mit dem Grad n gemacht werden koénnen.
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M Kettenbruchkoeffizienten K, positiv und n — M negativ sind, weisen M Nullstellen
von f(s) einen negativen und n — M Nullstellen einen positiven Realteil auf.

M Koeffizienten K, > 0 < M Nullstellen s, mit Re{s,} <0
n — M Koeffizienten K, < 0 <« n— M Nullstellen s, mit Re{s,} >0

Insbesondere gilt: das Polynom f(s) ist genau dann ein Hurwitzpolynom (abgekiirzt
HP), wenn alle Kettenbruchkoeffizienten K, positiv sind, d.h.

f(s)istein HP < K,>0 mitv=1,2,..,n .

Bisher waren die Koeffizienten des betrachteten Polynoms reelle Zahlen. Wir betrachten
nun den Fall, dass das Polynom f(s) ein monisches Polynom!' mit dem Grad n und komplezen
Koeflizienten «, + j 3, ist.

n

fls) = Y (w+iB,)s"  mit a,=1, B,=0

v=0
= "+ (o1 + B 1)s" T+ (2 + 3Bo_s)s" 2+ (s + JBn_g)s"  + o,
bzw.

f(8) = 8"+ 18"+ B, 18" 98" 2+ B, 98" 2 A g8 S A B, 38" A

In Analogie zum Fall mit reellen Polynomkoeffizienten zerlegen wir f(s) in zwei Polynome
f(s) und f=D(s)
f(s) = f"(s) + fD(s)

nach dem Schema

f(n) (8) 1 jﬁn—l Qp—2 jﬁn—3 Qn—4
f(nfl)(g) Op_1 jﬁn,Q Op—3 j6n74
d.h.
FM(s) = 8"+ B, 18"+ 25" 24 jB, 55" + anas" T + B, 55" + ..,

FrU(s) 1= 18" 4 B, 95"+ g TS H 5B, 4"+ s 4

Diese Polynome haben eine besondere Struktur: die Koeffizienten sind abwechselnd reelle bzw.
rein imagindre Zahlen. Nach Einfithrung des polynomialen Vektors

RIS

1 Djies stellt keine Einschriinkung der Allgemeinheit dar.
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konnen sie iibersichtlich angeschrieben werden:

1 n jﬁ -1 n—1 On—2 n—2 Qn—3 n—3 jﬁ —4 n—4 0
F(s) := s+ " ST ST s+ " s 4 Kps,
( ) |: 0 :| |i Op—1 1 jﬁn72 ]67173 Qg 0

bzw. mit geeigneten vektoriellen Koeffizienten F(s) = > K, - s”. Der Koeffizient der Potenz
v=0
s? - der konstante Vektor K - wird durch

Ky = { } fir n gerade bzw. Kj= {jf 0 } fiir n ungerade
0

Qo
7B
gegeben. Die {ibrigen Koeffizienten lauten'?

Kn = {é] ) Kn—l = |:jﬂn1 :| ; Kn—2 = [ /.an72 } yere

On—1 .]Bn—Q
Wir betrachten nun den Bruch Q,(s) := f{:i—)l(f()s) und seine sogenannte Test-Bruch-
Entwicklung
F(s) . 1
n\S)= 27~ = S'Kn+ Ln+ ;
Gl = Famgy e e T S Lo —

S'Kn72+j'Ln72+

. 1
+s-Ko+j-La+ s K147 L1

Hierbei sind die Koeffizienten K, reell und wverschieden von Null, wihrend die Koeffizienten
L, reell aber gleich null sein kénnen. Nach Frank'? gilt folgendes

e Theorem: Genau dann, wenn M Koeffizienten K, positiv und n — M negativ sind,
weisen M Nullstellen von f(s) einen negativen und n — M Nullstellen einen positiven
Realteil auf.

M Koeffizienten K, > 0 < M Nullstellen s, mit Re{s,} <0
n— M Koeffizienten K, < 0 <« n— M Nullstellen s, mit Re{s,} >0.

Damit ist das Polynom f(s) ist genau dann ein Hurwitzpolynom, wenn alle K, positiv
sind, d.h.
f(s)ist HP <& K, >0 mitv=1,2,...,n .

R2Fir n = 2 erhalten wir
F(s) =Ky s>+ K;-s' + K- s,

o[ 5 ) 3)
F(S):K3~53+K2'52+K1'$1+K0'80
- (1] [+ 3 2]

B3Evelyn Frank: "On the zeros of polynomials with complex coefficients", Bull. Amer. Math. Soc., vol 52
(1946), pp. 144-157

Fiir n = 3 lautet F(s) :

bzw.
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2.7.1 Beispiel
Wir betrachten das Polynom 2. Grades mit komplexen Koeffizienten
f(s) = 5" 4 (a1 + jB1)s + (a0 + j o)

und wollen Bedingungen fiir die Koeffizienten herleiten, damit f(s) ein HP ist.
Hierzu bilden wir die zugehorigen Polynome

fA(s) =82+ jB1st + aps’ und  fO(s) := ays’ + jB,s° .

Der Quotient f®)(s)/f()(s) ergibt sich zu

f@(s) _ S+ jbis+tar _ 1 J(B1 = 2-Bo)s + ao

f(l) (S) a8 + jﬁo (051 18 + jﬁo
1 Bi— a8 2 Bo(Br— 2B0) + 0

= —s5+) + . )
a a ars+ 3By
bzw.
2)(s 1 o B aiﬁo 1
;(1)§5§:S.@_+‘7. 041 *
1 1 s a1 +] . Bo

. iﬁo(m—iﬁo)"‘ao ﬁﬁo(@—oﬁﬁo)*‘ao

f(2)(3) . 1
=s-Ky+j L+ :
s 2 J 2 S'K1+j'L1

wobei Ky, K1, Ly und L, reelle Zahlen sind.
Nach Frank ist das Polynom f(s) genau dann ein HP, wenn K, und K7 positiv sind. Das
bedeutet, dass folgende Ungleichungen erfiillt sind:
1 o

— >0 und
a1 a%ﬁo(ﬁl - %50) + @

> 0,
bzw.

1 1

(0751 (0751

Man erkennt, dass bei reellen Polynomkoeffizienten die Groflen 3, und 3, verschwinden und
die wohlbekannten Ungleichungen fiir ar; und oy entstehen.



Kapitel 3

Elektrotechnische Interpretationen

In den nachfolgenden Abschnitten werden elektrotechnische Interpretationen der vorangegan-
genen mathematischen Ausfithrungen gegeben.

3.1 Foster-Funktion

Man betrachte verlustfreie LC-Eintore, die sich aus endlich vielen konzentrierten Bauele-
menten - das sind (positive) Induktivitéiten L und (positive) Kapazititen C' - zusammensetzen
lassen. Solche Zweipole (oder Eintorelemente ) nennt man Reaktanz-Zweipole'. Die zugehorige
Eintor-Impedanz Z(s) bzw. Eintor-Admittanz Y (s) sind sogenannte Foster’-Funktionen. Sie
sind reelle rationale Funktionen der komplexen Variablen s und sind durch die Ubertragungs-
funktionen

|

Z(s) = ) bzw. Y(s) = ﬁ

$) law—o u(s) | aw—o

gegeben. Hierbei sind u(s) bzw. 7(s) die Laplace-Transformierten der Spannung u(t) bzw.
des Stromes i(t) eines LC-Zweipols. Nachfolgend werden Foster-Funktionen mathematisch
definiert, deren wichtigsten Eigenschaften angegeben sowie zugehorige schaltungstechnische
Realisierungen vorgestellt.

|

3.1.1 Foster-Funktion und Hurwitz-Polynom

Eine reelle rationale Funktion F(s) wird Foster-Funktion genannt, wenn folgende Aussagen®
erfiillt sind:
Re{s} >0 = Re{F(s)} >0 (3.1)

!Siehe hierzu: A. Fettweis & G. Hernetsberger, Grundlagen der Theorie elektrischer Schaltungen, Kap. 1.2.
2Ronald Martin Foster (*3.0ktober 1891, +2.Februar 1998 Belmar/Monmouth County/New Jersey/USA)
3Bemerkung: Betrachtet man kompleze rationale Funktionen F(s), so wird Aussage (3.1) durch

Re{s} >0 = Re{F(s)} >0

ersetzt.

19
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und
Re{s} =0 = Re{F(s)} =0. (3.2)

Eine Foster-Funktion besitzt zwei kennzeichnende Eigenschaften.

1. Eine Funktion ist genau dann eine Foster-Funktion, wenn sie oder ihr Kehrwert(!) in

der Form
2 2\ (2 2 2 2 22
F(s)=K - (s +¢1)2(5 +¢2)2--~(3 +¥7) — K 9(75)
s (24 wi)(s?+wi)...(s2+w?) s - u(s?)
mit
n=m oder n=m+1,
K>0,
und

0 < <wi <Py < wa...

dargestellt werden kann. Mit anderen Worten: sie besitzt auschlieflich einfache Pol-
bzw. Nullstellen auf der imagindren jw-Achse, die sich abwechseln. Das bedeutet, dass
G(s) und #(s) ein positives Polynom-Paar sind. Die Koeffizienten von g(s?) und (s?)
sind reelle positive Konstanten. Bei s = 0 liegt entweder ein Pol oder eine Nullstelle
vor. Wenn das Z#hlerpolynom eine gerade Funktion in s ist, so ist das Nennerpolynom
eine ungerade Funktion in s und umgekehrt. Der Gradunterschied zwischen Zihler- und
Nennerpolynom ist immer gleich Eins. Falls n = m gilt, so ist der Nenner- grofler als
der Zahlergrad, die Funktion F(s) besitzt den Grad® N = 2n + 1 und eine Nullstelle®
bei s = co. Ist n = m + 1, so ist der Zihler- grofler als der Nennergrad, die Funktion
F(s) besitzt den Grad N = 2n und eine Polstelle® bei s = oo.

2. Sei F(s) eine Foster-Funktion

F(s) ===

wobei die Polynome g¢(s) und u(s) teilerfremd sind. Dann ist die Summe A(s) von
Zahler- und Nennerpolynom

A(s) = g(s) + u(s)

4Unter Grad der Foster-Funktion versteht man den groften Grad der enthaltenen Polynome.
Die Funktion F(s) besitzt eine Nullstelle bei s = oo, wenn

lim F(s) =0

§—00

gilt.
®Die Funktion F(s) besitzt eine Polstelle bei s = co, wenn

1
lim —— =0

gilt.
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ein Hurwitz-Polynom. Es gilt auch die Umkehrung: sei A(s) ein Hurwitz-Polynom
mit reellen Koeffizienten. Wir bilden die Polynome

os) = A(s) +2A(—5)
und A A
U(S) — (S) _2 <_S)

Es gilt also

Dann ist der Quotient

sowie sein Kehrwert eine Foster-Funktion.

Weitere Eigenschaften einer Foster-Funktion (optional)

1. Es gilt:
Re{s} <0 < Re{F(s)} <0.

2. Eine Foster-Funktion ist eine ungerade Funktion, d.h.

F(s)+ F(—s) = 0.

3. Die Funktion F (1) ist genau dann eine Foster-Funktion, wenn F(s) eine Foster-Funktion
ist.

4. Es gilt:
F(s=jw)=7-0(w) .

Die sogenannte Reaktanz ©(w) ist eine reelle gebrochen rationale ungerade Funktion in

w, d.h.
O(—w) = —O(w) .
Sie besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft
doe
— >0
dw

Mit anderen Worten die Funktion ©(w) hat fiir alle w-Werte - ausgenommen natiirlich
die Pole von F\(s) - eine positive Steigung’. Davon ausgehend, kann man zeigen, dass
Pol- und Nullstellen alternieren!

"Dieser Umstand war in der Praxis zwar bekannt. Allerdings gelang Foster im Jahre 1924 dessen mathe-
matischer Beweis. Siehe hierzu fundamentale Publikation in der klassischen elektrischen Netzwerk-Synthese
bzw. Systemtheorie: Foster, R.M.: A reactance theorem, Bell System Technical Journal, 3, 259-267, (1924).
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Beispiel Wir betrachten ein Polynom 3. Grades mit reellen Koeffizienten
f(s) = azs® + ags® +ars +ag  mit az # 0

und suchen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Polynomkoeffizienten, damit
alle Nullstellen von f(s) einen negativen Realteil besitzen, d.h. f(s) ein Hurwitz-Polynom ist.
Hierzu bilden wir die Polynome

s)+ f(—s
g(S):f(>2f( ):Oé232+0(0,
u(s) == Js) = f=s) —2f(—s) =5 (35’ + o)
und den Quotienten
2
g(s 02S8° + o
Qs i= 2 e boo
u(s)  s-(ags?+ aj)
Unter der Voraussetzung
erhalten wir die Darstellung
Q9 82 + g‘ﬂ
Q S)= — - B ;
ag  s(s?+ a—;)
Falls die Ungleichungen
o Q@
0< =< (3.4)
(6) (0%}

erfiillt sind, liegen alle Pol- und Nullstellen von @(s) auf der imaginéren jw-Achse und treten
abwechselnd auf. Unter der weiteren Voraussetzung
%)

0< (3.5)

a3

ist der Quotient Q(s) eine Foster-Funktion und f(s) ein Hurwitz-Polynom. Aus (3.3), (3.4) und
(3.5) erhiilt man folgende notwendigen und hinreichenden Bedingungen damit ein Polynom
3. Grades ein Hurwitz-Polynom ist: alle Koeffizienten miissen verschieden von Null sein, das
gleiche Vorzeichen aufweisen und die Ungleichung

Qg - > Q3 - O

erfiillen.

3.2 Kanonische Schaltungen von LC-Zweipolen

Es gibt unendlich viele Schaltungen, die eine vorgegebene Foster-Funktion als Impedanz- oder
Admittanzfunktion aufweisen. Unter diesen existieren kanonische Schaltungen nach Foster
bzw. nach Cauer®. Die Anzahl der benéstigten Induktivititen und Kapazititen ist gleich
dem Grad der zu realisierenden Foster-Funktion. Sie sind konzeptionell relativ einfach zu
entwickeln. Thre mathematische Herleitung erfordert gewisse Grundkenntnisse der Partial-

bruchzerlegung und der Kettenbruchentwicklung.

$Wilhelm Cauer (*24.6.1900 in Berlin - Charlottenburg, +22.4.1945 in Berlin - Marienfelde)
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3.2.1 Kettenbruchschaltungen (Cauer-Formen)

Wir betrachten eine Foster-Funktion und werden eine besondere schaltungstechnische Real-
isierung solch einer Funktion erliutern, die sogenannten Kettenbruchschaltungen®. Eine Foster-
Funktion oder ihr Kehrwert besitzen einen Pol entweder bei s = oo oder bei s = 0. Die Er-
mittlung einer Kettenbruchschaltung erfolgt schrittweise, indem man bei jedem Schritt diesen
Pol abspaltet. Dadurch wird eine - neue - Foster-Funktion erzeugt, die beim nachfolgenden
Schritt der gleichen Abspaltungsprozedur unterzogen wird. Dieser Prozess wird wiederholt
und ist nach endlich vielen Schritten abgeschlossen. Hierbei gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Moglichkeit: man spaltet jeweils die Polstelle bei s = oo und erhélt die sogenannte 1.
Cauer-Form,

2. Moglichkeit: man spaltet jeweils die Polstelle bei s = 0 und erhélt die sogenannte 2.
Cauer-Form.

Zur Verdeutlichung der Vorgehensweise betrachten wir exemplarisch die erste Moglichkeit,
nidmlich eine Foster-Funktion F),(s) mit einer Polstelle bei s = oo. Sie besitzt den Grad
N = 2n, d.h. dass der Zihlergrad 2n und der Nennergrad 2n — 1 betragen.

Man geht folgendermafien vor:

1. Schritt: Abspaltung der Polstelle bei s = co und Erzeugung einer neuen Foster-Funktion
Yn_l(S)

Yoo1(s):= F,(s) —s- K, mit K, = %Fn(s)‘

s=oco

Die Funktion Y,,_;(s) hat nach Konstruktion eine Nullstelle bei s = oo, d.h. ihr Kehrwert

1
Yn,1 (S)
besitzt eine Polstelle bei s = oo. Im nachfolgenden Schritt fithren wir die Abspaltungsprozedur

fiir die Funktion F),_;(s) durch.
2. Schritt: Bildung der Funktion Y,,_5(s) gemif

F, 1(s) =

Yo o(s):= Fh1(s) —s- K, mit K, 1 = %Fn_l(s)L:m :
Die Funktion Y,,_5(s) hat nach Konstruktion eine Nullstelle bei s = oo, und damit besitzt ihr

Kehrwert 1

Yn_2(8>
eine Polstelle bei s = oo. Die Abspaltungsprozedur wird im nachfolgenden Schritt auf die

Funktion F3(s) angewandt.
3.Schritt: Bildung der Funktion Y,,_3(s) gemif}

F, o(s) :=

Yo 3(s):= F, a(s) —s- K, 2 mit K, o = %Fn_2(s)|

s=oco0

9 Ausgehend von der Arbeit von Foster (1924) entwickelte der junge Absolvent der Technischen Hochschule
Charlottenbourg in Berlin Wilhelm Cauer diese Schaltungen mit Hilfe von Kettenbriichen.
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Die Funktion Y,,_3(s) besitzt eine Nullstelle bei s = 0o, d.h. ihr Kehrwert

weist eine Polstelle bei s = oo auf. Damit kann die Abspaltungsprozedur im nachfolgenden
Schritt auf die Funktion F,,_3(s) angewandt werden.

usw...
Man erkennt bei dieser Vorgehensweise
(Fnu Kn) - (anla anl) - (Fn727 K’nf2) — .. (Fh Kl)

das allgemeine Bildungsgesetz zur Ermittlung der Foster-Funktionen Fj(s) und der Kon-
stanten K; firi =n,n—1,..., 1

1
= Fi(s)—s-K;, mit K;:= —-Fs) (3.6)
s

Fi_1(s) s=00
Man beachte, dass bei jedem Schritt - jeder Polabspaltung - der Nennergrad der jeweiligen
Foster-Funktion um Eins reduziert wird. Das Verfahren ist nach endlich vielen Schritten
beendet! Im vorliegenden Fall ist der Grad von F,(s) ist gleich 2n, so gilt

1
0= Fi(s)—s-K; mit K;:= -Fi(s) )
§ §=00
bzw.
F1 (S) = S- Kl.
Damit erhalten wir folgende Kettenbruchdarstellung von F,(s):
1
F.(s)=s-K,+
S Kn—l + 1
3'K7L72+ 1
S S
5'K2+ﬁ

In diesem Ausdruck sind fiir alle Indizes 1 < i < n die Kettenbruch-Koeffizienten positive
reelle Zahlen
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Kn Kn—2 Kn—4 K2
—— K, —_—— K,_3 —— K5 _— K
o °® ® ®

Bild 3.1: Kettenbruchschaltung in 1. Cauer-Form

Beispiel (1. Cauer-Form) Wir betrachten die Foster-Funktion Fj(s)
s 2057 + 64  (s*42%)(s* +4?)
s34+ 10s —S'[S2—|—(\/1_0)2]'

F4<S) =

Sie besitzt eine Polstelle bei s = co. Wir ermitteln durch Abspaltung dieser Polstelle die Ket-
tenbruchdarstellung nach Cauer. Diese ergibt sich durch wiederholte Anwendung der Relation

(3.6)

1 1
Fl',1<8) (S) S m S (S) s=00
1. Schritt: .
K4 = EF4(S) =1 ;
1 10s% + 64
p— F — . ]_ o e
R~ Tl s s+ 10s
s34+ 10s
B = oot 61
2. Schritt: . .
Ky := -F = —
3 s 3(3) . 10’
1 1 18
= F o e.__ — _ 57
e - B T e e
10s% + 64
5
3. Schritt: . o
Ky := = F = —
2 S 2(5> . 9
1 25 64
= F — _— =
Fl(S) 2(‘9) S 9 1583 ’
9s
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4. Schritt:
1 9
K= -F = —
P s 1<)m 160 °
9
0 = Fl(S) — . ﬁ
Damit lautet die 1. Cauer-Form
Fy(s) 1+ L
4(S) = S+
s 110 _I— s E+1 1
25
1 9
—illl——E—
1 1 —1_ 9
-1 10 T 160
o ®

Bild 3.2: Kettenbruchschaltung des Beispiels

3.2.2 Partialbruchschaltungen (Foster-Formen) (optional)

Eine Foster-Funktion F'(s) kann immer in der sogenannten 1. Foster-Form

o . ky ky
Fs) = = + sha +) (S T Sﬂ,wy)

bzw.

(3.7)

angeschrieben werden. Bei dieser Darstellung handelt es sich um die Partialbruchzerlegung der
Funktion F'(s). Hierbei sind die sogenannten Polresiduen k; nichtnegative reelle Konstanten

ko > 0, ks >0 und £, > 0.

Sie lassen sich folgendermaflen - in klassischer Weise - berechnen'?:

1
ko= s-F(s)|,—g » koo = EF(S)

S§=00

10 Aleternativ erhilt man ausgehend von (3.7) folgende Relation

F(s) =, o ko = 2k,
= F(s%) = = + koo =
S (57) 52 + Jr; s2 +w?
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und

k,/ = (3 - ]wu) : F(S)’(g:jwy = (8 +]UJ,,) ’ F(S)‘s:fjwy :
Man bezeichnet mit Zy(s) die Impedanz der Kapazitit Cj
1 1 1
Zo(s) i =—-—=—=—--k
mit Z(s) die Impedanz der Induktivitit L,

Zoo(8) =8 Loo =5 koo
sowie mit Z,(s) die Impedanz des Parallelschwingkreises

Z,(s) : !

- s-C, + i ’
bestehend aus der Kapazitit C), = ﬁ und der Induktivitit L, =

2k,
w?
2k, s 1
Z,(8) = 5——F =
§°+wy 1 1.1
S ok, T oy
w
Dann ergibt sich F(s) als Impedanzfunktion Z(s) der Serienschaltung (Partialbruch-
o— o— o
—_— I Koo — I o
o— | o— o ®
Bild 3.3: Impedanzen
Schaltung) obiger Elemente

F(s) = Zo(s) + Zoo(s) + Y Z,(s) =t Z(s) .

und

Das ist die 1. Foster-Form einer LC-Zweipolschaltung!! (siehe Bild 3.4).

Daraus konnen die Polresiduen folgendermaflen ermittelt werden:

ko = s% - F(s?)

s=0

2, = (s +w?)- F(s?)

s2=—w? '
Die 1. Foster-Form hat den Nachteil, dass ihr Aufbau weder erdgebunden noch erdsymmetrisch ist. Damit
der Theorie elektrischer Schaltungen, Kap. 4.1.3.

ist deren Realisierung in der Praxis problematisch. Siehe hierzu: A. Fettweis & G. Hernetsberger, Grundlagen
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Bild 3.4: Partialbruchschaltung in 1. Foster-Form

FEine weitere kanonische Form ergibt sich durch Betrachtung des Kehrwertes der Impedanz-
funktion, der sogenannten Leitwert- bzw. Admittanzfunktion
1

Y(s):= m,

die ebenfalls eine Foster-Funktion mit

ho "L 2h,s
Y(s) = — + sho +
(s) s ° Zl s2 + 92

und den nichtnegativen Konstanten

ho >0, he=>0 wund h, >0
ist. Mit Hilfe der Grofien

1 1
Y. =—-h Ly :=—
0(5) S 0 0 ho’
Yoo $) =8 hoo , Coo =i heo
und
2h,s 1 1
Y, (s) = Y = =
) 2 4 g2 v 1T
S s 2f1LD+§'2hV shotig
1 2h,
mit L, = und C, :=
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ergibt sich

Y(s) = Yo(s) + Yao(s) + Y _Yi(s) . (3.9)

Die Admittanzfunktion besitzt die gleichen Eigenschaften wie die zugehorige Impedanzfunk-
tion! Sémtliche Terme konnen als LC-Leitwertfunktionen (Induktivitit, Kapazitéit und Rei-
henschwingkreis einer Induktivitidt mit einer Kapazitéit) realisiert werden. Die Parallelschal-
tung obiger Elemente besitzt die Leitwertfunktion Y'(s) einer LC-Zweipolschaltung in der 2.
Foster-Form'? (siehe Bild 3.5).

[o} L 2
1 1 _1
2h1 2hs 2hn,
1 —1
ho -1 hoo
— 2hy — 2ho —L 2h,
—— w% —— w’.’ —— wQ
[o) L 4 L L

Bild 3.5: Partialbruchschaltung in 2. Foster-Form

Beispiel Wir betrachten die Funktion

1653 + 160s
st +20s2 +64

Z(s) =
Sie kann wie folgt in faktorisierter Form umgeschrieben werden:

Ggp B s ()
PO =1 1o~ P (P el

mit
0<w1::2<w1::\/1_0<w2::4 und K =16 .

Man erkennt, dass Z(s) eine Foster-Funktion ist und in folgende Partialbriiche zerlegt werden

kann:
Z(S) 1682 + 160 2]@’1 2]{?2

s (s24+4)(s2+16) 214 P16

12Es ist zu bemerken, dass die 2. Foster-Form bei der praktischen Realsisierung die erwiihnten Nachteile
der 1. Foster-Form nicht aufweist! Siehe hierzu: A. Fettweis & G. Hernetsberger, Grundlagen der Theorie
elektrischer Schaltungen, Kap. 4.1.4.
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mit
2]{:_1682%—160 _16-(—4)+160_
P(2416) o, (—4+16)
und
oF, 1652 4+ 160 B 16 - (—16) + 160 _3
2T (24 4) oy (C16+4)
Das bedeutet
Z(s): 1652 + 160 _ 8 n 8
s s 4+20s2+64 s24+4  s2+16’
2k - s 2ky - s 8s 8s
Z == e
)= F it e 6 2id 216
bzw. ) . . .
Z(s) = + =: +
(s) P G N AN g &

Es handelt sich um die Serienschaltung zweier elementarer LC-Parallelschwingkreisen. Z(s)
kann als Impedanzfunktion dieser Schaltung interpretiert werden.

[e,

Bild 3.6: Partialbruchschaltung des Beispiels

Beispiel Wir betrachten die Impedanzfunktion

(8 91)(5* + )
s(s? + w?)(s? + w3)

Z(s) =

mit

K>0, (3.10)
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sowie
0 <w; <wy , 0<y <y (3.11)

Wir ermitteln nun die zugehorige Partialbruchzerlegung

]{?0 2]{318 2k28

Z(s) = -2 )
(5) s s24w? s+ Wi
Hierzu bilden wir
Z(S) o k’o 2]{?1 1 2]{?2
s 82 24wl s24wi
Damit erhalten wir
VA 2 2 2
ke = 2 (s) —2.K. 232+¢2(3 +¢22
5 g 52(s2 4+ wP) (82 4+ w3) | 2—g
N W2 w2 w2 ’
1w
Z(s) (s + 9)(s* + ¥3)
2%k, = (s* 2y = K- 1 2
1 (5° 4+ w7) A P 52(s2 + w?) e
o R ) (D ud)
(—wi) (w3 — wi) wi (Wi — w?)

und - den aus Symmetriegriinden unmittelbar angebbaren - Wert fiir 2k, -

Z(s)

2k’2 = (8 4+ w ) S

B —ud) (@ —v?)(ud—vd)
T | R oF S

Wir untersuchen nun unter Beachtung von (3.10) und (3.11) das Vorzeichen der drei Partial-
bruchkoeffizienten. Es gilt offensichtlich

k’o>0.

Man erkennt ferner
ki >0 < ¢1<W1<w2.

Unter der Voraussetzung k; > 0 gilt dann:
ko >0 & 1y <ws.

Das bedeutet, dass - nachdem K > 0 angenommen wurde - genau dann, wenn Pol- und
Nullstellen alternieren, d.h.
P <wyp <Py <wa,

Z(s) eine Foster-Funktion ist.
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Kapitel 4

Systemtheoretische Sichtweise

Die Uberpriifung der BIBO-Eigenschaft bzw. der asymptotischen Stabilitit von LZI-Systemen
liuft auf die Uberpriifung hinaus, ob ein Polynom ausschlieSlich Nullstellen in der linken
offenen s-Ebene Re{s} < 0 hat. Dies geschieht h#ufig mit Hilfe des sogenannten Routh-
Schemas oder des Hurwitz-Kriteriums. In den nachfolgenden Ausfithrungen werden das Routh-
Tableau und eine kanonische Stabilitédtsform im Zustandsraum entwickelt und durchleuchtet.
Letztere ermoglicht die Uberpriifung der asymptotischen Stabilitiit allein anhand der Struktur
der Systemmatrix ohne jegliche Berechnungen. Hierbei werden die in den vorangegangenen
Kapiteln gewonnenen Erkenntnisse ausgenutzt.

4.1 Kettenbruchentwicklung & Routh-Schema

In Kenntnis der in den vorigen Kapiteln gewonnenen Zusammenh:inge erfolgt die Uberpriifung
ob ein Polynom ein Hurwitz-Polynom ist, folgendermaflen: Ausgehend von einem Polynom

1 ) -3
A(S) = aps” + 18"+ ay 08" 38"+ L+ as +

vom Grad n d.h. mit dem von Null verschiedenen Leitkoeffizienten «,, # 0, konstruieren wir
die Polynome

C(8) = 8" 4 Ap_98" 2 4 py_gs" 4 .. (4.1)

und
n(s) = ap_18""t + 35" Fa, 55"+ L. (4.2)

33
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Je nach Wert des Grades n, sind diese Polynome jeweils gerade oder ungerade®. Unter Beach-
tung der erwihnten Eigenschaften einer Foster Funktion bilden wir nun den Quotienten?

C(s)  aps" 28" P4y gs" T+

= 4.3
n(s)  p_18" 3873 + Q5870 + L (4.3)

Qn(s) =

und entwickeln ihn sukzessiv in einen Kettenbruch. Man beachte, dass nach Konstruktion der
Zahlergrad um eins hoher als der Nennergrad ist, d.h. @, (s) besitzt eine Polstelle bei s = co.

Um eine adéquate Beschreibung der nachfolgenden Ergebnisse zu ermoglichen, fithren wir
fiir auftretende Polynome und deren Koeffizienten die Bezeichnungsweise

(N) N)

oM (s) = ozg\],V)SN + a%ijsN—2 +anlsV T+ mit ag =0 firi<o (4.4)

ein®. Fiir N =n bzw. N = n — 1 legen wir fest
dM(s) =C(s)  baw. 6" V(s)=n(s) .
Damit erhalten wir fiir (),(s) nach (4.3)

6(n)(8) B Oég’l)sn 4 a(n)2 n—2 + 0%(?7)4871,—4 + .
5D (s) Qi lgn-1 4 gl hgn-s 4 g gn-s

Qn(s) =

1. Schritt: Unter der Voraussetzung, dass der Leitkoeffizient von 60"~V (s) von Null
verschieden ist a 7é 0, wird die Polstelle bei s = co abgespalten. Es ergibt sich

(5(”)(3) ol ai"__;)s”’z + a;’ijf)s"*‘* + oz;" 62)5”’6 + ..
_— =5
5 (s) ailn_—ll) ai"__ll)s”—l + a;n_—gl)sn—P, + a;n Dgn-5 4
bzw. mit der Definition
6= (s) := a(n 22)5 + a(n Dgn—a 4 agbn_}f)s”*ﬁ + .y (4.5)

!Nehmen wir an, n ist gerade, so erhalten wir
C(8) = ns™ + p_28" "2 + ..+ g =: g(5%)

und
n(s) = an-18" "+ an_3s" P+t ars = s a(s%) .

Es gilt dann

1 1
¢(s) =5 [A(s) + A(=s)] und n(s) = 5 [A(s) = A(=s)]-
2Man konnte auch den Kehrwert CE g bilden.
=]
3 Aufgrund der Definition (4.4) gilt 6V (s) = aS\J,V)Q#sN*Q“ . Fiir N =5 zBsp. ergibt sich

0

m

5
2

5(5) Z oz5 2 s° aé5)s5 + ag5_)25572 + 0425_)455 (5)55 + a(5)53 + a( )
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0 (s) o 307 (4.6)
=5- .
5(7%1)(3) afln:ll) 5(”’1)(3)
Damit erhalten wir die Darstellung
o’ 1 2
M(s) =s- o=y 5 V(s) + 6 V(s) , (4.7)
Q1
mit dem berechneten Polynom 6"~ (s)
(n)
n— n Qn n—
6D (s) = 6M(s) — s - =y 5" (s) . (4.8)
n—1

Vergleicht man die erreichten Resultate mit jenen bei der Kettenbruchentwicklung nach Cauer
gilt

(n) (n—2)
m d (s)
K,=—— und Qu(s)=s-K,+—7—.
oy 001 (s)

Die Koeffizienten von 62 (s) werden sukzessiv - durch Polynomdivision, bzw. Koeffizien-
tenvergleich der Relation (4.6) - ermittelt:

o fiir die Potenz n — 2 gilt

an —
(n-1) O‘o(zn 31) + al 22) = 047(;1)2
Qp_1
daraus folgt:
-2 (n) ay n-1) 1 al al
Qp_o” = Qp_9 (n—1) Qp_3 = (n—1) (n—1) (n—1) ’
n—1 n—1 Q-1 Qp—
e fiir die Potenz n — 4 gilt
(n)
an n n— n
— a4 el =al,
Oy
n—1
daraus folgt
Q-2 _ al oD _ 1 o
n—4 n—4 a;n_,ll) n—>s ;n_ill) Ck7(’z7,_711) Clfiln_fl)
e fiir die Potenz n — 6 gilt
o

n—2 n
") %7 + agz—ﬁ = 0‘51—)6
Qg
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daraus folgt

(n) n n

a(n—62) — a(n)ﬁ an a(n—71> — _L . (’(1 )1) 027(1 )1)
n— n— n—1 n— n—1 n— n—
1(1—1 ) 1(1—1 ) A Q7

und so weiter...

Offensichtlich kann man die Koeffizienten des berechneten Polynoms mit Hilfe zweireihiger
Determinanten, die stets dieselbe 1. Spalte besitzen, anschreiben. Damit ist der erste Schritt
abgeschlossen.

2. Schritt: Zur Erinnerung, es gilt nach (4.6)

6™ (s) o™ N 5= (s) o™ N 1
n— =S n— n— =S n— (n=1)(g) *
() alE) T ) el g

Wir verfahren nun mit dem Quotienten

5(n71)(5> B a(n—ll)snfl +a("__31)3"*3 +a(" 51)81175 + ..

n—2) n—2)

5D (s) al" P g2 4 o D gn—t ol BDgn—o 4

Qn_l(s) =

analog:
Unter der Voraussetzung a 7& 0 wird bei @,,_1(s) die Polstelle bei s = co abgespalten

5("_1)(3) . afﬁ_ll) N 045:5,3)5”_3 + 047(171_53)5” 5 4 047(1 Dgn=7 4 .
5(n—2)(8) 7(1”,_22) 5(11 2)( )

und wir erhalten nach Einfithrung des berechneten Polynoms 5&"__33)(3) vom Grade n — 3

5 (s) 1= a5 3 4ol P s o T (4.9)
die Darstellung
n— n—1 n—
") a0 s) (4.10)
5= (s) al"? 0" (s)

Die Koeffizienten von 6"~ (s) ergeben sich auf die gleiche Art und Weise, wie oben fiir das
Polynom 62 (s) beschrieben. Damit kann man den nachfolgenden Schritt nach dem gleichen
Muster durchfiihren.

Zusammenfassung: Mit Hilfe der Definition firt =n,n—1,n—2, ..., 1
0 (s)
i(8) 1= =" 4.11
Q) = 5 (.11
gilt die rekursive Relation
1
Qi(s) =s - Ki+ —— (4.12)
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Die Grofle K; ist gleich dem Quotienten der Leitkoeffizienten der Polynome 67 (s) und 6%~ ()
und ergibt sich aus

K;:= —-Qi(s) (4.13)
s S§=00
Die Koeffizienten der Polynome 5“)(5) werden fiir p = 0,1, 2, ... geméif
(4) (@) (4)
o) = oy, — N oD, =L U G
g g z('l:ll) : 0452:11) Qi1 g9y,

mit

oz,(;):() fir k<0
ermittelt. Fiir die Polynome 6 (s) gilt die rekursive Beziehung

60 (s) = s K; - 607V (s) + 602 (s) mit i=n, n—1, .., 1. (4.14)

Diese durchgefiihrte Polynomdivision entspricht dem beriihmten Algorithmus des Euklid zur
Ermittlung des grofiten gemeinsamen Teilers (ggT) zweier natiirlicher Zahlen, angewandt auf
die Polynome 6™ (s) und 6"~V (s).

Der betrachtete Quotient @), (s) hat die Kettenbruch-Entwicklung

6 (s) 1
wls)i=———=5s - K, + 4.15
sKp2 +. .4 —
s Ko + 1
s Ky
mit den Konstanten K; gemaf! (4.13)
1 &
Ki= - = (5) (4.16)
s 5(@—1) (S)
(n) (n—1) (n—2) (1) (1)
Qn Qp_q ) aq aq
Kn = Ty Kn—l = , Kn_g = y e Kl = — = —. (417)
o a’s” ayy” ag’ 0o

Aufgrund des Theorems von Stieltjes bzw. der Eigenschaften einer Foster-Funktion wissen
wir, dass A(s) genau dann ein Hurwitz-Polynom ist, wenn alle Konstanten K; positiv sind.

Die Zusammenhiinge zwischen den betrachteten Polynomen werden folgendermaflen
schematisch dargestellt:

4Falls zwei Polynome 50D und 6@ gemeinsame Nullstellen aufweisen, besteht die Koeffizientenkette aus
weniger als n Elementen.
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A= ) Ao, o ol
Als) = 3"7V(s) ol ol ol
6 und 607 = 50 () o ol ol ol
61 und §2 = 5(”_3)(3) aﬁi}f) aff__;’) 0451"__73) 045171__93)
53 und 5@ - 5(1)(5) agn
0@ und 5% = 60 ay) = ag

Bei den nachfolgenden Ausfiihrungen wird ein Rechenschema erstellt, das die vorgestellten
Bezichungen platzsparend wiedergibt. Dabei werden nur die Koeffizienten der Polynome 6 (s)
angeschrieben, wodurch das folgende - nach Routh benannte - Koeffizienten-Tableau erzeugt
wird:

oDl ol Y

o) Y ol el
ol ol ol oy
oV
%]

Man erkennt aufgrund der Beziehungen (4.17) folgendes

e Theorem: Das Polynom A(s) ist genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn die Elemente
der ersten Spalte des Tableaus das gleiche Vorzeichen besitzen, d.h. entweder alle positiv
oder alle negativ sind®. In diesem Fall ist @,,(s) eine Foster-Funktion.

4.1.1 Weitere Aussagen iiber die Lage der Nullstellen (optional)

Anhand des Routh-Tableaus ist es dariiber hinaus moglich - wenn das zu untersuchende Poly-
nom kein Hurwitz-Polynom ist - eine Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen in der rechten
s-Halbebene zu treffen! Hierzu unterscheidet man ob ein sogenannter regulérer oder ein soge-
nannter singulérer Fall vorliegt.

Dies ist genau dann der Fall, wenn alle Polynomkoeffizienten das gleiche Vorzeichen besitzen
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Regulérer Fall

Im sogenannten reguliren Fall sind die Leitkoeffizienten o' aller (n + 1) Polynome 0@ (s)

i

verschieden von Null®. Fassen wir diese zu einem Vektor v

o™

n—1
0‘271 )
(n—2)
V= ¥n—2 #0.

of?

Qo
zusammen, so gilt nach Routh’folgendes

e Theorem: Die Anzahl M der Vorzeichenwechsel der n + 1 Elemente von v ist gleich
der Anzahl der Nullstellen s; von A(s) mit positivem Realteil Re{s;} > 0. Die Anzahl
N der Nullstellen mit negativem Realteil Re {s;} < 0 betrigt dann N = n — M. Es
existieren keine Nullstellen mit Re{s;} = 0. Das bedeutet, dass ein Polynom genau
dann ein Hurwitz-Polynom ist, wenn alle n 4+ 1 Elemente von v das gleiche Vorzeichen

haben.
Dieses Theorem®lautet fiir die bereits vorgestellte Kettenbruchentwicklung:

e Theorem: Unter der Voraussetzung, dass alle n Kettenbruchkoeffizienten K; gemifl
(4.13) einen endlichen Wert annehmen, ist die Anzahl M der negativen Koeffizienten
gleich der Anzahl der Nullstellen von A(s) mit positivem Realteil Re{s;} > 0. Die
Anzahl N der Nullstellen mit negativem Realteil Re {s;} < 0 betréigt dann N = n — M.
Es existieren keine Nullstellen mit Re {s;} = 0. Genau dann, wenn alle n Koeffizienten
K; positiv sind, d.h. K; > 0, ist A(s) ein Hurwitz-Polynom.

Beispiel (regulirer Fall)

Wir betrachten folgendes Polynom 4. Grades
Ay(s) =2s" + 5%+ 35 + s+ 2.
Hieraus bilden wir die Polynome

0 (s) =25 +3s2+2 und 6¥ (s):= s> +s.

®Das bedeutet, dass die Polynome 6(i)(s) und 5("71)(3) als grofiten gemeinsamen Teiler (ggT) jeweils eine
von Null verschiedene Konstante aufweisen. Sie besitzen keine gemeinsame Nullstelle.

T A Treatise on the Stability of a Given State of Motion; ADAM “s-Preis der Universitit Cambridge fiir das
Jahr 1877 mit dem ausgeschriebenen Thema "Das Kriterium der dynamischen Stabilitéit". Zum ersten Mal
wurden notwendige und hinreichende algebraische Bedigungen fiir die dynamische Stabilitit aufgestellt.

8Routh “s-Theorem enspricht dem im Kapitel 1 vorgestellten Theorem von Wall.
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Fiir den Quotienten Q4(s) := gi:gz; ergibt sich dann die Kettenbruchentwicklung”:
2s* 4 3s% + 2 s* 42 1
— _— = . 2 — . 2
Qals) s3+s ° +S3+S ° +$3+s
s2+2
1 1
= s5-2+4+ 7 =S 2+ 1
1 1
5 +32+2 S —i—s 1+ 1
—S s-(—0.5)

Das heif3t:
Ky=2, K3=1, Ky=-1 und K;=-0.5.

Daraus folgt gemifl des oben formulierten Satzes: Das Polynom A, (s) ist kein Hurwitz-
Polynom. Da zwei der vier Koeffizienten K; positiv sind, besitzt es zwei Nullstellen in der
linken offenen s-Ebene und zwei Nullstellen in der rechten offenen s-Ebene. A

Das zugehorige Rechenschema zur Ermittlung der Konstanten (Leitkoeffizienten) al(-z) sieht
folgendermaflen aus:

2 3 2
1 1 0
2 2
3-2.1=1 2-2.0=2 0
1
1-1.2=1 0
2

Es ergeben sich zwei Vorzeichenwechsel
l1—-(=1) und (-1)—2,

und damit wird obiges Resultat bestéitigt, dass zwei Nullstellen einen positiven bzw. zwei
Nullstellen einen negativen Realteil aufweisen. Die Kettenbruchkonstanten K; ergeben sich
gemif (4.16) als Quotienten entsprechender Leitkoeffizienten.

Beispiel (regulérer Fall)
Wir betrachten das Polynom 3. Grades

As(s) =5 —4s>+5+6 .

9Der Quotient Q4(s) lautet

254357 4+2 25t 435242

Quls) s3+s o s(s241)

Die Nullstellen des Zahlerpolynoms ergeben sich zu sj2 = —% + \/% - :i (—Bij\ﬁ), d.h. sie sind

komplexe Zahlen. Damit ist Q4(s) keine Foster-Funktion und A4(s) ist kein Hurwitz-Polynom.
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Offensichtlich handelt es sich um kein Hurwitz-Polynom, da seine Koeffizienten unter-
schiedliches Vorzeichen besitzen. Wir entwickeln den Quotienten

6@ (s) s+ s

W) =5 T Ta2 e

in einen Kettenbruch:

1 25 1 1 1 1
Qs3(s) = s~ (_Z> + i 16 CR (_4_1) + _,43_2% -8 (_1> T s - (_g) T (15 )
29 s\12

Zwei der drei Kettenbruchkoeffizienten sind negativ, d.h. zwei Nullstellen liegen in der rechten
offenen s-Ebene und eine Nullstelle in der linken offenen s-Ebene!”.

Das Resultat wird durch das Routh-Schema bestitigt: Das zugehorige Tableau sieht fol-
gendermassen aus:

1 1
—4 6
=) 6=3 0

6-SY.0=6

2

Es liegen demnach zwei Vorzeichenwechsel vor

1—-(-4) und (—4)— g .

Singulire Félle

Ergibt sich ein Element der ersten Spalte gleich Null, so hat dies einen Abbruch des Verfahrens
zur Folge. Das betrachtete Polynom ist kein Hurwitz-Polynom. Es stellt sich die Frage, ob
man in solch einem Fall das Rechenschema in modifizierter Form weiterfithren kann, um eine
Aussage tiber die Anzahl der Nullstellen mit positivem Realteil Re {s} > 0 machen zu koénnen.
Hierbei gibt es zwei Fille:

1. Fall: in der Zeile, bei der das erste Element (also der Leitkoeffizient) gleich Null ist,
existiert ein von Null verschiedenes Element.

2. Fall: in der Zeile, bei der das erste Element gleich Null ist, sind alle Elemente gleich
Null. Es liegt eine sogenannte Nullzeile vor.

Im 1. Fall schligt Routh folgende Modifikation vor: Der verschwindende Leitkoeffizient
wird durch eine betragsméfig "kleine” Grofle € mit bestimmtem - aber beliebigem(!) - Vorze-
ichen

>0 bzw. £<0 mit |e] < 1

19Die faktorisierte Darstellung des Polynoms lautet Az (s) = (s + 1)(s — 2)(s — 3).
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ersetzt. Anschlieflend fihrt man mit der Konstruktion des Tableaus fort'!. Mit anderen
Worten: das Tableau fiir das urspriingliche Polynom f(s) wird durch eines fiir ein Polynom
F(s,e) ersetzt. Dieses Polynom geht fiir ¢ = 0 in f(s) iiber. Dessen Nullstellen veriindern
sich stetig mit dem Parameter €. Bei "kleinem” Wert ¢ stimmt die Anzahl der Nullstellen mit
positivem Realteil des Polynoms F'(s,e) mit der des Polynoms f(s) iiberein. Hierfiir ist es
essentiell, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel der ersten Spalte des Tableaus unabhdngig
von der Wahl des Vorzeichens von ¢ ist. Sonst liegen Nullstellen auf der imaginéiren Achse.

Im 2. Fall liegt eine Nullzeile vor. Das bedeutet, dass das Polynom f(s) Nullstellen s;
mit der Eigenschaft

f(s:) = 0= f(=s)

besitzt'?. Sie konnen reell, imagindr oder komplex sein. Routh schldgt folgende Vorge-
hensweise vor: Angenommen das Polynom 6@ (s) ist identisch Null. Dann wird dieses durch
die Ableitung des vorherigen Polynoms 5(2_1)<S) ersetzt, d.h.

i(g(ifl)(s)

d(s)=0 —
(s) P

und man fihrt mit dem Algorithmus fort. Diese Vorgehensweise wird bei Entstehen einer
neuen Nullzeile wiederholt.

Beispiel (1. singulérer Fall)

Fiir das Polynom

As(s) = s° + 25" + 35> + 45> + 55 + 6

1 Sollte bei den nachfolgenden Berechnungen das erste Element einer nicht identisch verschwindenden Zeile
gleich Null sein, so wird dieses durch eine weitere "kleine" Grofle ¢ ersetzt

(>0 bzw. (<0 mit |¢| < 1

und das Verfahren fortgesetzt.
2Gei f ein Polynom mit dem Grad n und reellen Koeffizienten f,: f(s) = > ._, f,s” mit f, # 0, bzw. in
klassischer Form zerlegt

f(s) = Z fous® + Z Jovgrs™ T = Z fos® + s Z fov15% = g(s%) + s - a(s?).

2v<n 2v<n 2v<n 2v<n

Wir bezeichnen mit ¢(s) den ggT der Polynome g(s?) und s-4(s?), dann gilt f(s) = t(s) - h(s). Angenommen,
es existiert (mindestens) eine Nullstelle s, mit der Eigenschaft f(s;) = f(—si) = 0, dann gilt ebenfalls g(s3) =
sk - 4(st) = 0. Das hat zur Folge dass fiir den ggT #(s) ebenfalls ¢(sy) = t(—sj) = 0 gilt. Weil im Nullpunkt
gespiegelte Nullstellen von f(s) auch Nullstellen von h(s) sind, besitzt das Restpolynom h(s) keine Nullstelle
s mit der Eigenschaft h(sg) = h(—sx) = 0.
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ergibt sich das Routh-Tableau

4—-2-2=0—¢ 6-2-0=6

Sowohl fiir £ < 0 als auch fiir € > 0, ergeben sich zwei Vorzeichenwechsel bei der ersten Spalte.
Das bedeutet, dass obiges Polynom zwei Nullstellen mit positivem Realteil besitzt.

Beispiel (1. singuldrer Fall)

Fiir das Polynom
Ag(s) = 8% +5° + 65 + 65> + 115> + 85+ 6
ergibt sich das Routh-Tableau

1 6 11 6
1 6 8
6—-6=0—¢ 11-8=3 6
6—2=ale) g§—¢
86
3—5-67; =:b(¢) 6
3
8—8— 6. ——— = c(e)
376.672
6

Es werden nun das Vorzeichen der Grofien a(e), b(e) und c(e) fiir "kleine" Werte von € unter-
sucht:

Fiir a(e) gilt
3

~——
)

3

und damit ist das Vorzeichen von a(¢) gleich dem Vorzeichen von (=) baw. (—¢): a(e) ~ —e.

a(e) =6 —

M | w
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Fiir b(e) gilt

und damit ist sein Vorzeichen gleich dem Vorzeichen von 3: b(e) m 3.
Fiir ¢(e) gilt

6 6—2 6 6—2
oe) = 8—-—6 — 5 ~8———6 —
€ 3_%_S € — 2e
6 3 6
~ 8—-—6-(6--)-(3+2)=8—-—6-(12—-+6
5 (6—2)-(3+2) 5 (12--+6-¢)

1
~ —80—-—36-¢+39-—~39-
€

und damit ist sein Vorzeichen gleich dem Vorzeichen von (39 - 1) bzw. (): c(e) v e.
Damit muss das Vorzeichen der Elemente des nachfolgenden Vektors in Abhéingigkeit von
e > 0 bzw. ¢ < 0 untersucht werden

vii=[11¢ (¢ 3 ¢ 6].

Fiir positives € gibt es zwei Vorzeichenwechsel, wihrend ein negatives € vier Vorzeichenwechsel
zur Folge hat! Damit ist keine Aussage iiber die Anzahl von Nullstellen mit positivem Realteil
moglich! Offensichtlich besitzt das Polynom Nullstellen auf der imaginéren Achse, sodass bei
Variation von ¢ einige in die rechte s-Ebene wandern. In der Tat gilt folgende faktorisierte
Darstellung®® von Ag(s)

Ag(s) = (" +2) - [(+1)(s*+3) + 5 (s +4)] = (s*+2) - Au(s) .

13 Ausgehend von Ag(s) = s% + s° + 6s* + 65% + 1152 + 85 + 6 fithren wir die Kettenbruchentwicklung von

O+ 65+ 115246

@ols) = s5 + 683 + 8s

durch. Dadurch kénnen wir den ggT des Zéhler- und Nennerpolynoms von Qg(s) ermitteln. Wir erhalten

Qs(s) 352+ 6 N 1 N 1 N 1
6s) = ST T 3o, S 551653 =S 3 =S 2
+653+8s 1.3 4534-8s 1.3 4 .5%42
§° 4 65° + 8s 35216 38° T 3756 38"+ 38595
b st !
= S = S
%534—%3 %534— 11
0-s+4—

Das bedeutet, dass (s? + 2) der ggT von Zihler- und Nennerpolynom ist. Damit gilt

1 st44s24+3 (824 1)(s*+3)
Qos(s) =5+ 5 3, 4 = 3 = 2
558% 4+ 358 53 +4s s(s2+4)

Das bedeutet

Ag(s) = (2 +2) [(s" +42 +3) + s (s* +4)] = (s> +2)(s* + 8° + 45 + 45+ 3) .
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Das Polynom

Ay(s) = (s2+1)(s*+3) +5- (s> +4) = g(s%) +s5-0(s?)
= s'+ 8 +48%+4s5+3

besitzt das Routh-Tableau

1 4 3
1 4
0—e 3
4 — 3
3

Die erste Spalte weist - unabhéingig vom Vorzeichen von ¢ - zwei Vorzeichenwechsel auf. Damit
existieren zwei Nullstellen mit positivem Realteil. Die iibrigen zwei weisen einen negativen
Realteil auf.

Das Polynom Ag(s) besitzt demnach jeweils zwei Nullstellen mit negativem bzw. positivem
bzw. verschwindendem Realteil.
Beispiel (2. singulirer Fall)
Fiir das zu untersuchende Polynom

Ay(s) = s* +25° + 65 + 65+ 9
ergibt sich das Routh-Tableau

1 6 9

2 6 0
6-4-6=3 29-10 — 9

0 Nullzeile 0

6 Ersatzzeile 0 Polynom: 4 (3s% +9) =6 - s

9

Es ergeben sich keine Vorzeichenwechsel bei der ersten Spalte. Das bedeutet, dass obiges
Polynom!* keine Nullstellen mit positivem Realteil, aber rein imagindre Nullstellen besitzt.
Beispiel (2. singulirer Fall)

Wir untersuchen das Polynom

As(s) =5 +s* +3s° + 352 + 25+ 2.

14Die faktorisierte Darstellung des Polynoms lautet Ay(s) = (s* + 3)(s + 2s + 3).
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Das Routh-Tableau lautet

1 3 2
1 3 2
0 0 Nullzeile
4 6 FErsatzzeile

34-16 _ 3 8 _

=T =35 172

63-24 o

3/2 3

2

Es tritt kein Vorzeichenwechsel auf. Das bedeutet, das Polynom Aj;(s) besitzt keine Nullstellen
mit positivem Realteil, aber rein imagindre Nullstellen'®.

Beispiel (2. singulirer Fall)
Wir betrachten das Polynom 3. Grades
As(s) =5 +2s% —5—2.

Das Polynom ist kein Hurwitz-Polynom!®, da die Polynomkoeffizienten verschiedene Vorze-
ichen aufweisen. Wir entwickeln den Quotienten

in einen Kettenbruch:

s —s 1 s2—1 1+ 0-s
252 -2 2 s2—-1 2 252 -2

1
5+ —.
2

Das zugehorige Routh-Schema sieht folgendermafien aus:

1
2 —2
2-1.(-2)=0

5Nachdem die 3. Zeile eine Nullzeile ist, folgt daraus, dass der ggT der Polynome
05(s) := 8% +35% +2s und d4(s) :=s* + 35> +2
durch s* + 352 + 2 = (52 + 1)(s? + 2) gegeben ist. Damit besitzt As(s) die faktorisierte Darstellung As(s) =

(s2+1)(s2+2)(s+1).
16Die faktorisierte Darstellung lautet: Az (s) = 83 +2s2 —s -2 = (s+1)(s — 1)(s + 2).
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Die dritte Zeile ist eine Nullzeile. Das bedeutet, dass die vorherige Zeile [2 - s? — 2 - s%] den
ggT der Polynome 6® (s) und 6 (s) angibt: (s> — 1). Das zugehorige Routh-Schema sieht -
nachdem £ (2s? — 2) = 4s ergibt - folgendermafen aus:

Damit liegt ein Vorzeichenwechsel vor, d.h. es existiert genau eine Nullstelle mit Re {s} > 0.
Die anderen haben einen negativen Realteil.

Beispiel ( 2. singulidrer Fall) optional
Wir betrachten folgendes Polynom 4. Grades
Ay (s) =s*+3s% + 35> + 35 +2
und bilden die Polynome
0 (s)=s*+3s2+2 und 6@ (s) = 35 + 3s.
Die Kettenbruchentwicklung des Quotienten

oW (s) s +3s242

Qa(s) == 5@ () T T 383+ 3s

ergibt:

1 28242 1 1

Gls) = s 3t a3 T
L 1
= ST T3 o0

3 s 5t e

Das heifit:

_ 1 _ 3
K4_§7 K3_§

Daraus folgt: Ay (s) ist kein Hurwitz-Polynom!”.

Beispiel (2. singulirer Fall) optional

Wir betrachten das Polynom
Az(s)=s"+s*+s+1.

17"Es besitzt die faktorisierte Darstellung Ay (s) = (s+1)(s+2)(s+5)(s—7). Das Polynom (s+75)(s—j) = s+1
ist ggT der Polynome 6 (s) und 6 (s).
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Wir entwickeln den Quotienten

W) S+

Q?)(S) = 6(2) (S) = 241
in einen Kettenbruch: 0
.S
fr—y . 1 fry .
Qs(s)=s-1+ 251"

Das Polynom ist kein Hurwitz-Polynom®®.

Das zugehorige Rechentableau sieht folgendermaflen aus:

1 1
1 1
1-1=0

Bemerkung: Die dritte Zeile ist eine Nullzeile. Das bedeutet, dass die vorherige Zeile
[1-5241-5° den ggT der Polynome 6® (s) und 6@ (s) angibt: s> + 1. Das neue Routh-
Schema sieht - nachdem (s 4 1) = 2s gilt - folgendermafen aus:

1
1
Ersatzpolynom

— N =

Es gibt keine Vorzeichenwechsel in der ersten Spalte, damit existieren keine Nullstellen mit
Re{s} > 0. Es existieren alledings rein imaginére Nullstellen.

4.2 Stabilitits-Normalformen im Zustandsraum

4.2.1 Ermittlung einer kanonischen Zustandsraumdarstellung mit
Hilfe eines RLC-Netzwerkes

Wir betrachten eine Foster-Funktion Z(s) in der 1. Cauer-Form

Z(s) =5 Kp+ ! _ %) (4.18)

s Ko+ 1 6 D(s)

sKp_g +ot ——L—

1
Ko+ Ry

mit den positiven Konstanten K;. Damit ist das Polynom

Ay (s) = (5(")(3) + (5(”*1)(3) ="+, 18" P, 08" 4 .+ as+ ag

18Es besitzt die faktorisierte Darstellung Az (s) = (s + 1)(s + 7)(s — j).
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ein Hurwitz-Polynom!’.

Wir versuchen, ausgehend von (4.18) eine Matrix A zu bilden, deren charakteristisches
Polynom
det(sE — A) = A,(s)

ist?’. Insbesondere sollen die Kettenbruchkoeffizienten K; unmittelbar als Eintriige der Matrix
erscheinen. Des Weiteren wird die Matrix A als Systemmatrix eines linearen zeitkontinuier-
lichen und zeitinvarianten Systems - LZI-Systems - der Form

Z—? =Ax+bu y=clx (4.19)
mit der skalaren Eingangsgrofie u, der skalaren Ausgangsgrofie y und dem n-dimensionalen
Zustandsvektor x aufgefasst. Ist das der Fall, so wire die asymptotische Stabilitét des Systems
(4.19) unmattelbar ersichtlich!

Hierzu betrachten wir ein ideales Netzwerk, welches aus der Reihenschaltung einer Span-
nungsquelle u, eines Ohmschen Widerstandes R und der Impedanz Z(s) nach (4.18) entsteht.
Der Strom durch R bzw. Z wird mit ¢ bezeichnet. Es gilt dann - unter der Voraussetzung
verschwindender Anfangswerte - fiir die Laplace-Transformierten @(s) und #(s) der Spannung
u(t) und des Stromes i(t)

~ B o 5(ﬂ)(3> -
) = IR+ Z(6)] 06) = (R4 o] T0),
bzw.
1(s) 5("71)(3)

a(s) R0 V(s)+8(s)
Wiéhlt man nun R = 1, entsteht der Ausdruck
5(n—1)(8) 5(n—1)(8)

G(s) = 5(71—1)(8) +5(n)(5) - An(s)

G(s) kann als Ubertragungsfunktion des LZI-Systems (4.19) aufgefasst werden. Hierbei sind
die Spannung v die Eingangsgroffe und der Strom i die Ausgangsgrofle des Systems . D.h.

G(s) = ) =c'SE-A)"'b .

Wir operieren nun mit dem Ausdruck

6s) )
5(”_1)(3) 2(s)

und entwickeln daraus eine Zustandsraumdarstellung.

YWir gehen (0.E.d.A.) davon aus, dass der Leitkoeffizient des Zzhlerpolynoms gleich Eins ist.
20Man nennt eine Matrix A, deren charakteristisches Polynom ein Hurwitz-Polynom ist, eine Hurwitz-
Matrix.
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Der Ubersichtlichkeit wegen betrachten wir den Fall n = 4, eine Verallgemeinerung ist
dann evident. In diesem Fall lautet die Impedanzfunktion Z(s)

die mit Hilfe der Abkiirzungen

K4 = L4 s K2 = L2 5 Kg = Cg 5 Kl = Cl (420)
folgendermaflen umgeschrieben wird:
5@ 1 _
U6 s I O
5 (S) S - 03 + 5L2+—1 Z(S)
5-Cq

Wir fithren nun sukzessiv sogenannte natiirliche Zustandsvariablen eingefiihrt: jeweils der
Strom durch eine (positive) Induktivitét L,, bzw. die Spannung an einer (positiven) Kapazitét
C,.

Damit lautet der Strom x5 durch die Induktivitit Lo, der gleich dem Strom durch die
Kapazitidt C'; mit der Spannung x; ist,

dxq
Ty = C’lﬁ
bzw. im Bildbereich
1 Z1(s)
s-Cp To(s)
Fiir die Spannung x3 an der Kapazitit C3 ergibt sich nach Kirchhoff
T3 = L2% + 2
bzw. im Bildbereich
1 B 1 _ Zy(s)
s Lot =5 s Ly+ 28 T Za(s)
Fiir den Strom x4 durch die Induktivitédt L, gilt nach Kirchhoff
Ty = Cg% + 9
bzw. im Bildbereich
1 B 1 _ Z3(s)
5 Cs+ 7 5-Cy+ 280 3y(s)

s Lot 5ty 73 (s)

Es verbleibt die Spannungsbilanz nach Kirchhoff fiir die betrachtete (R, Z)-Serienschaltung
(mit R =1)

dx
'LL:1~.1'4—|—L4d—t4+373
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bzw. im Bildbereich

0 (s) T3(s) _ u(s)
— * L = —— — 1 N U = 7 5 .

5(3) (8) S 4+ 574(8) 7(8) ) y(8> Z(‘S) ZE4<S)

Zusammenfassend wird das Netztwerk durch folgende Differentialgleichungen beschrieben:
dx dx
Cld_tl =T , L2d_t2 —x1+ T3,
dx dx
O3d_253 = —T9+ x4 und L4d_t4 = —T3— X4+ U.
Mit Hilfe des Zustandsvektors
xT::(xl Ty T3 Ty )

erhalten wir zunéichst eine Zustandsraum-Darstellung in sogenannter Deskriptor-Form

(Of 0 0 0 0 1 0 0 0

0 Lo 0 0 dx —1 0 1 0 0
% = X+ Uu

0 0 Cs 0 0 —1 0 1 0

0 0 0 Ly 0 0 —1 —1 1

1

0 o 0 0 0

1 1

i —= 0 = 0 0

% — X+ U
1 1

0 - 0 A 0

1 1

0 0 —%4 — I

y=(000 1)x .

Man erkennt, dass die asymptotische Stabilitit des obigen Systems anhand des Vorzeichens
der Bauelemente bzw. der Konstanten K; geméfl (4.20) ersichtlich ist!

Eine dquivalente(!) Darstellung eines asymptotisch stabilen LZI-Systems ergibt sich durch
folgende Transformation der Zustandsvariablen. Wir fithren einen neuen Zustandsvektor ein

zT:(z1 2o 23 24 ),

geméif:

. — 1 — . 1
Z1 i — I Z9 = 01513'2 Z3 = C’ngxg Z4 - Clech‘l
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d.h.
1 0 0 0
0 2 0 0
Cy
7z = 1 X .
0 0 &5 (l)
0 0 0 oo
Damit ergibt sich die dquivalente System-Darstellung
0 1 0 0 0
1
iz | om0 ! 0 0 1
— = z+ ——u
dt 0 _ #03 0 1 0 C1L2C3L4
1 1
0 0 ~ C3Ly T Ls 1

y=(0 0 0 1)C1L:C5-2 .

Obige Systemmatrix, deren Eigenwerte einen negativen Realteil aufweisen, besitzt die prég-
nante sogenannte Schwarz?!-Form

0 1 0 0

g_| B 0 1 0
0 -8 0 1
0 0 —f —f

mit vier positiven Koeflizienten ;.

Bemerkung: Fiir den Fall n = 2 ergibt sich fiir die Systemmatrix S

L 0 1
S"(—ﬁo —m)‘

Sie liegt in Begleitform vor! Zur Erinnerung: im n-dimensionalen Fall besitzt diese folgende
kanonische Struktur mit minimaler Anzahl n von reellen Parametern «;

0 1 0 0
0 0o .. 0 0
A= 0 0 . - 0
0 0o .. 0 1
—Qyp —Q1 ... —0p_9 —0Qp_1

aus der das zugehorige charakteristische Polynom ablesbar ist:
det(sE — Ag) = ag + a5+ ... + 18"+ 5"
Diese lautet im vorliegenden Fall n = 2
det(sE — S) = S, + B15 + s

und man erkennt unmittelbar den wohlbekannten Umstand, dass genau dann ein Hurwitz-
Polynom vorliegt, wenn alle Polynomkoeffizienten positiv sind.

*'Hans Rudolf Schwarz (*1930 in Ziirich).
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4.2.2 Schwarz-Normalform & Hurwitz-Kriterium
Schwarz-Normalform

Die Verallgemeinerung obiger Resultate auf n Zustandsvariablen ist problemlos. Die sogenan-
nte Schwarz-Matrix besitzt die kanonische Form??mit minimaler Anzahl von reellen Parame-
tern 3,

0 1 0 0
By 0 .0 0
S = 0 =5 . 0
0 0 . - 1
0 0 .. B, —B.

Man beachte, dass jede nichtderogatorische (n,n)-Matrix,?* zBsp eine Matrix in Begleitform
A i, mittels einer reguléiren Transformation in diese Form gebracht werden kann. Im Gegensatz
zu einer Systemmatrix, welche in eine Matrix in Diagonalstruktur transformierbar ist - keine
Kenntnisse beziiglich der Vielfachheit der Eigenwerte der Systemmatrix notig sind.

Zur Beurteilung der Stabilitéit eines LZI-Systems mit obiger Systemmatrix geht man fol-
gendermaflen vor: Unter der Voraussetzung, dass alle Parameter (3, verschieden von Null sind,
d.h.

B, #0 fir i=0,...n—1

fithren wir die Grofien

n—1
Pr=0, 1 P:=0,1Bno; P3=0, 1 Bno Bpsi-i b= Hﬁz
i=0
bzw. firi=1,2,....n
P, =PF_ B,,;, mit F:=1. (4.21)

Nach Schwarz gilt folgendes
e Theorem: Betrachtet man die Zahlenfolge
P17 P27 P37 Pn )

so ist die Anzahl N der Eigenwerte der Matrix S, die einen negativen Realteil besitzen,
gleich der Anzahl N der positiven Werte der Zahlenfolge?*. Damit betrigt die Anzahl
M der Eigenwerte der Matrix S, die einen positiven Realteil besitzen, M = n — N und
ist gleich der Anzahl der negativen Werte der Zahlenfolge.

22Es ist erwdhnenswert, dass H.S. Wall diese Matrix-Struktur schon 1945, also vor(!) H.R. Schwarz, in
der Arbeit "Polynomials whose zeros have negative real parts"; The American Mathematical Monthly, vol.52,
No.6, 1945, pp. 308-322 publiziert hat.

23Zur Erinnerung: man nennt eine (n, n)-Matrix nichtderogatorisch, wenn deren Minimalpolynom den Grad
n hat.

24Dies ist einleuchtend, wenn man den Zusammenhang der Gréfien 3; mit den Kettenbruchkoeffizienten K
bedenkt. Fiir den Fall n = 4 gilt

1 1 1 1
= 9 Bl = ) ﬂZ = 9 BB = .
KKy Ko K3 KKy Ky

Bo
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Es leuchtet ein, dass das charakteristische Polynom det(sE — S) der Matrix S genau dann
ein Hurwitz-Polynom ist, wenn die Ungleichungen

B.>0 i=0,.,n—1

gelten?®.

Wird demnach ein LZI-System durch ‘2—’; = Sx beschrieben, so kann aufgrund des Vorze-
ichens der Parameter auf asymptotische Stabilitit bzw. Instabilitit unmittelbar geschlossen
werden.

Die nachfolgenden Ausfiihrungen sollen dem Verstéindnis des formulierten Satzes dienen
und existierende Verbindungen zu dem Stabilitéitskriterium nach Hurwitz?® aus dem Jahr 1895
aufzeigen.

Hurwitz-Kriterium

Bei der Formulierung des Hurwitz-Theorems geht man von einem Polynom A, (s) vom Grade
n

An(8) = ans™ 4+ 18"+ 08" 2+ 38" L+ s+ ag o, >0

aus und konstruiert zwei Polynome:
6 (8) 1= ans™ 4 08" 2 4 g8 4

und
§=1) (5) i= ap_18" P p_3s" P 58" AL

Man benutzt die Koeffizienten der Polynome 6% (s) und 6™ (s), bildet eine quadratische
(n,n)-Matrix H gem#f

Qp_1 Op_3 Qp_5 Qnp_7
Qp Op_2 Qp_4 Op_¢

0 « -1 Op—_3 0Op_5 .

" " " mit «a, =0 firv <0,

0 Qp Qp_2 QOp_yg

0 0 0 0 ... ap

Die Zahlenfolge lautet dann
1 1 1 1

Ky K3K2' KyK2K2 K \K2K3K2 '

25 Dies kann elegant mit Hilfe der Lyapunov-Theorie bewiesen werden. Siehe den Aufsatz aus dem Jahr 1960
von R.E. Kalman & J. Bertram: Control System Analysis and Design via the "Second Method" of Lyapunov.

26 A, Hurwitz (1895): "Auf Veranlassung meines verehrten Collegen, Herrn A. Stodola beschéftigte ich mich
vor einiger Zeit mit der Frage, wann eine Gleichung n**™ Grades mit reellen Coeffizienten agz™ +a 2" ' +...+
a, = 0 nur solche Wurzeln besitzt, deren reelle Bestandtheile negativ sind. Wenn auch die Erledigung dieser
Frage nach den Methoden von Sturm, Liouville, Cauchy und Hermite keine principielle Schwierigkeit bietet,
so erlaube ich mir doch das Resultat, zu welchem ich gelangt bin, hier mitzutheilen, weil dasselbe wegen seiner
Einfachheit, fiir die Anwendungen brauchbaren Gestalt vielleicht einiges Interesse verdient."
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und untersucht alle n ,nordwestlichen” Unterdeterminanten
Op—1 Qp_3 Op_5
Qp—1 Op—3

Hl = 0p_1 Hy =
: —1, 92 .
(67 [0 7))

0 Op—1 Qp_3

Nach Hurwitz gilt folgendes

95

, Hy:=| an apo anyg|,.., H,:=det(H) .

e Theorem: Das Polynom A, (s) ist genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn alle n ,nord-

westlichen” Unterdeterminanten Hy, Ho, Hs, ..., H, positiv sind

H; >0 i=1,2,...n .

Beispiel (Polynom 4. Grades)
A4(S> = 84 + 04383 + (1282 + 18 + g

Die Matrix H lautet
3 (7 0 0

1 Qg (O 0
0 a3 a7 O
0 1 Qo

H =

Man untersucht nun die vier ,nordwestlichen” Unterdeterminanten und erhélt:
H :=a3>0 |

a3

H2 = 1 o

= azag —aq >0 s

bzw. - unter Benutzung der ersten Ungleichung (4.22) - ap — 51 > 0,

3 Q1 0
Hg = 1 s Qg | = a1 Hy — agag = 041(0430(2 — Q1 ) — aoag >0 R
0 3 (4

Q3 (g 0 0
L 1 Qg (O 0 -
Hy = 0 as a; 0 =aoH; >0 s
0 1 a9 o
d.h.

ag > 0.
Unter Benutzung der Bedingungen (4.24), (4.23) und (4.25) folgt, dass

ap >0

gilt, und wir erhalten aus (4.24) die Bedingung

Qg a3
Qg > — + Qg— .
a3 &3]

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)
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Zusammenfassung: Unter der Voraussetzung strikt positiver Koeffizienten «; (i = 0, 1, 2, 3)
ist die Erfiillung der Ungleichung
Qg > ﬂ + Oéo% (427)
a3 aq
eine notwendige und hinreichende Bedingung damit A4(s) ein Hurwitz-Polynom ist.
Bemerkung: Interessant ist die Betrachtung des aus dem Hurwitz-Polynom Ay(s) ent-

standenen Quotienten

3 2 %1
383 + a8 ass(s® + o)
Q(S) = = 3

st ags?tap st ans?tag

Was bedeutet die Erfiillung obiger notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir die Lage
der Pole und Nullstellen der Funktion Q(s)? Zunéchst ergibt sich aus der Ungleichung oy >
o+ apg® durch Quadratur die Ungleichung

o 1
0f > (=) + (a0 g)” + 200
Q3 a—3
bzw. aufgrund von
a9 1 9 (651 1 2
(—) + (Oéoa—l) + 209 > 40./() <~ (— — Oé()a—l) >0
Qa3 a—3 3 04_3

die Ungleichung a2 > 4. Unter Verwendung folgender Abkiirzungen fiir die positiven Grofen
wp, w1 und ws

- 2 2 2,2
wyi=— bzw. ayi=wi+w; und qp = wiw;

2w? = Qg — \/ozg — 4oy und 2w§ = (g + 1 /04% — 4oy

lautet die Funktion

mit

_ s (s*+wj)
) = @ + o)
Ferner ergibt sich aus der Ungleichung (4.27) eine alternierende Pol-Nullstellen-Lage von Q(s)

2 2 2 W%“’% 2 2\/ 2 2
wi 4wy > wy + 2 — (w5 —wp)(wg —wi) >0 .

0

Das bedeutet, Q(s) ist eine Foster-Funktion.

Zusammenhinge zwischen Schwarz-Normalform und Hurwitz-Determinanten

Unter der Voraussetzung, dass alle n Unterdeterminanten H; Ho, ..., H, verschieden von
Null sind??, d.h.
H;#0 fir i=1,2,...,n ,

2TInteressant ist folgendes Lemma nach Wall: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass A(s)
und A(—s) eine gemeinsame Nullstelle aufweisen, lautet det(H) = 0.
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bildet man n Zahlen 3, (i =0,...,n — 1) nach folgender Vorschrift:

H, Hy 1
=H, ; == = =
571—1 1 ﬁn—Q Hl ) ﬁn—i’) H2 Hl
H, v
B, = T Hl,_z fir v=4,...,n.

Mit der Festlegung
H,=1 fir v<0

lautet die Berechnungsvorschrift der j3;

HV HI/73
Hl/—]. Hl/—2

/anu =

fir v=1,...,n . (4.28)

Mit deren Hilfe erzeugt man folgende (n, n)-Matrix

o 1 .. 0 0
—B, 0 . 0 0
S = 0 -5 ' 0
0 0 LT 1

0 0 .. =B, =B,

Satz (Wall, Schwarz): Die Matrix S besitzt A, (s) als charakteristisches Polynom
det(sE —S) = A, (s).

Es leuchtet dann folgender Satz ein®®:
Das charakteristische Polynom der Matrix S ist genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn

B,>0 fir i=0,1,..,n—1
gilt!

Beispiel:
Wir betrachten das Polynom 4. Grades

1 3 1
A4(8>:S4+§$3+§$2+§8+1

und konstruieren die zugehorige Schwarz-Matrix S. Hierzu bilden wir zunichst die vier
Hurwitz-Determinanten:

05 05 0
5 0. 1 11 1 1
H, = 0.5, H2:‘015 (1)?’:1’ Hy=| 1 15 1 |=Z.5-2=—=

0 05 05

28Fs gilt aufgrund des Bildungsgesetzes (4.28)
B;>0 (i=1,..,n) & H; >0 (i=1,...n)
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und
05 05 0 0
115 1 0 1
Hi=1"4 05 05 0 _1'H3__§'
0 1 15 1

Nachdem Hj negativ ist, ist das betrachtete Polynom kein Hurwitz-Polynom.
Um die Schwarz-Matrix zu ermitteln, bilden wir die Zahlen 3, (i = 0,...,3) nach obiger
Vorschrift (4.28):

H2 Hg 1
:]J:l : ::—:l . = . — = -]
/63 1 3 /82 H1 2 /81 H2 Hl
H, H
= —.— =2.
Bo o,
Die Schwarz’sche Matrix lautet dann:
01 0 0
-2 0 1 0
S = 01 0 1
0 0 —05 —0.5

Bilden wir die Folge P; der Produkte der Elemente, so ergeben sich die Werte

1

1 1 1
P1:53:§a P2:53'62:Z7 P3253~52-51=—Zund P4:53'52'51'50:_§-

Daraus folgern wir - nachdem zwei Elemente der Folge positiv sind - dass zwei Eigenwerte von
S, d.h. zwei Nullstellen von Ay (s), einen negativen Realteil aufweisen.



Kapitel 5

Einheitskreis-Polynome (EKP)

Wir betrachten ein Polynom in der komplexen Variablen z mit Koeffizienten «; und dem Grad
n

f(2) = anz" 4+ 12" F 02" 4 gz + ag a, #0 (5.1)
bzw. in faktorisierter Darstellung f(z) = a, H(z — 2;). Wenn das Polynom fiir |z| > 1 keine

i=1
Nullstellen aufweist, d.h. wenn die Aussage

|2l =1 = f(z) #0 (5.2)

gilt, so nennt man f(z) ein Einheitskreis-Polynom (abgekiirzt EKP). Seine Nullstellen liegen
demnach innerhalb eines Kreises um den Nullpunkt der z-Ebene mit dem Radius gleich Eins,
des sogenannten Einheitskreises (abgekiirzt EHK). Solche Polynome sind seit langem Gegen-
stand mathematischer Untersuchungen'. Sie spielen eine grofie Rolle bei der Uberpriifung
der Stabilitdt - d.h. der asymptotischen Stabilitit bzw. der BIBO-Eigenschaft - linearer
zeitinvarianter zeitdiskreter Systeme: Ein EKP ist das Analogon zu einem Hurwitz-Polynom.
Eine erste Moglichkeit zur Uberpriifung dieser Eigenschaft (5.2) der Nullstellen besteht
darin, die komplexe Variable z mittels der bilinearen (konformen) Abbildungsvorschrift

_1+w

C1l-—w

zu transformieren. Man bildet dadurch die komplexe z-Ebene in die komplexe w-Ebene ab,
so dass die Relationen

2| <1 < Re{w}<0 und |z]=1 < Re{w}=0

TAus der Arbeit von A. Cohn aus dem Jahre 1922: "Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir, dafl die absoluten Betrige der Wurzeln simtlich unterhalb einer gegebenen Schranke liegen, hat Herr
I. Schur (1917) abgeleitet. Die im I. Kapitel dieser Arbeit mitgeteilte Regel, die mit verhéiltnismiiflig geringer
Miihe die Zahl der im Innern und die Anzahl der auf dem Rande eines Kreises gelegenen Wurzeln zu ermitteln
gestattet, ist nur als eine Erweiterung seines Kriteriums zu betrachten".

29
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gelten?. Man untersucht dann tiblicherweise mit Hilfe der algebraischen Kriterien nach Routh
oder Hurwitz, ob das Polynom f(w) in der komplexen Variablen w

Fw) = (1—wy - fY)

1—w

ein Hurwitz-Ponynom ist.

Eine andere Moglichkeit ergibt sich bei dem in technischen Anwendungen iiblichen Fall
reeller Polynomkoeffizienten. Man verwendet algebraische Verfahren - analog zum Routh-
Schema bzw. Hurwitz-Kriterium - fiir das Polynom f(z) gemé#f (5.1). Nach Ermittlung
polynomialer Ungleichungen in den Polynomkoeffizienten «; mit Hilfe einfacher - endlich
vieler - Rechenoperationen, wird durch deren Auswertung eine Aussage iiber die Anzahl der
Nullstellen des Polynoms im Einheitskreis gemacht. Es seien hier exemplarisch das zum
Routh-Schema analoge Rechentableau nach Jury® bzw. das Analogon zum Hurwitzschen
Determinanten-Kriterium von Schur? und Cohn® aufgefiihrt.

Ziel der nachfolgenden Ausfiihrungen ist, zunéichst gewisse grundlegende und leicht tiber-
priifbare Eigenschaften eines EKP anzugeben. Anschliefend werden Kern und prinzipielle
Vorgehensweise des Marden®-Schemas erliutert. Es stellt den Ursprung vieler existierender
algebraischer Verfahren dar und ist dem Routh-Schema am &hnlichsten.

5.1 Grundeigenschaften eines EKP und Folgerungen
Das betrachtete Polynom (5.1) mit reellen Koeffizienten kann unter der Voraussetzung, dass

m konjugiert komplexe Nullstellenpaare (z;, zf) und demnach (n — 2m) reelle Nullstellen
vorliegen, folgendermaflen faktorisiert werden

fO=alle-m=a [[e-2 [[ G262

Unter der Voraussetzung, dass f(z) ein EKP ist, betrachten wir nun die Werte

f(z=+1), f(z=-=1) und f(z=0).

2Die bilineare Transformation
14+vy-w
z= ,
11—~ -w

wobei « ein reeller positiver Skalierungsfaktor ist, weist dieselben Eigenschaften auf. Beim Entwurf von
Abtastregelkreisen mit Hilfe von Bode-Diagrammen wird v = % angesetzt. Hierbei ist Ty die sogenannte
Diskretisierungs- oder Abtastzeit.

3Eliahu I. Jury (*Baghdad / Iraq 1923)

Issai Schur (*10.1.1875 in Mogiljow, +10.1.1941 in Tel Aviv). Wirkungsorte: Berlin, Gottingen, Berlin.
DMV-Mitgliedschaft 1901-1938.

5 Arthur Cohn (*1894, +1940). Wirkungsorte: Berlin. DMV-Mitgliedschaft 1924-1934.

6Morris Marden (*12.2.1905 in East Boston, +1991)
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Zunichst wird das Vorzeichen (signum) dieses Polynoms fiir die Werte z = +1 untersucht:

n—2m n—m
fED) = o J] (F1—2)- (£1 — 2)(£1 — 27)
=1 i=n—2m+1
n—2m n—m
= ap [JE1—2)- ] (Fl-z)(El-2)
=1 i=n—2m+1
n—2m n—m
= ap [[(F1-2) ][] [F1-af
=1 i=n—2m+1

Man beachte, dass der Beitrag der konjugiert komplexen Nullstellenpaare immer positiv ist

n—m

I[ Et-zP>0.

i=n—2m-+1
Das bedeutet:

sign { f(£1)} = sign {an ﬁ (+£1 — zz)} :

=1

Man erkennt die Giiltigkeit folgender Relationen:’

sign {f(+1)} = sign {an}

d.h.
a, - f(+1) >0 (5.3)

und®
sign {f(=1)} = (=1)" - sign{an} (5.4)

d.h.
(=)™ ay, - f(—=1)>0. (5.5)

Das bedeutet:

fiir gerades n : a, - f(=1)>0, (5.6)
fiir ungerades n : a, - f(—=1)<0. (5.7)

TAngenommen, es existierten L reelle Nullstellen mit der Eigenschaft |z;| > 1. Dann gilte

sign {f(+1)} = (—1)L sign {a, } .

8 Angenommen, es existierten L reelle Nullstellen mit der Eigenschaf z; < —1. Dann gilte

sign {/(=1)} = (=1)" " sign {a,}
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sign { f(+1)} = sign {an [T 1~ >}

=1

nur die reellen Nullstellen enthilt, erkennt man, dass ein Verletzen der Bedingungen (5.3) und
(5.4) nur durch solche Nullstellen z; mit der Eigenschaft |z;| > 1, erfolgen kann.
Wir betrachten nun den Wert f(z = 0). Es gilt

bzw.
n
|| = lowa| [ ] 12
i=1

Nachdem f(z) laut Voraussetzung ein EKP ist, folgt die Relation

n
[[lzl<1 <
i=1

<1

0
n

bzw.
lao| < Ja| - (5.8)

Ist bei einem Polynom f(z) eine dieser drei notwendigen Bedingungen (5.3), (5.5) und (5.8)
nicht erfillt, so ist dieses kein EKP. Es ist festzuhalten, dass diese drei Bedingungen fiir
Polynome 1. bzw. 2. Grades notwendig und hinreichend sind! Fiir ein Polynom 2. Grades
lauten sie

as +ay+ag >0, ay—a;+ag>0 und lag| < |aa| .

Es ist ferner bemerkenswert, dass man aus der Nichterfillung der Ungleichungen (5.3) bzw.
(5.4) auf die Existenz mindestens einer reellen Nullstelle auflerhald des EHK schliessen kann!

5.2 Das Reduktionsverfahren nach Marden

Die Verfahren von Schur (1918), Cohn (1922), Marden (1948) bzw. Jury (1961) sind - wie
das Routh-Schema - sogenannte Reduktions- oder Abbauverfahren mit folgendem Prinzip:
Ausgehend von einem Polynom mit dem Grad n wird schrittweise ein Rechentableau erstellt.
In jeder Stufe des Tableaus werden Polynome niedrigeren Grades konstruiert und untersucht,
ob sie EKP sind. Dabei reduziert sich bei jedem Schritt der Polynomgrad um Eins. Es handelt
sich demnach um eine Entscheidungsprozedur mit endlich vielen Schritten.

Bei der Konstruktion jeder Stufe des Tableaus benutzt man jeweils zwei Polynome f(z) und
f (z), die in einer besonderen Beziehung zueinander stehen: deren Nullstellen sind beziiglich
des Einheitskreises |z| = 1 gespiegelt. Man nennt solche Polynome Spiegelpolynome.
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5.2.1 Spiegelpolynome
Ausgehend von dem Polynom mit dem Grad n, d.h. mit «,, # 0

n

f(2) =" +an 12" T+ ozt ag =y H(Z - zi) (5.9)

i=1
bilden wir das Polynom .
f(z):=2"-f(1/z) .
Es ergibt sich 3
f(2) =" +aiz" P fapz o, . (5.10)

Wir symbolisieren die Nullstellen von f(z) mit %, d.h.

fZ)=0.
Interessant ist die Relation zwischen den Nullstellen z; und Z; . Hierzu dienen die nachfolgenden
Umrechnungen. Man erhilt

n n

fley=2"0/2) =2 an []C — =) = an[1-=2) . (5.11)

i=1

Aus (5.11) ist ersichtlich, dass unter der Voraussetzung, dass z; # 0 gilt, die zugehorige
Nullstelle Z; von f(z) durch

5= (5.12)
gegeben ist’.

Wir wollen eine Deutung dieses Ergebnisses angeben: Unter der Annahme, dass 2m kon-
jugiert komplexe Nullstellen z; und z; von f(z) vorliegen, ergibt sich

n—2m n—m

f(2) = o H (1—2z-2)- H (1—z-2z)1—2z-2])
=1 t=n—2m-+1
Man definiert nun fiir eine komplexe Nullstelle z; die Grole z; := -, daraus folgt Z; := Zi
Fiir reelle Nullstellen z; gilt unveréndert z; := —. Die Nullstellen z; und Z; sind beziiglich des

Einheitskreises |z| = 1 gespiegelt. Man nennt - Wle bereits erwihnt - die zugehorigen Polynome
Spiegelpolynome. Wir symbolisieren solch ein Polynompaar durch

59,

wobei der Index n den Grad des erzeugenden Polynoms f kennzeichnet!C.

9Dieses kann auch durch Betrachtung von f (L -) gewonnen werden: f (z ) = % f(z) =

10Man beachte: angenommen es gilt oy = 0, so ist der Grad des Splegelpolynom f (2) nledrlger als der des
erzeugenden Polynoms f(z).
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Diese Polynome besitzen fiir Werte der komplexen Variablen 2z auf dem Einheitskreis, d.h.
fir z = €%, eine interessante Eigenschaft. Aus der Definition

f(z):=2"-f(1/2)

folgt fiir z = 7% o ‘ ‘ ' '
f(e%) = ()" f(1/e?) = &7 - f(e77%)

bzw. indem man den Betrag bildet

F(e)

= |eFon - f(e7)] = | ()] = 1) (5.13)

Das bedeutet, dass Spiegelpolynome auf dem Einheitskreis den gleichen Betrag aufweisen. Es
wird sich bei den nachfolgenden Uberlegungen zeigen, dass dieser Umstand von wesentlicher
Bedeutung ist!!.

Notwendige Bedingungen fiir ein EKP
Mit Hilfe der Spiegelpolynome kann man die abgeleiteten Bedingungen (5.3), (5.5) und (5.8)

an - f(+#1) >0, (=1D)"-a,-f(=1) >0 und |ap| < ||
priagnant anschreiben. Es gilt
f(z):=2"f(1/2) = apz" + 12"+ .+ a2+ ay,

Daraus folgt: )
f(O) =Qn ,
f=1) = (=1)"- f(=1) sowie  f(+1) = f(+1) .
Damit lauten obige drei notwendige Bedingungen'? (Ungleichungen)

feED-fo) >0, 11O < |f0)] | (5.14)

' Diese Zusammenhiinge gelten unveréndert auch im Falle komplezer Polynomkoeffizienten! Geht man vom
Polynom f(z)

f2)=anz" +on 12"+t ozt ao = an [[(2 - 2)
=1

aus, so wird das zugehorige Spiegelpolynom durch

n
()= 2" (1)) = ape” + ot a2 ah = o [[ (2 - )
=1

definiert. Es besitzt Nullstellen mit der besonderen Eigenschaft: Z; - 27 = 1.

12Es sind notwendige Bedingungen dafiir, dass das Spiegelpolynom f (z) ausschlielich Nullstellen auferhalb
des EHK besitzt.
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5.2.2 Ermittlung gradreduzierter Polynome, Sitze von Rouché und
Schur

Ausgehend von den Spiegelpolynomen f und f geméB (5.9) und (5.10) konstruiert man durch
Bildung einer geeigneten Linearkombination ein Polynom f~(z) vom Grad (n —1). Es gilt
zunéchst

n

-1 —1

f(z) =an2" +an 12"+ ozt = a2 + E 02"
=1

und

f(Z) = OéoZn + alz”_l + ...+ Qp_1% + oy = aoz” + Zaizn—i )

=1

Wir bilden folgende Linearkombination'?

FUV() = ao - f(2) = an - f(2) = f0) - f(2) = f(0) - f(2) (5.15)

obiger Polynome und erhalten zwangsléufig (!) ein Polynom vom Grad n — 1

n n
f(”’l)(z) = ap-apz” +ag- E Opi2" ™" — - 02" — Q- E ;2"
; i=1

=1

bzw. n
FOD(z) = Z(aoan—i — apa;) 2" (5.16)

i=1
FI(2) = (otn—1 — @) 2" + (s — pa2)2" 2 + .+ (af — o) (5.17)
o) =l a2 L p oY Y (5.18)

Es geht nun darum, eine Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen des Polynoms "~V (z)
im EHK zu treffen. Hierzu benutzt man das - im Jahre 1862 fiir zwei holomorphe Funktionen
g(z) und h(z) allgemein formuliertes - Theorem von Rouché!* fiir zwei Polynome g(z) und
h(z) in der komplexen Variablen z:

e Theorem: Unter der Voraussetzung, dass auf dem Einheitskreis, d.h. fiir z = ¢/, die
Ungleichung ‘ '
|9(e7)| > [n(e7?))|

erfiillt ist, besitzen die Polynome
9() und  g(z) + h(z)

die gleiche Anzahl von Nullstellen innerhalb des Einheitskreises, d.h. fiir |z| < 1.

13Tm Fall komplexer Polynomkoeffizienten bildet man die Linearkombination f(*~1(2) := - f(2) —an- f(2).
Eugéne Rouché (*18.8.1832 in Sommiéres, Langhedoc, +19.8.1910 in Lunel, Langhedoc; Frankreich).



66 KAPITEL 5. EINHEITSKREIS-POLYNOME (EKP)

Es wird nun angenommen, dass das Polynom f(z) innerhalb des EHK N Nullstellen
aufweist und, dass fiir die Betrige der Leitkoeffizienten der Polynome f(z) und f(z) die

Ungleichung |a,| # |ap| gilt. Das bedeutet, dass der Koeffizient a(()"fl)
gradreduzierten Polynoms £~ (z) nach (5.18) nicht verschwindet'.
Man erarbeitet nun eine Aussage iiber die Anzahl der Nullstellen des konstruierten Poly-
noms f"~Y(z) im EHK:
1. Fall: Angenommen es gilt |ag] > |a,|, dann ist die notwendige Bedingung
|f(0)] < ‘ f (0)’ nicht erfiillt und damit ist f(z) kein EKP. Man definiert nun ein skaliertes

Spiegelpolynom-Paar h(z) und g(z) gemif

h(z) = —ap- f(z)  und  g(2):=ag- f(2).

Fiir z = ¢/ d.h. auf dem EHK, gilt unter Beachtung von (5.13)

= (a2 — a?) des

%)

h(e)] = |- F(e@)| < Jao- f(e9)] = |22+ | £(e9)] = |g(e?)]

bzw. ‘ ‘
|g(e”’)} > |h(e]‘p)‘.

Damit besitzen das Polynom f(z) vom Grad n und das gradreduzierte Polynom £~ (z) vom
Grad n — 1 die gleiche Anzahl N von Nullstellen im EHK. Ferner folgt, dass f"(z) keine
Nullstellen auf dem EHK besitzen kann

FOD(9) = —ay, - F(€%) + ag - f(e%) £0 .

2. Fall: Falls |ag| < |a,| gilt, so ist die notwendige Bedingung |f(0)| < ’ f (0)‘ erfiillt.
Definiert man ein Spiegelpolynom-Paar g(z) und h(z) geméis

g(z) = —a, - f(z) und  h(z) =g - f(2),
gilt fiir z = ¢’ d.h. auf dem EHK

%)

[9(e)] = [an - F@)] > Jao- 7)) = |72 |- | £(&9)] = h(e)]

!g(ej“")‘ > |h(ej“")‘.

Damit besitzen nach Rouché das Spiegelpolynom f(z) und das gradreduzierte Polynom
f™=1(2) die gleiche Anzahl n — N von Nullstellen #m Einheitskreis'. Auch im vorliegen-
den Fall gilt, dass f"~V(z) keine Nullstellen auf dem EHK besitzen kann

FOD(9) = —ay, - f(e7?) +ag - f(e7%) £0 .
15Tm Fall komplexer Koeffizienten erhalten wir a(()"_l) =aq)-ap—ay Q= |oz0|2 - |an\2.
~ 16 Aquivalent gilt, dass das Polynom f(z) vom Grad n und das konstruierte gradreduzierte Spiegelpolynom
f=1(z) die gleiche Anzahl N von Nullstellen #m EHK aufweisen.
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Anhand der gewonnenen Erkenntnisse!” ist das Theorem von Schur unmittelbar einsichtig:

e Theorem: Unter der Voraussetzung |ag| < |a,|, ist das Polynom f(z) genau dann ein
EKP, wenn das zu

frU(z) = afjfll)z”’l + aff_;l)z”’Q +ot oy oy
gehorige Spiegelpolynom f(*~1)(z)
f(n_l) (Z) — a(()’n—l)zn—l + agn—l)zn—Q + ‘I’ a;ﬂ_—;.)z + Oé( _—

ein EKP ist.

Die Uberpriifung, ob f ("=1)(2) ein EKP ist, erfolgt dann auf die gleiche Weise: Zunichst
wird die Giiltigkeit der notwendigen Bedingung (der entprechenden Ungleichung) iiberpriift,
anschlieffend ein Spiegelpolynompaar konstruiert. Dessen Grad ist um Eins reduziert. Schema-
tisch dargestellt:

Ausgangspunkt

f(z) =an2"+an 12"+ f iz +ag

e Uberpriifung der Ungleichung
Qo

Qnp

e Konstruktion eines gradreduzierten Polynoms f™~1)

Spiegelpolynome : [f, f} = Spiegelpolynome : | f~1 = fn=1)

n n—1

e Folgerung
f(2)ist EKP <  fU(2) ist EKP .

Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis entweder eine Ungleichung nicht erfiillt ist
oder ein Polynom 1. Grades vorliegt, bei dem man unmittelbar erkennt, ob es ein EKP
ist.

2

~ ein und

1"Nach Marden kann man beide Fille zusammenfassen. Hierzu fithrt man die GroBe p; := o — «
betrachtet ihr Vorzeichen sign{p,}. Dann besitzt das gradreduzierte Polynom f("~1)(z)

N,y = ; [ — (n— 2N) - sign {p, }]

Nullstellen im EHK.
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5.2.3 Ein Divisionsalgorithmus

Eine algorithmische Realisierung obiger Erkenntnisse zur Uberpriifung ob ein EKP vorliegt,
sieht folgendermaflen aus: es gilt gemés (5.15)

FO V@) i=ag - f(2) = an - f(2)

bzw. N ]
fe) =2 ()~ - 00 a),
Mit ~
f(2) 7
K, = = —
AC

und dem sogenannten Restpolynom 7#("~1(z)
F(z) = —— - fY(3), (5.19)

dessen Grad < n — 1 ist, erhalten wir die Darstellung
f(z) = Kn- f(2) +707V(z) .

Diese ist aus dem FEuklidischen Divisionsalgorithmus bekannt. Damit ergibt sich fiir den
Quotienten der Spiegelpolynome f(z) und f(z)

ONAION

f(2) f(z)
Nach Schur gilt: Das Polynom f(z) ist genau dann ein EKP, wenn die Ungleichung |K,| < 1
erfiillt ist und das Polynom f("~Y(2) bzw. das Spiegelpolynom 7"~ (z) des Restpolynoms
#"=1)(2) ein EKP ist. Letzteres kann durch Bildung des Quotienten

P g4 D)
r(n=1)(z) r

(n=1)(z)
bei dem ein neues Restpolynom #("~?)(z) entsteht, untersucht werden. Es muss wiederum
|K,,_1] < 1 gelten und 7"~ (z) ein EKP sein. Diese Divisionen werden solange wiederholt,
bis - nach endlich vielen(!) Divisionen - der Fall entsteht, dass das Restpolynom eine Konstante
ist.
Wir fithren folgende Bezeichnungen

F(2) = f(z) und r™(z2) = f(z)

ein und definieren folgende rekursive Relation fir i =n,n—1,n—2, ..., 1
~(i)( ) ~(ifl)( )
7z T z
T(Z)(z) + r(l)(z) ( )
mit (i)
K= () . (5.21)

Damit gilt Folgendes
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e Theorem: Das Polynom f(z) ist genau dann ein EKP, wenn alle n Koeffizienten K;
betragsmiflig kleiner als Eins sind

Es gilt sogar folgendes allgemeineres Theorem (Marden, Jury), welches das Analogon
des Theorems von Routh ist: Wir betrachten das Polynom vom Grad n

f(2) = 2" +ap 12" P ap 02" i+ oz +ag
fithren mit Hilfe von (5.21) Groflen p, mit ¢ =1,2,...,n:
pp:=1—|K,|, py:=1—|K,_1|,ery p, =1—|K1 |, bzw. p,:=1—|K,11] (5.22)
ein und bilden die Produkte
P=p -py-.. -p;, bzw. P,=PF_1-p, mit Pp:=1. (5.23)

e Theorem: Unter der Voraussetzung, dass alle n Koeffizienten p; von Null verschieden'®
sind p; # 0, gelten folgende Aussagen:

1. Es existieren keine Nullstellen auf dem EHK, d.h. es gilt z, # e/ bzw.
2] # 1.
2. Wenn M Produkte P; negativ und die iibrigen n — M Produkte positiv sind, dann

liegen M Nullstellen des Polynoms aufferhalb und die restlichen n — M innerhalb
des EHK.

3. Das Polynom f(z) ist genau dann ein EKP, wenn alle p, positiv sind, d.h.

f(z)ist EKP < p,>0 miti=1,2,...,n .

Beispiel Wir betrachten das Polynom
f(2) =22 +2,12>+2,22+0,2

und wollen untersuchen, ob es ein EKP ist. Die Vorabiiberpriifung der notwendigen Bedin-
gungen

<1

O

fz=+41)>0, f(z=-1)<0 und

ergibt
0,2
f)y=14+21423+0,2>0, f(-1)=-142,1-2,240,2<0 und ‘T‘<1.

Damit sind die notwendigen Bedingungen erfiillt und wir kénnen mit dem Divisionsalgorithmus
beginnen. Wir bilden das Spiegelpolynom

f(2)=0,22° 42,22 +212+1

8Damit liegt der sogenannte reguléire Fall vor.
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70
und erhalten den Quotienten
f2) 0234222421241 7O)(z)
(2) B +2,1242,2:40,2  rB)(2)
1,582 + 1,662 + 0,96 #2)(5
7’(3)(2)

= 0,2
’ +23+2,1z2+2,2z+0,2

mit
7@ (2) =1,582% + 1,662 + 0,96
K3 =0,2<1.

und
Nachdem K3 betragsméflig kleiner als Fins ist, fahren wir fort und untersuchen den néchsten

Quotienten. Er lautet
7@ (2) 1,582% + 1,662 + 0,96 o 70 (2)
r®(2) 0,9622 + 1,66z + 1,58 ° r@(z)
1,58 N D (2)
0,96 ' 0,9622 + 1,66z + 1,58"
Nachdem e
Ky = —~2——>1
|| 0,96

gilt, wird -natiirlich - das Restpolynom #!)(z) nicht berechnet. Der Divisionsalgorithmus
wird beendet, da f(z) kein EKP sein kann'®.

Beispiel Wir untersuchen das Polynom
f(z) =22 +42> ~ 52+ 3.

(67)) 3

Die Vorabiiberpriifung der drei notwendigen Bedingungen ergibt folgende Ungleichungen:
—|l==>1.
2

(0%

flz=+41)=4>0, f(z=-1)=10>0 und

Damit sind nicht alle drei Bedingungen erfiillt, obiges Polynom ist kein EKP?°. Wir wollen
die Verteilung seiner Nullstellen untersuchen und beginen mit dem Divisionsalgorithmus.

Wir bilden das Spiegelpolynom
f(2) =32 =522 +42+2

YIn der Tat gilt: f(z) =(2+0,1)-(z+1+j)-(z+1—7)=(2+0,1)- [(z+1)? +1].
20 Aufgrund der Ungleichung f(z = —1) = 10 > 0 gilt, dass auf jeden Fall eine reelle Nullstelle auierhalb

des EHK liegt.
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und erhalten den Quotienten

f(2) 32852244242 7O(2)
f(z) 2234422 -52+3 " rB®(2)
= §—i— _11z2+11’52_2’5 =: K3+7:(2)(Z) .
2 22344225243 r®(z)

Wir bilden den nichsten Quotienten. Er lautet

72 (2) B —112%2 + 11,52 — 2,5 K4 f(l)(z)
r@(z) =252+ 11,5:—11 2 r@(z)
11 —3912 + 459

25 25211052 11"

Der niichste Quotient ergibt sich zu

D (2) _ —391z + 459 K4 70 (2)
r((2) 4592 —391 ' r((2)
s o

459 ' 4592 — 391 °

Damit ist der Divisionsalgorithmus beendet?!. Wir bilden zun#chst die Grofen p; (i = 1,2, 3):
pl:zl_’K?)’ ) p2::1—’K2’ ) p3::1—’K1 |7

391

— | >0
459

<0 , =1-
B , Ps3 ’

—1-[2| <0 -1 |1
pl'_ 7p2'_ 25

und anschlieend die Produkte P; := p; - py-... -p; (i =1,2,3) bazw. P, = P,_1 - p; mit Py := 1.
Wir erhalten die Ungleichungen

P1<O, P2>O und P3>0

Damit liegt eine Nullstelle auBerhalb und zwei innerhalb des EHK?2.

21Das Rechenschema lautet

3 -5 4 2
2 4 -5 3 |Ks3| = 3/2
~11 11,5 2,5
—2,5 11,5 ~11 K| =11/2,5
—391 459
459  —391 |K3| = 391/459

22Dje faktorisierte Darstellung des Polynoms lautet: f(z) = 2(z +3) - (2 — 0,5+ j0,5) - (2 — 0,5 — 50, 5).
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5.2.4 Alternativer Weg zur Konstruktion gradreduzierter Poly-
nome (optional)

Die Idee der vorgestellten Konstruktion eines gradreduzierten Polynoms bestand darin, dass
ausgehend von dem Spiegelpolynompaar [ f ﬂ gemif (5.9) und (5.10)

f(2) = 2" +on12" T+ Lt arz+ag

und )
f(2) =ap" + a12" 7+ . ap_1z 4 ay

durch Linearkombination der beiden ein Polynom f®~Y(z) vom Grad (n — 1)

FO V@) =ag- f(2) —an - f(2) =al V2 b a2 4t el Y

konstruiert wird. ;
Es wird nun ausgehend von dem Spiegelpolynompaar [ 7, f} ein Polynom p(™(z) vom

Grad n gemif 3
p(2) = = - f(2) +ao - [(2)
gebildet, das eine Nullstelle bei z = 0 - also im EHK - besitzt. Es gilt

f(Z) = Oénzn + an—lzn_l —I— + oz + Qg = Zan_izn—i + o ,

f(Z) = 0402" + Oflzn_l + + Qp_12 + o, = Zaizn—i + a, -

Damit ergibt sich

P(2) = —ay- Z n_i2" " — - ap + g Z 2" 4 - @
Dieses Polynom besitzt zwangsliufig eine Nullstelle bei z = 0, da p™(0) = —ay, - f(0) + ap -
f(0) =0 gilt. Es lautet

p(")(z) = (ag a) 2"+ (ap al—an-an,l)-z”_l—i-...—i—(ao-an,l—an-al)-z

z-[(ag—al) 2"+ (o ar — g 1) 2"+ (g e — )]
Mit der Einfiithrung der Koeffizienten 55"‘1) wird dann als

P(2) =z [B 2 B BN B
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geschrieben.

Man kann eine Aussage iiber die Lage der Nullstellen des Polynoms p(™(z) treffen: Man
setzt nun || < |ay,| voraus, und wendet den Satz von Rouché fiir die skaliereten Spiegelpoly-
nome

—a, - f(z) und g - f(2)
an. Da die Ungleichung

|Qn ) f(ejso)‘ > lag - f(ejw)
erfiillt ist, besitzen das Polynom f(z) und das konstruierte Polynom p™(z) die gleiche Anzahl
N von Nullstellen innerhalb des Einheitskreises. Nachdem p(™(z) eine Nullstelle bei z = 0
aufweist, bedeutet dies, dass das gradreduzierte Polynom vom Grad (n — 1)

n— 1 n n— n— n— n— n— n— n—
P"V() = —p () = B 4 B e B L Y

N — 1 Nullstellen innerhalb des Einheitskreises hat?3.
Damit gilt folgendes

e Theorem: Unter der Voraussetzung |ag| < || ist das Polynom f(z) - mit dem Grad
n - genau dann ein EKP, wenn das gradreduzierte Polynom p™~%(z) - mit dem Grad
n — 1 - ein EKP ist.

Die wiederholte Anwendung dieser Erkenntnis ermoglicht eine Aussage dariiber, ob f(z)
ein EKP ist.

5.2.5 Erstellung des Marden-Schemas

Aufbauend auf Arbeiten von Schur und Cohn erstellte Marden ein Rechenschema zur Ermit-
tlung der Anzahl der Nullstellen eines Polynoms im EHK. Wir gehen von dem Spiegelpolynom-
Paar
f(2) =" +an 12" Py 02" P+ ozt ag
f(2)=2" f(1/2) = apz" + 2" P + 02" 2 + 52" P+ 4 a1z + ap
aus. Im Folgenden werden die Koeffizienten des konstruierten reduzierten Polynoms f~1(z)
ermittelt. Dieses Polynom ergibt sich aus

FO D) = ap- f(2) —an - f2) = —

zu
f(n71)<z) _ Oégnfill)znil +05£Ln,721)zn72 + . _i_agnfl)z_i_aénfl) )

23Beachtet man, dass die Beziehungen f("~1)(z) = agln:ll) + agl":;)z +..+ agnfl)z”_Q + a(()nfl)z"_l und

Fn=D(z) = — f=1D(2) - fiir das in (5.19) eingefithrte Restpolynom - gelten, so bestehen folgende Zusam-
menhénge: ~
P () = FO(E) = e r )
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Seine Koeffizienten a,(cn_l) (k=0,1,2,...,m — 1) berechnen sich gemf:

Cy(n—l) — a0 o v — Qn Op_1
1 =0 Qe — Qg = —
n—1 0 n n o oy
a(nfl) — - -« N Qp  Qp_9
n—2 0 n—2 n 2 o s
Uusw.
"V =gy — g = Gn 1
1 — g "1 7 b " Cbp—1 — — 9
Qg Op—q
"V = a0 —ay - ay = On  Co
= - — . - _
0 n n a0

Allgemein formuliert ergeben sich die Koeffizienten?* durch

Qn (673

mit £=0,1,2,...n—1
Qp  Oip_k

(n=1) _ —
oy =0 O — Qp - Oy fp = —

Die angegebene Vorgehensweise kann schematisch folgendermaflen dargestellt werden:

Ausgangspolynom Ji (2) : Qo Oy Qs o o

Spiegelung = f(z): o aq Qg 1 o,
Gradreduktion =  f("=1(2) : 041(1”:11) aq(f:;) 0&:31) a((]"_l)
Spiegelung = F(2) al"™ al"™ iy al

Man erkennt, dass die Vorgehensweise bei der Berechnung der Koeffizienten Oz](:_l) des re-

duzierten Polynoms die gleiche? ist wie bei der Konstruktion einer neuen Zeile bei Anwendung

des Routh-Schemas bzw. bei der Ermittlung des ggT der Spiegelpolynome f(z) und f(z)!
Die Berechnung der Polynome f"~2(z) und f*~?)(z) bei der niichsten - zweiten - Reduk-

tionstufe verlduft in vollstéindiger Analogie: Zunéchst wird das gradreduzierte Polynom

Fr ) = ag ™ 10 () — a5 fUO () = f0(0) - fY(E) = FO(0) - fUD)

bzw.
a(n—l) f(”_l)(z)

n—1

frA(z) = — ) mit deg {f""P(2)} =n—2
o) fonge)

24Man erkennt, dass die Bedingung |ag| < |a;,| mit der Ungleichung a(()n_l) < 0 dquivalent ist.

25Gieht man von der - nichtnotwendigen - Division durch eine Konstante ab.
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berechnet und anschlielend dessen Spiegelpolynom angeschrieben. Die Polynomkoeffizienten
werden anhand

n—2 n—1 n—1 n—1 n—1
( )*O‘é )'Oél(c ) 21) O‘;—l—)k
bzw.
oo
al"? = — mit k=0,1,2,..n—2
ar b (n—1)
0 n—1—k
berechnet.

Allgemein gelten folgende Vorschriften: Zunichst legen wir fest, dass
(”) Z oz(n) = f(2) = a,2" + Q12" P 02" 2+ a1z + g

gilt. Das gradreduzierte Polynom f ("=0(2) mit [ = 1,2, ...,n ergibt sich aus den Spiegelpoly-
nomen f"~*(z) und f~*V(z) der davor liegenden Stufe gemif

n— n—I n— n—l F(n—
FOD(z) = QD L i) () oD )

n—I+1
bzw.
n—Il+1 n—
£L*l+4i ) f( ZH)(Z)
FOD(2) = - mit deg {f"(2)} =n—1
n—I+1 Fln—
af "t bz

Die zugehorigen Polynomkoeffizienten berechnen sich anhand

(n=1) . (n—I+1) (n—1+1) (n—1+1) (n—1+1)
Q, = Qg ey IR S RS S R
bzw.
(n—1+41) (n—1+1)
() n—l+1 O
Q. = — mit £=0,1,2,...n—1 .
(n—1+1) (n—1+1)
Qg n—l—k+1

Beachte: Entscheidend dafiir, dass das Polynom f(z) ein EKP ist, sind die Polynomko-
effizienten a(()l) der Potenz 2° aller n berechneten reduzierten Polynome f(z) mit I =1,....,n
Zur Erinnerung: sie sind identisch mit den Leitkoeffizienten der zugehorigen Spiegelpolynome
f(l)(z). Sie lassen sich fiir [ = 1,2, ...,n gemif

(n—1+1)|?
n—Ii+1

2
ag”*l) — ’Oé(()anH)

berechnen.
Wir symbolisieren diese entscheidenden Koeffizienten mit

n—1 n—2 n—n
pl::a(() ) p2::oz(() A pn::ozé )
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und bilden die n Produkte P, mit ¢ =1,2,...,n

Pii=py-pyo - p;

bzw.
P=P_1-p; mit Py :=1

Nach Marden gilt folgendes (Analogon des Theorems von Routh)

e Theorem: Unter der Voraussetzung, dass alle n Koeffizienten p;, die anhand von f(z)
wie beschrieben gebildet werden, von Null verschieden®® sind p; # 0, gelten folgende drei
Aussagen

1. Es existieren keine Nullstellen z, von f(z) auf dem FEinheitskreis, d.h. es gilt
2l £ 1.

2. Wenn M Produkte P; negativ und die iibrigen n — M Produkte positiv sind, dann
liegen M Nullstellen des Polynoms innerhalb und die restlichen n — M auflerhalb
des EHK, d.h.

3. Das Polynom f(z) ist genau dann ein EKP, wenn p; negativ ist und alle iibrigen
p; positiv sind, d.h.

f(z)ist EKP < p, <Ound p,>0 miti=23,..,n .

Damit ist wie beim reguliren Fall des Routh-Schemas das Vorzeichen gewisser berechneter
Grofen entscheidend!

Beispiel
Wir untersuchen die Lage der Nullstellen des Polynoms
f(z) =22° +42> — 52+ 3.

Die Vorabiiberpriifung gemé$ (5.3), (5.4) und (5.8) ergibt:
3
fQ)=2+4-5+3=4, f(-1)=-2+4+5+3=10 und H > 1.

Das bedeutet, nur eine der drei notwendigen Bedigungen, némlich (5.3)
2-f(1)>0,

ist erfiillt. Es liegt kein EKP vor! Des Weiteren kann man folgern, nachdem (5.4) nicht erfiillt
dass mindestens eine reelle negative Nullstelle aulerhalb des Einheitskreises liegt! Mit

f(z2) =22° +422 =52+ 3 = fO(2)

26Damit liegt der sogenannte reguldre Fall vor.
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und dem zugehorigen Spiegelpolynom

f(2) =328 =522 + 4242 = fO(z)

ergibt sich das Rechentableau

fO(2) 4 _5
() 3 -5 1

fO(z) 3:4—(=5)-2=22 3-(-=5)—2-4=-23 32-22=5=p,
fO(2) 5-(—23) —22-(—23) =391 52 — 222 = —459 = p,

FO(2) —459 = p, 391

fO(2) (—459)% — (391)2 = 57800 = p,
fO(2) 57800 = p,
Mit Hilfe der drei Groflen
p1 =9, Py = —459, ps = 57800
ergeben sich die Produkte
P=p,=5>0, Po=P-p,=5-(—459) <0 und Py = Py-p;=[5-(—459)]-57800 < 0 .
Damit sind zwei Produkte negativ und eins positiv. Das Polynom besitzt demnach zwei Null-
stellen #m EHK und eine auflerhald des EHK. In der Tat lautet die faktorisierte Dartsellung

des Polynoms

f(z)=2-(243)- (= 240,5)=2-(2+3)- [(z—0,5)* + (0,5)] .

Beispiel
Wir betrachten das Polynom zweiten Grades mit reellen Koeffizienten
f(2) = 2 + anz + g =: f(2)

mit dem zugehorigen Spiegelpolynom

f(2) = ap +oqz+an = fO(2) .
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Daraus ergibt sich das Rechentableau

f(2)<2) (&) aq Q
f(2)<z) o7y e5] (e%)
Ji(l)@’) Qo Q1 — 01 - Q2 Oég—ozgzpl

f(l)(z) ag—aizpl Qg —Qp - Qg
FO(2) (ap — a3)* = (ap - a1 — a; - ay)?

f(o)(z) (a% - a§)2 —(ap-ay —ay - 042)2 = Py

Damit das Polynom ein EKP ist, muss gelten:
p1 <0 und p, >0.

Daraus erhalten wir zunéchst fiir p,

pr=0as—as<0 bzw. |ag| < || .

Die Auswertung fiir p, ergibt
pr = (ag—a3)* — (a0~ a1 — a1 - a9)” = (o — a3)” — aj(ag — as)?

= (g + ag)*(ap — a2)? — a2 (g — ) = [(ag + @2)* — 2] (e — 2)* > 0

bzw.

(a0+oz2)2—oﬁ: (Oéo+0(2+0[1)(0[0+0&2—061> >0 .

Das bedeutet

|Oél| < |CYO +a2| .
Bemerkung: Die Bedingung p, > 0 ist genau dann erfiillt, wenn die Ungleichungen
(Oéo + oo + 041) = f(+1) >0 und (Oé() + g — Ckl) = f(—l) >0
oder die Ungleichungen
(g +az+ay) = f(+1) <0 und (ap+az—a;) = f(—-1) <0
erfiillt sind.
Zusammenfassung: Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, damit das Polynom

2. Grades f(z) = az2? + a1z + g ein EKP ist, lauten

lag] < |ag]  und  |og| < |ag + as
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Beispiel (nach A. Cohn)

Wir untersuchen die Lage der Nullstellen folgender Gleichung, deren Koeffizienten von einem
Parameter p abhéingen®’

f(2) =24+ (=3 +p)z* + (3 —2p)2> — uz? + 2uz — p = 0.

Der Parameter p gentigt hierbei der Ungleichung 0 < p < 1.
Die Vorabiiberpriifung gemé$ (5.3), (5.4) und (5.8) ergibt:

JO) =1+ (34+pu+0B—-2u)—p+2u—p=14+upu>0,

f(=) =1+ (=3+p)—B—-2p)—p—-2p—p=-7T-p<0,

und
[F(O)] = [ul < 1.
Das bedeutet, die drei notwendigen Bedigungen sind erfiillt.
Mit

FO(2) = f(2) = 22 + (=3 + pw)2* + (3 — 2u) 2> — p2® + 2uz — p,
und dem zugehorigen Spiegelpolynom
FO(2) = —pa® + 22 — p2® + (3 —2p) 2% + (-3 + p)z + 1
ergibt sich das Rechentableau

fO(z) 1 -3+ 3—2u —p 211 —u
fO(2) —pu 24 —p 3—2u  —3+4u 1

Daraus ergeben sich gemif3
o fO(2) = af FO () = £ ()

fOE) p— —2p + 2417 =34 2u+p’ 3 p— 2P P =1
; )

FO(2) pr—1 3 — p— 247 =3+ 20+ i —2p + 247 = p

bzw. nach der erlaubten(!) Kiirzung des gemeisamen positiven Faktors (1 — u) aller Poly-
nomkoeffizienten

]i(4)(2') ,u -2/ —3—pu 3+ 2u —1l—p=p <0
f®(2) —1—p 3+2u —3—n —2p z

Daraus ergeben sich gem#f3
4 4 4) 74 3
g’ fO(2) = o) FO(2) = fO(2)
2TA. Cohn: "Es ist die erste Librationsgleichung im Dreikérperproblem. Ihre (einzige) zwischen 0 und 1 gele-

gene reelle Wurzel liefert den Sonnenabstand des zwischen Sonne und Planeten gelegenen Librationspunktes.
Dabei ist die Entfernung Sonne-Planet = 1, die Masse des Planeten = p, die Sonnenmasse = 1 — p gesetzt."
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das Spiegelpolynompaar

[(3)(2) —7 (34 u)(1+ 2u) -3 —5u 1+2u=:py>0
fO®(2) 1+2u -3 —5u (3+ p)(1+2p) — L

bzw. gemif
o fO(z) = a? FO(2) = fO(2)

das Spiegelpolynompaar

f@(2) 3+ 10p — 11p? + 443 (14 2u) (=3 = 2p + p?) (14 p) (1 + 3pu)
fA(2) (14 ) (1 + 3p2) (L+2p)(=3=2p+p®)  3+10p— 11> + 444°

Nach Kiirzung des gemeinsamen posiven Faktors (1 + u) erhalten wir das Paar

f@(2) 34 Tu+ 4p? (1+2u) (=34 p) 1+3u=:p3>0
f@(2) 1+ 3u (1+2u) (=34 p) 3+ T+ 4p?

Daraus ergeben sich gemif3
af fO(z) =[O (2) = V(=)
das Spiegelpolynompaar

fO(z) (14 2p) (=3 + p)(2 + 4p + 4p2) —(4 + 10p + 4p®) (2 + 4p + 4u?)
f@(z) —(4 4+ 10 + 4p%) (2 + 4p + 4?) (1+2u) (=34 p)(2 +4p + 4p?)

und nach Kiirzung des gemeinsamen positiven Faktors (2 + 4 + 4u?)

fO(2) (1+2u) (=3 + p) —(4+10p + 4p%) =: p, < 0
fO) =4+ 10p+42) (1+2p) (=3 + )

Das letzte Polynom ergibt sich anhand
oy fO(z) = a0 (2) = fO(2)

zu
(0) (1)2_ m? 2 2y —.
f9(2) = |ag a7’ =1 4+5u+6p*)(7+15u+2u°) =:p; >0 .

Damit erhalten wir

P <0= P, <0 bzw. p,>0= P> <0 bzw. p3>0= P;<0

Py >0=P;>0 bzw. p;>0= P >0 .

Damit liegen drei Nullstellen im EHK und zwei Nullstellen auflerhalb des EHK.
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Alternativer Losungsweg nach Cohn (optional): Ausgehend von obigem Polynom er-
halten wir

fO(z) 1 -3+ 3—2u —p 211 —p
fO(2) —pu 241 —p 3 —2pu —3+p 1

Daraus ergibt sich, nachdem
’aé5)‘ > ‘oz((f)‘ bzw. 1> |yl

gilt, geméif .
o2 fO)(2) — o) fO(2) = 2 fD(2).

das Polynom f®(z). Das Polynom f()(z) besitzt eine Nullstelle mehr im EHK als das
Polynom f®(2)!
() 1 —p? —3+ p+ 22 3—2u—p? 21 — 24 —p+ p?
F(z) —p+ 4’ 2 — 24 3—2u— —3+ p+ 24° 1—p?

bzw. nach Kiirzung des gemeinsamen positiven Faktors®® (1 — u) aller Polynomkoeffizienten
bei Beibehaltung der Bezeichnungsweise fiir die Polynome:

f9(z) l+p  =3-2u  3+4p 24 —p
f®(2) — 1 211 3+ -3 -2 1+ p
Daraus ergeben sich, da
al?| > ‘a((;l) bzw. |14 u| > |yl

gilt, geméif

oy {0 (2) = o FO(z) = 2 O () .
Das Polynom f®)(z) besitzt eine Nullstelle mehr im EHK als das Polynom f®)(z)! Das
zugehorige Spiegelpolynompaar lautet

[OG) 1t —3—5p B+m1+2m)  —p
fO®)(z) — (34 ) (14 2u) (—3 —b5p) 142

Daraus ergeben sich, da

‘04&3) > ‘aég) bzw. |1+ 2u| > ||

gilt, geméif

a fO(2) = g FO () =2 - fO(2)
Das Polynom f®)(z) besitzt eine Nullstelle mehr im EHK als das Polynom f®(z)! Das
zugehorige Spiegelpolynompaar lautet

fP(2) (1+3u)(1+p) (14 ) (1 +2p) (=3 + p) (14 1) (3 + Tp + 4p?)

fPL)  +p)@B+Tp+4%) (L+p)(1+2u)(=3+p) 1+ 3p

28Diese Operation verdndert die Grole, aber nicht das Vorzeichen der zu berechnenden Grofien p; !
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Nach Kiirzung des gemeinsamen posiven Faktors (1 4 p) erhalten wir das Paar

f@(2) 1+ 3p (1+2u) (=3 + p) (3+ T+ 4p?)
fO%) B+ Tu+4) (1+20) (=3 + ) 1+ 3p
Es gilt nun
alll > o] bzw |1+ 2
0 2 - pl > |l

Daraus ergibt sich geméf3
2 2 7
ozg ) f(Q)(z) — oz(() f(Q)(z) =: f(l)(z)

ein Polynom 1. Ordnung, das die gleiche Anzahl von Nullstellen im EHK besitzt wie das
Polynom f?)(z). Das zugehorige Spiegelpolynompaar

fO(2) (14 20) (=3 + p)(2 + 4p + 4p?) (4 + 100 4+ 442) (2 + 4p + 44%)
fO(2) (4 + 10p + 4p2) (2 + 4p + 4p2) (14 2u) (=3 + p)(2 + 4p + 44)

und nach Kiirzung des gemeinsamen positiven Faktors (2 + 4p + 4u?)

() (1+2u)(=3+ ) 44 10p + 442
fO(2) 4+ 10 + 447° (1+ 2p) (=3 + 1)

Das letzte Polynom ergibt sich anhand
oy fV(z) = o fU () = fO(2)

zu
2

(1)

o M

2
fO) = | = (14 5u+6u%)(7+ 150+ 2u?) > 0

Das bedeutet, dass f)(2) kein EKP ist. Damit ist f(*)(z) ebenfalls kein EKP. Das Polynom
f(2) besitzt demnach drei Nullstellen im EHK und zwei auflerhalb des EHK.

5.3 Stabilitidts-Normalformen im Zustandsraum

Wir interessieren uns fiir die asymptotische Stabilitét zeitdiskreter LZI-Systeme der Form
£ =Ak 1=0,1,2,..

Zur Erinnerung: asymptotische Stabilitéit liegt genau dann vor, wenn alle Eigenwerte z der
(n,n)-Matrix A, im Inneren des Einheitskreises liegen:

‘Zk’ <1 k:1,2,...,n

n

Das bedeutet, dass das charakteristische Polynom A(z) := det(2E — Ay) = [[ (2 — 2x) ein
k=1
EKP-Polynom ist.
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Wir stellen nun folgende Frage auf: ist es - wie im zeitkontinuierlichen Fall - moglich, eine
der Schwarz-Matrix S

0 1 0 0
—By 0 0 0
S = 0 -5 0
0 0o . 1
0 0 ... —B,9 —Bn

entsprechende Matrix anzugeben, bei der die asymptotische Stabilitit augenscheinlich ist?
Hier ist das Vorzeichen der n (reellen) Parameter (3, - sie lassen sich mit Hilfe des Routh-

Schemas berechnen - entscheidend: alle 3; miissen positiv sein
B; >0 fiur 1=0,1,...,n—1.

In der Tat ist im zeitdiskreten Fall eine #hnliche Stabilitétsiiberpriifung anhand von
einfachen Ungleichungen moglich. Das Ergebnis der nachfolgenden Ausfithrungen vorweg-
nehmend gilt nach Mansour folgendes Theorem: FEine (n,n)-Matrix M mit der besonderen
Struktur

~Op_10, 1—062 0 .0 0
—0n_90n —On_90p_q1 1—=062, .. 0 0
—6010n  —010p1 0109 ... —010y 1—0°
—0n —On1 S, P

und den reellen n Parametern §; (i = 1, ...,n) besitzt genau dann Eigenwerte im Einheitskreis,
wenn alle J; betragsmiiflig kleiner als Eins sind:

10;] <1 firi=1,2,...,n .

Ausgehend von einer Matrix in Begleitform Ap ermittelte Mansour eine regulire Trans-
formation, die zu obiger Matrix M fiihrt und deren Elemente - im Zuge der Auswertung
des Schur-Cohn-Stabilitdtskriteriums berechnete Grofien - stabilitéitsentscheidend sind. Obige
Matrix stellt das Analogon der Matrix S dar. Die Analogie zeigt sich auch, wenn man,
um asymptotische Stabilitdt zu iiberpriifen, die sogenannte - lineare - Lyapunov-Gleichung
lost. Ohne auf Details einzugehen: sowohl im zeitkontinuierlichen als auch im zeitdiskreten
Fall ergibt sich als Losung der Gleichung eine Diagonal-Matrix mit &hnlich strukturierten Ele-
menten, deren Positivdefinitheit ersichtlich ist*®. Es ist natiirlich festzuhalten, dass die Matrix
M - im Gegensatz zur Matrix S - nicht diinn besetzt ist und eine komplizierte Struktur besitzt.

Die nachfolgenden Ausfithrungen dienen dem tieferen Verstéindnis obigen Theorems.

29Die Lyapunov-Funktion - sie ist eine quadratische Form in den Zustandsvariablen x - lautet x”Px. Es
ergibt sich fiir P Im zeitkontinuierlichen bzw. zeitdiskreten Fall:

| 8y Ao 8y }
=di —
r ag{%’ﬁl’mz’ BBy

bzw.

P — diang {(1- 62), (L= 2)(1 62}, (1 = 62)(1 =82, )n(1 — 6]}
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5.3.1 Mansour-Normalform und Schur-Cohn-Stabilitidtskriterium

Wir gehen hierbei von einem zeitdiskreten n-dimensionalen freien System in kanonischer Struk-
tur mit minimaler Anzahl n von reellen Parametern «;

0 1 0 0
0 0o . 0 0
i1 = 0 0 0 & = Agg, (5.24)
0 0 1
-y —Q1 ... —Qp_g —Qlp_q

aus. D.h. die Systemmatrix liegt in der vorteilhaften Begleitform vor, und das zugehorige
charakteristische Polynom A(z) ist ablesbar: A(z) = ag + @12 + ... + 12" + 2". Asymp-
totische Stabilitédt bedeutet, dass A(z) ein EKP ist.

Aufgrund der vorangegangenen Ausfiihrungen (s. Abschnitt Alternativer Weg zur Kon-
struktion gradreduzierter Polynome) gilt Folgendes: ausgehend von dem Spiegelpolynompaar

[f, ﬂ ngemiiﬁ

f(2) = apz"+an_12" . Faz+ap und f(z) = oo+ a2 a1zt a, (5.25)

sowie der Annahme |ag| < || bzw. unter Benutzung der Abkiirzung §,, := <2

Qn

16,] < 1, (5.26)

ist das Polynom f(z) genau dann ein EKP, wenn das gradreduzierte Polynom p™~1(z) - mit
dem Grad n — 1 -

1

P (z) = | fl2) +ao F2)| = BUVent 4 g Ven? 4 gl Ven =t g gty
(5.27)
ein EKP ist.

Die wiederholte Anwendung dieses Theorems auf das jeweils erzeugte gradreduzierte Poly-
nom ergibt das sogenannte Schur-Cohn-Stabilititskriterium:

e Man erzeugt gemifl (5.25) und (5.27) die Polynomkette

f(2), P 0(2), PP (2), - pU(2)

und untersucht bei jedem Polynom - vom Grad r (r =n,n—1,n—2, ... ;1) - ob der Quo-
tient der Polynomkoeffizienten der Potenz 0 und der Potenz r, d.h. des Absolutgliedes
5(@ und des Leitkoeffizienten 5"

(r)
8, = Ko : (5.28)
B(T)
dem Betrage nach kleiner als Eins ist
10n] <1, [6p1] <1,..., [61] < 1. (5.29)

Die Erfiillung dieser n Ungleichungen ist notwendig und hinreichend, damit f(z) ein
EKP ist.
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Im vorliegenden Fall ergibt sich die Polynomkette ausgehend von p(™(z) := A(z) mit
a, =1 zu
1 1

(h=1)() — *
P (2) 21—5,%

1
P8 (2) —5k-zkp(k)(;) (k=n,n—-1,n-2, ..., 2). (5.30)

Interessant sind nun die Beziehungen zwischen den Koeffizienten des unrspriinglichen Poly-
noms A(z) und den geméB (5.28) eingefiihrten Groflen ,. Diesen Zusammenhang zu ermitteln
ist eine Fleifaufgabe. Um ihn ersichtlich zu machen, werden die Ergebnisse fiir die Polynom-
grade n = 1, n = 2 und n = 3 angegeben:

Gradn=1: ay=0;
Gradn=2: ag=0, a1 = 01 + 0109
Gradn=3: ag=203 a1 = 0y + 0103 + 010203 g = 01 + 0102 + 0203
Um das allgemeine Bildungsgesetz zu erkennen und systematisch zu erfassen, bezeichnen wir

nun den Polynomkoeffizienten der Potenz z* mit oz,(:), wobei der hochgestellte Index r die
Systemordnung (bzw. den Grad des charakteristischen Polynoms) kennzeichnet. Wir erhalten:

e Gradn=1:
ol =6 (5.31)

e Gradn=2:
0462) = 52 y (532)
0452) = 51 + 5152 = Oé(()l) + Oé(()l)52 . (533)

e Grad n=3:
ol =65, (5.34)
— 5yt 5153 4 610505 = 63 4 (01 + 6102) 03 = P + o\Ps5 (5.35)
= 51 + (51(52 —+ (52(53 = 2 -+ O{E) )(53 . (536)

Es ist bemerkenswert, dass die Koeffizienten eines Polynoms vom Grade N

(N) (N)

2N + ay_ 1le~|— oy z+a(N)

mit Hilfe von Koeffizienten des Polynoms vom Grade N —1 und dem Absolutglied ao ) darstell-
bar sind und man kann zeigen, dass das allgemeine Bildungsgesetz durch

o) = (N Y4 al Qn_ 11) 0,  mit ozéN) =oy fir r=1,2,.,N -1 (5.37)

T

gegeben ist.
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Die bisherigen Erkenntnisse lauten in Matrixschreibweise

(1)
(o) =(a s)(§ 0 )= (0 0)Re (539

bzw.
1 oz§2) ozé2)
( 04(()3) 0453) a§3) ) = ( 03 02 01 ) 0 1 04(()1) =: ( 03 09 01 )R3 . (5.39)
0 0 1

Man sieht, dass die Matrizen R; reguldre obere Dreiecksmatrizen sind, deren Diagonalelemente
gleich Eins sind.

Eine regulire Transformation

Unterwirft man die Systemmatrix Ap einer regulidren Transformation R, so ergibt sich der
transformierte Zustandsvektor x aus dem urspriinglichen £ geméf3

x; := R§; (5.40)
und es gilt
RAgR '==M bzw. RAp=MR (5.41)
bzw.
0 1 0 0
0 0 0 0
R 0 0 0 = MR . (5.42)
0 0 1
—oz(()” —a§"> —af{‘_2 —a, ",

Das Ziel ist Folgendes: die Systemmatrix M = (m;;,) soll als Elemente die Gréfien 4, mit (r =
1,2,...,n) aufweisen, damit durch eine einfache Uberpriifung der Betragsbedingung |,| < 1
auf asymptotische Stabilitét geschlossen werden kann. Aus diesem Grund wird R als Funktion
der Elemente §, angesetzt. Motiviert durch die Ergebnisse geméf (5.38) und (5.39) wird die
Matrix R als eine obere Dreiecksmatix, deren Diagonalelemente gleich Eins sind, gewéhlt. Das
hat zur Folge, dass die letzte Zeile des Produktes RAg durch den Zeilenvektor

—al ::(—a[(]n) _agn) —047(:1)2 —a™ > (5.43)

n—1

gegeben ist.
Um die Zusammenhénge zu verstehen, betrachten wir die Félle n = 2 und n = 3:
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Der Fall n =2: Wir wihlen die Transformationsmatrix geméf (5.38)

(1)
(1 (1 &
RQ_(() 1 )_(0 1)
und erhalten fiir (5.42)

1 0y 0 1 _ [ mi1 ma2 1 4
0 1 —Qyp —Qg N Mo1 1Mo 0 1

bzw. nach Ausmultiplikation

( —61060 1-— (51061 ) _ < 1 51m11 + mi2 > (5 44)

—Qy —Q Moy 01May + Mag

Dies erméglicht nun eine relativ einfache Bestimmung der 4 Elemente m;;,. Durch Betrachtung
der zweiten Zeilen und Vergleich der linken mit der rechten Seite ergeben sich zunéchst die
Gleichungen

—Qp = M9y bzw. — o] = 5177121 + Moo
bzw. mit g = —d9 und o = §; + 0102
mo1 = —52 und Mos = —51.

Das bedeutet, dass die Elemente der letzten Zeile der Matrix M - wie gewiinscht - die Groflen
—0d5 und —§; sind! Nach einfachen Umrechnungen lautet die Systemmatrix des transformierten

Systems
[ =026, 1—02
()

Notwendig und hinreichend fiir asymptotische Stabilitét sind die Ungleichungen |ds] < 1 und
|52| < 1.

Die Ergenisse werden nun anhand Gleichung (5.44) formalisiert. Hierzu betrachten wir die
letzten Zeilen der Matrizen A g und Mo, das sind die Zeilenvektoren

—al = ( —ap —0y ) und m} = ( Mo1 Moy ) (5.45)
Zwischen den beiden besteht geméf (5.38) und (5.44) der Zusammenhang

d.h. die letzte Zeile der transformierten Systemmatrix lautet

mg:( —52 —(51> .
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Der Fall n = 3: Die Transformationsmatrix geméf (5.38) ist gegeben durch

2 @2

1 o7 a
Rs=10 1 a(()l)
0 0 1
Somit erhalten wir fiir (5.42)
1 &&2) (1(()2) 0 1 0 mi1 Mz Mi3 1 O‘§2) O‘(()Z)
0 1 a(()l) 0 0 1 o | T | e e mas 0 1 oz(()l)
0 O 1 —0483) —0453) —ag) mgz; M3z M33 0 0 1
Fassen wir die letzten Zeilen der Matrizen A g und M, - die Zeilenvektoren -
—a = ( —aff’) —ag?’) —ag2> ) und mj = (mg mg mss )

ins Auge, so besteht zwischen den beiden gemifl (5.38) und (5.44) die Beziehung
agT = ( (53 (52 51 )Rg = —ngg
D.h. die letzte Zeile der Matrix M lautet
mg :( 53 (52 (51 ) .
Es verbleibt die Auswertung der Gleichungen
0 1 0 @ @
1 oz§2) 0482) _ [ ™M1 M2 Mg Lo %1
1 1) 0 0 1 = 0 1 Oz[() )
Moy Maa M
0 Qg _a(():a) _ags) —a§2) 21 Moz Moy 0 0 1

Nach einigen einfachen - aber zeitraubenden - Umrechnungen ergibt sich die transformierte
Systemmatrix fiir ein System 3. Ordnung

—0303 1—02 0
Ms= | —8105 —610, 1—62
—0s5 =0y =&

Allgemeiner Fall: Fiir ein System mit der Ordnung n ergibt die - regulére - Transforma-
tionsmatrix

1 aszl) oznn:gl) aﬁ”‘” (()n_l)

0 1 oz;__32) aﬁ"‘z) oz(()n_2)

0 0 1 Y Qi
R,=

0 0 0 1 o

0 0 0 0 1
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ein dquivalentes System mit der Systemmatrix M - in unterer Hessenberg-Form -

—0p_16, 1—062_, 0 0 0
~0n-96n —On_90p_1 1—102, 0 0
~0n-30n —0pn_30n_1 —On 36, 2 0 0
M, = 0 0
—010,  —010p_1  —010p_y .. .. =010 1—162
_571 —6n_1 —(Sn_g —52 —51

Diese Matrix - sogenannte Mansour-Matrix - besitzt genau dann Eigenwerte im Einheitskreis,
wenn
10;] <1 firi=1,2,...,n

gilt.

Bemerkung (optional): Durch reguliire Transformation mit der Diagonalmatrix

Q :diag 1 12 2 y 2 2 12 2 2 21 2 2
n =601 (1=651)(1=85 ) (1=05_1)(A=052)-.(1=83)  (1=03 _1)(1=05_5)...(1-03)(1~67)

erhélt man eine Matrix in der prédgnanten Hessenberg-Struktur

—6p_ 10, 1 0 0

—0n_20,(1 = 02_)) ~6p20n 1 0 0

_571—3571(1 - 52—1)(1 - 5%—2) _571—3671—1(1 - 5%—2) 0 0

M, = 0 0

010 (1 =02 ))(1=63) =010, 1(1 =02 5)..(1=63) ...  —6109 1
—6,(1—=62_))...(1 = 69) 011 =62 ). (1 =83 ... —0(1—=67) —6,

die das unmittelbare Analogon der Schwarz-Matrix darstellt.
Der Ubersichtlichkeit wegen werden nachfolgend die Ergebnisse fir n = 2 und n = 3

angefiihrt:
o —0901 1
M.= < 51— -4, ) )

—(52(53 1 0
M;= —6163(1 — 63) —6164 1
—63(1 = 03)(1 = 67) —02(1 —6%) —6,
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