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Vorwort

Das Steirische Seminar Uber Regelungstechnik und Prozessautomatisierung findet in
diesem Jahr zum 18. Mal im Schloss Retzhof, dem Bildungshaus des Landes
Steiermark, statt. Die Veranstaltung wird in zweijdhrigem Rhythmus vom Institut far
Regelungs- und Automatisierungstechnik der Technischen Universitdt Graz
organisiert. Sie hat zum Ziel, aktuelle Arbeiten in Bereichen der Regelungs- und
Prozessautomatisierungstechnik sowie der Regelungstheorie in universitarer und
industrieller Forschung zur Diskussion zu stellen. Die Beitrdge gehdren also einem
breiten Spektrum von Problemstellungen an. In dem vorliegenden Tagungsband sind
die eingelangten Manuskripte zusammengefasst. Den Autoren sei an dieser Stelle
fur die Sorgfalt bei der Erstellung ihrer Beitrage herzlich gedankt.

Graz, im September 2013
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Ein zeitkontinuierlicher Optimierungsalgorithmus fiir
die modellpradiktive Regelung linearer Systeme

Christian Feller, Christian Ebenbauer
Universitat Stuttgart
Institut fiir Systemtheorie und Regelungstechnik
Pfaffenwaldring 9, 70550 Stuttgart
{christian.feller,ce}@ist.uni-stuttgart.de

Zusammenfassung

Die modellprédiktive Regelung (engl.: Model Predictive Control, MPC) ist ein
optimierungsbasiertes Konzept zur Regelung komplexer Prozesse mit Eingangs-
und/oder Zustandsbeschrankungen. Hierzu wird basierend auf einem Modell des
zu regelnden Systems in jedem Abtastschritt eine optimale Sequenz an Stellgréfien
berechnet, die ein zuvor definiertes Gilitefunktional unter Beriicksichtigung even-
tueller Eingangs- und Zustandsbeschrinkungen fir den aktuellen Systemzustand
minimiert. In diesem Beitrag wird ein neuer MPC-Algorithmus vorgestellt, der im
Gegensatz zu iiblichen MPC-Verfahren auf kontinuierlichen Optimierungsalgorith-
men basiert und keine iterative Online-Optimierung erfordert. Dariiber hinaus wird
die Dynamik des Optimierungsalgorithmus explizit in der Stabilitdtsanalyse fiir den
geschlossenen Kreis berticksichtigt.

Der vorgestellte Algorithmus beruht auf der Minimierung einer modifizierten Ko-
stenfunktion, in welcher geeignet gewéhlte Barrierefunktionen die Einhaltung der
Stellgroffen- und Zustandsbeschrénkungen sowie eventueller stabilisierender End-
gebietsbeschrankungen sicherstellen. Es wird ein zeitkontinuierliches dynamisches
System vorgestellt, dessen Losung unter vergleichsweise schwachen Annahmen an
den Anfangswert asymptotisch gegen den optimalen Vektor der Eingangsgréfien
konvergiert, beziehungsweise diesem fiir eine optimale Initialisierung exakt nach-
folgt. Das vorgestellte Verfahren stellt somit einen Ansatz fiir eine neue Klasse von
modellpradiktiven Regelungsalgorithmen dar, welche die Dynamik der Regelstrecke
und der unterlagerten Optimierung explizit beriicksichtigen und die Stellgréfe tiber
die numerische Integration eines Systems von gewthnlichen Differentialgleichungen
berechnen.

Zuséatzlich werden die Anforderungen an die eingesetzten Barrierefunktionen dis-
kutiert und ein neuer Entwurfsansatz vorgestellt, der die asymptotische Stabilitdt
des geschlossenen Regelkreises fiir beliebige positive Werte des Barrierefunktionen-
gewichtungsparameters garantiert.



1 Einleitung

In der modellpradiktiven Regelung (MPC) ergibt sich die verwendete Stellgrofie durch
wiederholtes Losen eines Optimalsteuerungsproblems tiber einen endlichen Pradiktions-
horizont, wobei sich sowohl die Systemdynamik des zu regelnden Systems als auch eventu-
elle Beschrankungen oder Nebenbedingungen explizit berticksichtigen lassen. Dank inten-
siver Forschung in den letzten Jahrzehnten steht heute eine Vielzahl von fundierten Kon-
zepten und Methoden zur Verfiigung, die einen systematischen MPC-Reglerentwurf sowie
die Formulierung von Stabilitdtsgarantien fiir den geschlossenen Regelkreis erlauben. Wir
verweisen an dieser Stelle auf den exzellenten Beitrag [8], in welchem eine detaillierte Zu-
sammenfassung der historischen und konzeptuellen Entwicklung der modellpradiktiven
Regelung gegeben wird. Traditionell wurden MPC-Verfahren vor allem in der Prozess-
technik eingesetzt, wo meist ausreichend Zeit und Rechenkapazitat fiir die wiederholte
Losung des unterlagerten Optimierungsproblems vorhanden ist. Heute finden diese, be-
grindet durch die zunehmende Nachfrage nach spezialisierten Regelungsverfahren und
unterstiitzt durch effizientere Optimierungsalgorithmen und leistungsfdhigere Hardware-
Komponenten, auch zunehmend Anwendung in der Regelung hochdynamischer und/oder
eingebetteter Systeme. Aufgrund dieser Tatsache gibt es eine intensive Forschung im
Bereich der algorithmischen Implementierung stabilisierender MPC-Konzepte, um eine
moglichst schnelle Berechnung der optimalen Stellgroffe oder zumindest einer hinreichend
genauen Approximation derselben zu ermdglichen, die, wenn moglich, weiterhin die Sta-
bilitat des geschlossenen Regelkreises garantiert, siehe z.B. [1, 12, 10, 4, 3, 14].

Im vorliegenden Beitrag prasentieren wir einen neuen stabilisierenden MPC-Algorithmus
fiir lineare Systeme mit Eingangs- und Zustandsbeschrénkungen, welcher auf einem zeit-
kontinuierlichen, barrierefunktionenbasierten Algorithmus beruht, dessen Grundidee sich
wie folgt zusammenfassen ldsst. In der modellpradiktiven Regelung muss das unterla-
gerte Optimalsteuerungsproblem wiederholt mit einem sich standig é&ndernden Anfangs-
zustand fiir die Pradiktion gelost werden. Vom Standpunkt der Implementierung aus
bedeutet ein MPC-Verfahren somit nichts anderes als die Losung eines parameterabhén-
gigen oder zeitvarianten Optimierungsproblems. Die Idee dieser Arbeit ist es nun, die
Tatsache auszunutzen, dass das Verhalten des initialen Prédiktionszustandes eindeutig
durch die zugrunde liegende zeitkontinuierliche Systemdynamik der Regelstrecke defi-
niert ist. Unter Verwendung des entsprechenden Streckenmodells lisst sich auf Grundlage
dieser Idee ein zeitkontinuierlicher Newton-basierter Algorithmus entwerfen, der asym-
ptotisch gegen die optimale Losung eines zeitvarianten Optimierungsproblems, welches
eine barrierefunktionenbasierte und daher geglattete Approximation des urspriinglichen
MPC-Optimalsteuerungsproblems fiir die diskretisierte Systemdynamik darstellt, konver-
giert und dieser exakt nachfolgt. Die resultierende Stellgrofle ergibt sich als abgetasteter
Ausgang eines dynamischen Systems und garantiert strikte Einhaltung aller vorhande-
nen Eingangs-, Zustands- und Endgebietsbeschrankungen. Wird der Algorithmus mit
der optimalen Losung initialisiert, so folgt er der parameterabhiangigen optimalen Lo-

Diese Arbeit wurde unterstiitzt von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (Emmy-Noether-
Programm “Novel Ways in Control and Computation”, EB 425/2-1, und Exzellenzcluster Simulati-
onstechnologie, EXC 310/1).



sung exakt nach. Im Falle einer zuldssigen aber suboptimalen Initialisierung, wird eine
direkte, Newton-basierte Methode fiir die Optimierung verwendet. Die vorgestellte Me-
thode lésst sich daher auch als direktes Fortsetzungsverfahren oder Homotopieverfahren
verstehen [11].

Es ist hervorzuheben, dass der vorgestellte zeitkontinuierliche Optimierungsalgorithmus
explizit auf der zugrunde liegenden zeitkontinuierlichen Systemdynamik beruht, wéh-
rend Entwurf und Stabilitdtsanalyse des untersuchten barrierefunktionenbasierten MPC-
Verfahrens auf einem diskretisierten Modell der Regelstrecke basieren. Eine schematische
[Mlustration des grundlegenden MPC-Prinzips sowie des diskutierten MPC-Implementie-
rungsverfahrens ist in Abbildung 1 dargestellt.

In enger Verbindung zu dem hier vorgestellten Ansatz stehen die Arbeiten [10] und [3],
welche sich mit Algorithmen fiir die Echtzeit-Implementierung von nichtlinearen MPC-
Verfahren befassen. In [10] verwendet der Autor erfolgreich ein indirektes Fortsetzungs-
verfahren, um der Losung eines Randwertproblems nachzufolgen, welches in direkter Be-
ziehung zu den Euler-Lagrange-Gleichungen des diskretisierten Optimalsteuerungspro-
blems steht. Auflerdem wird ein effizienter Integrationsalgorithmus sowie eine Fehlerana-
lyse fiir die numerische Implementierung vorgestellt. Ungliicklicherweise berticksichtigt
die vorgeschlagene Methode allerdings keine Ungleichheitsnebenbedingungen und liefert
keinerlei Garantien beziiglich der Stabilitdt des geschlossenen Regelkreises. In [3] pra-
sentieren die Autoren ein Echtzeit-Verfahren fiir die modellpradiktive Regelung zeitkon-
tinuierlicher nichtlinearer Systeme. Der vorgestellte Algorithmus basiert auf einer va-
riablen und beliebig groben Parametrisierung der Eingangstrajektorie und verwendet
einen barrierefunktionen- und gradientenbasierten Ansatz zur Berechnung der préadizier-
ten StellgroBe. Asymptotische Konvergenz des geschlossenen Regelkreises zu einer Umge-
bung um den Ursprung kann ebenso garantiert werden wie die punktweise strikte Einhal-
tung alle Nebenbedingungen. Allerdings wird die Optimalitiat der verwendeten Stellgrofie
nicht explizit betrachtet, so dass keine Aussagen beziiglich der erreichten Regelgiite in
Bezug auf die zugrunde liegende Kostenfunktion gemacht werden konnen. Im Gegensatz
zu diesen beiden Arbeiten beschrankt sich der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz auf
lineare Systeme und garantiert, im Falle einer optimalen Initialisierung, sowohl die Zu-
lassigkeit und Optimalitiat des resultierenden Regelgesetzes als auch die asymptotische
Stabilitat des geschlossenen Regelkreises in Bezug auf ein diskretisiertes Streckenmodell.

Das diskutierte Verfahren lésst sich als systemtheoretischer MPC-Ansatz verstehen, wel-
cher die Dynamik des Optimierungsalgorithmus explizit berticksichtigt und auf dieser
Grundlage prinzipiell asymptotische Stabilitat fiir beliebig schnelle Systemdynamiken
garantiert. In gewisser Weise ist die einzige Finschrankung beziiglich der Implementie-
rung, ob man in der Lage ist, den zeitkontinuierlichen Regelalgorithmus schnell und
stabil zu integrieren. Das vorgeschlagene Verfahren konnte somit ein erster Schritt zu ei-
nem alternativen, systemtheoretischen Ansatz fir effiziente und/oder eingebettete MPC-
Anwendungen sein.

AuBlerdem stellen wir einen neuen Ansatz fiir stabilisierende MPC-Verfahren basierend
auf logarithmischen Barrierefunktionen vor, dessen Anwendung nicht zwingend auf den
hier diskutierten zeitkontinuierlichen Algorithmus beschrankt ist und es erlaubt, die Gro-
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Abbildung 1: (a) MPC als wiederholtes Optimalsteuerungsproblem und (b) ein Vergleich
von standardméfliger Implementierung mittels Online-Optimierung und dem vorgeschlagenen
Algorithmus auf Basis eines dynamischen Systems. Die Systemdynamik f(U,z) sowie die Aus-
gangsfunktion h(U,x) werden im Folgenden néher spezifiziert und erlautert.

—— Pridiktionshorizont >

(a) (b)

Be der eingesetzten Endregion zu maximieren. Wie in Abschnitt 3 ndher erlautert, finden
sich einige interessante Ergebnisse zu barrierefunktionenbasierten MPC-Verfahren in [13].
Die theoretischen Grundlagen des im Folgenden présentierten Algorithmus wurden zum
Teil bereits auf der diesjahrigen European Control Conference vorgestellt, siehe [5]. In
der vorliegenden Arbeit gehen wir jedoch detaillierter auf die Motivation und Aspekte
der Implementierung ein und prasentieren einige numerische Ergebnisse fiir ein neues
Anwendungsbeispiel.

Im weiteren Verlauf definiert ||z||, = VaTMax die quadratische Matrixnorm fir jede
symmetrische, positiv semidefinite Matrix M, wahrend S° und 05 das offene Innere be-
ziehungsweise den Rand einer gegebenen Menge S bezeichnen. Aulerdem verwenden wir
V f(y) und V2f(y) fiir den Gradienten beziehungsweise die Hesse-Matrix einer gegebenen
Funktion f : R” — R im Punkt y und diag([a(7)],) := diag(a(1), ..., a(q)) bezeichnet
die Diagonalmatrix mit den Auswertungen a(i), i = 1,...,q, eines indexabhangigen Aus-
drucks a(.) auf der Hauptdiagonalen. Fiir eine gegebene quadratische Matrix M bezeich-
net A(M) den Vektor der Eigenwerte sowie A\;(M) den i-ten Eigenwert und Apax (M) den
maximalen Eigenwert von M.

2 Grundlagen und Motivation

Zunéchst fassen wir einige der benétigten theoretischen und praktischen Grundlagen der
modellpradiktiven Regelung linearer Systeme zusammen. Wie bereits in der Einleitung
erlautert, basieren modellpradiktive Regelverfahren auf einer modellbasierten Vorauspla-
nung des Systemverhaltens und einer hierauf bezogenen Optimierung der zu verwenden-



den Sequenz an Stellgrofien. Pradiktion und Optimierung erfolgen in der Regel iiber einen
festen Horizont N und werden in jedem diskreten Abtastschritt basierend auf dem aktuel-
len Systemzustand wiederholt, so dass jeweils nur das erste Element der optimalen Stell-
groflentrajektorie auf die Regelstrecke angewandt wird. Beschriankungen auf Eingangs-,
Zustands und Ausgangsgrofien lassen sich hierbei in Form von Nebenbedingungen recht
einfach direkt in das zu losende Optimierungsproblem integrieren. Wahrend andere opti-
mierungsbasierte Entwurfsverfahren wie zum Beispiel die lineare Hs- oder H.-optimale
Regelung das optimale Regelgesetz fiir alle moglichen Systemzustdnde im Voraus bereit
stellen, 16sen MPC-Verfahren also online in jedem Schritt ein endlichdimensionales Op-
timalsteuerungsproblem fiir den aktuellen Systemzustand.

Betrachtet werden im Folgenden zeitdiskrete, lineare Systeme der Form
z(k+1) = Apz(k) + Bpu(k), (1)

wo z € R" und u € R™ die Vektoren der Zustands- und Eingangsgrofien bezeichnen.
Ferner sind Ap € R™" Bp € R™™ mit (Ap, Bp) stabilisierbar gegebene reelle Matrizen,
die sich aus einer Diskretisierung der zugehorigen zeitkontinuierlichen Streckendynamik
#(t) = Ax(t) + Bu(t) mit einer Diskretisierungsschrittweite von Ty > 0 ergeben. Das
Optimalsteuerungsproblem standardméfliger linearer MPC-Verfahren lédsst sich dann wie
folgt formulieren

N-1

J*(x) = min ]; Uz, uy) + Fay)

unter
up €U, k=0,....N—1, (2)
r €X, k=1,...,N,
xy € X C X, xp=2x(ty) =2,
Tpr1 = Apxp + Bpug, k=0,...,N —1,

wobei die laufenden Kosten ¢(x, u) sowie die Endzustandsgewichtung F'(x) durch ¢(x,u) =
2)|E + |lul|% und F(z) = ||z||% fir geeignet gewéhlte Gewichtungsmatrizen @ = Q' = 0,
R=RY > 0und P = PT = 0 gegeben sind. Ferner bezeichnet u := {ug, u1,...,uy_1}
die Sequenz der (optimalen) Stellgrofen und Xy eine abgeschlossene, konvexe Menge
von zuldssigen Endzustdnden (Endregion). Um nominelle asymptotische Stabilitat des
geschlossenen MPC-Regelkreises zu zeigen, wird tiblicherweise die optimale Kostenfunk-
tion J*(x) als Lyapunov-Funktion verwendet. Wie in [8] erlautert, erfordert dies meist die
Festlegung eines lokal stabilisierenden Reglers u = Ka sowie den Entwurf von & als eine
invariante Untermenge des zulassigen Zustandsraumes X, in welcher der lokale Regler die
StellgroBenbeschrankungen erfiillt. AuBlerdem muss die Endzustandsgewichtung F'(x) so
gewahlt werden, dass sie innerhalb der Endregion Xy unter dem Regelgesetz © = Kx eine
lokale Kontroll-Lyapunov-Funktion (engl.: control Lyapunov function, CLF) darstellt. Im
Hinblick auf zeitdiskrete lineare Systeme und eine beliebige Reglermatrix K € R™*™ mit
|\i(Ap + BpK)| < 1 Vi sind die folgenden Bedingungen hinreichend fiir die Stabilitit des
geschlossenen Regelkreises.



Definition 1 (MPC Stabilitdtsbedingungen, [8]).

Al: Xy C X, Xp abgeschlossen, 0 € Xy
A2: Kx e U Vx € X
A3: (AD + BDK)SL’ € Xf Vr € Xf
A4: F((Ap + BpK)x) — F(x) < —l(z, Kz) Yz € Xy.
Fiir das obige Problem (2) sind diese Bedingungen zum Beispiel erfiillt, wenn die
Reglermatrix A und die Endzustandsgewichtungsmatrix P als Losungen der diskreten
algebraischen Riccati-Gleichung des unbeschrankten LQR-Problems und & als die ma-

ximale positiv invariante Zustandsmenge fiir die lokale Dynamik zy,1 = (Ap + BpK)zy
gewahlt werden.

Durch Definition des erweiterten Eingangsvektors U := [ul,--- v} ;] € RY¥™ und
Elimination der prédizierten Zustande xp, k = 1,..., N mithilfe der iterierten Systemdy-
namik
k=1
z(U,z) = Ape +> " AL Bpug—j1, k=1,...,N (3)
=0

lasst sich das MPC-Optimalsteuerungsproblem (2) als ein durch den aktuellen System-
zustand z parametrisiertes, gleichméBig konvexes (engl.: strongly convex), quadratisches
Optimierungsproblem (QP) formulieren:

1
J*(x) = min 5UTHU + 2" FU +2"Yx (4a)
unter GU <w + Ez . (4b)

Hierbei ergeben sich die Matrizen 0 < H = HT ¢ RwXw F ¢ R Y € R G €
R € R? und E € R mit ny = Nm ausgehend von Problem (2) durch einfache
Matrixoperationen [1]. Im Hinblick auf die Berechnung des optimalen Stellgrofienvektors
U kann der rein zustandsabhingige Term z7Yz in der Regel vernachlissigt werden.

Definition 2. Im Folgenden seien die zuldssigen Mengen Uy (x) und Xy definiert als
Un(z) = {U € R : w € Uk = 0,...,.N =1, ,(U,z) € Xk = 1,...,N —
1 ,2n(U,x) € Xt} beziehungsweise Xy := {x € X : Uy (z) # 0}.
Definition 3. Fir U € R"™ mit ny = Nm sei die Projektion Z(U) : R — R™
definiert als 2(U) = [Im 0o --- O} U.

Die Implementierung modellpriadiktiver Regelverfahren wird dann iiblicherweise wie
folgt vorgenommen:

1. Messung des aktuellen Systemzustands = = x(k).

2. Losen des QP (4) zur Berechnung von U*(z).

3. Verwendung von u(k) = uj(z) = Z(U*(x)) in der Regelstrecke.
4. Rickkehr zu 1.



Standardméafige MPC-Verfahren erfordern daher in jedem Abtastschritt die Losung ei-
nes Optimierungsproblems, was ihr Einsatzgebiet tiblichweise auf Prozesse mit relativ
niedrigen Abtastfrequenzen beschréankt und die Ausfithrung iterativer Optimierungsalgo-
rithmen in der Zielanwendung erfordert. Zudem wird tiblicherweise die exakte Berechnung
der optimalen Losung innerhalb der verfiigbaren Zeit vorausgesetzt und die Dynamik der
unterlagerten Optimierung nicht ndher betrachtet. Insbesondere bei MPC-Anwendungen
im Umfeld hochdynamischer und/oder eingebetteter Systeme sind diese Voraussetzungen
jedoch in den seltensten Fallen gegeben, so dass ein stabilisierendes MPC-Konzept allein
keine Garantie fiir die tatsiachliche Stabilitidt des geschlossenen Regelkreises ist. Bei re-
striktiven Echtzeit- oder Hardware-Spezifikationen sollte es also vielmehr das Ziel sein,
MPC-Algorithmen zu entwerfen, welche die Dynamik der unterlagerten Optimierung ex-
plizit berticksichtigen und Stabilitdt des Regelkreises gewissermaflen auch auf der Ebene
der Implementierung gewéahrleisten. In der vorliegenden Arbeit wird ein erster Ansatz
fiir eine neue Klasse von linearen MPC-Algorithmen vorgestellt, die nicht auf iterativen
Optimierungsalgorithmen beruhen, sondern die optimale Stellgrofle basierend auf der
numerischen Integration eines dynamischen Systems berechnen, siehe Abbildung 1(b).
Im Folgenden werden zunéchst barrierefunktionenbasierte MPC-Entwurfsverfahren dis-
kutiert, auf denen der spéter prasentierte Algorithmus zu grofien Teilen aufbaut.

3 Stabilisierende MPC-Verfahren basierend auf
logarithmischen Barrierefunktionen

Die grundlegende Idee der barrierefunktionenbasierten modellpradiktiven Regelung ba-
siert, auf dem gleichen Ansatz wie die viel beachteten Innere-Punkte-Verfahren der kon-
vexen Optimierung, in denen eventuell vorhandene Ungleichheitsnebenbedingungen un-
ter Verwendung geeignet gewahlter Strafterme, so genannter Barrierefunktionen, und
einem zugehorigen Gewichtungsparameter in die zu minimierende Kostenfunktion inte-
griert werden. Im Gegensatz zum Ursprungsproblem enthalt das resultierende Optimie-
rungsproblem keine Nebenbedingungen und kann mithilfe effizienter Optimierungsver-
fahren, wie zum Beispiel der Newton-Methode, gelost werden. Es kann zudem gezeigt
werden, dass die Losung des modifizierten Problems der exakten Losung des urspriingli-
chen Problems entspricht, wenn der Barrierefunktionengewichtungsparameter gegen Null
konvergiert [2].

Unsere Motivation fiir den Einsatz barrierefunktionenbasierter Methoden in der modell-
pradiktiven Regelung riithrt von dem Wunsch her, dass der in Abschnitt 4 vorgestellte
zeitkontinuierliche Algorithmus der Loésung des MPC-Optimalsteuerungsproblems, wel-
ches ja nichts anderes ist als ein parameterabhangiges beziehungsweise zeitvariantes Op-
timierungsproblem, asymptotisch nachfolgen soll. Dies bedeutet jedoch implizit, dass der
Algorithmus in der Lage sein muss, der Losung der unterlagerten Karush-Kuhn-Tucker-
Optimalitatsbedingungen (KKT-Bedingungen) asymptotisch nachzufolgen. Fiir das Ur-
sprungsproblem mit Ungleichheitsnebenbedingungen sind diese algebraischen Bedingun-
gen jedoch nicht glatt, was den Entwurf eines asymptotischen Folgealgorithmus erheblich
erschwert. Im Gegensatz hierzu fithren barrierefunktionenbasierte Problemformulierun-



gen zu einer gegldtteten Version der KKT-Bedingungen, was uns in Abschnitt 4 erlaubt,
einen zeitkontinuierlichen, gradientenbasierten Algorithmus mit asymptotischem Folge-
verhalten zu entwerfen.

Um die Verwendung des Barriere-Verfahrens fiir die modellpradiktive Regelung linearer
Systeme zu diskutieren, betrachten wir in Anlehnung an [13] das folgende modifizierte
MPC-Optimalsteuerungsproblem.

J*(x) =min {go(xo,uo) + kz_: Uz, up) + F(a:N)} (5)

unter 41 = Apxy + Bpuy, xo = x(t) = =,

wobei die modifizierten Kostenfunktionsterme durch

lo(z,u) = 0(z,u) + eBy(u) (6a)
U(z,u) := 0(x,u) + eBy(u) + eB,(z) (6b)
F(z) := F(z) + eBy(x) (6¢)

gegeben sind. Hierbei sind B,(.), B;(.) und By(.) geeignet gewéhlte Barrierefunktionen
mit Definitionsbereichen ¢/°, X° und &} und B,(u) — oo fir u — U, B,(x) — oo
fir x — 0X und By(x) — oo fir + — O0X;. Der skalare Parameter ¢ > 0 bezeichnet
den Barrierefunktionengewichtungsparameter, welcher den Einfluss der Barrierefunkti-
onswerte auf die Kostenfunktion beeinflusst. Wie in [9] und [13] hervorgehoben, ist es
meist sinnvoll, die Funktionen B, (.), B;(.) und By(.) aus der Klasse der selbstkonkor-
danten Barrierefunktionen zu wéahlen, welche einige hilfreiche theoretische Eigenschaf-
ten besitzen und sich sehr gut fiir die numerische Losung des modifizierten Problems
mittels Newton-basierter Verfahren eignen (Anm.: eine konvexe Funktion f : R — R
ist selbstkonkordant, wenn |f”(z)| < 2f"(z)3? Vz € dom f) [9]. Im Folgenden werden
ausschliellich logarithmische Barrierefunktionen betrachtet, welche zur Klasse der stark
selbstkonkordanten Funktionen gehoren. Wie bereits erwahnt, konvergiert die Losung des
modifizierten Optimierungsproblems (5) fiir einen gegebenen Zustandsvektor x und e — 0
gegen die Losung des urspriinglichen Problems (2). Kleine Werte des Gewichtungspara-
meters ¢ flihren allerdings meist zu schlecht konditionierten Problemen und eignen sich
daher nur bedingt fiir die praktische Implementierung [2]. Aus diesem Grund wére es wiin-
schenswert, die Endzustandsgewichtung P, die Endregion Xy und die Barrierefunktionen
B,(.), B;(.) und By(.) so zu wahlen, dass die asymptotische Stabilitét des geschlossenen
Regelkreises bei Einsatz eines auf (5) basierenden MPC-Verfahrens fiir beliebige Werte
des Parameters ¢ > 0 garantiert ist. Im Hinblick auf die Verwendung standardmafBiger
MPC-Stabilitatskonzepte, welche die optimalen Kosten J *(x) als Lyapunov-Funktion fiir
den geschlossenen Regelkreis verwenden, ergeben sich direkt die folgenden Bedingungen:
(i) J(w, ) muss eine positiv definite Funktion mit globalem Minimum .J(0,0) = 0 sein;
und (ii) die Bedingungen A1-A4 in Definition 1 miissen erfiillt sein, d.h. insbesondere
muss F(z) = 27 Px + eBj(x) eine lokale Kontroll-Lyapunov-Funktion fiir den lokalen
Regler u = Kz in der zugehorigen Endregion & darstellen.



In Anlehnung an [13] fithren wir das Konzept der gradientenzentrierten Barrierefunktio-
nen ein, welches uns erlaubt, die Erfiillung der obigen Bedingung (i) fiir jede konvexe
Barrierefunktion zu garantieren.

Definition 4 (Gradientenzentrierte Barrierefunktion). Sei B : D — R eine konveze
Barrierefunktion auf einer offenen konvexen Menge D mit 0 € D. Dann bezeichnen wir
die als

B(z) = B(z) — B(0) — [VB(0)]"= (7)

definierte Funktion B : D — R als die gradientenzentrierte Barrierefunktion von B um
den Ursprung. Es ist offensichtlich, dass B(z) per Definition sowohl B(0) = 0 als auch
VB(0) =0 erfillt.

Im Folgenden nehmen wir B,(z), B,(u) und By(x) als gradientenzentrierte Barrie-
refunktionen fiir die Definitionsbereiche &/, X* und X} an, so dass J(u, ) eine positiv
definite Funktion mit Minimum .J(0,0) = 0 ist und somit Bedingung (i) erfiillt. Es ist
hervorzuheben, dass dies fiir allgemeine, unzentrierte Barrierefunktionen nicht der Fall
ist, so dass der Zustand des geregelten Systems fiir € > 0 nicht zum Ursprung konvergiert,
siehe [13] fur ein Beispiel. Wie auch beim standardméBigen MPC-Verfahren lassen sich
die Stabilitdtsbedingungen A1-A3 durch geeignete Wahl eines stabilisierenden lokalen
Regelgesetzes und einer invarianten Endregion relativ einfach erfiillen. Wie im Folgenden
naher erlautert, besteht die Herausforderung jedoch im Allgemeinen vor allem darin, die
CLF-Bedingung an F(z) zu erfiillen, da sowohl die Barrierefunktionen B, (x), B, (u) fiir
die Zustands- und Eingangsgréfien als auch die Barrierefunktion By(x) der Endzustands-
beschrankung mit in die Bedingung A4 eingehen.

Gegeben sei ein beliebiges stabilisierendes Regelgesetz v = Kz mit K € R™*". Die
Matrix Ag sei definiert als Ay := Ap + BpK mit |\;(Ap + BpK)| <1 Vi und

X ={re X : Keel} (8)

sei die Menge der zuldssigen Zustédnde fiir die gegebenen Reglermatrix K. Auflerdem
bezeichne die Funktion

Bie(x) = Bu(x) + Bu(Kx) (9)

die gradientenzentrierte Barrierefunktion fiir die Menge X3. Hiermit ergibt sich die Sta-
bilitatsbedingung A4 fiir Problem (5) zu

|Axals = lals + lal% + | Kall + eB; (Ax) — £B(x) + eBic(x) < 0 Va € X7 . (10)

Im Folgenden werden wir zeigen, wie sich Bedingung (10) und damit die asymptotische
Stabilitat des geschlossenen Regelkreises durch geeignete Wahl der Parameter K, P und
X tiir beliebige € > 0 garantieren lésst. Neben dem Design der Endregion X ist ein maf3-
gebliches Element hierbei die lokale Abschéitzung der Barrierefunktion By (z) durch eine
quadratische Funktion, deren Einfluss dann in der Berechnung der Matrix P berticksich-
tigt werden kann. Wir fassen zunéchst kurz einen dhnlichen, in [13] prasentierten, Ansatz
zusammen, bevor wir ein neues Entwurfsverfahren vorstellen, welches unter anderem eine
Maximierung der verwendeten Endregion Xy erlaubt.



3.1 Selbstkonkordanzbasierter Ansatz von Wills & Heath [13]

In [13] présentieren die Autoren ein stabilisierendes barrierefunktionenbasiertes MPC-
Verfahren fiir zeitdiskrete nichtlineare Systeme, welches einige Eigenschaften selbstkon-
kordanter Funktionen und ihrer zugehorigen Dikin-Ellipsoide ausnutzt.

Definition 5 (Dikin-Ellipsoid [9]). Sei B : D — R eine selbstkonkordante Barrierefunk-
tion auf einer offenen Menge D und sei z € D. Dann bezeichnen wir die Menge

Wpa(2) = {2 : ||z = Zl|3epg) < 7°} (11)
als das Dikin-FEllipsoid von B(.) mit Radius r um den Punkt Z.

Die Autoren von [13] nutzen fir den Entwurf ihres MPC-Verfahrens die fir allgemeine
selbstkonkordante Barrierefunktionen geltende Beziehung

B(z) < L

< szVQB(O)z Vz € Wg,(0), re(0,1), (12)

siehe auch Theorem 2.1.1 in [9], welche es im vorliegenden Fall erlaubt, eine quadratische
Abschétzung fir die Barrierefunktion By (x) anzugeben. Im Fall linearer Systeme lasst
sich fiir gegebenes K und festes 5 € (0,1) die Endregion X basierend auf (12) als
das Ellipsoid Xy(a) := {z € R" : ||z[|% < a®} mit zugehoriger gradientenzentrierter
Barrierefunktion

By(z) = In(a?) — In(a” — [|z[3). (13)
wéhlen, wobei P die positiv definite Losung der diskreten algebraischen Lyapunov-Gleichung
T T € 2

ist und @ < o mit o* = \/BQ/AmaX (P=1V2Bg(0)) so gewahlt wird, dass Xj(a) C
Wg 5(0) C Xk gilt [13]. Im Prinzip wird X’ hier also als eine Untermenge des offenen
Einheits-Dikin-Ellipsoids gewéhlt, in dem (12) verwendet werden kann, um die Barrie-
refunktion By (x) lokal durch eine quadratische Funktion abzuschitzen. Indem P als
Losung der Lyapunov-Gleichung (14) gewéhlt wird, kann der Einfluss von Bg(z) ge-
wissermaflen durch die Gewichtung des Endzustands kompensiert und damit Invarianz
der Endregion & erreicht werden. Die Invarianz von X, garantiert zudem die Abnah-
mebedingung By(Agz) — Bf(z) < 0 Vx € A7 fiir die Barrierefunktion By(x). Wie in
[13] in groBerer Ausfithrlichkeit gezeigt, garantiert diese Wahl der MPC-Parameter tat-
sachlich die Erfiillung der Stabilitdtsbedingungen A1 — A4 und damit die asymptotische
Stabilitat des geschlossenen Regelkreises. Ein Nachteil des beschriebenen Ansatzes ist
allerdings durch den Umstand gegeben, dass die Grofile der Endregion Xy durch die
GroBe des Dikin-Ellipsoids Wpg, 5(0) begrenzt ist, welches unter Umsténden erheblich
kleiner sein kann als die maximal zuldssige Menge X. Dies wird in Abschnitt 5 an-
hand numerischer Beispiel-Systeme naher veranschaulicht. Durch geeignete Anpassung
des Parameters « lasst sich der Ansatz auch fir den Entwurf barrierefunktionenbasierter
nichtlinearer MPC-Verfahren verwenden [13].
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3.2 Ein neuer Ansatz mit vergroflerter Endregion

Im Folgenden prasentieren wir einen neuen Ansatz fiir den Entwurf stabilisierender MPC-
Verfahren basierend auf gradientenzentrierten logarithmischen Barrierefunktionen. Im
Gegensatz zu dem zuvor skizzierten Ansatz aus [13], beruht dieser nicht auf Verwen-
dung des Dikin-Ellipsoids und erlaubt daher, die Endregion Xy als das maximale positiv
invariante und in der zuldassigen Menge Xy enthaltene Ellipsoid zu wéhlen. Prinzipi-
ell ermoglichen die vorgestellten Ergebnisse einen Kompromiss zwischen der Grofle der
resultierenden Endregion und dem Einfluss der fiir die Stabilitat notigen Endzustands-
gewichtung auf die zu minimierende Kostenfunktion. Solange die Nebenbedingungen in
Form linearer Ungleichungen gegeben sind, lassen sich die folgenden Ergebnisse mit eini-
gen kleinen Modifikationen auch auf den MPC-Entwurf fiir die Klasse der nichtlinearen
Systeme erweitern.

Annahme 1. Die Zustands- und Fingangsbeschrinkungen sind in Form kompakter, po-
lytoper und den Ursprung enthaltender Mengen gegeben, d.h. U = {u € R™ : Cyu < d,}
und X = {x € R" : Cpx < d,} wobei C, € R=*" (', € R™*™ ynd d, > 0, d, > 0.
Auferdem wird vorausgesetzt, dass die zuldssigen Mengen Xy und Uy (x) ein nichtleeres
Inneres haben, d.h., X3 # 0 und U (z) # DY z € Xy.

Betrachtet werden nun die folgenden gradientenzentrierten logarithmischen Barriere-
funktionen fiir die gegebenen polytopen Zustands- und Eingangsbeschrénkungen:

cl oz

Byi(x) = — ln(—c;f,i:p +dyi) + In(d, ;) — ;’Z (15a)
T Cg:ju

Byj(u) = —In(—c, ju+ du;) + In(dy ;) — 0 (15b)

miti=1,...,¢, und 7 =1,...,¢q,. Es ist direkt ersichtlich, dass die Barrierefunktionen
fiur die Eingangsbeschrankungen (15b) sich bei Verwendung des lokalen Regelgesetzes
u = Kz mittels ¢/ = ¢! K als zustandsabhéngige Barrierefunktionen der Form (15a) for-
mulieren lassen. Wir betrachten zunachst das folgende Lemma, welches eine quadratische
Abschétzung fiir allgemeine Barrierefunktionen der obigen Form auf einem zugehorigen,
parametrisierten Halbraum liefert.

Lemma 1. Sei Bi(x) = —In(—c]z +d;) +1In(d;) — g-c] = eine gradientenzentrierte Bar-
rierefunktion fiir eine Nebenbedingung der Form cfx < d; mit ¢& # 0, d; > 0 und sei

M; € R™" die Matriz M; := c;cl. Dann gilt fiir jeden skalaren Parameter v > ﬁ, dass
Bi(z) <~y 2" Mz Vr €H;, (16)
wobei H; den Halbraum H; := {x € R" : cf'x < d; — Tldz} bezeichnet.
Beweis. Einsetzen der Definitionen von B;(z) und M; in (16) ergibt
—In(—cfz +d;) + In(d;) — lCTSL’ <yalecls (17)

d; "
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Abbildung 2: Die Funktion f(§) fir d; = 1 und v = 4.

oder nach Umformung

1 1
In (1 — Ec'fx) + d_Csz +ryzleicle > 0. (18)

Wir ersetzen nun ¢!z durch £ und betrachten die Funktion f : (—oo,d;) — R definiert
als

1 1
£©) =In (1= €) + ¢ +9¢° (19)
mit lime_,_o f(£) = oo sowie limg_,q, f(§) = —oo. Fiir diese Funktion lassen sich mithilfe
der ersten Ableitung direkt die beiden lokalen Extrema
* * 1
51:() und §2:dz—m (20)

berechnen, welche fiir v > ﬁ die Beziehung 0 = &} < & < d; erfiillen. Diese Wahl von
~ garantiert zudem ,

1
FE) =25 >0, fE)=1-20d <0, 1)

so dass £ = 0 ein lokales Minimum und & = d; — ﬁ ein lokales Maximum der Funktion

f(&) darstellt. Hieraus folgt direkt, dass f(§) > 0V € (—o0, &) gilt, siehe das Beispiel in
Abbildung 2. Resubstitution von ¢!z fiir £ zeigt letztendlich vz M;x— B;(x) > 0Vx € H;
und vollendet den Beweis. O

Anmerkung 1. Durch Variation des Parameters v kann die Grenze des Halbraumes H,;
gezielt verschoben werden. Eine Wahl von ~v < # wiirde zu einem unerwinschten Halb-

raum der Form H; := {x € R" : cT'x < 0} fiihren, welcher den Ursprung nicht mehr im
Inneren enthdlt. Andererseits kann die urspriingliche Nebenbedingung cfx < d; durch Er-
hohung von v beliebig nah approximiert werden. Entsprechend ist ein groffes v notwendig,
wenn d; > 0 nahe an Null liegt.
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Annahme 2. Die Barrierefunktionen B,(x) und B,(x) in Problem (5) sind als B,(x) =
2 By () und By(u) = Y1, By j(u) gegeben, wobei B, (x) und B, (u) gradienten-

zentrierte Barrierefunktionen der Form (15) sind. Hieraus ergibt sich eine kombinierte

Barrierefunktion By (x) der Form B (x) = X2, Byi(x) + X5 Byj(Kx).

Lemma 2. Annahme 2 sei erfillt. Ferner seien die Matrizen M, € R"™" und M, €
R™™ definiert als M, := S cpicpi’ beziehungsweise M, = i CujCuyj’ und 7y sei
ein positiver Skalar mit vy > 2d+w wobel dpiy = min{dy 1, ..., ds g, dut, - dug, - Dann
gilt fiir die kombinierte Barrier;:gfunktion Bk (z) die folgende quadratische Abschétzung

Bi(z) <7 2" (My+ K"M,K)z Vo€ Py, (22)

wobei P C Xk das konvezxe Polytop

P R O S i (23)
K I=T E . "

Cu’jK.ﬁU < du,j — m
ist, welches den Durchschnitt aller Halbraume H; aus Lemma 1 mit i = 1,...,q. + qu

darstellt.

Beweis. Die obere Abschatzung ergibt sich aus direkter Anwendung von Lemma 1 auf
die einzelnen Terme von By (x), siche Annahme 2, und Aufsummieren der jeweiligen qua-
dratischen Ausdriicke. Zudem garantiert die Wahl von 7, dass jede einzelne quadratische
Abschétzung in der polytopen Region Py = UFT9H, giiltig ist. O

Anmerkung 2. In Anlehnung an Anmerkung 1 kann die Menge X durch Erhohung des
Parameters 7 beliebig genau durch das Polytop Pk approzimiert werden. Dieses Vorgehen
fiihrt allerdings auch zu einer Zunahme der Abschétzung fir Bi(x) und damit, wie im
Folgenden ersichtlich, unter Umstinden zu einer erhohten Gewichtung des Endzustands.
Natirlich ist es auch maglich, verschiedene vy; anstelle eines einzelnen v zu verwenden,
was insbesondere im Falle stark unterschiedlicher d; sinnvoll sein kann.

Im Folgenden benutzen wir die obige Abschitzung aus Lemma 2, um die Parameter
K, P, Xy und By(x) so zu entwerfen, dass asymptotische Stabilitét des geschlossenen
Regelkreises fur das zeitdiskrete System (1) garantiert ist. Im Gegensatz zu dem in [13]
vorgestellten Ansatz verwenden wir fiir die Definition der Endregion A nicht die Ge-
wichtungsmatrix P, sondern eine separate Matrix Py. Diese Trennung erlaubt eine Vo-
lumenmaximierung der Endregion A innerhalb des fiir die bendtigten Abschétzungen
zulassigen Polytops Pk

Die Matrizen K und P > 0 seien durch die Losungen der diskreten algebraischen
Riccati-Gleichung

K =~ (R+B5PBy)  BhPAp (24)
P = (Ap+ BpK)'P(Ap + BpK) + KTRK + Q
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gegeben, wobei Q = Q + eyM, und R = R 4 ¢yM,, fir die in Lemma 2 definierten
Matrizen M, und M, . Ferner sei die eingesetzte Endregion definiert als

Xp={zeR": ap, <1} (25)

fir eine noch zu entwerfende Matrix Py € R™", Py = Pf > 0. Um asymptotische Sta-
bilitdt des geschlossenen Regelkreises garantieren zu konnen, soll die Matrix Py nun so
gewahlt werden, dass die zugehorige Endregion & invariant unter dem lokalen Regelge-
setz u = Kz ist.

Dafiir muss P; die Lyapunov-Ungleichung A% P Ay — Py < 0 erfiillen, wobei Af erneut
als Ag := Ap + BpK definiert ist. Zusatzlich ware es winschenswert, das Volumen des
Ellipsoids & und damit die Gro8e der Endregion unter der Bedingung zu maximieren,
dass diese im Polytop Pk enthalten ist, in welchem ja unsere Abschiatzung fir By (z)
gilt, siche (23). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei das Polytop Pk in normierter
Form gegeben, d.h. Py ={x € R" : clx <1, k=1,...,r}. In diesem Fall lisst sich die
Bedingung Xy C Pg als chf_ Yep <1VE=1,...,r ausdriicken. Zudem ist das Volumen
des Ellipsoids X proportional zu (det P, 1)% und lasst sich somit durch Minimierung
von —det Py ! maximieren. Durch Einfiihrung der Variable X := Py ! ergibt sich fiir
die Berechnung der optimalen Ellipsoid-Matrix Py = X! somit das folgende konvexe
Optimierungsproblem

min — logdet X
sd. ' Xe, <1,Ye=1,...,r (26)

X  AgX

—
Xm0, e % ]_0.

Hierbei wurden das Schur-Komplement sowie die Monotonie der Logarithmus-Funktion
verwendet, um die erwidhnte Lyapunov-Ungleichung einzubinden und das Problem in
konvexer Form zu formulieren (det(.) ist eine logarithmisch-konkave Funktion).

Die gradientenzentrierte Barrierefunktion fiir die Endregion X sei schliefilich durch
By(z) = —In(1 — [|=[|5,) (27)

gegeben, wobei die Matrix Py = X ! tiber die positiv definite Losung X von (26) definiert
ist.

Theorem 1. Annahme 1, Annahme 2 sowie die Annahmen in Lemma 2 seien erfullt
und die stabilisierende lokale Reglermatriz K und die Endzustandsgewichtungsmatriz P
seien durch (24) definiert. Ferner seien die ellipsoide Endregion und die zugehdrige Bar-
rierefunktion By(x) durch (25) beziehungsweise (27) gegeben. Dann ist der Ursprung des
Systems (1) unter dem MPC-Regelgesetz u(x) = uj(x) basierend auf wiederholter Losung
des barrierefunktionenbasierten Optimalsteuerungsproblems (5) fir beliebige Werte des
Gewichtungsparameters € > 0 asymptotisch stabil fir alle zo € Xy.
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Bewets. Im Folgenden beweisen wir die asymptotische Stabilitat des barrierefunktionen-
basierten MPC-Verfahrens durch Verwendung der optimalen Kostenfunktion .J*(z) als
Lyapunov Funktion des geschlossenen Regelkreises, siehe [8] und [13]. Die Bedingungen
A1, A2 und A3 aus Definition 1 sind aufgrund des gezielten Entwurfs der invarianten End-
region Xy fiir jede beliebige Reglermatrix K erfillt. Es sei nun 2+ = (Ap + BpK)z =
Agx. Dann gilt ferner fiir alle xz € A7:

F(a*) = F(a)+ 0z, Kz) = |la*|[7 = [|zlp + |l2]1§ + | K2l + e B (x) + £ By (z) — e By ()

(28)

Aufgrund von Lemma 2 und der geeigneten Wahl von K, P und X} in (24) beziehungs-

weise (25), haben wir [|z7||% — ||z||% + ||x||22 + ||[Kz||% + eBg(z) < 0 Vx € X7 und
damit . . )

F(z%) = F(z) + l(z,Kz) < eBy(z") —eBy(z) . (29)

Da P; als Lésung von (26) die Lyapunov-Ungleichung AL PrAx — Pr < 0 erfiillt, gilt
zudem

1 — [|z||? 1— ||z
Bf(ZL‘+) —Bf(ZL‘) :ln( H ”Pf ) <In (ﬂ) =0Vz e XJ? . (30)

e EL 1—[lz2,

Damit ergibt sich F(z*) — F(z) < —{(x, Kz) Yz € X¢ und die CLF-Bedingung A4 ist
fir beliebige € > 0 erfiillt. Wie in [8] gezeigt, folgt hieraus direkt

T (a*) = T (2) < —lo(, ug()) (31)
womit J* (x) eine Lyapunov-Funktion des geschlossenen Regelkreises darstellt. U

Unter Annahme der Existenz einer zuldssigen initialen Losung, also fir zo, € Ay,
garantiert das vorgestellte barrierefunktionenbasierte MPC-Verfahren damit die asym-
ptotisch Stabilitdt des Ursprungs von System (1) fir beliebige Werte des Gewichtungs-
parameters € > 0. Wie in Bemerkung 2 erwdahnt, erlaubt der diskutierte Ansatz durch
Anpassung des Parameters 7 grundséitzlich einen Kompromiss zwischen der Grofie der
verwendeten Endregion Xy C Pxg C Xx und dem Einfluss der Endzustandsgewichtung
2T Px. Es ist jedoch zu beachten, dass die Verdnderung von 7 auch die lokale Regler-
matrix K und damit die Menge Xy direkt beeinflusst. Ein héherer Wert fiir 4 resultiert
also nicht in allen Féllen in einer grofleren Endregion. Fiir unbeschrankte Probleme gilt
zudem 7 — 0 und damit Q — Q, R — R, womit K und P sich als die Losungen des
standardmafBigen LQR-Problems ergeben, siehe Gleichung (24).

4 Ein barrierefunktionenbasierter
zeitkontinuierlicher MPC-Algorithmus

Im Folgenden préasentieren und diskutieren wir einen zeitkontinuierlichen Algorithmus,
der die Implementierung des im obigen Abschnitt vorgestellten barrierefunktionenbasier-
ten MPC-Ansatzes ohne den Einsatz iterativer Optimierungverfahren erlaubt. Stattdes-
sen ergibt sich die optimale Stellgrofie als abgetasteter Ausgang eines zeitkontinuierlichen
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dynamischen Systems, dessen Zustand der optimalen Losung des Optimalsteuerungs-
problems (5) asymptotisch nachfolgt. Wie bereits in der Einleitung erlautert, wird das
zugrunde liegende asymptotische Folgeverhalten durch die Verwendung geeigneter Bar-
rierefunktionen und der daraus resultierenden “Gléittung” der Optimalitdtsbedingungen
fir das urspriingliche Problem (2) erméglicht. Mit dem Ziel einer kompakteren Darstel-
lung verwenden wir im Folgenden eine matrizenbasierte Formulierung von Problem (5),
welche der QP-Formulierung (4) sehr &hnlich ist. Zu diesem Zweck lassen sich die Bar-
rierefunktionen der Eingangs- und Zustandsbeschrénkungen in der Form

G'U — E’a:)
+ ==

BEP(U,z) = - i (ln (—GiU + E'x + wi) —In (wl)

=1

(32)

wl

ausdriicken, wobei G, E und w analog zu den Matrizen der QP-Formulierung (4) definiert
sind und M? die i-te Zeile der jeweiligen Matrix M bezeichnet. Durch abermalige rekur-
sive Anwendung der Systemgleichungen (1) lésst sich der quadratische Ausdruck ||« NH%f
zudem als Funktion der Optimierungsvariable U und des Zustandsvektors x schreiben:

||xN||?3f = o(U,z):=2"Dx+22"LU + UTSU , (33)
wobei die Matrizen D € R™*", L € R™"™ und S € R™*" durch
D:=AN'PAY . L= AN Py [AN'Bp,... B
S:=[AN"'Bp,....Bo| P;[AY'Bp,...,By).
gegeben sind. Die Barrierefunktion der Endregionsbeschrankung (25) kann somit als
BFP(U,z) = ~In (1 - p(U,x)) . (34)

formuliert werden. Basierend hierauf ergibt sich folgende kompakte Darstellung des bar-
rierefunktionenbasierten Optimalsteuerungsproblems

J(z) = mUin J(U,z) mit (35)

1
J(U,z) = 5UTHU—l—a:TF’U—l—LI:TY:c +eBOF (U, 2) +eBJ?P(U, x) .

Im Hinblick auf den Vektor der optimalen Eingangsgrofien sind die Probleme (35) und
(5) dquivalent, so dass die optimale Lésung U*(z) von (35) basierend auf Theorem 1 in
einem asymptotisch stabilisierenden Regelgesetz u(z) = uj(x) = 22 (U*(x)) resultiert.
Das folgende Newton-basierte Verfahren erlaubt die Bestimmung von U*(z) als Losung
eines zeitkontinuierlichen dynamischen Systems und somit ohne den Einsatz iterativer
Optimierungsalgorithmen.

Theorem 2. Fir xy € Xy sei angenommen, dass x(t) sich entsprechend der Dynamik
&(t) = Ax(t) + Bu(t) verhdlt, wobei u(t) eine beliebige (messbare) zeitabhdingige Funktion
sei, welche x(t) € Xy Vit >ty garantiert. Dann erfillt die Losung U(t) des dynamischen

Systems i B i i
_— (82J(U, x)) (&](U,x P x) (36)

)T

ou? oUu 0xoU
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fir jeden zuldssigen Startwert Uy € Ug(x) die Bedingung U(t) € UR(x(t)) YVt > to
und konvergiert fiir t — oo asymptotisch gegen die eindeutige optimale Losung U*(z(t))
von (35). Fiir den optimalen Startwert Uy = U*(xq) folgt die Losung U(t) zudem der
optimalen Losung von (35) exakt nach, d.h. U(t) = U*(z(t)) Vt > t,.

Beweis. Betrachtet wird im Folgenden die positiv semidefinite Funktion

18JU,:ET8JU,:JU
Wt,z) =3 éU) éU g

(37)

welche quadratisch in Vi .J(U, z) ist und daher W (U, z) > 0, W(U,z) = 0 & VyJ (U, z) =
0 erfiillt. Fiir jedes x € Xy ist die Funktion W (U, z) : Uy () — R wohl-definiert und
man kann zeigen, dass W (U, z) — oo wann immer U — 0Uy(z). Die Lie-Ableitung von
W entlang der Dynamiken fiir U und x ergibt sich zu

. 9JU,x) (9*J(U,z) . 0*J(U,x),
T ( o U awau © (38)
Einsetzen der Dynamik U = f(U, x) aus Gleichung (36) liefert
= . T
W= 92 9JU) - —2W(U,2) <0 . (39)

ou ou

Da W (Uy, zo) := Wy < oo gilt, haben wir W(U(t), xz(t)) < Wy < oo fir t > ¢y , womit
U (t) eine zulassige Losung fiir ¢ > tg ist, d.h. U(t) € U (x(t)). Dies folgt aus der Tatsache,
dass U(t) fir z(t) € X} genau dann existent und zuléssig ist wenn W (U (t), z(t)) < oo
gilt. AuBlerdem konvergiert W (U, x) exponentiell gegen Null, siehe Gleichung (39), woraus
sich aufgrund von W = 0 < VyJ(U,z) = 0 direkt Vi J(U,z) — 0 fiir t — oo ergibt.
Angesichts der gleichméfBiigen Konvexitat von Problem (35) impliziert dies automatisch
U(t) — U*(z(t)) fiir t — oo. Fiir den optimalen Startwert Uy = U*(zq) gilt zudem
W(U,z) = 0 und damit U(t) = U*(z(t)) Vt > t,. O

Es ist an dieser Stelle hervorzuheben, dass wir in der Formulierung des dynamischen
Systems U = f(U,z) in (36) explizit Gebrauch von der zeitkontinuierlichen Strecken-
dynamik # = Ax 4+ Bu machen. Durch dieses Vorgehen wird vorhandenes Wissen tiber
das zukiinftige Verhalten des zu regelnden Systems ausgenutzt und direkt zur Bestim-
mung der optimalen Stellgrofen verwendet. Um den Abtastcharakter des der Stabili-
tdatsanalyse zugrunde liegenden diskreten MPC-Ansatzes zu bewahren, muss die auf die
Strecke eingeprégte StellgroBe stiickweise konstant sein, d.h. u(z(t)) = us = konstant fir
t € [tg, tr, + Ty). Hiervon ausgehend schlagen wir den folgenden Algorithmus vor, der die
Implementierung des diskutierten zeitdiskreten linearen MPC-Verfahrens auf Basis des
soeben prisentierten zeitkontinuierlichen Systems U = f(U, z) erlaubt.
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Algorithmus 1 (Zeitkontinuierlicher MPC-Algorithmus)

Initialisierung fur t = ty:

(i) setze U(0) = Uy € Un (o) fir zp € Xy

(ii) setze us = 2(U(0))

Integration fir t > ty:

L verwende u = ug als StellgroBe fiir die Regelstrecke;

L messe den aktuellen Zustand z(¢) und bestimme U(t)
durch Integrieren von (36) mit & = Ax + Bus;

L Abtasten wann immer t = t, = kT, k € Nyg:
L setze us = Z(U(ty)).

Annahme 3. Die Zulissigkeit einer Zustandstrajektorie zu diskreten Abtastzeitpunkten
impliziert auch die Zuldssigkeit der zugehdrigen Zustandstrajektorie zwischen den Abtast-
zeitpunkten, d.h. x(ty) € Xy, x(tpr1) € Xy = z(t) € XJ YV t € [tg, thr1]-

Theorem 3. Es sei angenommen, dass Annahme 3 gelte und dass die Kostenfunkti-
on J(U,z) und die Barrierefunktionen BST(z) und B?P(:c) in (35) die Bedingungen
aus Theorem 1 erfillen. Dann garantiert Algorithmus 1 fir den optimalen Startwert
Uy = U*(:co) nominelle asymptotische Stabilitit des geschlossenen Regelkreises unter
strikter Einhaltung aller Fingangs- und Zustandsbeschrinkungen. Fir jede zuldssige sub-
optimale Initialisierung Uy € Uy (o) erreicht der Algorithmus zudem asymptotische Kon-
vergenz des Systemzustands zum Ursprung, erneut unter strikter Einhaltung aller Neben-
bedingungen.

Beweis. Fiir den Fall Uy = U*(x), 2o € X impliziert Theorem 2, dass die Losung
U(t) der optimalen Losung des Problems (35), und damit des Optimalsteuerungspro-
blems (5), exakt nachfolgt. AuBerdem garantiert u(t) = us = P(U(tx)), t € [tr, tx + Ts),
durch Annahme 3 auch z(t) € Xy fir t € [ty,tx + Ts) und somit die Zulédssigkeit aller
zeitkontinuierlichen Trajektorien. Mit anderen Worten ist Algorithmus 1 in diesem Fall
aquivalent zu einer standardmaéafligen zeitdiskreten MPC-Implementierung basierend auf
(5) und sowohl strikte Einhaltung aller Nebenbedingungen als auch asymptotische Sta-
bilitdt des geschlossenen Regelkreises folgen direkt aus Theorem 1.

Fiir den Fall einer suboptimalen Initialisierung Uy # U*(x0), Uy € U (20), 0 € X5,
wissen wir durch Theorem 2, dass U(z(t)) immer strikt zuléssig sein wird, d.h. U(z(t)) €
U (z(t)) und x(t) € Xy fiir t > ty. Ferner ergibt sich durch die asymptotische Konver-
genz von U(x(t)) zum optimalen Wert die Beziehung U (x(t)) = U*(z(t)) + R(t) mit R(t)
beschrankt und R(t) — 0 fir ¢ — oo. Algorithmus 1 erzeugt daher eine suboptimale
Sequenz an StellgroBen der Form ug(k) = u(k) 4+ (k) mit r(k) beschrankt und (k) — 0
fir £ — oco. Demzufolge ergibt sich die Dynamik des geschlossene Regelkreises zu

x(k+1) = Apx(k) + Bpuy(k) + Bpr(k) , x(k) = x(ts) , (40)

und somit schlie3lich

-1 -1

lz(k+ )| < | Apz(k) + Y AL Bpug(k+1—5 1)+ | > ALBpr(k+1—j—1)| . (41)
§=0 j=0
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Dai) z(k+1) € X5 Y k, 1, ii) die StellgroBenfolge ug (k) das nominelle zeitdiskrete System
asymptotisch stabilisiert und iii) (k) — 0 fir & — oo, zeigt sich, dass fiir jedes [ > 0
und jede Konstante ¢ > 0 ein Index k existiert, so dass ||z(k +1)|| <&V k > k. Oder ein
wenig umformuliert:

Ve>03k o |lzk)]| <eVk >k (42)

mit k; = k + [ fiir jedes endliche I > 1. Damit ergibt sich lim;_,__||z(k)|| = 0, woraus
die Konvergenz des Systemzustandes zum Ursprung fiir jedes Uy # U*(z0), Uy € US(20),
xy € Xy, folgt. Dieses Resultat kann auch als “asymptotic gain property”, siehe [7], inter-
pretiert werden, womit der geschlossene Regelkreis in gewisser Weise eingangs-zustands-
stabil in Bezug auf die oben diskutierte spezielle Klasse von Storungen 7 (k) ist. O

Der vorgestellte Algorithmus erlaubt damit die Implementierung modellpradiktiver
Regelverfahren auf Basis eines dynamischen Systems und ohne die Notwendigkeit nach
spezialisierter Optimierungs-Software in der Zielanwendung, siehe Abbildung 1. Die Sy-
stemdynamik f(U,x) ist dabei durch Gleichung (36) und die Ausgangsfunktion hA(U, z)
durch die Projektion Z(U) geméf Definition 3 gegeben.

Im Folgenden betrachten wir die Kostenfunktion J (U, x) und die fiir die Implementierung
von Algorithmus 1 bendtigten Matrizen aus Gleichung (36) ein wenig genauer. Zusammen
mit (32) und (34) ergibt sich aus Gleichung (35)

ﬂaxy:gﬂHU+ﬂTU—gm@—xﬁh—zﬂMU—Uﬁw) (43)
q i o
—€ Z (ln (—G’U + Elx + wi) + In (w’) — %) )
i=1

Durch Differentiation der Kostenfunktion beziiglich U und z erhalten wir folgende Be-
ziehungen fiir die Terme in (36):

1 1
i T —GWU + Flz +w!  w! T
aJ(U, z) . . LTz + SU
=2 - H Ia : 2 44
50 U+ Flz+eG 1. 1 = o(0.2) (44)
—GU + Btz +wi  wi
0*J(U, x) T T 1
—— = F" —eGdi A A A E 45
0xoU © 18 (—GiU + Eix + w')? , (45)
N 26(1 — (U, 2)) LT +2(L"x + SU) (2" D + UTLT)
(1= (U, x))>
O*J(U, x) T 1
—— =] di 4 4 . 4
FIE B (e o) (46)

(1— (U, 2))S + 2(LTx + SU)(«TL + UTS)

e A
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Es ist hervorzuheben, dass die Bedingungen J(U, x)|(0,0) = 0 und Vi J (U, x)|(0,0) = 0
tatsachlich erfillt sind und die barrierefunktionenbasierte Kostenfunktion somit eine po-
sitiv definite Funktion mit einem Minimum im Ursprung (U, z) = (0, 0) darstellt. Zudem
ist die Matrix S positiv semidefinit fir jede positiv definite Matrix Py und 1—¢(U, z) > 0
ist fiir alle strikt zuldssigen Trajektorien stets erfiillt. Die zu invertierende Hesse-Matrix
% in Gleichung (46) ergibt sich somit als die Summe einer positiv definiten Matrix
(H > 0) mit zwei positiv semidefiniten Matrizen und ist daher stets positiv definit. Dies
bestétigt die gleichméfige Konvexitat von Problem (5) beziehungsweise (35) und garan-
tiert die Invertierbarkeit der Hesse-Matrix fiir jede zuldssige Trajektorie (U(t), z(t)).

Anmerkung 3. Die Zuldssigkeit der zeitkontinuierlichen Zustandstrajektorien zu allen
Zeitpunkten ist eine recht einschrankende und zudem schwer tiberprifbare Annahme. In
standardmdfigen zeitdiskreten MPC-Verfahren wird diese in der Regel nicht bendtigt, da
die Finhaltung der Nebenbedingungen zwischen den Abtastzeitpunkten dort “iblicherwei-
se gar nicht betrachtet wird. Wir bendtigen diese technische Annahme allerdings, um
garantieren zu konnen, dass sowohl das System (36) als auch die verwendete Lyapunov-
Funktion W (U (t),z(t)) jederzeit wohl-definiert sind.

Ein intuitives Verfahren zur Handhabung leicht verletzter Nebenbedingung in der prakti-
schen Implementierung wdre, die entsprechende Barrierefunktion einfach auf einen hohen
Wert zu setzen. Allerdings zerstort dieses Vorgehen die glatte Struktur des unterlagerten
Optimierungsproblems und kann insbesondere bei Initialisierung mit einer unzuldssigen
Lésung zu numerischen Problemen fiihren. Einen weitaus systematischeren Ansatz bietet
hier die Verwendung sogenannter relazierter (oder auch approximativer) Barrierefunktio-
nen, welche die Verletzung einer Nebenbedingung zwar bestrafen, jedoch auch fir unzulds-
sige Losungen definiert sind. Die folgende relaxierte Barrierefunktion, welche auf einer
quadratischen Fortsetzung des natiirlichen Logarithmus basiert, wurde von Hauser € Sac-
con fir den Einsatz in der zeitkontinuierlichen Trajektorienoptimierung vorgeschlagen [6]

—In(z2) z>0

1{(z—25\° '
5{( 5 )—ll—ln(é) z2<0

Die zweifach stetig differenzierbare Funktion E(z) ist fur alle Werte von z € R definiert
und approximiert die urspringliche Barrierefunktion B(z) = —1In(z) fiir § — 0 beliebig
nah. Im Hinblick auf den obigen MPC-Algorithmus ermdglichte dieser Ansatz fiir bisher
alle Beispiel-Systeme eine elegante Handhabung der Nebenbedingungen sowie eine effizi-
ente und numerisch robuste Implementierung. Fin grofier Nachteil bei der Verwendung
relaxierter Barrierefunktionen ist allerdings, dass die strikte Einhaltung der jeweiligen
Nebenbedingungen, und damit auch die Stabilitit des geschlossenen Regelkreises, im All-
gemeinen nicht garantiert ist. Diese Problemlage erfordert daher besonderes Augenmerk
und wird im Rahmen der aktuell laufenden Forschungsarbeit ndher untersucht.

A

B(z) = (47)
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5 Numerische Beispiele

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des zuvor prasentierte MPC-Algorithmus anhand
numerischer Simulationen fiir zwei Beispiel-Systeme demonstriert. Neben dem Verhalten
des geschlossenen Regelkreises liegt das Augenmerk hierbei auch auf den Ergebnissen fiir
das zugrunde liegende barrierefunktionenbasierte Entwurfsverfahren.

5.1 Modellpradiktive Regelung eines Doppelintegrator-Systems

Betrachtet wird im Folgenden das zeitdiskrete Modell eine Doppelintegrators von der
Form

ok +1) = [(1] ﬂ (k) + lﬂ u(t) | (48)

wobei die Abtastzeit zu Ty = 0.1 s gewdhlt wurde. Die Formulierung des zugehorigen
MPC-Optimalsteuerungsproblems erfolgte fiir einen Pradiktionshorizont N = 10, eine
quadratische Kostenfunktion mit den Gewichtungsmatrizen () = diag([1, 0.1]), R =1
und Eingangs- und Zustandsbeschréinkungen der Form |u| < 1, || < 2.8, und |z5| < 0.8.
Basierend auf den in den Abschnitten 3 und 4 préasentierten Ergebnissen wurden der bar-
rierefunktionenbasierte MPC-Entwurf sowie Algorithmus 1 in MATLAB fiir verschiedene
Parameterkonfigurationen und Anfangswerte implementiert und getestet. Einige der Er-
gebnisse und Interpretationen sind in den Abbildungen 4, 5, 6 und 7 zu finden.

5.2 Modellpradiktive Regelung eines 3-Tank-Systems

Als weiteres Beispiel betrachten wir im Folgenden die Regelung eines 3-Tank-Systems,
welches ein allgemein bekanntes Standardbeispiel in Lehre und Forschung darstellt. Das
System besteht aus drei vertikal iibereinander angeordneten Wassertanks, wobei das Was-
ser durch entsprechende Offnungen oder Leitungen vom oberen Tank iiber den mittleren
Tank in den unteren Tank flielen kann. Eine elektrische Pumpe erlaubt es zudem, den
obersten Tank mit Wasser aus einem gemeinsamen Reservoir zu versorgen. Eine schema-
tische Darstellung des betrachteten Systems ist in Abbildung 3(a) gegeben. Mithilfe der
Bernoulli-Gleichung ergeben sich die folgenden nichtlinearen Modellgleichungen

dh1 aq 1

L= T oghy + — 4
dt Al g 1+ Alv ( 9a)
dhz a9 aq

N —/2 4
QT A, VAt 2 (49b)
dhg as p)

=8 = 08 Joghy + =2\ /2gh 4
& A Vs Ve (49¢)

fiir den Zustandsvektor h = [hy, ho, h] der Fillstande. Hierbei bezeichnet v den Zufluss
in Tank 1, g die Erdbeschleunigung und a; beziehungsweise A; den Ausflussquerschnitt
sowie den Behélterquerschnitt von Tank ¢. Die im Folgenden verwendeten Parameter be-
ziehen sich auf einen am Institut fiir Systemtheorie und Regelungstechnik der Universitét
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(a) Betrachtetes 3-Tank-System (b) Zugehorige Parameter

Abbildung 3: Schematische Darstellung und Parameter des 3-Tank-Systems.

Stuttgart vorhandenen, realen Versuchsstand und sind in Abbildung 3(b) zusammenge-
fasst. In Abhéngigkeit der gewiinschten Fiillhohe i3 von Tank 3 lassen sich der benétigte
stationédre Zufluss v° sowie die stationiren Hoéhen A und A9 zu

2 2
o = as\2ghy, ) = (Z—j’) By, hl = <Z—z) B (50)
berechnen. Im Folgenden betrachten wir die Regelung auf eine gewiinschte Fiillh6he
von h$ = 10.80 cm, woraus sich der stationire Zufluss sowie die stationdren Hohen zu
v = 40.4675 ml/s, h? = 11.1991 cm und hY = 10.3485 cm ergeben. Durch Einfithrung
der Variablen v = v — vy sowie x; = h; — hY und Linearisierung der nichtlinearen Modell-
gleichungen (49) um den Arbeitspunkt (h°,v°) ergibt sich das zeitkontinuierliche lineare
System

—avB 0 1

2A14/h9 T

. aiv2g __a2\/2g 1
L= 2450/00 2451/hY 0 T+ g | u- (51)

0 a2+v/2g _ _a3v/2g 0

Im Hinblick auf den zeitdiskreten MPC-Entwurf wurde das zeitkontinuierliche Modell mit
einer Abtastzeit von T, = 5 s diskretisiert. Aus der maximalen Tankhohe von 28 cm und
einer maximalen Pumpleistung von 60 ml/s ergeben sich zudem Eingangs- und Zustands-
beschriankungen der Form —v® < u < 60 — 0%, —hY < axy <28 — K, —hY < 2o < 28 — A,
—h3 < 23 < 28—h3. Die Formulierung des zugehérigen MPC-Optimalsteuerungsproblems
erfolgte fiir einen Pradiktionshorizont N = 15 und eine quadratische Kostenfunktion mit
den Gewichtungsmatrizen @) = diag([1, 1, 10]), R = 0.01. Basierend auf der linearisier-
ten Systemdarstellung und den in Abschnitt 3 und Abschnitt 4 prasentierten Ergebnissen
wurden der barrierefunktionenbasierte MPC-Entwurf sowie Algorithmus 1 in MATLAB
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fiir verschiedene Parameterkonfigurationen und Anfangswerte implementiert und gete-
stet. Im Gegensatz zum vorherigen Beispiel wurde fiir die Simulation des geschlossenen
Regelkreises jedoch das nichtlineare Modell der Regelstrecke verwendet, um die Robust-
heit des vorgeschlagenen Algorithmus gegen Modellunsicherheiten zu demonstrieren. Die
Abbildungen 9 und 8 zeigen die resultierenden Endregionen des MPC-Entwurfs sowie
das Verhalten der Regelstrecke fiir eine gegebene Startkonfiguration und die Entwurfspa-
rameter ¢ = 0.01 und 4 = 15. Erneut ergibt sich eine stark vergrofierte Endregion X
und Algorithmus 1 erreicht ebenso wie das idealisierte MPC-Verfahren asymptotische
Stabilitat der gewtinschten Ruhelage auch fiir die nichtlineare Regelstrecke.

6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein neuer zeitkontinuierlicher Algorithmus fir Proble-
me der linearen modellpradiktiven Regelung présentiert, der ohne den Einsatz iterativer
Optimierungsverfahren auskommt und asymptotische Stabilitét des geschlossenen Regel-
kreises sowie Einhaltung aller Zustands- und Stellgroflenbeschrankungen garantiert. Der
Algorithmus kann in Form eines dynamischen Systems realisiert werden, dessen inter-
ner Zustand der Losung eines zeitvarianten, unbeschrankten Optimalsteuerungsproblems
asymptotisch nachfolgt. In Kombination mit einem ebenfalls présentierten barrierefunk-
tionenbasierten MPC-Ansatz lasst sich ein neuartiges Implementierungsverfahren formu-
lieren, welches im Fall einer optimalen Initialisierung des Algorithmus die asymptotische
Stabilitat des geschlossenen Regelkreises und im Fall einer zuldssigen, suboptimalen In-
itialisierung zudem Konvergenz des geregelten Systemzustands zum Ursprung erreicht.

Das zugrunde liegende Fernziel unserer Forschung ist die Analyse und der Entwurf opti-
mierungsbasierter Regelungsalgorithmen, welche die Stabilitat des geschlossenen Regel-
kreises moglichst in der Form garantieren, in der sie auch implementiert werden. Zukiinf-
tige Forschungsthemen konnten daher die folgenden Schwerpunkte einschlieflen: geeignete
Diskretisierungs- und Integrationsverfahren fiir den vorgeschlagenen zeitkontinuierlichen
Algorithmus, Elimination der Annahme tber die Zulassigkeit der zeitkontinuierlichen
Zustandstrajektorien oder eine theoretisch fundierte Handhabung verletzter Nebenbe-
dingungen, zum Beispiel auf der Basis relaxierter Barrierefunktionen. Ferner wére es
zudem interessant, die Verwendung polytopbasierter Endregionen zu untersuchen oder
das zur Zeit benotigte Abtasten der Stellgrofie zu umgehen und damit den Umstand
auszunutzen, dass die Losung des diskreten MPC-Optimalsteuerungsproblems in jedem
Zeitpunkt verflighar ist. Insbesondere der letzte Punkt beinhaltet eine gewisse Faszi-
nation, da er letztendlich die Implementierung modellpréadiktiver Regelungsverfahren auf
Basis rein zeitkontinuierlicher dynamischer Systeme und ohne die ansonsten inhérent vor-
handenen Schritte der Abtastung und iterativen Optimierung ermoglichen wiirde. Eine
solche Darstellung in Form zeitkontinuierlicher dynamischer Regler konnte zudem weitere
interessante Vorteile mit sich bringen, zum Beispiel beziiglich der Stabilitatsanalyse und
Robustheit des geschlossenen Regelkreises sowie im Hinblick auf die Vereinbarkeit von
modellpradiktiven Verfahren und Algorithmen mit anderen, zeitkontinuierlichen Rege-
lungskonzepten.
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Abbildung 4: Die resultierende Endregion X fiir 4 € {2,10,15,20,25,50}. Das blau gestri-
chelte Ellipsoid verdeutlicht die Endregion bei Verwendung des Ansatzes aus [13]. Ebenfalls
abgebildet ist das Polytop Py fiir 7 = 50.

-2 =15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2
T1
Abbildung 5: Verhalten des geschlossenen Regelkreises fiir Standard-MPC (——) und den
vorgeschlagenen zeitkontinuierlichen Algorithmus (—6—) fiir 4 = 15 und ¢ = 0.1. Die Menge
Xy ist eine polytopbasierte innere Abschitzung der zuldssigen Menge Xy fir die ellipsoide
Endregion X.
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Abbildung 6: Verhalten des geschlossenen Regelkreises fiir Standard-MPC (——) und den
vorgeschlagenen zeitkontinuierlichen Algorithmus (—©—) fiir 4 = 15 und ¢ = 0.01. Es treten
deutlich geringere Abweichungen als fiir den Fall ¢ = 0.1 auf.

-2 —-15 -1 —-0.5 0 0.5 1 1.5 2

x

Abbildung 7: Verhalten des geschlossenen Regelkreises fiir Algorithmus 1 fiir drei ver-
schiedene Anfangsbedingungen zp;, ¢ = 1,...,3 und jeweils fiinf zuféllige Anfangswerte
Up € Un(z04), @ = 1,...,3. Es ist deutlich zu erkennen, dass die prédizierten Endzustinde
N (tx) (o) stets die Bedingung xn € Xy erfiillen und dass der Systemzustand fiir alle subopti-
malen Initialisierungen zum Ursprung konvergiert.
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Abbildung 8: Zustands- und Eingangstrajektorien des geschlossenen Regelkreises fiir
Standard-MPC (——) und den vorgeschlagenen zeitkontinuierlichen Algorithmus (—&—) fiir
e = 0.01, ¥ = 15 und den Anfangswert hg = [27.5, 15, 27.5]7 angewendet auf das nichtlineare
Dreitank-Modell (49). Beide Verfahren erreichen die gewiinschte Stabilisierung des Arbeitspunk-
tes h (——) unter Einhaltung der gegebenen Eingangs- und Zustandsbeschrénkungen (——).

Abbildung 9: Darstellung der ellipsoiden Endregion Xy (grau) sowie der konvergierenden
Zustandstrajektorie h(t;) im dreidimensionalen Zustandsraum. Ebenfalls abgebildet sind das
Polytop Py fiir die quadratische Abschitzung der Barrierefunktion By sowie die resultierende
Endregion X}y bei Verwendung des Ansatzes aus [13] (gelb), welches eine deutlich geringere
Grofle aufweist.
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Zusammenfassung

Der Einsatz von Batterieemulatoren ermdglicht das Testen von Antriebsstrangen
fiir Elektro- und Hybridfahrzeuge unter reproduzierbaren Bedingungen. Dabei muss
nicht nur die Energieversorgung der elektrischen Antriebskomponenten mit hoher
Leistung gewahrleistet, sondern auch das dynamische Verhalten der Traktionsbat-
terie nachgebildet werden. Um dies zu erreichen, bedarf es eines leistungsfahigen
Reglers, der eine stabile Kopplung zwischen Priifstand und simuliertem Batterie-
modell gewahrleistet.

Das Konzept der Impedanzregelung wird eingesetzt, wenn es darum geht, mit
Hilfe von Aktuatoren eine solche Verbindung zwischen realer, physikalischer Welt
und virtuellen Modellen zu schaffen, in diesem Falle auch fiir die Nachbildung der
elektrischen Impedanz einer Batterie. Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode auf
Basis eines MPC-Entwurfs erm6glicht Impedanzregelung ohne die sonst iibliche Kas-
kadierung von Regelkreisen und beriicksichtigt Ein- und Ausgangsbeschrinkungen
der Regelstrecke. Dafiir wird das Strecken- um eine Impedanzmodell erweitert und
ein virtueller Impedanz-Ausgang als Regelgrofe eingefiihrt. Eine besondere Heraus-
forderung stellen dabei die Wechselrichter der elektrischen Fahrzeugantriebe dar,
die sich gegeniiber dem Batterieemulator als nichtlineare Konstantleistungslasten
mit negativer differentieller Impedanz verhalten.

*Korrespondenz bitte an diese Adresse.
Die hier beschriebene Arbeit war Teil des Projekts MEMBAT, geférdert in der Programmlinie "A3plus"
vom Osterreichischen Bundesministerium fiir Verkehr, Innovation und Technologie unter der Projekt-
nummer 824199.
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1 Einleitung

In den vergangenen Jahren hat das Interesse an der Elektrifizierung von Fahrzeugan-
trieben stark zugenommen. Unabhéngig davon, ob ein Antriebsstrang fiir rein elektrische
oder fiir Hybridfahrzeuge ausgelegt ist, wird immer ein elektrischer Energiespeicher (meist
eine Batterie) benéotigt.

Fiir Tests des Antriebsstrangs in frithen Phasen der Entwicklung ist die Traktionsbat-
terie oft noch nicht einsatzbereit oder zu unhandlich um sie am Priifstand aufzubauen.
Folglich stieg auch die Nachfrage nach geeigneter Ausriistung fiir Antriebspriifstande, mit
dem der elektrische Antrieb auch ohne eine Traktionsbatterie betrieben werden kann.

Ein Batterieemulator (BE) bietet dabei folgende Vorteile:

e Das Testen von elektrischen Antriebe wird ermoglicht, bevor ein Prototyp der Bat-
terie verfligbar ist.

e Beliebige Verdnderung des virtuellen Zustands der Batterie ohne Wartezeit.

e Exakte Wiederholbarkeit der Priiflaufe ohne Einfliisse durch Alterung der Batterie
oder Umgebungsbedingungen.

Die Emulation einer Traktionsbatterie ist allerdings eine grofe Herausforderung. Fol-
gende Teile miissen dafiir integriert werden:

e Eine steuerbare Spannungsquelle geeignet fiir die benotigten hohen Spannungen
und Strome und mit hoher Stelldynamik.

e Ein genaues Modell der zu emulierenden Batterie. Komplexe und nichtlineare Ef-
fekte einer elektrochemischen Batterie miissen in Echtzeit simuliert werden konnen.

e Ein leistungsfiahiger Regler, der in der Lage ist, das dynamische Verhalten einer
Batterie nachzubilden, trotz der Lastriickwirkung und der Eigendynamik der Span-
nungsquelle als Stellglied.

Der BE fungiert als Schnittstelle zwischen dem Priifling (Unit under Test, UUT) und
einem virtuellen Batteriemodell. Die Interaktion findet nicht nur in einer Richtung statt,
sondern der von der UUT verursachte Strom wird wieder in die Simulation der Batte-
rie zuriickgefithrt. Aufgrund der begrenzten Dynamik des Stellgliedes kann das Verhal-
ten dieser Riickfithrung mitunter stark vom gewiinschten Verhalten abweichen oder zur
Instabilitat fiihren. Dies tritt besonders dann auf, wenn die Spannungsquelle eine nie-
derimpedante Last mit grofer Filterkapazitdt versorgen muss. Dieser Umstand ist fiir
die meisten Testsysteme fiir Power-Hardware-in-the-Loop relevant und wird bspw. in [24]
und [27] untersucht. Erschwerend kommt bei der vorliegenden Anwendung hinzu, dass das
Verhalten der Priiflinge dem einer destabilisierenden Konstantleistungslast mit negativer
Eingangsimpedanz entspricht [5].

Um die Qualitdt der Batterieemulation zu verbessern, ist ein Regler zu entwerfen,
sodass sich der BE wie eine Spannungsquelle mit endlicher Innenimpedanz (ihnlich dem
Ansatz in [3]) verhélt und nicht, so wie in einer fritheren Publikation der Autoren in [14]),
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wie eine ideale Spannungsquelle. Dies ist nicht nur fiir die Batterieemulation von Nutzen,
sondern auch fiir die Stabilisierung von Hochspannungs-DC-Bordnetzen mit Démpfung
durch virtuelle Impedanzen (siehe z.B. [22, 28]).

Fiir die Umsetzung der Impedanzemulation wird in dieser Arbeit das Prinzip der mo-
dellpradiktiven Regelung (model predictive control, MPC) verwendet. Damit ist es nicht
nur moglich, die Dynamik des BE, der UUT und der zu emulierenden Batteriecimpedanz
in einem Reglerentwurfsmodell miteinander zu verkniipfen, sondern auch Stellgrofen- und
Zustandsbeschréankungen zu beriicksichtigen und damit den verfiigbaren Stellbereich op-
timal auszuniitzen. Zahlreiche Publikationen zeigen, dass es inzwischen moglich ist, MPC
auch fiir die Regelung schneller Systeme mit harten Echtzeitanforderungen wie z.B. elek-
tronische Schaltwandler, einzusetzen (siehe z.B.: |6, 25]). In dieser Arbeit wird auf den
heuristischen MPC-Algorithmus zurtickgegriffen, der von den Autoren in [13] vorgestellt
wird, und entsprechend fiir die Impedanzemulation adaptiert.

Natiirlich wird fiir die Batterieemulation ein geeignetes Batteriemodell benotigt. De-
taillierte elektrochemische Modelle von verschiedensten Batterietypen sind zwar verfiig-
bar, diese sind aber schwierig zu parametrieren und eine Simulation in Echtzeit ist kaum
moglich [1, 12, 7|. Lineare Ersatzschaltbildmodelle sind zwar effizient simulierbar, sind
aber nicht in der Lage nichtlineare Effekte wie z.B. Hysterese oder Relaxation nachzu-
bilden |2, 4]. Forschungsarbeiten mit dem Ziel der zuverlédssigen Vorhersage des Ladezu-
stands fiir den Einsatz in Batteriemanagementsystemen (BMS) von Traktionsbatterien
haben zu datengetriebenen Modellierungskonzepten mit hoher Genauigkeit und geringem
Rechenaufwand gefiihrt; siehe z.B. [21, 10, 20]. In dieser Arbeit wird ein lokales Modell-
netzwerk (local model network, LMN) [11] fiir die Batteriesimulation verwendet. LMNs
sind generische, nichtlineare Modelle, mit denen im Prinzip nicht nur Batterien, sondern
auch andere Energiespeicher wie z.B. Supercaps emuliert werden konnen. Zusétzlich sind
LMNs lokal interpretierbar, sodass zur Laufzeit lokale, lineare Impedanzmodelle fiir die
Integration in die modellbasierte Regelung extrahiert werden kénnen.

Die hier vorgestellte Methodik beruht auf den Publikationen der Autoren in [15] und
[16].

2 Batterieemulation

2.1 Systembeschreibung

Die elektrische Energieversorgung eines typischen Hybrid- oder Elektrofahrzeugs besteht
im wesentlich aus einer Batterie als Energiespeicher und einem Wechselrichter fiir den
elektrischen Traktionsmotor. So wie in Abbildung 1 dargestellt, wird auf dem Priifstand
die Batterie durch einen Batterieemulator ersetzt.

Der Batterieemulator selbst besteht wiederum aus einer steuerbaren DC-Spannungsquelle
mit der Ausgangsspannung v und einem digitalen Regler. Das virtuelle Batteriemodell
wird mit dem gemessenen Laststrom ¢ als Eingangsgrofie simuliert. Die simulierte Batte-
riespannung dient als Sollwert v* fiir den Regler der DC-Spannungsquelle. Der BE bildet
somit zwischen der UUT und dem simulierten Batteriemodell eine Schnittstelle, die aber
ihre eigene — moglicherweise unerwiinschte — Dynamik aufweist. Die Folgeregelung des BE
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Abbildung 1: Aufbau eines Priifstands fiir elektrische Fahrzeugantriebe bestehend aus
Batterieemulator, Belastungsmaschine und den zu priifenden Antriebskomponenten.

ist mit einer Verzogerung behaftet und der vom Priifling verursachte Laststrom stellt fir
die Spannungsregelung eine Storung dar, die wiederum iiber die Dynamik des Priiflings
mit der Spannung gekoppelt ist. Diese Effekte miissen beim Reglerentwurf berticksichtigt
werden.

2.2 Modellierung der Batterie mittels LMN

LMNs haben sich als leistungsfahiges Modellierungswerkzeug erwiesen und finden breite
Anwendung in der Automobilindustrie (siche z.B. [19, 9]). Sie eignen sich auch ausge-
zeichnet fiir die effiziente Nachbildung der komplexen nichtlinearen Dynamik von Batte-
rien. Dabei dienen der aktuelle und vergangene Werte des gemessenen Laststroms ¢ als
Eingangs- und die simulierte Klemmenspannung v als Ausgangsgrofe des LMN.

Die Spannung v zum Zeitpunkt k wird als gewichtete Summe der Ausgangswerte
einzelner linearer Teilmodelle gebildet. In Zustandsraumdarstellung mit dem Zustands-
vektor (Regressor) @z, ergeben sich folgende Gleichungen fiir den Zustandsiibergang und
den Modellausgang:

M
T pt1 = Z ®; (SOCk, Tk, k) - (Az Tz ) + bz jir)
=

M
ok =Y P k(SOCk, Tr i) - (g ;T 2k + dz.ji + Voc) - (1)
j=1

Der Regressor 7, setzt sich zusammen aus vergangen Modellausgangswerten ¢_; und
vergangenen Strommesswerten i;_;. Die Matrizen A, ; und die Vektoren by ;, cgj sind
die Parameter und M entspricht der Anzahl der lokal linearen Impedanzmodelle. Die
Giiltigkeitsfunktionen (Diskriminanten) @, sind abhéngig vom Ladezustand SOCj, der
Temperatur T, und dem Laststrom ;. Diese Grofsen bilden den Vektor &, im sogenann-
ten Partitionierungsraum. Ein direkter Vergleich zwischen einem LMN-basierten Batte-
riemodell und der gemessenen Spannungsantwort einer Lithium-Ionen Zelle auf das selbe
Stromprofil ist in Abb. 2 dargestellt.

Ein grofter Vorteil von LMNs sind deren Transparenz und lokale Interpretierbarkeit.
Das heiftt, dass zu jedem Abtastzeitpunkt eine lokale Linearisierung des Batteriemodells
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Abbildung 2: Vergleich zwischen LMN-basiertem Modell (Sim.) und einer echten Lithium-
Ionen Zelle (Mess.).

auf folgende Weise gebildet werden kann:
T =Azxy ), + by
= { Zk+1 2Tz, + bzl (2)

T .
Vzk = CzTzy + dzi,

wobel AZ = ij\il @j,kAZ,jy bZ = ij\il CI)ijbZJ‘, C} = Z]J\/il q)xkcngZ’j und dZ =
ij\il ijkcgvjbz,j. Der affine Term des lokalen Modells muss noch addiert werden, damit
man eine Naherung fiir die Ausgangsspannung erhalt:

U = Uz + Voo (Z(K)). (3)

Diese lokale Interpretation wird in weiterer Folge fiir die Kopplung zwischen Batteriemo-
dell und UUT verwendet.

2.3 Modellbildung fiir den Reglerentwurf

Die Ausgangsstufe des BE besteht aus einem Tiefsetzsteller mit drei IGBT-Halbbriicken
(siche Abb. 1), die mittels Pulsweitenmodulation (PWM) angesteuert werden. Das dyna-
mische Fiihrungs- und Storverhalten wird vom passiven Ausgangsfilter, bestehend aus der
dquivalenten Induktivitét Ly = 1/3- Lqqp, und dem Ausgangskondensator Cy, bestimmt.
Als Stellgrofse dient die Aquivalente Stellspannung v die dem Produkt aus Tastverhéltnis d
und Zwischenkreisspannung Vj entspricht. Messbare Grofien sind der Induktivitéatsstrom
11 = 114 + 1p + %16, die Ausgangsspannung v und der Laststrom 1.

Fiir die Beschreibung des Priiflings muss ein moglichst generisches und einfach pa-
rametrierbares Modell verwendet werden, weil von den Herstellern der UUTs bzw. den
Anwendern der BEs kaum Informationen iiber den inneren Aufbau der Wechselrichter
preisgegeben werden. Wie sich herausstellte, ist zum einen die Invarianz des Leistungsbe-
darfs P gegeniiber Anderungen der Versorgungsspannung v (Konstantleistungslast, CPL)
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und zum anderen der Stiitzkondensator auf der Gleichspannungsseite der UUT mafsgeb-
lich fiir die Regelung des BE. Die Kapazitat Cy des Stiitzkondensators geht entweder als
einer der wenigen Parameter aus den Spezifikationen der UUT hervor oder kann mess-
technisch bestimmt werden. Mittels Linearisierung einer idealen CPL um den aktuellen
Arbeitspunkt v, = v° + Awy, i, = i° + Ad;, kann diese als Stromquelle bzw. -senke mit ei-
nem negativen differentiellen Innenwiderstand rp ; = —v?/P approximiert werden [14, 8].
Das resultierende Ersatzschaltbild ist in Abb. 3 dargestellt. Zum Zwecke einer einfache-
ren Notation wird der Parameter gp = 1/rp verwendet. Da sich P laufend verdndert,
muss gp als unsicher angenommen werden. Mit der groften zu erwartenden Leistung P
und der kleinsten zuléssigen Betriebsspannung v des Priiflings kann der Parameterbereich
folgendermafen eingeschrankt werden:

(4)
(5)

gp > g, = —P/v°
gp < gp = F/QQ-

12 ip

P = vy - ip = const. .

: —

” BT
'Y C
generatorisch: P < 0 motorisch: P > 0 vy ip="C
Cy :
A Av
T%)?=TP>0 quZ=TP<0 © )
ip - P (b) v)

20 1
Uy o 2

p

S

Uy
\1' > ip

iy i o

—l'c

N
/
% 7>P ¢
2 0
2
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Abbildung 3: Modell einer Konstantleistungslast: Statische Kennlinie (a), nichtlineares
Modell (b) und linearisiertes Ersatzschaltbild (c).

Werden Priifling und BE miteinander verbunden entsteht ein gekoppeltes dynamisches
System, das mit folgendem Zustandsraummodell beschrieben werden kann:

_Rpy  _ 1 1
T, = b b + 1P ut ’ ! w
¢ 1 —gp ¢ -1 gp
C1+C2 C1+C> C1+C2 C14C> (6)
. Co Cq Ch *Clgp
t= [Cl+cg C1+ngP] T+ |:C1+CQ CitCs | W

Dabei ist der Zustandsvektor . [z'l U}T und der Arbeitspunkt w = [io UO}T.

Fiir die digitale Regelung wird das System mit der Rate fy = 1/7} zu den Zeitpunkten
ty = k-T, synchron zur PWM abgetastet. Dadurch kann die PWM vereinfacht als Abtast-
Halteglied modelliert werden und das zeitdiskrete Reglerentwurfsmodell wird:

Za i1 = Ada(gp)Tar + ba(gp)ur + Ea(gp)wy,

P Uk = Cqak (7)

ir, = ¢ (gp)xay + fi wy
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Der Zustandsvektor bleibt unverandert mit x4 = [z’l,k vk}T und der zusatzliche Aus-
gang i dient als Eingang fiir das Batteriemodell.

3 MPC-basierte Impedanzemulation

Abbildung 4 zeigt den Batterieemulator als Schnittstelle zwischen Simulation und Priif-
stand. Ziel der Impedanzemulation ist, den Einfluss der Aktuatoren und Signalwandler
auf die Dynamik des Gesamtsystems moglichst verschwinden zu lassen; so als ob die bei-
den Teile direkt miteinander gekoppelt waren. Dass dies nicht vollstdndig mdoglich ist,
liegt auf der Hand. Im Folgenden soll aber ein Weg fiir die praktische Umsetzung gezeigt
werden.

o v
Battery Controller (= Actuator o T
Model
! Sensor [, i
R
Simulation Interface Hardware

Abbildung 4: Schnittstelle zwischen der Echtzeit-Batteriesimulation und dem Priifstand.

3.1 Erweiterung des Pradiktionsmodells

Es soll eine Spannungsquelle mit der Leerlaufspannung v,.; und der endlichen Innen-
impedanz Z emuliert werden. Ein modellbasierter Regler wird deshalb so ausgelegt,
dass die Ausgangsspannung vy, des Anlagenmodells P (7) der virtuellen Klemmenspan-
nung 05 des Impedanzmodells Z (2) folgt. Durch Erweiterung des Zustandsvektors auf

Ty = [zcg & zc} k] " konnen Anlagen- und Impedanzmodell zu einem Zustandsraummodell
zusammengefasst werden:

T4 jt1 Ay 0| |®ax bq E,
: _ A : + .
|:wZ,k+1:| |:bZCZdT Az] [ka] + {0] b {bzféT s

o= [T 0] {:;ﬂ

=l o] |24 g ®)

Anhand von (2) und (3) ist ersichtlich, dass der Spannungssollwert
@k = ngzvk + dzik + Uoc(lf}(k})) (9)

vom Zustand des zu regelnden Systems abhéngt. Dadurch entsteht jedoch eine uner-
wiinschte, zuséatzliche Riickkopplung. Um diese zu vermeiden, wird die virtuelle Leerlauf-
spannung

T T T T
Vp —VUzk = CqLak — dzcd Lar —CzTz K — dZ-fd Wi (10)
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als neue Regelgrofe y; eingefiihrt, deren Sollwert v, vom Zustand unabhéngig ist (siehe
Abb. 5).

Abbildung 5: Definition der Leerlaufspannung und des Regelfehlers fiir die Impedanze-
mulation.

3.2 Steuerbarkeit

Zur Beurteilung der neu geschaffenen, virtuellen Regelgrofe soll deren Steuerbarkeit aus-
gewertet werden. In [18] wird das Energiemaf als ein praktikables und numerisch robustes
Maf fiir die Steuerbarkeit einzelner Zustandsvariablen beschrieben. Um die Regelgrofse
als Zustand bewertbar zu machen, wird das Modell fiir die Analyse nochmals erweitert
Zu:

Takt1 Ay 0 Of |z bq
Tzr+1| = chéT AZ 0 L7k + 10 U (11)
T T T
Voc, k41 cg +dzcy c; O |Vock 0
A B

Die zeitdiskrete Gram’sche Steuerbarkeitsmatrix Wév ¢ fiir ein Intervall mit der Lange
Ng wird berechnet mittels:

Ng k
Wie =Y &BB"®; mit & =]]A" (12)
k=0 =0

Die Diagonalelemente der Inversen sind dann ein Steuerbarkeitsmaf fiir die einzelnen
Zustandsvariablen:

My = 1/\/<(W§G)1>m (13)

Fiir den einfachen Fall einer rein Ohm’schen Impedanz vz, = Ry - i zeigt Abb. 6
die Steuerbarkeit my der Variable v,. iiber Rz und gp fiir Ng = 5. Deutlich erkennbar
ist, dass entlang der Hyperbel Ry - gp = —1 gilt: mz = 0. Folglich ist die Regelgrofse
dort nicht steuerbar. Um den Verlust der Steuerbarkeit zu verhindern, darf Rz also nur
so gewéhlt werden, dass Ry < —1/gp (wenn Rz > 0) bzw. Rz > —1/gp (wenn Ry < 0)
fiir den gesamten Betriebsbereich des Priiflings erfiillt ist. Mit den Grenzwerten aus (4)
und (5) muss deshalb Folgendes gelten:

Rz <-1/g, = v*/P wenn Rz >0 (14)
Ry > —1/gp = —v*/P wenn Ry < 0. (15)
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Dies stellt keine praktische Einschrankung dar. Bei Verwendung einer Batterie mit so
hohem Innenwiderstand wiirde bei voller Leistung die Spannung auf die Hélfte der Leer-
laufspannung einbrechen und bei Uberlastung vollstéindig zusammenbrechen, sodass ein
sinnvoller Betrieb ohnehin nicht moglich wére. Der Sonderfall R; = 0 entspricht der
reinen Spannungsregelung und ist immer moglich.

0.1

1 0.08

4 0.06

0.04

0.02

Abbildung 6: Steuerbarkeit des virtuellen Impedanzausgangs in Abhéngigkeit von virtu-
eller Impedanz Rz und Arbeitspunktparameter des Priiflings gp.

3.3 Implementierung mittels MPC

Fiir die Implementierung der Impedanzemulation wird eine MPC-Variante mit konti-
nuierlich verénderlicher Stellgrofe und quadratischer Kostenfunktion verwendet (siehe
z.B.: [17]). Bei gegebenem Pradiktionsmodell mit inkrementeller Stellgrofe diVy = uy =
Up—1 + Auk:

Tpi1 = Az + bAuy, (16)
liegt die Aufgabe darin, eine Stellsequenz AU} = [Auk|k Auk+NC_1|k}T zu finden,
welche die Kostenfunktion mit einem Horizont von N, Abtastschritten:

N.—1
2 2 .
he=3 (sl + s = vecly) = mmin! (17)
]:

minimiert; unter Einhaltung von Ungleichungsbeschrankungen in der Form von:
MAU; < . (18)

Die Stellgrofsengewichtung R bestraft dabei den Stellaufwand.
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Fiir die vorliegende Anwendung wird das erweiterte Modell (8) zur Erstellung des

Préadiktionsmodells verwendet und nochmals um den Arbeitspunkt w; = [z’o UO]T als
Storgrofe erweitert:

Ay 0 by Ey 0

byl A, 0 byfit 0
LTpy1 = Zod OZ 1 Z(];d Ty + 1 Auy, (19)

0 0O o al 0

A b
Vg —VUzk = [(CE — chéT) —C} 0 —dzféT] Ly (20)

et
mit
T

@ =[xy, Ty, w1 wy (21)

Damit das System stabilisierbar ist, wird die Storgrofendynamik mita = 1—¢,0 < e < 1,
angenommen.

Fiir die Losung des MPC-Problems in Echtzeit wird ein heuristisches Verfahren ver-
wendet, wie es in [13] beschrieben wird.

3.4 Simulationsergebnisse

Abbildung 7 zeigt simulierte Trajektorien nach unterschiedlichen Auslenkungen vom Ar-
beitspunkt x*, der sich aufgrund der Leerlaufspannung v,. = 250V, der virtuellen Im-
pedanz Rz = 0.2€) und der momentanen Belastung durch den Priifling mit P = 75kW
einstellt. In der Abbildung zusétzlich dargestellt ist jene Kurve Z, die der geforderten

Impedanz entspricht:
P . P Cs
=V — Rz | — —— ) =—. 22
= Z<v+(Z1 U>CI+02) (22)

Der MPC versucht nicht, auf direktem Wege wieder den stationdren Arbeitspunkt zu er-
reichen, sondern bewegt das System durch Sattigung der Stellgrofie so schnell wie moglich
zur Kurve Z und folgt dieser dann zum Arbeitspunkt.

Der Vorteil der beschriebenen Impedanzemulation wird deutlich, wenn der MPC zum
Vergleich als reiner Spannungsregler — mit sonst identischen Parametern — ausgelegt und
der gemessene Laststrom riickgekoppelt wird, um iiber das Impedanzmodell den Soll-
wert flir die Klemmenspannung zu berechnen. Die resultierenden Trajektorien sind in
Abb. 8 dargestellt. Das System bleibt zwar stabil, aber die zusétzliche Riickkopplung
fiihrt zu starken Oszillationen. Obwohl schlussendlich der Sollwert erreicht wird, ist die
dynamische Abweichung sehr deutlich.
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Abbildung 7: Trajektorienverlauf bei Im-  Abbildung 8: Folgeregelung mit Sollwert-
pedanzemulation. vorgabe durch ein Impedanzmodell.

4 Robuste Stabilitat

4.1 Stabilisierung mittels infinite horizon und terminal weight

Ein héufig verwendetes Mittel fiir die Implementierung eines stabilisierenden MPC ist
die Einfithrung eines sog. ,terminal weight in der Kostenfunktion (siehe z.B.: [23, 26]):

Ne—1
2 ~ 2 .
Jy, = ZO (1 A5 5 + N[Yk+s — Voell) + | Brsn.|lp = IAnllfg! (23)
J:

Das terminal weight bestraft am Ende des Horizonts die verbleibende Abweichung . n. =
Tpin, — x* der pradizierten Trajektorie &y, vom gewiinschten Arbeitspunkt x*.

Die terminal weight-Matrix P wird durch Losen der zeitdiskreten, algebraischen
Riccati-Gleichung bestimmt, mit den wahlbaren Parametern @ und R:

P=Q+A"PA- K" (R+b'PbK

~ ~ 24
mit K=R''PA und R=R+b'Pb (24)

Dadurch wird nach dem expliziten Horizont N. das Verhalten eines linear quadratic
regulator (LQR) impliziert und damit der Horizont bis ins Unendliche verlangert, unter
der Annahme, dass nach N, keine Beschrankungen mehr aktiv sind. Dadurch iibernimmt
der MPC auch die stabilisierenden Eigenschaften eines LQR.

4.2 Robuste Ausfiihrung des MPC

Um den MPC robust gegen Anderungen des Lastparameters gp zu machen, werden zwei
Modelle mit den extremen Parametern g, und gp zu einem dualen Préadiktionsmodell
zusammengefiigt. Mit

A - {Adégp) Ad(()gP)} b= {bd@p)} B - [Ed@p)} P
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und durch Stapeln der Zustandsvektoren beider Modelle zu «, ;, = [Egk @EAT entsteht
folgendes Zustandsraummodell:

Lrk+1 = Arwr,k + bruk + Erwk (25>

T
Vp = C, Ly k-

Beide Modelle werden mit der selben Stellgrofie angesteuert und die beiden prédizierten
Regelgrofsen werden gemittelt. Die Destabilisierung eines der beiden Modelle wiirde bei
unendlich langem Horizont zu unendlich hohen Kosten fiithren!. Dies wird durch das
terminal weight verhindert?.

Das duale Pradiktionsmodell ist in Abb. 9 als Blockbild dargestellt. Dieses kann ge-
nauso wie das urspriingliche Modell in das erweiterte System 8 eingefiigt werden.

Abbildung 9: Doppeltes Pradiktionsmodell des robusten MPC.

Aus Platzgriinden sei fiir eine detaillierte Beschreibung der robusten Stabilitat auf die
Verdffentlichungen der Autoren in [13] und [16] verwiesen.

5 Stationare und dynamische Abweichung

Weil der virtuelle Impedanzausgang v, — vz seinem Sollwert folgen soll, wird die Zu-
standsgewichtung mit Q = cc' gewihlt. Das daraus resultierende terminal weight P
gewichtet aber nicht nur den virtuellen Impedanzausgang, sondern den gesamten Zu-
standsvektor. Damit es dadurch nicht zu einer bleibenden Regelabweichung kommt, muss
der Ursprung des Zustandsraums zum Arbeitspunkt z* hin verschoben werden.

Der Offset x* = [xf" x}f u* O]T entsprechend dem Sollwert y* = v,. unter der
Bedingung wj, = 0 kann durch Losen der Gleichung (19) im stationéren Zustand @y 1 =
x;, berechnet werden:

o= {isa oo 2B

Eﬂ o (I - {bj«%} XZD_I' ﬁf} uw (27)

"Wenn das System detektierbar ist.
2Wenn das System stabilisierbar ist.
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Bei Belastung mit wy # 0, wird ein zusétzlicher Offset benotigt:

-1

- ' : : 28

L”Z] u=0 I”ZC@T I- Az} [bzféT/wk (28)
T

Diese Storgrofsenkompensation kann dem MPC hinzugefiigt werden, indem die Gewich-
tungsmatrix Q verindert wird, sodass @ = C(cct)C, mit:

I 0 -T
c,=101 o]. (29)
00 I

Die Arbeitspunktkorrektur ist aber nur fiir den stationéren Zustand exakt. Weil durch
P alle Zustéande Richtung Arbeitspunkt gezogen werden, entsteht bei transienten Vorgén-
gen eine Abweichung von der gewiinschten Impedanz. Dies ist in Abb. 10 daran erkennbar,
dass die simulierten Trajektorien gegeniiber der Kurve Z etwas verdreht sind.

450 1
400
350

> 300}

250 |

200

O Anfangszustand
O Arbeitspunkt z7

150

Impedanz Z

—600 —400 —200 0 200 400 600
i1 [A]

Abbildung 10: Impedanzemulation: MPC mit terminal weight P.

6 Versuchsergebnisse

Mit einem Priifstandsaufbau wie in Abb. 1 wurde das Belastungsprofil des Elektromotors
eines simulierten Hybridfahrzeugs wéhrend des neuen européischen Fahrzyklus (NEFZ)
nachgebildet. Dabei wurde das in Abb. 2 gezeigte Zellenmodell verwendet um eine virtu-
elle Batterie aus 80 in Serie geschalteten Modulen mit je 16 parallel geschalteten Zellen
zu emulieren.

Fiir die schnelle Dynamik der virtuellen Batterie wurde der Durchgriffsterm dy aus
dem aktuellen lokal linearen Modell (2) als Innenwiderstand interpretiert und per Impe-
danzemulation mittels MPC nachgebildet. Fiir die langsame Dynamik wurde die Leer-
laufspannung v,. anhand des vollstdndigen Batteriemodells (1) nachgefiihrt.

Die am Priifstand gemessene Spannung und die vom Batteriemodell vorgegebene
Spannung sind in Abb. 11 gegeniibergestellt. Auch bei transienten Vorgéngen wahrend
des Priiflaufs folgt der Priifstand exakt der Vorgabe durch das Batteriemodell.
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Abbildung 11: Priifstandsversuch mit LMN-Batteriemodell und Impedanzemulation. Ver-
gleich zwischen gemessener Spannung und Referenzspannung vom Batteriemodell.

7 Schlussbemerkung

Die vorgestellte Methode ermoglicht die realitdtsgetreue Nachbildung des elektrischen
Verhaltens von Traktionsbatterien auf Priifstdnden fiir elektrifizierte Fahrzeugantrie-
be. Dabei wird mittels modellpradiktiver Impedanzemulation die endliche Dynamik der
Kopplung zwischen Simulationsmodell und Priifstand explizit beriicksichtigt. Durch den
systematischen Ansatz kann sowohl die Realisierbarkeit der virtuellen Impedanz in Form
der Steuerbarkeit als auch die Stabilitdt des gesamten, gekoppelten Systems untersucht
werden. Makgeblichen Einfluss auf die Stabilitdt haben das nichtlineare Verhalten der
Last und die physikalisch begrenzte Stellgrofte des Batterieemulators.

Fiir einen stabilisierenden MPC wird iiblicherweise ein terminal weight in die Ko-
stenfunktion eingefiigt. Dies ist auch bei dieser Anwendung moglich. Bei entsprechender
Korrektur des Arbeitspunkts bleibt zwar die stationére Genauigkeit erhalten; die Dyna-
mik der emulierten Impedanz wird jedoch durch das terminal weight geringfiigig verén-
dert. Bisher konnten in Versuchen aber noch keine negativen Auswirkungen festgestellt
werden.
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Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird die Darstellung nichtlinear konzentriert parametrischer Re-
gelstrecken als Pfaffsche Systeme verwendet, um flache Ausginge zu konstruie-
ren. Die Konstruktion nutzt dabei die Eigenschaft aus, dass diese Systeme genau
dann flach sind, wenn sie sich auf eine geeignete Jet-Mannigfaltigkeit so trans-
formieren lassen, dass sie dort rein vertikal sind. Dazu wird ein Algorithmus dis-
kutiert, der schrittweise den vertikalen Anteil des Systems erhoht. Er basiert auf
Al-Systemen, und es wird gezeigt, dass dies keine Einschrankung ist. Aulerdem ver-
langt er gegebenenfalls die Erweiterung der Systeme mit Kontaktformen, was einer
Eingans/Zustands-Linearisierung mit dynamischer Riickfithrung entspricht. Tritt
diese Erweiterung nicht auf, dann vereinfacht sich das Verfahren zu den bekannten
fiir die Eingans/Zustands-Linearisierung mit statischer Riickfithrung.

1 Einleitung

Entwurfsmethoden zur Regelkreissynthese, welche die Eigenschaft der Flachheit ausnut-
zen, wurden seit ihrer Einfiihrung vor ca. 25 Jahren, siehe z.B. [1] und die dortigen Zitate,
sehr populédr. Die wichtigsten Griinde dafiir sind, dass sich im Falle konzentriert para-
metrischer Systeme, Aufgaben der Trajektorienplanung und deren Stabilisierung unter
Ausnutzung dieser Eigenschaft wesentlich vereinfachen, oder im Falle verteilt parame-
trischer Systeme zumindest die Trajektorienplanung wesentlich einfacher wird. Abgese-
hen von speziellen Fillen ist aber das Problem, die systematische Konstruktion flacher
Ausgénge selbst fiir nichtlineare konzentriert parametrische Systeme, noch offen. So fin-
det man in [2, 3] notwendige Bedingungen fiir die Klasse der nichtlinearen konzentriert
parametrischen Systeme, aber es gibt keine Entwicklung hin zu Algorithmen oder zu hin-
reichenden Bedingungen. Hinreichende und notwendige Bedingungen findet man in [4].
Allerdings sind diese in sehr vielen Fillen nicht systematisch anwendbar und damit kaum

*Korrespondenz bitte an diese Adresse
"Markus Schoberl ist APART Stipendiat der Osterreichischen Akademie der Wissenschaften
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tiberpriifbar. Ein konstruktives Verfahren fiir Pfaffsche Systeme findet man bereits in [5],
fithrt dieses Verfahren allerdings nicht zum Ziel, dann ist keine Aussage moglich.

Ein Verfahren fiir Pfaffsche Systeme modelliert auf Jet-Mannigfaltigkeiten wird in
[6] prasentiert. Dort wird gezeigt, dass Pfaffsche Systeme modelliert auf gewissen Jet-
Mannigfaltigkeiten genau dann flach sind, wenn sie vertikal sind. Dazu wird ein Algorith-
mus vorgeschlagen, der es erlaubt, schrittweise Jet-Mannigfaltigkeiten so zu konstruieren,
dass in jedem Schritt der vertikale Teil des Systems vergréfiert wird. Das Verfahren be-
nutzt eine modifizierte AI-Darstellung, wobei gezeigt wird, dass dies keine Einschrankung
der Allgemeinheit ist. Vom Standpunkt der Eliminationstheorie aus gesehen ist es ver-
wandt zu Methoden von [7, 8], wo eine implizite Dreiecksform fiir die Klasse der 1-flachen
Pfaffschen Systeme vorgeschlagen wird. Die Verfahren von [6] und [7, 8] sind im gewissen
Sinne eine Weiterentwicklung von Ideen, die in [9] prisentiert worden sind, aber gleichzei-
tig auch Spezialisierung auf den Fall Pfaffscher Systeme. Sie vereinfachen sich zu den wohl
bekannten fiir Eingangs/Zustands linearisierbare Systeme mit statischer Riickfiihrung,
siche z.B. [10], [11], [12]. Sie gestatten es aber auch wohl bekannte Resultate fiir spezielle
Félle sehr einfach herzuleiten, z.B. die fiir Systeme mit einem Eingang, siehe [13], oder
die fur Al-Systeme mit n Zustédnden und n — 1 Eingéngen. siche [14].

Da dieser Beitrag im Wesentlichen auf [6] beruht, und dort ein intensiver Gebrauch
von Jet-Mannigfaltigkeiten erfolgt, werden die Grundlagen dazu im Abschnitt 2 kurz vor-
gestellt. Im Abschnitt 2 findet man Kontaktsysteme, die es im Abschnitt 4 dann erlauben,
die Flachheit Pfaffscher Systeme einfach zu charakterisieren. Im Abschnitt 5 werden dann
einfache Beispiele zur Motivation prasentiert. Einige Fakten iiber Pfaffsche Systeme wer-
den im Abschnitt 6 wiederholt, sie erlauben es dann das etwas aufwendigere Beispiel von
Abschnitt 7 zu 16sen. Dieser Beitrag benutzt ausgiebig Methoden der Differentialgeome-
trie und die Tensornotation, Einsteinsche Summenkonvention, etc., um mathematische
Ausdriicke moglichst iibersichtlich zu halten. Der interessierte Leser findet diese Notation
und noch viel mehr z.B. in [15].

2 Grundlagen und Notation

In diesem Beitrag werden dynamische Systeme mit Hilfe von Mannigfaltigkeiten, Biindeln,
etc. beschrieben, um zu deren Untersuchung Methoden der Differentialgeometrie verwen-
den zu konnen, siehe auch [15]. Es sei M eine m dimensionale Mannifaltigkeit mit loka-
len Koordinaten (2!, -+ .2™), dann bezeichnen 7 (M), T*(M) das zugehorige Tangential-
und Kotangentialbiindel mit Koordinaten (21, ..., 2™, 2% ... 2™) (21, ... 2™, 21, ..., 2m)
und den iiblichen holonomen Basen {01, ,0,m}, {dz!,... dz™}.

Es sei Z = B ein Biindel mit Basismannigfaltigkeit B, totaler Mannigfaltigkeit Z und
Projektion 7. Die Zeit ¢ ist die globale Koordinate fiir B, (¢, 2%, -+ .z2™) sind lokale Koor-
dinaten fiir Z. Fiir die erste Jet-Mannigfaltigkeit J'(Z) von Z werden die Koordinaten

(t, 2%, - 2™ 2L, .-+ 2™) verwendet. Das erste Jet-Biindel JL(Z) ist durch J(Z2) % 2
gegeben. Die Prolongation j(o) eines Schnitts o € T'(Z), also einer Zuweisung t = t,
2t = o' (t), auf JY(Z) ist durch zi = 9;0'(t) gegeben. Diese Konstruktion kann gerad-
linig auf Jet-Mannigfaltigkeiten J*(Z) der Ordnung k erweitert werden. Das vertikale
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Biindel V(Z) C T(Z) ist das Unterbiindel mit # = 0. Das horizontale Biindel H*(Z) ist
durch die Beziehungen z; = 0,..., 2, = 0 gegeben. Beide Biindel annullieren einander.
Allerdings besitzen sie ohne Wahl eines Zusammenhangs kein Komplement, dessen Struk-
tur bei Biindelisomorphismen erhalten bleibt. Betrachtet man aber die zuriickgezogenen
Biindel 7y (T(2)), 7y (T*(2)) mit #(2) = span({d;}) der totalen Zeitableitung erster
Ordnung

dt = (9,5 + Ziaz
und V*(Z) = span({w!,...,@™}) mit den Kontaktformen
do' = dz' —2idt, (1)

dann erhélt man die gewiinschten Komplemente. Ein Schnitt ¢ € T'(J3(Z)) ist nun
genau dann die Prolongation eines Schnitts o € T'(Z), wenn p* (@') = dp' — pidt =
0 gilt. Mit Hilfe von Kontaktformen lassen sich folglich prolongierte Schnitte einfach
charakterisieren.

In Weiteren schreiben wir v|w fiir die Kontraktion einer p-Form w und einem Vektor-
feld v, dw bezeichnet die &ulere Ableitung einer p-Form und [v, w] ist die Lie-Klammer
der Vektorfelder v, w.Kontaktsysteme

3 Kontaktsysteme

Die Erweiterung von Jet-Mannigfaltigkeiten erster Ordnung, siche Abschnitt 2 mit Kon-
taktformen erster Ordnung (1) auf hohere Jet-Mannigfaltigkeiten ist nun geradlinig. Da-
zu wird der spezielle Fall mit Y,, 7 = 1,...,l von [ Biindel ), — B mit Koordinaten
(t,y") betrachtet. Die Koordinaten der r.-ten Jet-Mannigfaltigkeit J"());) werden mit
(t, Yoy - ,y,TT), es gilt y™ = y, bezeichnet. Das gefaserte Produkt Y = V) x5 --- x5 Y
kann nun einfach auf J/(Y) = J" (Y1) xp -+ xp J"(V,,) erweitert werden, wobei I die
Folge I = ry,...,r der Zahlen r; ist. Das Symbol y;) bezeichnet alle Koordinaten von
J'(Y) abgesehen von ¢, und y; die Koordinaten der héchsten Ableitungen y; , ... ,yﬁf’y.
Mit Hilfe der Kontaktsysteme der Faktoren

K = span ({dyf —y{dt,...,y. _, —y; dt})

erhalten wir das Kontaktsystem
!
E*(J') = ) K;
T=1

von JI(Y). Falls r, < 1 gilt, wird K* = span({0}) gesetzt. Mit Hilfe von Kontaktsystemen
kann man nun einfach Abbildungen zwischen Jet-Mannigfaltigen charakterisieren. Eine
derartige Abbildung T' ist genau dann die Prolongation eines Biindelmorphismus des
gefaserten Produktes der totalen Mannigfaltigkeiten, wenn gilt T* (w) € K*(J())) fiir
alle w € K*(J'(Y)), oder einfach ausgedriickt T* bildet Kontaktformen wieder auf solche
ab.
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4 Flachheit spezieller Pfaffscher Systeme
Gegeben sei das dynamische System
vt o= fi(x,u), i=1,....,n

mit n Zustdnden und [ StellgroBien, wobei wir annehmen, dass keine Stellgrofie redundant
ist, d.h. die Matrix 9, f (z,u) hat maximalen Rang . Man iiberzeugt sich nun, dass mit
Hilfe der Kodistribution P* = span ({w?,...,w"}),

W' o= dat — fi(x,u)dt (2)

obiges dynamisches System als Pfaffsches System auf einem Biindel X — B mit Ko-
ordinaten (¢,z!,... 2" u',... ™) fiir X und (t) fir B dargestellt wird, denn es gilt
P* C T*(X). Der Vorteil dieser Formulierung ist, dass man nun die Eigenschaft der
Flachheit von (2) einfach definieren kann.

Das Pfaffsche System P* von (4) ist flach, wenn es ein Kontaktsystem K*(J!())) mit
minimaler Anzahl von Koordinaten und eine Submersion F : J/(Y) — Z, (z,u) = F(y)
so gibt, dass gilt

F(PY) C K'(J'D).

Die GréBlen y = v, ..., 4" heilen flache Ausginge.

Diese Definition legt auch eine Strategie zur Bestimmung von F' nahe. Man wird ver-
suchen Teile eines Pfaffschen Systems ausschliellich mit Hilfe von Kontaktformen darzu-
stellen und sich dabei auf Transformationen einschrinken, die Kontaktformen wieder auf
Kontaktformen abbilden. Dazu werden nun ein paar einfache Beispiele untersucht.

5 Einfache Beispiele

Man betrachte folgendes einfache System mit einem Zustand z und einer Stellgréfie be-
schrieben durch die Form

dr — f (z,u)dt (3)
auf einem Biindel X mit lokalen Koordinaten (¢,z,u) — (t). Ist das Gleichungssystem
rr = f (CL’, U) (4)

nach u = f~! (x, ;) aufldsbar, dann ist (3) dquivalent zur Kontaktform
dy — y1dt
auf J' () mit der Transformation F, siehe Definition 4,

=Y
= fﬁl(xaxl) :
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Die Form (3) beschreibt folglich ein flaches System, das mit statischer Riickfithrung Ein-
gangs/Zustands linearisierbar ist. Falls die Gleichung (4) nicht auflosbar ist, beschreibt
(3) ein autonomes System. Als niichstes wird ein System mit zwei Zustéinden z', 2% und
einer Stellgrofle u beschrieben durch

dzt — fY(z,u)dt
de? — f*(z,u)dt (5)

auf einem Biindel X mit lokalen Koordinaten (¢,z',z? u) + (t) betrachtet. Es wird
angenommen, dass eine Transformation u = g (z,v) existiert, die der Bedingung

[, g(x,0) = alz)+b(x)v (6)

geniigt. Dann existiert eine weitere Transformation z = T (x) so, dass das transformierte
System die Gestalt

dz! a' (z)dt (7
dz? (@*(z) +v)dt, (8

annimmt. Mit der Transformation
3 = a*(z)+v (9)

wird (8) wieder in eine Kontaktform tibergefiihrt. Die Form (7) kann dann wieder nach
den obigen Methoden untersucht werden. Ist das System (7) erreichbar, dann ist das
Gleichungssystem

= a'(z', 7%
nach 72 = (a') " (2!, 1) auflosbar, und man erhélt die Darstellung
(@) (z', ;)
(dz' — zydt)
On (a') " (det —zidt) + 9n (ab) " (dzt — zhdt)

mit dem flachen Ausgang z'. Die Transformation F, siche Definition 4, folgt dann in der
Form

K
[N
—~
Ql
—
~—
L
—~
=
<
=
S~—

v o= 8,(@)  y+0, (@) y —a (y (@) (. y1)> :

Falls die Transformation (6) nicht existiert, dann kann das System nicht flach sein. Da-
zu nehme man an, es existiere ein flacher Ausgang y und Funktionen «a, S und eine
Transformation

= al <y07 S 7yn1)
= 042 (yOa s 7yn2)
u = B(y077ym)

49



so, dass

Z da’ (dy; — y;adt) + (Z &y — f(a 5)) dt
j=0 Jj=0

4

=0

gilt. Da die Funktionen » 7" &’ a’y;y1 affin in y,, 41 sind, muss dies auch fiir f*(«, 3)
gelten. Das kann aber nur zutreffen, wenn n; < m gilt, und eine Transformation mit der
Eigenschaft (6) existiert. Das ist eine sehr vereinfachte Version eines Lemmas, siehe dazu
6], das eine notwendige Bedingung fiir Flachheit gibt. Ahnliche Versionen findet man
in [2, 4]. Hier kann nun die Existenz dieser Transformation einfach iiberpriift werden.
Dazu bilde man die Distribution D = span ({0y, [0y, f]}). Ist D involutiv, dann exis-
tiert sie. Man iiberzeugt sich nun einfach, dass diese Betrachtungen auf Systeme mit n
Zustanden und einem Eingang geradlinig erweiterbar sind. Auch hier fallen Flachheit und
Eingangs/Zustandslinearisierbarkeit mit statischer Riickfithrung zusammen, siche dazu
auch [13].

Der néchste interessante Fall ist ein System mit drei Zustdnden und zwei Eingédngen
der Art

det — f° (a:,ul,uQ) dt, i=1,2,3 (10)

auf einem Biindel X mit lokalen Koordinaten (¢,z', 2% x3 u', u?) — (t). Wir betrachten
zuerst den Fall, es existiere eine Transformation v = g (x,v), die der Bedingung

f(z,g(z,v) = a(x)+b (z)v" + by (v) v (11)

geniigt. Ist die Distribution D = span ({b1,b2}) involutiv, dann existiert eine Basis von
D = span ({51,1_)2}) so, dass [l_)l,l_)g] = 0 gilt. Weiters existiert eine geeignete Zustand-
stransformation £ = 7' (x) und eine Stellgroflentransformation v = M (z) v so, dass (10)
die Form

dzt — a T
dz? — (a*(z)+v')dt

dz® — (a®(z)+v%)dt

annimmt. Ist noch die Gleichung a! (z', z2) = #! nach 72 = (a')”' (z!, z!) auflésbar, dann
ist dieses System offensichtlich flach und Eingangs/Zustands linearisierbar, wobei z' und
73 flache Ausgiinge sind. Mit diesen flachen Ausgiingen erhilt man dann die Darstellung

(dz' — zidt)
Op (@')™' (dz' — zidt) + 0On (a")”' (dzt — zide)
(dz® — z3dt) .
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Auf die einfache Herleitung der Transformation F' wird hier verzichtet. Ist die Distribu-
tion D nicht involutiv, dann existieren eine Zustandstransformation z = 7' (z) und eine
StellgroBentransformation v = M (z) v so, dass (10) die Form

dz' — (@' (z)+b' (z)0")dt
dz? — (a’(z)+2')dt
dz® — (a®(z)+0%)dt

annimmt. Man iiberzeugt sich leicht, dass z', 2 flache Ausginge sind, wenn die Glei-
chungen

Ty = a' (z)+b (7)v

1 = a*(z)+v

nach 73, v! auflésbar sind. Da die Berechnungen fiir den allgemeinen Fall zu uniibersichtlich
werden, wird der spezielle Fall

dz't — #Poldt
dz? — o'dt
dz® — o%dt

betrachtet. Es folgt

und man erhélt die Darstellung

(dz' — zldt)
(dz? — z3dt)

2
72
z3)

mittels Kontaktformen. Da nun vier Kontaktformen fiir ein System dritter Ordnung
benotigt werden, ist es flach aber nicht Eingangs/Zustands linearisierbar. Durch Hinzu-
nahme einer geeigneten Kontaktform erhélt man dann ein vollstéindiges Kontaktsystem.
Dies entspricht dann der Eingangs/Zustands-Linearisierung mit dynamischer Riickfiihr-
ung. Dieser Fall ist einfach erweiterbar auf Systeme mit n Zustédnden und (n — 1) Stell-
groflen in AI-Form. Sind sie erreichbar, dann sind sie auf jeden Fall flach. Sie sind sogar
Eingangs/Zustands linearisierbar, wenn die Distribution D = span ({by,...,b,_1}) invo-
lutiv ist.

Den néchsten interessanten Fall erhélt man, wenn zwar die Transformation (11) nicht
existiert aber die weniger restriktive Version

(dz? — z3dt)

—~

f(x,g(z,v,w)) = a(x,w)+b(x,w)v. (12)
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Das mit einer Kontaktform erweiterte System

det — (@' (z,w) +V (z,w)v)dt , i=1,2,3 (13)
dw — —wndt

hat nun wieder AI-Struktur, sodass man wieder mit einem AI-System arbeiten kann, wo-
bei die Hinzunahme dieser Kontaktform nicht den Losungsraum von (13) veréndert. Das
System muss dann mit den obigen Methoden weiter untersucht werden. Keinesfalls darf
die Hinzunahme von Kontaktformen mit der Erweiterung durch Integratoren verwechselt
werden. Ersteres ist eine von den speziellen Koordinaten unabhéngige Erweiterung, die
den Losungsraum nicht einschrénkt, wihrend dies auf die Erweiterung mit Integratoren
nicht zutrifft.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden beruhen auf der Anwendung von
speziellen Koordinatentransformationen, wie diese gefunden werden, wird im néchsten
Abschnitt gezeigt, wobei die dynamischen Systeme mittels Pfaffscher Systeme beschrieben
werden.

6 Pfaffsche Systeme

Ein Pfaffsches System ist ein Unterraum P* des Kotangentialbiindels 7*(M) einer Man-
nigfaltigkeit M. Es wird angenommen, dass P* konstante Dimension hat. Eine Menge
von 1-Formen B = {w', -+ w"} heifit Generator von P*, wenn P* = span(B*) gilt. Ist
n minimal, dann ist B* eine Basis.

Ein Pfaffsches System auf einer Mannigfaltigkeit M mit Koordinaten (z!,...,2™)
heifit integrabel, wenn eine Submersion x* = f*(z), 1 = 1,...,n so existiert, dass B* =
{dft, ... df"} gilt. Mit dP* = span ({dw?,...,dw’, ..., dw"}) als linearer Unterraum von
A’ (T*(2)) ist die Bedingung dP* € P* AT*(Z) lokal hinreichend und notwendig fiir die
Integrabilitat von P*. Integrabilitit kann auch mittels Vektorfelder iiberpriift werden. Es
bezeichne P = A(P*) den Annulator von P*. Ist nun P involutiv, es gilt [P, P] C P, dann
ist P* integrabel. In adaptierten Koordinaten mit z* = f*(2), 27 = f/ (2),j =n+1,...,m
nimmt dann P die einfache Gestalt span({QJ n+1,...,0,m}) an, siehe z.B [11].

Als néchstes werden Pfaffsche Systeme auf Biindeln der Art Z — B, mit Koordinaten
(t, 2%, ..., 2™) fiir Z und () fiir B betrachtet. Es heifit nicht degeneriert, falls P*NH*(Z) =
0 gilt. Es heiit minimal, wenn die Anzahl der Koordinaten z minimal ist. Die Cauchy-
Charakteristik C' (P*) von P* ist der maximale Unterraum C(P*) C A(P*) fiir den gilt
C(P*)|dP* C P*. Die Cauchy-Charakteristik ist immer involutiv. P* ist minimal, wenn
C(P*) trivial ist, andernfalls erlaubt es eine Darstellung mit weniger Koordinaten z.

Man sagt P* gestattet eine Zustandsdarstellung, wenn eine Basis der Form w’ =
dat — fi(z,u)dt, 2',u/ € C®(Z), 1 = 1,...,n, j = 1,...,] = m — n existiert. Man
iiberzeugt sich leicht, dass P* genau dann auf eine Zustandsform iiberfithrbar ist, wenn
P*@®H*(Z) integrabel ist. Man sagt P* erlaubt eine AI-Darstellung, wenn es die spezielle
Zustandsdarstellung mit f* = a’(t, ) + Bj(t, x)u’ zulésst., siche [3]. Mit Hilfe des Feldes
f = f'0, kann man einfach iiberpriifen ob so eine Darstellung moglich ist, denn es muss
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gelten
U = span({0u,...,0u})
[/, U] = span({[f, 0u], ... [f, Oul}) (14)
. [fU]] € U+[fU].

Mit Hilfe dieses Tests kann z.B. gepriift werden ob die Transformationen (6) oder (11)
existieren. Fiir die Existenz der Transformation (12) ist den Autoren kein vergleichbar
einfaches Kriterium bekannt.

Man nennt ein Pfaffsches System P* auf Z mit Koordinaten (t, N LU T ,ul)
in Al-Darstellung vertikal, wenn eine Transformation v = T (z,x1) so existiert, dass
T* (P*) C V*(X) gilt mit dem Biindel X — B und Koordinaten (¢,z',...,2"). In Koor-
dinaten folgt aus

w' = dz' —(a'(t,z) + Bi(t, x)u))dt | (15)
= dz' —zydt + (2] — (a'(t, ) + Bi(t,x)u’))dt

dass das Gleichungssystem z}| = a’ + B;.uj losbar nach u sein muss. Man beachte, dass
T kein Biindelmorphismus ist, da Jet-Koordinaten mit denen der Grundmannigfaltigkeit
gemischt werden.

Betrachtet man nochmals die Beispiele von Abschnitt 5, dann sieht man das abgesehen
vom ersten Beispiel keines der Systeme vertikal war, aber es konnten vertikale Teile
gefunden werden. Schrittweise wurden dann diese solange erweitert, bis kein horizontaler
Teil mehr existierte. Diese Strategie wird nochmals in einem Beispiel untersucht.

7 Ein weiteres Beispiel
Gegeben sei das System, siehe [5], [6],
dz! —uldt da? —u?dt, dz? — Vulu?dt

in Zustands- aber nicht in Al-Darstellung. Das Kriterium (2) besagt, dass eine Transfor-
mation der Art (11) nicht existiert. Es konnte aber einer Transformation der Art (12) exi-
stieren. Dazu miisste man eine Distribution D C U so finden, dass [D, [f, D]] C D+|[f, D]
gilt. Die Uberpriifung dieser Bedingung fithrt im Allgemeinen auf partielle Differential-
gleichungen. Wir geben uns daher mit der notwendigen Bedingung [D, [f, D]] C [f,U]
zufrieden, bei der nur die Losbarkeit algebraischer Gleichungen zu testen ist. Auf diesem
Wege gelangt man zur Transformation

= v
2 = wh
und zum erweiterten System
al = dzt —ulde o? = dz? — (w)>uldt (16)
ao? = da? — wuldt ot = dw — wydt
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in Al-Darstellung, siehe auch (13). Im néchsten Schritt suchen wir Koordinaten so, dass
Opr + (21)20,2 + 210,5 auf 0z abgebildet wird. Dies erledigt die Transformation

o= gt 2 = (0)%2! + 2?
2 = wit+T w = w.

Man erhélt dann das transformierte System

do? + 2z'2*2tdt da' — zldt
do® + ololdt  u' =7

do* — 2dt

wobei w = z* gesetzt und auf die Kennzeichnung der Symbole mit " verzichtet wurde. Auf
der linken Seite findet man nun die neu gewonnene Kontaktform mit der zugehorigen
Transformation, siehe dazu (15). Das System auf der rechten Seite hat nur eine triviale
Cauchy-Charakteristik. Folglich treten keine redundanten Groéflen, die Kandidaten fiir
flache Ausgénge wéiren, auf, siehe dazu [6]. Jetzt gibt es fiir die Transformation (12) die
Moglichkeiten v! = z{, w! = 2! und v! = 2!, w! = 2. Da letztere zu einem Zirkel fiihrt,
withlen wir eine Transformation so, dass —2z*x{0,2 — 210,s auf d;s abgebildet wird. Mit

r? = =20t + 3% 23 = —pfad
CIZ4 — i.4
erhélt man dann das transformierte System
da? — 223 (x})2dt dz! — xldt
dat — zidt u! =z}
dat — z3dt da?® — z3dt
3,4
1 _ .3 o)
r =27+ 2T

Im Prinzip kénnte man noch mit dem Verfahren fortsetzen, aber hier kann man die flachen
Ausgiinge
$2
yt = 22, yP= ' mit 2 = —Q(x%)Q
in den Koordinaten des obigen Systems schon direkt ablesen. Die Abbildung F', siche

Definition 4, in den urspriinglichen Koordinaten von (16) lautet dann

plo— Tuivitw ul
2 (y1)3

2 —yi(A)? 32yt (WD) -29) v (WD) +ud (W22 vF

xr = 2\3
2 (311)
B = —yi y? y3—vyi (¥3)2+yd y? ¥
2 (v1)?3

w = y°

1 —ulvtud syl () —3usuiud i (u))?
wo= 2(y3)4 ’

2

wobei der Wert von u? aus der Beziehung u? = zu! folgt.
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8 Zusammenfassung

Dieser Beitrag stellte ein Skizze eines Verfahrens, siehe auch [6] vor, das es erlaubt kon-
struktiv die flachen Ausgédnge dynamischer Systeme zu bestimmen. Das Verfahren beruht
auf der Beobachtung, dass flache Systeme, modelliert auf gewissen Jet-Mannigfaltigkeiten,
rein vertikal sind. Es gilt folglich, diese Mannigfaltigkeiten zu konstruieren. Das vorge-
schlagene Verfahren geht dabei so schrittweise vor, dass der vertikale Anteil immer ver-
grofert wird. Dazu muss man wie beim Problem der Eingangs/Zustands-Linearisierung
mit statischer Riickfiihrung partielle Differentialgleichungen vom Frobenius Typus 16sen.
Zuséatzlich treten aber noch nichtlineare algebraische Gleichungen auf. Diese verschwinden
aber wieder, wenn das System Eingangs/Zustands linearisierbar mit statischer Riickfiihr-
ung ist. Damit fillt die Komplexitédt dieses Verfahrens in diesem Fall mit der aller be-
kannten Verfahren zusammen. Man darf also festhalten, dass die vorgestellte Metho-
de eine geeignete Erweiterung von der Eingangs/Zustands-Linearisierung mit statischer
Riickfithrung auf die mit dynamischer Riickfithrung ist.
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Warum ist Minimalphasigkeit keine relevante
Eigenschaft fiir die Regelungstechnik?
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Zusammenfassung

Die auf H.-W. Bode (1945) zuriickgehende Definition minimalphasiger Systeme
hat im Laufe der Zeit einige neue Verwendungen und damit verbundene Anderungen
erfahren. Urspriinglich wurde die Minimalphasigkeit fiir lineare zeitinvariante Syste-
me eingefithrt, um den eineindeutigen Zusammenhang zwischen dem Amplituden-
und dem Phasengang zu definieren. Nachwievor giiltig ist die Definition von All-
pdssen als eine spezielle Klasse nicht-minimalphasiger Systeme mit einer zur ima-
gindren Achse symmetrischen Anordung von Pol- und Nullstellen. Systeme mit
einem Allpassteil zeichnen sich durch ein Wrong way behavior der Sprungantwort
aus. Beim Entwurf von (digitalen) Filtern wird manchmal eine andere Definiti-
on der Minimalphasigkeit verwendet und ein asymptotisch stabiles System wird
als minimalphasig bezeichnet, wenn auch das inverse System asymptotisch sta-
bil ist. Durch die Einfiihrung des Konzepts der Nulldynamik (engl. zero dyna-
mics) von C. Byrnes und A. Isidori (1984) hat der Minimalphasigkeits-Begriff in
der Regelungstechnik eine gewisse Renaissance erfahren und zugleich eine neue
Definition erhalten. Danach besitzt ein minimalphasiges System eine asymptotisch
stabile Nulldynamik. Wegen der (leider!) nicht konsistenten Minimalphasigkeits-
Definitionen wird in dem Beitrag dafiir pladiert, den aus der Nachrichtentechnik
kommenden Minimalphasigkeits-Begriff in der regelungstechnischen Grundausbil-
dung zu vermeiden und die Stabilitdt von Filtern oder der Nulldynamik mit den
wohl definierten Kriterien z. B. von Hurwitz oder Ljapunow zu beschreiben. Demge-
geniiber gehort das eindeutig definierte und praktisch relevante Wrong way behavior
der Sprungantwort von Systemen mit Allpassverhalten zum regelungstechnischen
Grundwissen.
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1 Einleitung

Im Unterschied zu den eindeutig definierten Systemeigenschaften Stabilitéit, Steuerbarkeit
und Beobachtbarkeit gibt es fiir die Minimalphasigkeit bzw. die Nicht-Minimalphasigkeit
von linearen zeitinvarianten Systemen unterschiedliche Definitionen. Wéhrend die Stabi-
litdt, Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sich auf die Lage und Vorgabe der Pole bzw.
Eigenwerte von linearen zeitinvarianten Systemen beziehen, verbindet man mit den Ei-
genschaften minimalphasig/nicht-minimalphasig in erster Linie den Einfluss der Uber-
tragungsnullstellen auf die Systemdynamik. Allerdings héngen die Minimalphasigkeits-
Eigenschaften auch von der Lage der Pole ab.

Urspriinglich wurde der Begriff minimalphasig von H.-W. Bode (1945) fiir lineare zeit-
invariante Systeme (mit einer gebrochen rationalen Ubertragungsfunktion) eingefiihrt,
um den eineindeutigen Zusammenhang zwischen der Phase und der Amplitude des Fre-
quenzgangs zu definieren [2]. Die aus der Nachrichtentechnik kommende Definition betrifft
die minimale Phasenverschiebung eines minimalphasigen Systems im Vergleich zu allen
anderen Systemen mit dem gleichen Amplitudengang. Die Minimalphasigkeit von linearen
zeitinvarianten SISO-Systemen verlangt, dass die Ubertragungsfunktion keine Pol- und
Nullstellen mit einem positiven Realteil besitzt. Allerdings wird diese Minimalphasigkeits-
Definition nicht von allen Autoren in der gleichen Weise {ibernommen, siehe z. B. die
Ubersicht in [10].

Die Minimalphasigkeits-Definition von H.W. Bode ist stark mathematisch orientiert
und spielt in der Regelungstechnik nur eine Nebenrolle. Beim Entwurf von (digitalen)
Filtern wird eine andere Definition der Minimalphasigkeit verwendet und ein stabiles Sy-
stem als minimalphasig bezeichnet, wenn auch das inverse System stabil und realisierbar
ist. Fiir lineare zeitkontinuierliche Filter und Systeme bedeutet diese Definition, dass die
gleich vielen Pol- und Nullstellen einen negativen Realteil besitzen [17], [19].

Der Minimalphasigkeits-Begriff hat in der Regelungstechnik durch die Einfithrung
des Konzepts der Nulldynamik (engl. zero dynamics) von C. Byrnes und A. Isidori ei-
ne gewisse Renaissance erfahren [3]. In [12] wird die Einfiihrung der Nulldynamik, die
fiir lineare zeitinvariante SISO-Systeme durch die Nullstellen der Ubertragungsfunktion
definiert ist, als eine Erfolgsstory bezeichnet. Das Stabilitdtsverhalten der Nulldynamik
spielt eine wichtige Rolle beim Entwurf einer Vorsteuerung und von Ausgangsregelungen
linearer und nichtlinearer Systeme.

Fiir eine sprachlich abgekiirzte Charakterisierung der Stabilitéitseigenschaften der
Nulldynamik werden in [3] die Minimalphasigkeit und die Nicht-Minimalphasigkeit des
Systems verwendet. Hierzu wird die Minimalphasigkeit neu definiert. Nach [3] besitzt
ein minimalphasiges System eine asymptotisch stabile Nulldynamik. Fiir lineare zeitin-
variante Systeme bedeutet die Minimalphasigkeits-Definition, dass die Nullstellen der
Ubertragungsfunktion einen negativen Realteil haben. Diese Definition hat eine weite
Verbreitung in der Regelungstheorie gefunden, ist aber genauso wie die Definition von
minimalphasigen Filtern (leider!) nicht konsistent mit der urspriinglichen Definition von
H.W. Bode.

In dem Beitrag werden die unterschiedlichen Definitionen und Verwendungen des
Minimalphasigkeits-Begriffs erldutert und gegeniibergestellt. Als Ausgangspunkt wird
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die Minimalphasigkeits-Definition von H.W. Bode auf der Grundlage des Gain/Phase
Theorems fiir lineare zeitinvariante SISO-Systeme betrachtet. Einen Spezialfall fiir nicht-
minimalphasige Systeme bilden Allpésse mit einer zur imagindren Achse symmetrischen
Anordnung der Pol- und Nullstellen. Ein typisches Merkmal von Systemen mit einem All-
passteil ist ein Wrong way behavior der Sprungantwort, wofiir die Bedingungen erlautert
werden. Als Beispiele fiir die verdnderten Minimalphasigkeits-Definitionen werden soge-
nannte minimalphasige Filter und die nicht gegebene Aquivalenz zwischen der Minimal-
phasigkeit eines Systems und der Stabilitdt der Nulldynamik betrachtet. Den Abschluss
bilden eine tabellarische Zusammenstellung und Diskussion der betrachteten Definitio-
nen.

2 Minimalphasigkeits-Definition von H.W. Bode

Ausgangspunkt fiir die Definition der Minimalphasigkeit von linearen zeitinvarianten Sy-
stemen durch H-W. Bode ist die Darstellung im Frequenzbereich. Dabei wird fiir ein
SISO-System mit dem Eingang w(t) und dem Ausgang y(t) angenommen, dass das Ein-
/Ausgangsverhalten im Bildbereich der Laplace-Transformation! durch die teilerfremde
Ubertragungsfunktion

Y(s) Z(s) . bp+bs+ ... +s™

“O =06 " Ne)  Ewmrast g K20 (1)

beschrieben wird. Die Z#hler- und Nennergrade m > 0 und n > 0 der Polynome Z(s)
und N(s) sind bei der Minimalphasigkeits-Definition von H.W. Bode nicht festgelegt.
Daher gilt die Definition auch fiir einen Nullstellen-Uberschuss m > n. Die Wurzeln
v,eC,i=1,....mund \; € C, i =1,...,n der Polynome Z(s) und N(s) sind die
Null- bzw. Polstellen der Ubertragungsfunktion G(s). Die in dem Beitrag betrachteten
Minimalphasigkeits-Definitionen beziehen sich ausschlieBlich auf den Realteil der Pol-
und Nullstellen. Zu der Ubertragungsfunktion (1) gehort der Frequenzgang

Y(jw)

— A(w) - el
) = Aw) 2)

Gjw) =

mit der Amplitude A(w) = |G(jw)| und der Phase ¢(w) = £ZG(jw). Die doppelt- bzw.
halb-logarithmische Darstellung von Amplituden- und Phasengang

log A(w) = Fa(logw), ¢(w)=F,(logw), w>0 (3)

wird als Bode-Diagramm bezeichnet und bildet die Basis fiir die mathematische Definition
der Minimalphasigkeit.

!Die Bezeichnungen im Bildbereich orientieren sich an [13] mit der komplexen Bildvariablen s = o+ jw
und den Grof3buchstaben fiir die transformierten Groflen.
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2.1 Gain/Phase Theorem

Die Minimalphasigkeits-Definition von H.W. Bode [2] betrifft den Zusammenhang zwi-
schen der Amplitude A(w) und der Phase p(w) des Frequenzgangs (2). Die Grundlage
der Definition bildet das nur in wenigen regelungstechnischen Textbiichern [1], [9], [14],
[20] behandelte Gain/Phase Theorem von H.W. Bode fiir Systeme (1) ohne Pol- und
Nullstellen mit einem positiven Realteil:

1 [ dnA u
@(wo)Z;/_m%-lncoth%du mit u:lnwio. (4)
meho g

Daraus folgt, dass die Phase p(w) als gewichteter Mittelwert von der Steigung des
Amplitudengangs im Bode-Diagramm definiert ist. Die Gewichtung erfolgt mit der in
(4) eingefithrten Funktion f(u). Allerdings ist der Zusammenhang (4) recht kompliziert
und die Phase ¢(w) kann nur fiir einfache Funktionen A(w) bzw. konstante Steigungen
dlog A(w)/dlogw analytisch bestimmt werden. Daher kommt dem Gain/Phase Theorem
(4) keine praktische Bedeutung fiir die Berechnung der Phase p(w) aus A(w) zu.

Die systemtheoretische Bedeutung des Gain/Phase Theorems (4) liegt darin, dass die
Systemklasse fiir einen eineindeutigen Zusammenhang zwischen der Phase ¢(w) und dem
Amplitudengang A(w) definiert wird. Diese Systeme werden in der folgenden Definition
als minimalphasig bezeichnet [1], [2], [14], [20].

Definition 1: Lineare zeitinvariante Syteme mit der Ubertragungsfunktion (1) wer-
den minimalphasig (engl. minimum phase systems) genannt, wenn die Pol- und Nullstel-
len \; und v; keinen positiven Realteil besitzen:

ReX; <0, i=1,....,n, Rey; <0, i=1,....,m. (5)

Dabei sind die Anzahlen n > 0 und m > 0 der Pol- und Nullstellen nicht festgelegt.
Wenn die Bedingungen (5) nicht erfiillt sind, heifit das System (1) nicht-minimalphasig
(engl. non-minimum phase system). N

Die Definition 1 ldsst auch einfache und mehrfache Pol- und Nullstellen auf der ima-
gindren Achse zu. Deshalb kann (und sollte!) die Minimalphasigkeit nicht fiir die Be-
schreibung der Stabilitét der Pol- und Nullstellen des Systems (1) verwendet werden.

Die Anwendung des Gain/Phase Theorems (4) soll — wie in [1] und [2] — fiir die
Ubertragungsfunktion G(s) = s* erldutert werden, welche fiir & > 0 einen k-fachen
Differenzierer und fiir £ < 0 einen k-fachen Integrator beschreibt. In beiden Féllen erfiillen
die k-fachen Pol- bzw. Nullstellen s; = 0, ¢ = 1,...,k die Voraussetzungen (5) fiir
das Gain/Phase Theorem. Fiir den Amplitudengang A(w) = w”* vereinfacht sich wegen
dlog A(w) = k - dlogw die Gleichung (4) auf das Integral® iiber die Gewichtsfunktion

f(u):

Gjw) =wr-e’? = <p:E/ lncoth%du:%r. (6)
)

o0

2Das in mathematischen Tabellenwerken abgelegte Ergebnis 72 /2 fiir das uneigentliche Integral erhzlt
man auch mit einem Computer-Algebra-System.
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Die konstante Phase ¢ = km/2 bekommt man auch direkt aus dem Frequenzgang
G(jw) = (jw)* fiir positive und negative Exponenten k. SchlieBlich dient die Gleichung
(6) als Naherungsformel fiir die Berechnung der Phase ¢ in Abhéngigkeit von einer kon-
stanten Steigung dlog A(w)/dlogw = k des Amplitudengangs im Bodediagramm (3).

Die Minimalphasigkeits-Bedingungen in (5) werden in vielen Textbiichern ohne einen
genaueren Bezug zu dem Gain/Phase Theorem (4) iibernommen, siche z. B. [5], [6], [15].
Dabei werden meist stabile Systeme betrachtet und die Bedingungen (5) beschrénken sich
auf die Nullstellen. In [10] werden die Nullstellen-Bedingungen in (5) aus den Differenzial-
quotienten der Phasengéinge von zwei amplitudengleichen (stabilen) Frequenzgéngen mit
m < n hergeleitet, wobei die Polstellen-Bedingungen in (5) als gegeben vorausgesetzt
werden.

Die Anwendungen der Minimalphasigkeits-Eigenschaft betreffen die Bestimmung des
Phasen- bzw. des Frequenzgangs aus einem bekannten (gemessenen) Amplitudengang
— am einfachsten in den logarithmischen Koordinaten (3) des Bode-Diagramms. Fiir
den Entwurf von Filtern bedeutet die Minimalphasigkeit eine Einschrankung, da der
Amplituden- und der Phasengang nicht unabhéngig voneinander vorgegeben werden
kénnen [7].

2.2 Allpassverhalten

Eine spezielle Klasse von nicht-minimalphasigen Systemen sind Allpdsse mit der folgen-
den Definition [6], [13], [20]:

Definition 2: Ein Allpass der Ordnung n besitzt die Ubertragungsfunktion

Gan(s) =K - % oi=Rev; = —Re\ £0, w; =Imy; =ImX  (7)
mit der gleichen Anzahl n von Pol- und Nullstellen \; und v;, i =1,...,n, die symme-
trisch zur imaginédren Achse angeordnet sind. Fiir o; > 0, ¢ = 1,...,n ist der Allpass
asymptotisch stabil. Die inverse Ubertragungsfunktion Gg}n(s) beschreibt ebenfalls einen

Allpass. B

Die Bezeichnung Allpass wird aus dessen Frequenzgang bzw. Amplituden- und Pha-
sengang verstandlich:

j — [T (=0 +j(w +w;))
GA,n(jW> = K H?Zl (O_i n j(w - wl)) (8>
mit  |Gan(jw)| =K, @an(w)= -2 Z arctan — il ]
op

i=1
Aus dem Amplitudengang |Ga,(jw)| = K, Vw folgt, dass ein Allpass (engl. all-pass) mit
der Ubertragungsfunktion G 4, (s) alle harmonische Anregungen beliebiger Frequenzen
ungehindert passieren lisst®. Fiir stabile Allpésse (o; > 0) ist die Phase (4, (w) fiir alle
Frequenzen w > 0 negativ.

3Aus |Gan(jw)| = K, Yw folgt auch, dass der Allpass (7) — wie in der Definition 2 angenommen —
keine Pol- und Nullstellen auf der imaginiren Achse besitzt.
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Wie eingangs erwihnt, ist der Allpass n-ter Ordnung mit der Ubertragungsfunktion
Gan(s) in (7) ein nicht-minimalphasiges System. Das zugehorige minimalphasige Sy-
stem mit der Ubertragungsfunktion G,0(s) = K besitzt denselben Amplitudengang
|Gao(jw)| = |Gan(jw)| = K und kann auch als Allpass O-ter Ordnung bezeichnet wer-
den. Durch den Vergleich der beiden Phasenverschiebungen ¢4 ,(w) # 0 und ¢49(w) =0
wird die Nicht-Minimalphasigkeit eines Allpasses der Ordnung n > 0 bestétigt.

In der Praxis kommen Allpésse selten in der reinen Form (7) vor. Vielmehr ldsst sich
die Ubertragungsfunktion G(s) eines nicht-minimalphasigen Systems als Produkt der
Ubertragungsfunktionen Giin(s) und G An,(s) von einem Minimalphasensystem nach
Definition 1 und einem Allpass darstellen [10], [13]:

G(s) = Guin(s) - Gan,(s). 9)

Die Allpass-Ordnung ny = nt +m™ ergibt sich als Summe der Anzahlen nt und m™
von Pol- bzw. Nullstellen von G(s) mit einem positiven Realteil. Gegeniiber der minimal-
phasigen Ubertragungsfunktion G,,;,(s) mit der Ordnung n besitzt die Faktorisierung
(9) eine durch den Allpass G4,,(s) erhohte Ordnung n + n4 und ist daher nicht mehr
teilerfremd.

Die in einem Filter enthaltenen Allpassanteile sind deshalb interessant, weil dadurch
der Amplituden- und der Phasengang unabhéngig voneinander entworfen werden kénnen
[7]. Beim Steuerungs- und Reglerentwurf miissen bei Systemen mit Allpass-Verhalten
und reellen positiven Nullstellen die im néchsten Abschnitt erlduterte Gegenlédufigkeit
der Sprungantwort (engl. Wrong way behavior oder Inverse response behavior) beriick-
sichtigt werden.

2.3 Nonminimum phase zeros: Wrong way behavior

Das typische Verhalten von Systemen mit einem Allpassteil bzw. mit instabilen Nullstel-
len (engl. Nonminimum phase zeros) sind gegenldufige bzw. unterschwingende Sprung-
antworten [8]. Die folgende Definition wurde erstmals in dem Kurzbeitrag [21] angegeben
und erlautert.

Definition 3: Das asymptotisch stabile SISO-System (1) mit dem Differenzgrad
r =n—m > 0 besitzt eine Sprungantwort y(¢) mit einem anfangs gegenléufigen Verhalten
in der r-ten Ableitung sign y(0+) = —signy(t — o), wenn die Ubertragungsfunktion
G(s) eine ungerade Anzahl von positiv-reellen Nullstellen besitzt:

Re\;<0,i=1,....n, vyy,=Rey;>0,i=1,....m" mit m" = ungerade. (10)
n

Der Beweis dieser Eigenschaft basiert auf der Anwendung der Grenzwertsétze fiir die
Laplace-Transformation. Auflerdem wird anstelle von (1) die auf G(0) = 1 normierte

Produktdarstellung
y [Tz (1=
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in Abhéngigkeit von den Pol- und Nullstellen v; 20, 1 =1,...,m und Re); > 0, i =
1,...,n verwendet. Nach dem Endwertsatz der Laplace-Transformation konvergiert die
(stabile) Sprungantwort y(f) von (11) gegen den Grenzwert y(t — oo) = G(0) = 1.
Zur Bestimmung des Anfangswerts der r-ten Ableitung der Sprungantwort y(t) wird der
Anfangswertsatz benutzt:

y"(0+) = lim s"G(s), r>0. (12)
Bei der Bildung des Grenzwerts miissen fiir die Nullstellen bzw. die Faktoren des Z&hler-
polynoms in (11) die folgenden drei Fille unterschieden werden:

. vi=Rey;>0: (1->)=1-aqs,

i

II. yy,=Rey;<0: (1-2)=1+4qs, (13)

Vi

II. v, eC: 1-2)1—-2)=14Fs+aqs*, 7 <4a;.

Vi Vi

Dabei ist der Parameter «; > 0 positiv, wihrend [3; betragsméflig begrenzt ist und auch
negativ sein kann. Wegen der vorausgesetzten Stabilitéit des Systems (1) kommen fiir die
Faktoren des Nennerpolynoms in (11) nur die Félle II. und III. in Frage.

Bei der Durchfiihrung des Grenziibergangs (12) mit (11) und (13) sieht man, dass
das Vorzeichen des Grenzwerts ausschlieBlich durch die Faktoren vom Typ I. in (13) be-
stimmt wird. Konkret bedeutet dies, dass die Sprungantwort fiir eine ungerade Anzahl
von positiv-reellen Nullstellen mit einer negativen r-ten Ableitung 3 (04) < 0 beginnt,
wiahrend dieser Wert fiir eine gerade Anzahl von positiv-reellen Nullstellen positiv ist.
Wegen des positiven Endwerts y(t — oo) = 1 der Sprungantwort y(¢) fithrt eine un-
gerade Anzahl von positiv-reellen Nullstellen — wie in der Definition 3 angegeben — zu
einem Wrong way behavior bzw. Inverse response behavior. Im Fall von einer geraden
Anzahl von Nullstellen mit einem positiven Realteil macht sich die Gegenlaufigkeit in der
Sprungantwort erst nach ¢ = 0 bemerkbar [8].

Das in Lehrbiichern [13] meistens behandelte Beispiel fiir ein Wrong way behavior
betrifft einen stabilen Allpass erster Ordnung G 41(s) mit m = n = 1 und der positiv-
reellen Nullstelle 1y = Rer; = —A; > 0 in Gleichung (11). Nach der Definition 3
folgt fiir r = 0 das Wrong way behavior der Sprungantwort y(¢) mit dem Anfangswert
y(0+) = —1 und dem stationdren Endwert y(t—o0) = 1.

Das gegenlidufige Verhalten eines Systems mit Allpassteil ist kritisch im Fall von Be-
grenzungen des Ausgangs z. B. durch mechanische Anschléige. Da die Lage der Nullstellen
bei einer Ausgangsregelung nicht verdndert werden kann, bleibt das gegenldufige Ver-
halten der Regelstrecke im geschlossenen Kreis erhalten und muss beim Reglerentwurf
beachtet werden.

3 Andere Minimalphasigkeits-Definitionen

Die auf H-W. Bode (1945) zuriickgehende Definition von minimalphasigen Systemen hat
im Laufe der Zeit einige neue Verwendungen und damit verbundene Anderungen erfahren.
Die verdnderten Minimalphasigkeits-Definitionen beziehen sich nicht mehr auf den Zu-
sammenhang zwischen dem Phasen- und Amplitudengang sondern auf den Realteil bzw.
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die Stabilitédt der Pol- und Nullstellen. Allerdings entsteht dadurch eine Inkonsistenz mit
der urspriinglichen Definition.

3.1 Minimalphasige Filter

Der Entwurf von (digitalen) Filtern verlangt oft auch die Stabilitét und Realisierbarkeit
des inversen Filters, was fiir lineare zeitinvariante Filter die Stabilitdt und gleiche Anzahl
der Pol- und der Nullstellen voraussetzt. Ungliicklicher Weise werden beim Filterentwurf
ausschliefllich (asymptotisch) stabile Filter mit (asymptotisch) stabilen Nullstellen als
minimalphasig bezeichnet [17]*:

Definition 4: Lineare zeitinvariante Filter mit einer (asymptotisch) stabilen Uber-
tragungsfunktion G(s) werden minimalphasig genannt, wenn auch die inverse Uber-
tragungsfunktion G~!(s) (asymptotisch) stabil ist; dies bedeutet, dass die Pol- und Null-
stellen \; und v; einen negativen Realteil besitzen:

ReX; <0, i=1,...,n, Rey; <0, i=1,...,m. (14)

Dabei wird m = n wegen der Realisierbarkeit von G(s) und G~(s) vorausgesetzt. W

In [17] wird kritisch angemerkt, dass der Name minimalphasig fiir diese Filtereigen-
schaft nicht passt und letztlich als ein Entwurfsziel fiir bestimmte Filter zu verstehen ist.
Allerdings wird in dem Lehrbuch [7] die Bezeichnung minimalphasig bei Filtern auch im
Sinne von H.W. Bode verwendet.

Beim Filterentwurf ist es moglich, Pol- und Nullstellen auf der imaginédren Achse —
wie in den Bedingungen (14) angegeben — auszuschlieffen. Demgegeniiber ist der Apriori-
Ausschluss von rein imagindren Pol- und Nullstellen bei der Klassifikation von System-
modellen als minimalphasig oder als nicht-minimalphasig entsprechend der Definition
4 nicht sinnvoll. Trotzdem werden von manchen regelungstechnischen Autoren die Pol-
Nullstellen-Bedingungen (14) fiir die Definition von minimalphasigen Systemen (ohne eine
weitere Begriindung) benutzt und wegen der Realisierbarkeit der Ubertragungsfunktion
(1) die Einschréinkung m < n gemacht, siche z. B. [4], [9], [13], [16], [18]. Dies fiihrt
dazu, dass bei der Faktorisierung (11) von nicht-minimalphasigen Systemen durch ein
Phasenminimum-System und einen Allpass weder Pol- noch Nullstellen auf der ima-
gindren Achse beriicksichtigt werden kénnen bzw. vorkommen diirfen®.

3.2 Nulldynamik und Minimalphasigkeit

Der Minimalphasigkeits-Begriff hat im Zusammenhang mit dem in [3] eingefithrten Kon-
zept der Nulldynamik (engl. zero dynamics) eine neue Bedeutung erhalten. In [12] wird die
Einfithrung der Nulldynamik als Erfolgsstory bezeichnet und erldutert, dass die Stabilitét

4Auch in [19] werden Phasenminimum-Systeme — allerdings ohne einen Bezug zum Filterentwurf —
durch die asymptotische Stabilitét der Ubertragungsfunktionen G(s) und G~'(s) definiert.

°In einer Mail-Korrespondenz wurde von dem Zweitautor des Lehrbuchs [4] die mit dem Bode-
Theorem nicht vertrigliche Definition eingerdumt und die Richtigstellung fiir die néichste Auflage an-
gekiindigt.
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bzw. Instabilitdt der Nulldynamik eine wichtige Rolle beim Entwurf einer Vorsteuerung
und von Ausgangsregelungen linearer und nichtlinearer Systeme spielt.

Die in [3] eingefiihrte Minimalphasigkeits-Definition zur Charakterisierung der Stabi-
litét der Nulldynamik soll fiir lineare zeitinvariante SISO-Systeme mit der Ubertragungs-
funktion (1) und dem Differenzgrad (engl. relative degree) r = n — m > 0 erlautert
werden. Die Nulldynamik ist durch das Zahlerpolynom Z(s) und die Nullstellen v; €
C, i=1,...,m mit m = n —r definiert [11]. Im Zeitbereich wird die Nulldynamik
durch den Zustand m(t) € R™ und die lineare Zustandsdarstellung beschrieben:

0 1 ... 0
So: om=| ° AR . n(0) =1, € R™ 15
0: M 0 0 ) n, n0)=mn, (15)
by —by ... —byy
A

In der letzten Zeile der Matrix Ay stehen die Koeffizienten b;,, ¢ = 0,...,m — 1 des
Zahlerpolynoms Z(s) und es gilt der Zusammenhang det(sl,, —Ay) = Z(s)/K . Der
Sonderfall » =n bzw. m = 0 bedeutet, dass keine Nullstellen im Endlichen existieren.

Fiir eine sprachlich abgekiirzte Charakterisierung der Stabilitédtseigenschaften der
Nulldynamik g werden in [3] die Minimalphasigkeit und die Nicht-Minimalphasigkeit
des Systems verwendet und in der folgenden Weise neu definiert®.

Definition 5: Lineare und nichtlineare Systeme werden minimalphasig genannt,
wenn die Nulldynamik asymptotisch stabil ist. Falls die Nulldynamik instabil ist, heift
das System nicht-minimalphasig. Diese Definitionen gelten gleichermaflen fiir stabile und
instabile Systeme. Lineare zeitinvariante SISO-Systeme (1) mit dem Differenzgrad r =
n —m > 0 werden unabhéingig von der Lage der Pole minimalphasig genannt, wenn die
Eigenwerte der Nulldynamik (15) bzw. die Nullstellen der Ubertragungsfunktion G(s)
einen negativen Realteil haben:

Rev; <0, i=1,....n—7r, VNeC,i=1,...,n. (16)
In dem Sonderfall » = n ist das System (1) strukturell minimalphasig. W

Diese Minimalphasigkeits-Definition hat eine weite Verbreitung in der Regelungstheo-
rie gefunden, siehe u. a. die Literaturliste in [12]7. Allerdings ist die Definition 5 in dop-
pelter Weise nicht mehr konsistent mit dem urspriinglichen Minimalphasigkeits-Begriff
von H.W. Bode fiir lineare zeitinvariante Systeme:

e In der Definition 5 werden Nullstellen auf der imagindren Achse entgegen der De-
finition 1 als nicht-minimalphasig eingestuft.

6In einer Mail-Korrespondenz mit dem Autor erldutert A. Isidori dazu: Instead of using each time
the long phrase “the system has a zero dynamics possessing a globally asymptotically stable equilibrium®,
the shortened terminology “the (nonlinear) system is minimum phase“ was preferred.

TAuch der Autor hat den Minimalphasigkeits-Begriff entsprechend der Definition 5 in [22] und in
fritheren Arbeiten verwendet und in [23] — wie in diesem Beitrag vorgeschlagen — durch die Hurwitz-
Bedingungen fiir die Stabilitdt der Nulldynamik ersetzt.
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e Nach der Definition 5 ist die Minimalphasigkeit unabhéngig vom Realteil der Pole.
Dies bedeutet, dass entgegen der Definition 1 instabile Systeme mit Polen in der
rechten Halbebene als minimalphasig klassifiziert werden.

Das Problem der Definitionen 4 und 5 ist, dass die durch die Pol-/Nullstellen-Bedin-
gungen (5) definierte Minimalphasigkeit fiir die Klassifikation von Systemen mit anderen
Konfigurationen von Pol- und Nullstellen (14) bzw. (16) verwendet wird. Die Verwendung
von nicht konsistenten Minimalphasigkeits-Definitionen fiihrt leicht zu Missverstand-
nissen und ist insbesondere in der Lehre nicht sinnvoll, wenn alternativ wohl definierte
Eigenschaften zur Verfiigung stehen. So lassen sich die Pol- und Nullstellen-Bedingungen
(14) und (16) fiir sogenannte minimalphasige Filter bzw. Systeme eindeutig mit den
Hurwitz-Kriterien beschreiben und benétigen nicht die neu eingefiihrten Bezeichnungen
minimalphasitg und nicht-minimalphasig.

3.3 Tabelle der Minimalphasigkeits-Definitionen

In der folgenden Tabelle werden die in dem Beitrag erlauterten drei Minimalphasigkeits-
Definitionen gegeniibergestellt. Die Inkonsistenz der drei Definitionen wird durch die
unterschiedlichen Bedingungen fiir die Pol- und Nullstellen in der dritten Spalte deutlich.
Im Unterschied dazu sind die Bedingungen (7) und (10) fiir einen Allpass bzw. das ge-
genldufige Verhalten einer Sprungantwort (Wrong way behavior) eindeutig definiert und
auch praktisch von Bedeutung.

Definition Bedingungen Literatur
Minimal- eRe); <0,7i1=1,...,n (1], [6],
. pw) = Aw) -
phasigkeit i eRey; <0,i=1,...,m [10], [14],
(Gain/Phase Theorem) )
(H.W. Bode) mit n >0, m>0 [15], [20]
Minimal- G(s) & G7Y(s) (m=n) e Re);< 0 17]
= ) ) n
phasige Filter = asymptotisch stabil e Rey; <0
Minimal- r=mn—m >0 (relative degree) | @ Rey; <0, i=1,...,n—r
phasigkeit Z(s) =0 (zero dynamics) eVNeC,i=1,...,n 3], [12]
(Byrnes/Isidori) = asymptotisch stabil (r =n = minimum phase)
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4 Schlussfolgerung

Die im Laufe der Zeit entstandenen Abwandlungen der von H.W. Bode eingefiihrten
Minimalphasigkeits-Definition haben dazu gefiihrt, dass der Minimalphasigkeits-Begriff
nicht mehr eindeutig verwendbar ist. Die neuen Minimalphasigkeits-Begriffe beziehen sich
nicht auf den Zusammenhang zwischen dem Phasen- und Amplitudengang sondern auf
die Stabilitdt der Pol- und Nullstellen bzw. der Nulldynamik. Dadurch ist eine Inkonsi-
stenz zwischen den Minimalphasigkeits-Definitionen entstanden. Da auflerdem minimal-
phasige Systeme in der Regelungtechnik nur eine Nebenrolle spielen, wird dafiir pléadiert,
in der regelungstechnischen Grundausbildung den aus der Nachrichtentechnik kommen-
den Minimalphasigkeits-Begriff zu vermeiden und fiir die Stabilitét von Systemen/Filtern
bzw. Nullstellen/Polstellen die wohl definierten Kriterien von Hurwitz zu verwenden. Im
Nichtlinearen kommt fiir die Stabilitdt der Nulldynamik die Methode von Ljapunow in
Frage. Demgegentiber ist ein Wrong way behavior der Sprungantwort von Systemen mit
Allpassverhalten eindeutig definiert und sollte wegen der praktischen Relevanz fiir die
regelungstechnische Analyse und Synthese in der Lehre vermittelt werden.

Danksagung: Das Beitragsthema resultiert aus einer Diskussion mit Dipl.-Ing. Ulf
Schaper — Mitarbeiter und Doktorand von Prof. Dr.-Ing. Oliver Sawodny — im Zusam-
menhang mit der Behandlung der in [3] eingefiihrten Nulldynamik in der Vorlesung
,Flache Systeme“. Der Beitrag basiert auf Literatur-Recherchen und Diskussionen mit
regelungstechnischen Kollegen (hierfiir ein ”herzlich danke”!) iiber die unterschiedlichen
Minimalphasigkeits-Definitionen. Die nicht konsistente Verwendung des Minimalphasigkeits-
Begriffs in [3] war auch Gegenstand einer lingeren Mail-Korrespondenz mit dem Erstautor
beim Entstehen von [10].

Literatur

[1] K.J. Astrom, R.M. Murray: Feedback Systems. Princeton University Press 2012,
282-285.

[2] H.W. Bode: Network Analysis and Feedback Amplifier Design. D. Van Nostrand
Company 1945, 312-318.

[3] C.I. Byrnes, A. Isidori: A Frequency Domain Philosophy for Nonlinear Systems.
IEEE Conf. Dec. Contr. 23 (1984), 1569-1573.

[4] R.C. Dorf, R.H. Bishop: Moderne Regelungssysteme. Pearson Studium 2006, 605—
607.

[5] J. Doyle, B. Francis, A. Tannenbaum: Feedback Control Theory. Macmillan Publis-
hing Co. 1990, 90-91.

[6] O. Follinger: Regelungstechnik: Einfiihrung in die Methoden und ihre Anwendung.
Hiithig 2008, 192-196.

67



[7]
8]

[17]

[18]
[19]

[20]
[21]

[22]

[23]

T. Frey, M. Bossert: Signal- und Systemtheorie. Vieweg + Teubner 2008, 229-232.

J.B. Hoagg, D.S. Bernstein: Nonminimum-Phase Zeros. IEEE Control Systems
Magazine 27 (2007), 45-57.

M. Horn, N. Dourdoumas: Regelungstechnik. Pearson Studium 2004, 185-188.
A. Tlchmann, F. Wirth: On Minimum Phase. Automatisierungstechnik 61 (2013),
A. Isidori: Nonlinear Control Systems. Springer-Verlag 1995.

A. Isidori: The Zero Dynamics of a Nonlinear System: from the Origin to the Latest
Progress of a Long Successful Story. 30th Chinese Control Conference 2011, 18-25.

J. Lunze: Regelungstechnik — 1. Systemtheoretische Grundlagen, Analyse und Ent-
wurf einschleifiger Regelungen. Springer 2010, 314-326.

J.L. Melsa, D.G. Schultz: Linear Control Systems. McGraw-Hill Book 1969, 208-217.
K. Ogata: Modern Control Engineering. Prentice-Hall International 2004, 445-446.

W. Oppelt: Kleines Handbuch technischer Regelvorgéinge. Verlag Chemie 1964, 124
125.

A.V. Oppenheim, R.W. Schafer, R. Buck: Zeitdiskrete Signalverarbeitung. Pearson
Studium 2004, 355-367.

G. Schmidt: Grundlagen der Regelungstechnik. Springer-Verlag 1982, 117-121.

H. Schwarz: Einfithrung in die moderne Systemtheorie. Friedr. Vieweg & Sohn 1969,
10-11.

H. Unbehauen: Regelungstechnik 1. Vieweg + Teubner 2008, 127-132.

M. Vidyasagar: On undershoot and nonminimum phase zeros. IEEE Transactions
on Automatic Control 31 (1986), 440.

M. Zeitz: Vorsteuerungs-Entwurf im Frequenzbereich. In: S.Moschik, N.Dourdoumas
(Hrsg.): 17. Steirisches Seminar iiber Regelungstechnik und Prozessautomatisierung
2011, Schloss Retzhof, Leibnitz/Osterreich, Institut fiir Regelungs- und Automati-
sierungstechnik, Technische Universitat Graz, 1-15.

M. Zeitz: Vorsteuerungs-Entwurf im Frequenzbereich: Offline oder Online. Automa-
tisierungstechnik 60 (2012), 375-383.

68



Beobachterbasierte Regelung einer thermischen
Regelstrecke mit Hilfe von Sliding-Mode Konzepten
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1 Einleitung

Der vorliegende Beitrag befasst sich mit der beobachterbasierten Regelung einer ther-
mischen Regelstrecke. Sowohl der Zustandsbeobachter als auch das Regelgesetz basieren
auf so genannten Sliding-Mode! Konzepten zweiter Ordnung. Die Besonderheiten des
vorgestellten Verfahrens bestehen darin, dass nur sehr wenige Informationen iiber die
Regelstrecke bekannt sein miissen und die Zahl der Entwurfsparameter fiir Regler und
Beobachter iiberschaubar bleibt.

2 Beschreibung der Regelstrecke

Die in Abbildung 1(a) dargestellte Regelstrecke besteht aus zwei Peltierelementen, die
tiber Aluminiumbl6cke und ein u-férmig gebogenes Aluminiumblech verbunden sind. Ab-
bildung 1(b) zeigt eine schematische Darstellung dieser Anordnung, diejenige Stelle an
der die interessierende Temperatur y mittels eines Thermoelements gemessen wird, ist
mit einem schwarzen Punkt markiert. Der Wert der Regelgroéfle y kann iiber die Peltierele-
mente, die als Stellglieder fungieren, beeinflusst werden. Peltierelemente bestehen im We-
sentlichen aus zwei gegeniiberliegenden Platten, die mit so genannten thermoelektrischen
Paaren verbunden sind. Diese Thermopaare sind elektrisch in Serie und thermisch par-
allel geschaltet, so dass ein elektrischer Strom durch das Peltierelement zur Erwérmung
einer Platte und zur Abkiihlung der anderen Platte fithrt. Die Polaritéit der elektrischen
Spannung am Peltierelement gibt an, welche der beiden Platten erwarmt bzw. abgekiihlt

!Die Autoren verwenden bewusst den englischen Begriff ,,Sliding-Mode“ da die deutschen Bezeich-
nungen ,,Gleitzustand“ bzw. ,,Gleitmodus® in der Fachliteratur nur wenig etabliert sind.
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Aluminiumblocke

Kiihlkorper

}A’eltierelemente\*

Thermoelement
< ca. 20 em > Thermoelement
(a) Foto der thermischen Regelstrecke: die Peltier- (b) Schema der thermischen Regel-
elemente sind an den Aluminiumblécken befestigt strecke: die Peltierelemente sind zwischen
und mit einer thermischen Isolierung ummantelt. Kiihlkorper und Aluminiumblock platziert.

Abbildung 1: Foto und schematische Darstellung der thermischen Regelstrecke.

wird. In diesem Beitrag werden die beiden Peltierelemente zu einem Stellglied zusam-
mengefasst, d.h. an den Klemmen der beiden Peltierelemente liegt die gleiche Spannung
u an. Diese muss der harten StellgrofSenbeschréankung

lu(t)| < 10V Vvt >0 (1)
genugen.

Das Ziel der zu entwerfenden Regelung besteht darin, die Temperatur y einer vorgegebe-
nen (glatten) Fiihrungsgrofie r nachzufiihren.

3 Idee fiir einen beobachterbasierten Reglerentwurf

Selbstverstandlich kann die Praktikerin oder der Praktiker auf eine Vielzahl verschieden-
ster Methoden zur Losung der vorliegenden Aufgabenstellung zuriickgreifen, siche z.B.
[1, 3, 4]. Als dem Reglerentwurf zugrunde liegendes Streckenmodell konnte beispielsweise
ein Verzogerungsglied zweiter Ordnung dienen. Im vorliegenden Beitrag wird hingegen
eine vergleichsweise unkonventionelle Herangehensweise vorgeschlagen. Die in Abbildung
2 dargestellte ,,Sprungantwort“ der Regelstrecke wird zunéchst dazu verwendet, die Ord-
nung eines strukturell einfachen mathematischen Modells zur Nachbildung des Eingangs-
Ausgangsverhaltens zu ermitteln. Hierzu wird die aufgezeichnete Temperatur y mehrfach
numerisch nach der Zeit abgeleitet. Wie in Abbildung 3 deutlich zu erkennen ist, ist
die erste Ableitung eine stetige Funktion der Zeit. Im Gegensatz dazu weist die zwei-
te Ableitung zum Zeitpunkt, bei dem sich das Eingangssignal sprunghaft &ndert, eine
Unstetigkeit auf. Aus diesem Systemverhalten kann gefolgert werden, dass es von der
Eingangsgrofie u einen direkten Durchgriff auf die zweite Ableitung der Ausgangsgrofie
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Abbildung 2: Gemessener Verlauf der Temperatur 3 bei sprunghafter Anderung der Ein-
gangsspannung u.

y gibt. Der sogenannte praktische relative Grad der Regelstrecke betrigt somit 2, siche
hierzu auch [5, 6]. Fine Moglichkeit das Eingangs-Ausgangsverhalten der Regelstrecke zu
beschreiben ist nun

dx
e @)
W2 flar, 2, 1) 3)
dt — 1y L2, W,y )

Yy =, (4)

wobei die unbekannte Funktion f von den beiden Zustandsgroflen xy und zy sowie von
der Eingangsgrofie u abhéngt. Die explizite Zeitabhéngigkeit der Funktion f erfasst
den Einfluss unberiicksichtigter dynamischer Effekte und unbekannter Stérgrofien wie sie
z.B. die Umgebungstemperatur darstellt. Weiters wird vorausgesetzt, dass die Funktion
f (21, e, u, t) betragsméBig beschrankt ist, d.h.

|f<.§C1,fE2,u,t)| S F vxluw%uat? (5)
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Abbildung 3: Zeitliche Ableitungen der Temperatur y

wobei F' eine positive Konstante ist. Da die Zustandsvariable x5 messtechnisch nicht zur
Verfiigung steht, wird ein Zustandsbeobachter der Form

dz R — . N
L =30 + I/ |z — Z1|sign(x; — 1), (6)

dt

do

dt
entworfen. Hierbei repriasentieren z; und 5 die Schitzwerte fiir die Zustandsvariablen
der Regelstrecke, die positiven Konstanten [; und [, sind Entwurfsparameter. Fiihrt man
nun die Schéatzfehler

=lysign(xy — 21) (7)

i’l =T — .fl'l und 1'2 =T — 52'2 (8)

ein, so kann mit Hilfe von (2), (3), (6) und (7) die Schétzfehlerdynamik
S =t~/ [lsign(iv), o)
dzo
dt
angeschrieben werden. W#hlt man die Parameter {1 und I, hinreichend grof3? (siche z.B.
2]), so ist gewahrleistet, dass beide Schétzfehler in endlicher Zeit gegen Null konvergieren,

=f(x1, 2, u,t) — lasign(Z;) (10)

2Hierbei muss jedenfalls I; > I, gelten.
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d.h.
T1(t) = Z2(t) =0 vt > Ty, (11)
wobei Ty eine positive reelle Konstante ist.

Fiir den Reglerentwurf wird eine dhnliche Vorgangsweise wie beim Beobachterentwurf
gewahlt. Zunéichst werden der Regelfehler und seine zeitliche Ableitung geméf3

de
g1 :=y—r und &y := d_tl (12)
eingefiihrt. Aus (2), (3) und (12) folgen dann unmittelbar die Differentialgleichungen
de
d_tl =&2, (13)
de d*r
d_; :f<l'1,x2,u,t) _ﬁ (14)
Der Reglerentwurf basiert auf der Annahme, dass die Funktion f(z1, xs, u,t) in der Form
flz1, e, t,u) = alxy, x9,t) + b(xy, 22, ) u (15)

dargestellt werden kann, wobei a(z1, xo,t) und b(z1, x9,t) unbekannte Funktionen sind.
Lediglich das Vorzeichen von b(z, 9, t) wird als bekannt vorausgesetzt. Fiir den Regler-
entwurf wird zunéchst die Hilfsgrofie

o=y +ae; a>0 (16)
definiert, wobei « ein Entwurfsparameter ist. Fiir o; = 0 geniigt der Regelfehler offen-
sichtlich der Differentialgleichung

dEl
dt
d.h. g1 klingt asymptotisch ab. Mit dem Regelgesetz

u=— B/ |o1[sign(or) + u, (18)

= —a¢gq, (17)

du .
d_tl = — ysign(oy) (19)
und bei entsprechender Definition der Hilfsgréfle oy erhélt man die Differentialgleichungen
do .
g 1.0, t) [ lsian(on). (20
do .
d_t2 :5(x1,$2,t) - ’yb(xhl'g,t)SZgn(O—l)- (21)

Hierbei sind 8 und v Reglerparameter, § ist eine unbekannte, aber beschréankte Funktion,
d.h.

’(5($1,I2,t>| S A V:Ul,:zzg,t, (22)

wobei A eine positive reelle Konstante ist. Man beachte, dass die Struktur des Differen-
tialgleichungssystems (20), (21) exakt die gleiche Struktur wie die Schétzfehlerdynamik
(9), (10) besitzt. Dem zufolge kann gezeigt werden, dass die Parameter § und 7 so gewéhlt
werden kénnen, dass auch o; und o5 in endlicher Zeit gegen Null konvergieren.
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4 FErgebnisse

Beobachter und Regelgesetz werden auf einem Steuergerét der Firma Bernecker & Rainer
mit einer Zykluszeit von 100ms ausgefiihrt. Fiir die Implementierung wird eine automa-
tische Codegenerierung eingesetzt, die aus einem Simulink Koppelplan C-Code erzeugt
[7]. In Tabelle 1 sind die verwendeten Entwurfsparameter angegeben.

Beobachter ‘ Regler
ll =1 a=1
lo=0.1 b =2

v =0.01

Tabelle 1: Entwurfsparameter

Zunéchst werden die Beobachterparameter [; und [y eingestellt. Dazu wird die Regel-
strecke mit Hilfe der Eingangsgréfie u ausreichend angeregt. Die Beobachterparameter
werden so gewahlt, dass die gemessene Temperatur y = x; mit dem Schétzwert &, zu-
friedenstellend gut iibereinstimmt. In einem zweiten Schritt werden die Reglerparameter
experimentell ermittelt. Den Autoren ist zum gegenwiértigen Zeitpunkt leider keine sy-
stematische Vorgangsweise zur Reglerauslegung bekannt. Aus diesem Grund ist dieser
Verfahrensschritt im Allgemeinen zeitaufwéindig. In Abbildung 4 sind exemplarisch die
Verlaufe einer vorgegebenen Referenzgrofie r und der resultierenden Regelgréfie y darge-
stellt. Es ist zu erkennen, dass y trotz unbekannter Streckendaten und Umgebungstem-

40 T T

y

35

30t

25¢

ry

20

15¢

0 500 1000 1500
t[s]

Abbildung 4: Verlauf von Referenz- und Regelgrofie
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peratur dem Wunschverlauf r asymptotisch folgt. In Abbildung 5 sind die Zustandsvaria-
blen des Beobachters dargestellt. Die Zustandsgrofie z; verlduft nahezu deckungsgleich
mit der messbaren Zustandsgrofle x; der Regelstrecke, die Zustandsgrofie 2o approximiert
die zeitliche Ableitung von z; auf zufriedenstellende Weise.

tatsachlicher Verlauf von X

== geschatzter Verlauf von X

0 500 1000 1500
t[s]

geschatzter Verlauf von X,

0 500 1000 1500
t[s]

Abbildung 5: Verldufe von zq, Z; und Z»

5 Zusammenfassung

Das in diesem Beitrag vorgeschlagene Konzept setzt zur Zustandsbeobachtung und zur
Regelung Sliding-Mode Algorithmen zweiter Ordnung ein. Aufgrund der erstaunlichen
Robustheitseigenschaften dieser Methoden werden nur wenige Streckeninformationen benétigt.
Die Einstellung der Regler- und Beobachterparameter erfolgt iiblicherweise experimentell,

was die praktische Anwendbarkeit des Verfahrens natiirlich einschrénkt.
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Zusammenfassung

In diesem Vortrag werden lineare zeitinvariante endlichdimensionale Systeme
(LTI-Systeme) mit mehreren Eingéngen und mehreren Ausgingen untersucht, so-
genannte MIMO-Systeme. Diese lassen sich durch lineare Gleichungen mit Matrizen,
deren Eintrdge Polynome im Ableitungsoperator sind, darstellen. Damit ldsst sich
das Problem der Polplatzierung als Aufgabe formulieren, zwei weitere Matrizen fiir
die Matrizendarstellung des Reglers zu suchen, so dass die Pole an gewiinschter
Stelle liegen und der Regler realisierbar ist. Es werden Bedingungen fiir die Losbar-
keit diskutiert. Es wird deutlich, dass das Problem der beliebigen Polplatzierung
mit Reglern weitaus niedrigerer Ordnung, als der durch klassische (reduzierte) Be-
obachter und Zustandsriickfithrung erzeugten, 1ésbar ist.

1 Einleitung

Die moderne lineare Regelungstheorie kennt verschiedene Verfahren, im Mehrgréfienfall
regelungstechnische Ziele zu erreichen (z.B. beobachterbasierte Zustandsregler, Regelung
mit Unbestimmtheiten, p-Synthese ...). Mit der Youla-Kucera Parametrierung kénnen
samtliche stabilisierenden Regler angegeben werden. Dabei entstehen jedoch oft aufwen-
dige Regler mit hoher dynamischer Ordnung, die in der Praxis schwer Akzeptanz finden,
weil sie von dem Anlagenpersonal nicht verstanden werden und nicht mehr gepflegt wer-
den konnen. Daher schligt dieser Artikel eine Methode vor, mit der bei vorgegebener
Reglerstruktur (z.B. P oder PI-Regler) im Mehrgréfenfall die Pole der Ubertragungs-
funktion des geschlossenen Kreises platziert werden kénnen.

In [11] wird die strengste Strukturbeschrinkung, die konstante Ausgangsriickfiihrung,
mit geometrischen Methoden untersucht. Fiir zeitdiskrete Riickwértsmodelle wird in [3]
eine Losung angegeben. Der Fall dezentralisierter Regler, also mehrerer paralleler Regler

*Korrespondenz bitte an diese Adresse
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mit je einer Mess- und Stellgrofe, wird in [5] und [6] behandelt. Weitere Untersuchungen
finden man in [4]. Der vorliegende Artikel verwendet Grobner-Basen, um bei vorgegebe-
nen Strukturen die verbleibenden Unbekannten zu bestimmen. Falls entweder nur eine
Stellgrofse oder nur eine Messgrofe zur Verfiigung stehen, geniigen Methoden der linearen
Algebra.

Dieser Artikel beruht ganz wesentlich auf |7]. Ferner wird auf algebraische Grundlagen
zurlickgegriffen, die unter anderem in [10], [9], [2] oder [13] nachzulesen sind. Eine sehr
kompakte Darstellung aus Sicht der Mathematik findet sich in [§].

Bis Abschnitt 3.1 handelt es sich um eine Ubernahme aus [7]. Die nachfolgenden
Abschnitte stellen jedoch Ergénzungen dar. Allerdings muss der Autor vorausschicken,
dass er sich mit den in Abschnitt 4 vorgestellten Methoden erst seit kurzem befasst, so
dass es sich hier lediglich um einen ersten vielversprechenden Erfahrungsbericht handelt.

1.1 Streckenbeschreibung

Bei der mathematischen Modellierung von regelungstechnischen Systemen stofst man im
Allgemeinen auf ein nichtlineares System von Differentialgleichungen:

fla, &, &, ..., %) u a,i,... u*))=0

g(m,:’c,fﬁ,...,w(kC),u,uji;,,,”,u(kD)) —y.

Darin sind die m Stellgrofsen im Vektor uw € R™ | im Vektor y € R? die p Ausgangsgrofen,
und im Vektor & € R” alle iibrigen (inneren) Systemgrofen zusammengefasst. In der
Funktion f sind r, in der Funktion g sind p Differentialgleichungen zusammengefasst.
Gegenstand dieses Artikels sind LTI-Systeme. Daher werden die Gleichungen um eine
Ruhelage (x*%, u*®) linearisiert. Dabei entstehen lineare Differentialgleichungssysteme
der Form

ka kp
d A(4) z+> Be(4)'u=0
ZZO /ZZO
2%05 (%)“w+2%Dn (%) u=y

Zur Losung der Differentialgleichungen soll die Laplace-Transformation verwendet wer-
den. Daher werden die Gleichungen Laplace-transformiert und man erhélt

Ap(s)- X + Bp(s) - U = a(s) Ap(s) € R[s]”™", Bp(s) € R[s]”™ (1a)
Cp(s)- X + Dp(s)-U =Y +b(s) Cp(s) € R[s]”*", Dp(s) € R[s]"*™ (1b)

mit Matrizen, deren Eintrage Polynome in dem Laplace-Operator s sind:

ka kp ke kp
Ap(s) = ZA,{SH Bp(s) = ZB,{SH Cp(s) = Z Cws®™ Dp(s) = ZDKSR )
k=0 k=0 k=0 k=0
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Die Anfangswerte von @ und w resultieren in den Vektoren a(s) und b(s), deren Eintrége
ebenfalls Polynome in s sind. Dieses Gleichungssystem (1) soll die zentrale Streckenbe-
schreibung des vorliegenden Artikels sein. Die klassische Zustandsdarstellung

& = Az + Bu (s — A)X — BU = z(0)
y=Cx+ Du CX+DU=Y

ist in der Streckenbeschreibung (1) enthalten, aber nicht vorausgesetzt. Beispielsweise
kénnen auch nicht realisierbare Strecken mit den Gleichungen. (1) behandelt werden.

Beschreibung des Reglers

Der Regler ist ebenfalls ein LTI-System, das die Abweichung des Messsignals y von
dem gewiinschten Signal y? in Stellsignale iiberfiihrt. Mit Regler ist in diesem Artikel
das System sdmtlicher durch den Ingenieur entworfenen Einrichtungen gemeint, z. B.
Vorfilter, Beobachter, etc. Die Laplace-Transformierte des Reglers sei

Np(s)U + Zp(s) (Y = Y%) = ¢(s)

mit den Anfangswerten c(s).

1.2 Geschlossener Kreis

Das geschlossene System hat somit die Darstellung

Ap Bp 0 X 0 CL(S)
Cp Dp —L|lU|+] 0 [Yi=]b(s)] . (2)
0 Np Zp Y —Zp C(S)

AcL BeL

Lost man das Gleichungssystem mittels der Laplace-Transformation, so erhélt man die
Ubertragungsmatrix Ger(s) = —Ag (s) - Ber(s) von den Eingangsgréfen zu den inne-
ren Grofen. Ist das Matrizenpaar (ACL, BCL) linksteilerfremd, so ist der Hauptnenner

simtlicher Ubertragungsfunktionen det Acr,(s). Ferner handelt es sich bei den Anfangsbe-
dingungen um Polynome in s. Die aus ihnen resultierenden Signale haben daher ebenfalls
als gemeinsamen Nenner det Acy,(s). Daher gilt:

Satz 1 Der geschlossene Kreis ist genau dann stabil, wenn samtliche Nullstellen von
Ap(s) Bp(s) 0
det Acp(s) =det | Cp(s) Dp(s) —1I, | =: CLCP(s)
0  Np(s) Zp(s)

in der linken offenen Halbebene liegen. Daher heifit die Determinante det Acy(s) ,,charak-
teristisches Polynom des geschlossenen Kreises®, kurz CLCP (closed loop characteristic
polynomial).

An dieser Stelle wurden ausschliefslich Stérungen aufgrund unbekannter Anfangswerte
und verdnderlicher gewiinschter Grofen angenommen. Man kann jedoch die Diskussion
um ein externes Storsignal ergénzen, was das Ergebnis nicht dndert (siche [7]).

79



2 Problem der Nullstellenzuweisung

Aufgrund von Satz 1 spielt die Determinante det Acp, Gl (2), fiir das Verhalten des
geschlossenen Systems eine entscheidende Rolle. Die Frage, ob die Pole eines Systems
beliebig platziert werden kénnen, ist gleichbedeutend mit der Frage, ob zu den konstruktiv
vorgegebenen oberen (p + r) Zeilen der Matrix Ay (s) weitere m Zeilen geeignet ergénzt
werden kénnen, so dass die Nullstellen des CLCP(s) an gewiinschten Stellen in der offenen
linken Halbebene liegen. Dem CLCP(s) sollen durch geschickte Wahl von (O, Np, Z p)
Nullstellen zugewresen werden.

2.1 Entkoppelungsnullstellen oder fixe Nullstellen

Eine Bedingung fiir die beliebige Nullstellenzuweisbarkeit findet sich bereits in [2], fultend
auf dem Konzept der ,Entkoppelungsnullstellen”(decoupling zeros) von [12]. Wenn das
Paar (Ap, Bp) nicht linksteilerfremd ist, so gibt es nach Satz 6.2 in [10], bzw. Lem-
ma 6.3-3 in [2], mindestens eine Zahl sy € C, fiir die der Rang von (Ap(so), Bp(so), 0)
nicht voll ist und daher linear abhéngige Zeilen vorhanden sind. Das bedeutet aber, dass

AP(SO) BP(S()) 0
det CP(SQ) DP(SQ) _Ip = CLCP(S()) =0 (3)
0 NP(S()) ZP(SO)

ist, und zwar unabhéngig von (Z p, N p). Diese Nullstelle kann durch Wahl eines Reglers
nicht verschoben werden, sie ist eine Entkoppelungsnullstelle bzw. fize Nullstelle. Dasselbe
gilt fiir ein nicht rechtsteilerfremdes Paar (é}i ) Dann gibt es mindestens eine Zahl s,

fiir die der Rang von (éﬁ Ejgg) nicht voll ist, was gleichbedeutend mit linear abhéngigen

Spalten ist und ebenfalls Gl. (3) zur Folge hat. Im Rahmen der Zustandsdarstellung
werden solche Systeme als nicht erreichbar bzw. nicht beobachtbar bezeichnet und das
Kriterium fiir Links- und Rechtsteilerfremdheit wird zum Hautus-Kriterium.

Wenn keine speziellen Forderungen an die Struktur oder die dynamische Ordnung
des Reglers gestellt werden, so ist die Teilerfremdheit der entsprechenden Matrizenpaare,
bzw. Erreichbarkeit und Beobachtbarkeit der Zustandsdarstellung, bereits notwendig und
hinreichend fiir die Existenz eines Reglers, der die Pole des geschlossenen Systems beliebig
platziert.

3 Nullstellenzuweisung durch Erganzung einer Zeile

Im Folgenden soll der Frage nachgegangen werden, wie mit vorgegebener dynamischer
Ordnung und Reglerstruktur die Pole beliebig platziert werden kénnen. Dabei soll der
Regler generell realisierbar sein. Da das Paar (N p, 4 p) gezielt entworfen wird, kann man
grundsétzlich voraussetzen, dass die Matrizen Np und Zp linksteilerfremd sind.
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3.1 Nullstellenzuweisung bei einer skalaren Stellgrofie

Ist die Anzahl m der Stellgréfsen eins, so ldsst sich die eine fehlende Zeile tiber einen Koef-
fizientenvergleich finden. In diesem Fall ist das Paar (N p, 4 p) lediglich ein Zeilenvektor
und die Matrix Np wird zu einem skalaren Polynom np(s). Dann ist die dynamische Ord-
nung grad np(s) und die Grade von 2% (s) diirfen den Grad von np(s) nicht iibersteigen.
Die Methode folgt im Wesentlichen der Vorgehensweise in [10], Abschnitt 6.3.1.1. Man
fasst (np, 2zh) zu einem polynomialen Zeilenvektor F5(s) mit dem Grad k; zusammen,

(np 2h) = Fhls) =D frs". (4)

Das CLCP soll k¢ Nullstellen mit den Werten s, fiir k = 1,.. ., k¢ haben. Die Forderung

lautet also
AP(S) bp(S) 0

kc
det | Cp(s) dp(s) —I, | =]](s—sn)- (5)
0 Fh(s) =

mit der dynamischen Ordnung ko des geschlossenen Systems, ko = grad det Acp,. Genau
genommen kann das Sollpolynom [[(s — s,) noch mit jedem reellen Faktor multipliziert
werden, ohne die Nullstellen zu verdndern. Jedoch kann darauf o. B. d. A. verzichtet
werden, wie man am Ende dieses Abschnitts sehen wird. Die Determinante der linken

Seite der Forderung (5) wird mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach der letzten
Zeile (0 flfg(s)) entwickelt:

ptm [ kg kg—1

4 k K
E E frs p(s):sc+g Ces™
k=1 £=0 k=0

mit den nach dem Wurzelsatz von Vieta berechneten Koeffizienten ¢, und den komple-
mentéren ((p+7r) x (p+r)) Minoren
AP(S) bp(S) 0
pe =det | Cp(s) dp(s) —I, | . (6)
0 el

Darin ist e, ein Einheitsvektor, der an der x-ten Stelle eins und sonst null ist. Die Ko-
effizienten ¢, werden in einem Vektor

T
02(007 Ci, vy Cke—2y Cko—1, 1) (7)

zusammengefasst. In gleicher Weise fasst man auch die Koeffizienten cf* der Polyno-
me p,(s) in einer Matrix M zusammen:

1 2 Pp+1
@ @ oa
P A B 2 CPerl
1 1 1 1
M: . . . . . )
1 2 +1
Gy Chy % Chy
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mit &, als dem maximalen Grad aller Minoren p,(s). Wenn man mit dem Vergleich der
nullten Potenz beginnt, erhélt man aus dem Koeffizientenvergleich von Gl. (5) das lineare
Gleichungssystem

T

0 0 fo
M

fi
M ) =C.
Iy . (8)

0

0 fkf

b7

Dieses Gleichungssystem muss nach den Regeln der linearen Algebra l6sbar sein, das
bedeutet, dass

Rang M = Rang (M, c) 9)

gelten muss. Beliebige Polplatzierbarkeit bedeutet nun, dass die Matrix M Maximal-
rang haben muss. Forderungen an die Struktur bedeuten, dass einzelne Eintrédge in fg
festliegende Werte, z. B. Null, annehmen miissen. Dies kann durch ein entsprechend un-
terbestimmtes Gleichungssystem (8) sichergestellt werden. Verbleibende Freiheitsgrade
konnen in einem zweiten Schritt nach weiteren Gesichtspunkten genutzt werden.

Abschliefsend wird die Behauptung belegt, dass das Multiplizieren des Sollpolynoms
[1(s — sx) mit einem reellen Faktor k keine Auswirkungen auf den Regler hat und damit
o. B. d. A. k = 1 gewéhlt werden kann. Ein Faktor & # 1 stiinde in Gleichung (8) als
Linearfakor vor ¢

_{( fo
M| : = kc,
fi,
woraus eine um den Faktor £ gestreckte Losung
fo fo
: =kl :
fk;f fk‘f

folgt. Man erhélt damit aus Gl. (4) ein anderes Matrizenpaar

(fin(s) Zh(s)) = (knp(s) k2h(s)) .

aber der daraus resultierende Regler bleibt fiir alle £ derselbe, denn
~ —1 ~ -1 -1
K(s) = (iip(s)) " Zh(s) = (knp(s))  kzh(s) = (np(s) "' 25(s)

3.2 Nullstellenzuweisung bei einer skalaren Messgrofie

Liegt nur eine Messgrofe bei mehreren Stellgréfien vor, so kann man das Problem auf
ein lineares zuriick fithren und analog zum vorigen Abschnitt 16sen. Die Forderung nach
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Nullstellen der Determinante einer polynomialen Matrix ist gleichbedeutend mit der For-
derung, dass die Zeilen der Matrix fiir bestimmte s = s, linear abhéngig sind. Dies
gilt jedoch dann auch fiir deren Normaldarstellung. Man sucht also m Spaltenvektoren,

die auf (ﬁf gf _01> senkrecht stehen. Diese gewinnt man aus der Uberfiihrung in die

Hermitesche Normalform!
U11 (S) U12 (S)

AP(S) BP(S)
Usi(s) Us(s)| =1 Lisa 0.
<c§§(5) d%(s) —1) T ES; T ES; ( )

Nun lautet das Problem: Suche eine polynomiale Matrix Fp(s), so dass

U12(S) ' ko
det | Fp(s) U?FQES; =[[(s =)

Es ist allerdings noch zu beachten, dass die zu Fp(s) normale Matrix (O Np =z p) mit
einer (m x r) Nullmatrix beginnen muss. Hieraus folgt, dass Fp(s) folgende Struktur

haben muss: , 0
7= (5 4pt0)

kc
det (fp(S) @U.,ED 16 - 50

32 k=1

was zur Forderung

fithrt. Dies ist wieder ein lineares Problem. Man kann die Teile von f, direkt nehmen, um
eine rechte Matrizenbruchdarstellung des Reglers zu gewinnen, oder durch Uberfithren
von fp in die Hermitesche Normalform das Paar (N P, Z p) bestimmen.

4 Nullstellenzuweisung im MIMO-Fall

Bei m > 1 wird aus dem zu ergéinzenden Zeilenvektor f5(s), Gl (4), eine polynomiale
Matrix Fp(s). Mit ihr kann das Problem analog zu Gleichung (5) formuliert werden

AP(S) BP(S) 0

kc
det | Cp(s) Dp(s) —I, | = [](s—sx)- (10)
0 Fp(s) n=0

Doch kann diese Forderung nicht einfach {iber einen linearen Koeffizientenvergleich ge-
16st werden, da die Koeffizienten nicht mehr linear auftreten. Vielmehr handelt es sich
dann um ein multilineares Problem, dem man jetzt wegen p > 1 auch nicht mehr auswei-
chen kann. Untersuchungen dazu finden sich in [11], [5] oder [6] bzw. dort angegebener
Literatur. In [7] wurde ein Weg beschritten, der mit den Mitteln der linearen Algebra aus-
kommt. Allerdings konnte dort keine Aussage iiber die Gesamtheit der Losungen gemacht
werden.

Isiehe [10] oder [2]
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4.1 Formulierung als Varietat

Ein multilineares Problem kann auch als polynomiales Problem mit Polynomen in mehre-
ren Unbekannten aufgefasst werden. Durch den Koeffizientenvergleich in s verschwindet
s als Unbekannte. Die neuen Unbekannten sind die Koeffizienten f;5 von Fp(s), als Poly-
nom in s aufgefasst. Im Folgenden soll ff: den Koeffizienten in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte der s®-Potenz bezeichnen. Die Besonderheit dabei ist, dass die Polynome in den
einzelnen Unbekannten ff: immer den Grad eins haben. Durch die Art, wie Determinan-
ten gebildet werden, treten immer Produkte von m Unbekannten auf, in denen jeweils
samtliche ¢ und sdmtliche j untereinander verschieden sind, von diesen Produkten jedoch
sdmtliche moglichen Kombinationen. In [10] und [11] ist die Entstehung der Polynome
genau beschrieben. Aus (10) erhélt man mit (7) die Gleichungen

Py =co
P Py Pey €RfY o fol, (11)
T
Py, 1 =cp.1 (Co Ckc—l) € RFe .

Die Frage nach der beliebigen Polplatzierbarkeit stellt sich dann wie folgt. Man fasst
die linke Seite von (11), die Polynome F... Py, 1, als Parameterdarstellung einer Va-
rietdit im R auf und fragt, ob diese Varietiit den gesammten R¥e ausfiillt, bzw. ob
eine implizite Darstellung existiert. Dies wird in [1| (Kapitel 2, §8) als ,Implicitization
Problem® diskutiert. Die Losung wiirde Zwangsbedingungen der Art P(cy . . . ¢y, 1) offen-
baren. Nach bisheriger Erfahrung des Autors liefern die symbolischen Rechenprogramme
Maxima und Maple, die auf der Berechnung von reduzierten Grobner-Basen beruhen,
allerdings keine Losung. Einen Ausweg mit schwéicherer Aussage bietet der Satz iiber im-

plizite Funktionen, der keine globale Aussage ermoglicht. Erfiillt ein Satz f_lol. . fkf

m7m+p
8(P0...Pkc,1)
k

und ¢ - - - ¢,—1 die Gleichungen (11) und hat die Jacobi-Matrix o an dieser

11/ m,m+p
Stelle vollen Zeilenrang, so existiert in einer offenen Umgebung eine explizite Funkti-
on ( o f:fm +p> = P(cg -+ cg,—1). Damit wére in dieser offenen Umgebung beliebige

Polplatzierbarkeit gegeben. Daher scheint es sinnvoller zunéchst zu priifen,

1. ob sdmtliche Dimensionen von mindestens einer Unbekannten [/ angesprochen wer-
den (kein P darf zu einer Konstanten entarten).

2. ob mindestens so viele Unbekannte wie Dimensionen vorhanden sind.

ky

3. ob die Jacobi-Matrix ;(OPO'“#*) vollen Zeilenrang hat, zumindest fiir fast alle
11"/ m,m+p

Werte der Unbekannten fJ) ... f ks

m7m+p :

Sind die Bedingungen erfiillt, so bestehen nach Erfahrung des Autors gute Chancen, dass
man fiir beliebige Pole zu einer Lésung kommt. Fordert man bestimmte Pole, so wird aus
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(11) die Varietét
PO =0

P (12)
ﬁkc_lzo ﬁo...ﬁkc_lelﬁ[flol...fkf ]

m7m+p

in impliziter Darstellung. Die gesuchte Losung ist dann die Menge aller auf der Va-
rietdt liegenden Punkte. Das kann man durch Elimination mithilfe von Grobner-Basen
geschlossen berechnen. Es kann dabei abzahlbar viele isolierte Punkte oder aber mehrere
Mannigfaltigkeiten als Losungen geben.

An dieser Stelle werden Grobner-Basen lediglich als Werkzeug benutzt. Eine ausfiihr-
liche Lehrdarstellung ist in [1| zu finden.

4.2 Ansatz des Reglers

Da die Berechnung der reduzierten Grobner-Basis bereits bei relativ wenigen Unbekann-
ten so aufwendig wird, dass Computeralgebraprogramme keine Losung mehr liefern, emp-
fiehlt es sich, nicht mehr Unbekannte [/ einzufiihren als bei gegebener Struktur und dy-
namischer Ordnung unbedingt nétig. Bei dem Ansatz der Matrizen Fp(s) = (Np, Zp)
ist zu bedenken, dass eine Multiplikation mit einer unimodularen Matrix U von links an
der Ubertragungsfunktion nichts dndert, denn

K(s)=—N;'Zp = —(UNp) ' UZp .

Um also nicht mehr Unbekannte einzufiihren als in der Ubertragungsfunktion wirksam
werden, empfiehlt es sich, die komplementir zu dem bereits gegebenen Minor mit dem
hochsten Grad in s stehende Matrix in Hermitescher Zeilennormalform anzusetzen. Damit
ist der hochste Koeffizient des CLCP(s) festgelegt und man vermeidet wie auch schon in
Abschnitt 3.1 das Arbeiten im projektiven Raum PR¥e. Wenn die Regelstrecke sprungfi-
hig ist, so kann es mehrere Minoren hochsten Grades geben. Auch dann sollte man Fp in
Hermitescher Zeilennormalform ansetzen, jedoch kann man dann den projektiven Raum
nicht mehr vermeiden.

4.3 Losung an einem Beispiel

Als Beispiel diene das aufrecht stehende verschiebliche Zweifachpendel aus [7], Beispiel
4.1. (Skizze in Abbildung 1). An einem Wagen auf einer waagerechten Schiene seien
zwei Pendelkorper an einander héngend montiert. Stelleingriffe seien die Kraft fy,, auf
den Wagen und ein Drehmoment dy., auf den ersten Pendelképer. Die Linearisierung
erfolgt um die aufrechte Ruhelage und ergebe mit normierten beispielhaften Werten die
Systembeschreibung (1a)

342 _ 32 1.2 _

=S 05 5= S W 1 0 "
_3¢2 13 .2 3 12 _ wag | _

05" weS 1 005 d |+1 0 1 D =al(s).
12 1.2 2.2_ 2 wag

259 100° 2% 75 P U
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Abbildung 1: Skizze des verschieblichen Zweifachpendels

Die Messgrofen seien die Position wy des Wagens und die Winkelgeschwindigkeit ¢;.
Damit lautet die Ausgabegleichung (1b)

¢ | =Y + .
0 s 0 (I)g bQ(S)

Die Ubertragungsfunktionsmatrix G(s) lautet damit

1 1 1
%84— %324‘75 382— 75
580 — 205t + 4552 st — D052 445
G(S) = —CPA_lBP =
r 13 — 1o, 253 — 60s
5 2
1 4 _ 153 2 1 4 _ 153 2
05 —s0S T4 st~ st T4D

Als Regler soll ein 2 x 2 PI-Regler mit der dynamischen Ordnung eins gewéhlt werden.
Seine Ubertragungsfunktionsmatrix K (s) sei

K s+ ki Klys + ki,
s s

Kbis+ ki Kbys+ ki,
S S

Dieser Regler hat genau sieben Freiheitsgrade. Das mag zunéchst verwundern, weil acht
Parameter angesetzt sind, jedoch folgt aus der Forderung nach der dynamischen Ordnung
eins, dass seine linke Matrizenbruchdarstellung

-1
K(s) = s 0 kP s+ KL kDys + kL,
0 s Kb s+ ki KDys + ki,
nicht linksteilerfremd sein darf, was fiir s = 0 einen Rangabfall bedeutet, mithin

0 0 K, k) | :
Ran =1 = Kk K -k =0.
g <O 0 kél /4:52 11792 21712
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Der Minor mit héchstem Grad ist det Ap(s), wie iiblich bei streng properen System. Also
wird Np in Hermitescher Normalform angesetzt:

25000  f1, fis i
0 s fyss+f3s faus+ [

mit den notwendigen sieben Unbekannten. Durch die Zahl 25000 wird der héchste Koef-
fizient des CLCP auf eins normiert. Die Pole sollen beispielhaft samtlich bei —1 liegen.
Damit erhélt man die Varietdt (11) zu

FP(S) = (Np, Zp) = (

_ 3/ ffs 1
10

215 fos | 2fafss _ 3fiafas | 3f1y _
5 + 5 10 + 10 7

2f0sf3 3710, 12 0 210,13
_ 1; 24 | 2(1)?]023 _ 750f23 + 1; 238 — 9]

2105 f2 3f0a 13 0 210, f2 3710513 1 3749
B 4 b — gooo g, — 2l 4 TRh — 7504, — T + 4500 = 35

200,78y 3103 Y 0 _ 207k 30
155+ oo — 0000fas — G35 + 2023 — =5 — g0 = 35

I fS 0 103 1 it 765
— 550 T 200 f5 — d250. T 20 fy3 + 250 — 1 = 21

fiafs 1 o
- 13584 _'_ 200f24 + % — 7

Die drei genannten Bedingungen sind erfiillt und die Suche nach einer Loésung scheint
sinnvoll. Fiir die lexikographische Monomordnung

fia > f?s > fy > f213 > f203 > for > fou

erhilt man die folgende Grobner-Basis. Dabei wurden zur besseren Ubersicht Zahlenwerte
nur durch o angedeutet:

g1 = Of§45 —©° 344+Of§43 —©° 342 +of204+of214 —©°
g2 = —0 2046+Of§45_o 2044+Of§43_o 2042+of§4_°
g3 =o 5)45_0 2044+°f§43_o 2042+Ofg4+0f§3_o
gs =0 345_0 344+Of§43_° Sf—i—of&—i—of& —©°
g5 = —20 2045+of§44 —©° 2043 +of§42 —Of204 - Of{)?,“'o
g6 = —© 2045+°f§44_o 2043+Of§)42—0f204—0f§3+0
gr = Of§45_° 344+Of§43_° 2042—1—of§4—of{)4—o.

Das Polynom g, stellt das letzte Eliminationsideal dar und ist, wie erwartet, ein Poly-
nom in nur einer Unbekannten f3,, der letzten Unbekannten in der Monomordnung. Die

Nullstellen f_204 dieses Polynoms kénnen mit géngigen numerischen Methoden bestimmt
werden. Es handelt sich um

E: 0.7144, 1.742, 1.929, 2.304, 2.333, 2.356 .
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Die iibrigen Polynome g sind jeweils in f9, und einer weiteren Unbekannten. In dieser sind
sie auRerdem linear?. Hat man also fJ, festgelegt, ergeben sich die iibrigen Unbekannten.
Es gibt daher genau sechs mdgliche Regler, die die hier gewiinschten Pole erzeugen. Es
ist selbstversténdlich nicht gesichert, dass ein Polynom sechster Ordnung sechs reelle
Nullstellen hat. Man muss also fiir jeden Polwunsch erneut feststellen, wie viele Regler
es gibt. Da die Ordnung gerade ist, konnte es auch keinen Regler geben. Wahlt man
f9, = 0.7144 erhélt man

25000 0.1737  —4846121 —8994
Fp(s) = (Np, Zp) =

0 s 42.245—19.19 0.07098s+0.7144

und \ )
193.8 - 230 — (.3598 4 42010~

K(s) =
—42.244+ 8L —(0,07098 - 114
Ein (2 x 2) PI-Regler mit dynamischer Ordnung eins ist also in der Tat ausreichend, um
im Beispiel die Pole des geschlossenen Systems zu platzieren. Dem gegeniiber hétte ein
klassischer, auf einem reduzierten Beobachter basierender Zustandsregler mit I-Anteil die
dynamische Ordnung fiinf. Man sieht, dass zur Platzierung von Polen allein recht einfache
Regler gentigen.
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Der kurze Beitrag widmet sich so manchem iiberraschenden, teils angenehmen und
teils unangenehmen Ergebnis bei der analytischen Behandlung von Automatisierungs-
systemen. Die Prisentation ist {iberwiegend an einfachen, gut iiberschaubaren Beispielen
orientiert. Diese sind zumeist auf ganz einfache Struktur abgemagert, wo fast nur mehr
das leicht verwunderliche Resultat oder der besondere Effekt iibrigbleibt. An komplexeren
Aufgabenstellungen kann es sein, dass der Effekt genauso auftritt oder aber stark verdeckt
ist, sodass man die Ursache nicht so leicht entdecken kann; durch hohere Ordnung und

iiberlagerte Verzogerungen mag er auch gar nicht mehr zum Vorschein kommen.

1 Ortskurven
1 — 3
e 2 )
2453

Welche serielle Totzeit ldsst sich vermuten, und zwar aufgrund des Phasenrands von
F,(s) = Ltk 2 (Bhattacharyya, S.P. et al., 2009).

3+s
Wurzelortskurve mit Unendlichkeitsstelle bei endlichem V', etwa bei V =1, fiir

Frequenzgangs-Ortkurven mit Spitze oder Schlinge F,(s) = _y
s=jw—jl.

1— 1—g5—g2_g3
F,(s)=V ® oder F,(s)=V G :
5+ 2 1+s+s2+s3

letztere samt Viertelkreisbogen im Unendlichen.
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2 Anfangsbedingungen

a1 Oy O3 61 52 53
zB. n=3 ApZ| ay az 0 Br2| B G 0 (5)
Qa3 0 0 ﬂg 0 0
Natiirliche Anfangsbedingungen:
x,(07) = Ap'Bp - x(0") +x,(07) = Lge - x.(07) +x,(07) (6)
——

L. 2 A;'B)

(Follinger, 0., 1961; Wunsch, G., 1971; Weinmann, A., 1988). Sie verwenden in Ma-

trizenschreibung die Anfangswert-Ubergabematrix Lg,.

Im Zustandsraum  x(t) = Ax(t) + bu(¢) u(t) = ze(t) (7)
y(t) =c'x(t) +d u(t)  y(t) = () (8)

d 0 O
ergibt sich L, = c¢’b d 0 (9)

c’Ab c'b d

und fiir die Anfangswerte der Zustandsvariablen, die der Anregung x.(0") und den nor-

malen Anfangswerten dquivalent sind,

-1
cT

x(0f)=—| c'A LoeX.(07) = O Ly x.(07) . (10)

clA?

3 Triger Restanteil der Sprungantwort

Der Standardregelkreis mit der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises

~20(s+0.15)
~ (54+0.03)(s +2)

(11)

zeigt unerwartetes Verhalten der Sprungantwort (Chen, K., 1957).

92



4 Realisierbare Tilgung einer Verkopplung

G G Riickfiih K [ G 0
Strecke G(s) = | " "2 ickfirung K(s) 7 & ( G . (12)
G21 G22 0 G22
K(s) =T '(s) - G™'(s) . (13)
Die fallweise physikalische Realisierbarkeit wiirde man aufgrund der Inversen von T, G

nicht vermuten.

5 Determinanten-Dynamik

Zweite ZustandsgrofRen und Determinantenbeziehung, ofo2.m figure(1) ogi.fig

1.8 T T T T T
1.6 m
1a e x,(i A D) -
...... V(A D )
1.2+ - zz(i At) \\‘\ -
O  exp(Qint trfA(tau)] d \tau) ’

1 . —— \det \Omega numerically |
0.8 E
0.6 |
0.4 m
0.2 E

oG |

_0_2 | Il Il Il Il
o 5 10 15 20 25 30

iAt

Figure 1: Numerisch ermittelte Zustandsgrofien, ausgewihlt nur die jeweils zweiten.

Ubereinstimmung der Ergebnisse
Fiir die zeitabhéngige Systemmatrix A(t) € R™*"
x(t) =A(t)x(t) — x(t) [wobei x(t) # eA® txq] . (14)

Gl (14) (bei z.B. n = 3) auf weitere Variable y(t), z(¢) etc. mit unterschiedlichen An-
fangsbedingungen angewandt (Bellman, R., 1970)

z1(t) () z(t) d
T(t) yaolt) za(t) — detQ(t) — @detﬂ(t):...:{tr[A(t)]}-detQ(t).
z3(t) ys(t) 23(t)

Qt) £

(15)
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In den n?-(n!) Elementen heben sich [n(n—1)]*-[(n—2)!] auf. Die verbleibenden enthalten
nur die Spur tr[A(¢)] und det Q(¢). Wegen %efot STAMIr _ o fy triAwr tr[A(¢)] lautet
die Losung

det (1) = elo TACNT qor 0 (0) . (16)

Dann ein LTI-Ergebnis, wenn A (¢) nur auflerhalb der Hauptdiagonale Zeitabhéingigkeiten

aufweist.

6 Matrizenoperationen in Dreifachvariante

Statt

oT

T=A+BK ; K- B; AT = BAK verlangt T = A BI>mIKmxnl (17)

die Erweiterungen laut Fig. 2:

oap.m figure(6), ogv.fig

1h sk
2r 10}

3b
15
20

25

Neuron
I
Neuron

Neuron
Neuron

30

357

40

45

50

i R R i i i
12 1 2 4 6 8 2 4 6
Input Input Input Input

Figure 2: Graphische Interpretation der Details der Koeffizienten-Matrix fiir

1 0
n =3, m=2, Subfigure A: B=| 0 1 |; Subfigure B: % =| (Lis®B)Ug, |;
1 0
Subfigure C: g—IT{ =|(I, ® B)Uy3|; Subfigure D: Acol T =| (I3 ® B) | Acol K.
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Verwendet wurde die Kronecker-Matrix E;; und

aM(kxl) A
oM

-[j-kyl ](:2><l2 AZZEI{:XZ ®Ek><l) . (18)

i=1j=1

weiters ein graphisches Hilfsmittel aus der Neural Network Toolbox.

7 Auffallende Matrix-Korrespondenzen

Neben der allgemeinen und meist sehr aufwéndigen Analysis mit matrixwertigen Variablen

bzw. Funktionen

AcRv™  BeRMY MeR™, ai/IA[B(M)] € RXmS

reichen in der Regelungstechnik oft solche, die wesentlich iibersichtlicher sind, wie etwa

da[b(M)]  Oa Ob

oM oM (19)

Manche Formeln sehen so aus, als hétte man félschlicherweise solche fiir Skalare

iibernommen:
A = A(f) a“(gf 1_ —tr[A” 2%—‘? : atra[A 1 (A5)"  (20)
0 T
o [(A+BK) '] =-B'(A + BK) (21)
0 M MT M\T
NS Y @

Unter Verwendung der speziellen Matrix H 24I,— A - BKC = [®(s)]! (23)

aiK det(sI, — A — BKC) = —B"[adj(sI, — A — BKC)]'C” (24)
otr[H™'] Ly otr[®(s)] 5

5e = —tr[H °] oder 5 = —tr[®(s)7] (25)

w = —i tr[®(s)"*!] Potenzieren statt Differenzieren (26)

—t1[®(s)] = (—1)" n! tr[®(s)"*'] fiir mehrfaches Differenzieren . (27)

Os™
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8 Innere Matrix-Abhangigkeiten

a% detM = adj” (M) ungiiltig bei M” =M (Geering, H.P., 1976), (28)
jedoch aiM det M = (2M ! — diag {M '})detM . (29)
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Realisierbarkeit von
verkoppelten Deskriptormodellen

Carsten Balewski, Felix Gausch
Universitat Paderborn,
Institut fiir Elektrotechnik und Informationstechnik

Pohlweg 47-49, 33098 Paderborn
carsten.balewski@uni-paderborn.de] gauschQuni-paderborn.de

Zusammenfassung

Dieser Beitrag befasst sich mit der Verkopplung von regulédren und realisierbaren
semi-expliziten Deskriptormodellen, welche zu einem Gesamtsystem in Deskriptor-
form zusammengefiigt werden. Durch die Formulierung eines geeigneten Kriteriums
soll das Gesamtsystem auf interne Realisierbarkeit iiberpriift werden kénnen. Dazu
werden Erkenntnisse aus der statischen Riickkopplung von Mehrgréfiensystemen
aufgegriffen und auf semi-explizite Deskriptormodelle ausgeweitet.

1 Einleitung

Heutzutage ist es in vielen Bereichen iiblich, groflere Aufgaben in viele kleine Teilauf-
gaben zu zerlegen und das Ergebnis {iber definierte Schnittstellen zusammenzufiigen. In
der Systemtheorie ist diese Methode sehr verbreitet, so wie auch in der Verfahrenstech-
nik, Biologie, Regelungstechnik usw. Auch viele Modellbildungen finden auf diesem Wege
statt. Die so entstandenen Teilsysteme werden dann iiber Verkopplungen zu Gesamtsys-
temen zusammengefiigt. Dadurch konnen Gesamtsysteme entstehen, die die Forderung
nach der internen Realisierbarkeit nicht erfiillen.

In dieser Arbeit soll es darum gehen, regulére, realisierbare und nichtlineare semi-explizite
Deskriptormodelle zu verkoppeln und das sich ergebene Deskriptormodell des Gesamt-
systems auf interne Realisierbarkeit zu iiberpriifen bzw. ein dafiir geeignetes Kriterium
zu formulieren.

Zu Beginn dieser Arbeit wird in Kapitel 2 ein Weg aufgezeigt, wie realisierbare nichtlinea-
re Mehrgrofiensysteme iiber eine nichtlineare statische Riickkopplung verbunden werden
und wie das sich ergebende Gesamtsystem, welches die Struktur eines semi-expliziten
Deskriptormodells aufweist, auf interne Realisierbarkeit tiberpriift werden kann. Die aus
diesen Betrachtungen gewonnenen Erkenntnisse werden anschlieSend in Kapitel 3 iiber die

*Korrespondenz bitte an diese Adresse
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Betrachtung der Regularitét und Realisierbarkeit von semi-expliziten Deskriptormodel-
len auf diese Systemklasse iibertragen. Das daraufthin hergeleitete hinreichende Kriterium
wird anschlieSend an einer Verkopplung von zwei linearen Systemen in Kapitel 5 angewen-
det und das Ergebnis mit den bekannten Kriterien fiir das Eingangs-Ausgangsverhalten
von linearen Systemen verglichen.

2 Verkopplung dynamischer Systeme

Die Eigenschaft der internen Realisierbarkeit von verkoppelten Systemen wurde schon in
2] fiir den Fall der statischen Verkopplung von nichtlinearen Mehrgrofiensystemen be-
handelt und dort beispielhaft auf Systeme in Deskriptorform ausgeweitet. Mit Hilfe der
Eigenschaften von semi-expliziten Deskriptormodellen (Kapitel 3) werden diese Betrach-
tungen in Kapitel 4 auf die statische Verkopplung von semi-expliziten Deskriptormodellen
verallgemeinert.

Zunichst aber sollen die elementaren Ergebnisse der genannten Arbeit [2] zum besseren
Versténdnis der folgenden Kapitel wiedergegeben werden.

Ausgegangen wird dort von nichtlinearen und zeitinvarianten dynamischen Mehrgrofien-
systemen der Form

x; = £i(x;, w;)

1=1,....8
Yi :Ci(xiaui) ’ 7

mit n; Zustandsgroflen x;, m; Eingangsgrofien u; und ¢; Ausgangsgréfien y;, deren stati-
sche Verkopplung iiber die Bedingung

W =w;(y1,...,¥s) + Vi,

beschrieben wird. Der Vektor v; repréasentiert dabei die Testgrofien, welche zur spéteren
Uberpriifung der internen Realisierbarkeit den Eingangsgréfien additiv iiberlagert werden.
Um eine kompaktere Schreibweise zu erreichen, werden die Gréfen wie folgt zusammen-
gefasst:

X 1= [XlT,...,XT}T dimX:n:Zni, (1)
i=1

ebenso gilt die Schreibweise der Gleichung (1) auch fiir die Eingangsgrofie u, die Aus-
gangsgrofle y, die Testgrofie v und fiir die hinreichend oft differenzierbaren vektorwertigen
Funktionen c, f und w mit den entsprechenden Dimensionen. Daraus ergibt sich nun das
verkoppelte Gesamtmodell zu

x =f(x,u
y =c(x,u) (2)
w=w(y)+v

Mit der Zusammenfithrung der beiden algebraischen Beziehungen (2), also u = w(y) +
v = w(c(x,u)) + v, kann das verkoppelte Gesamtsystem (2) in die Form eines semi-
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expliziten Deskriptormodells (3)

x = f(x,u)

(3)

0=g(x,u,v)

iiberfithrt werden. In diesem Zusammenhang wird dann von den differentiellen Variablen
x, den algebraischen Variablen u und den Deskriptorvariablen

z:= [x",u’] ’ (4)

gesprochen.

Durch die vorher durchgefiihrten Betrachtungen ist die Frage der internen Realisierbarkeit
des verkoppelten Gesamtsystems auf die Frage heruntergebrochen, welche Bedingungen
ein differential-algebraisches System in der Form eines semi-explizites Deskriptormodells
(3) erfiillen muss, um intern realisierbar zu sein, wobei die interne Realisierbarkeit nach
[2] wie folgt definiert sein soll:

Definition 1. Das Deskriptormodell (3) heifit intern realisierbar, wenn die Deskriptor-
variablen z(t) nach (4) nur von den Eingangsgrifien v(t) und/oder einem Zeitintegral
tiber sie, micht jedoch von deren zeitlichen Ableitungen abhdingen.

Zur Beurteilung der so definierten Eigenschaft der internen Realisierbarkeit wird auf das
zu (3) gehorende explizite Deskriptormodell (5)

k
z=F(z,v,v,..., (V)) (5)

zuriickgegriffen.

Nach [6] existiert unter gewissen Stetigkeitsbedingungen fiir das Differentialgleichungssys-
tem (5) eine eindeutige Losung, welche auch fiir das zugrunde liegende Deskriptormodell
(3) gilt, falls die Anfangswerte konsistent sind [1].

Aus diesen Griinden kénnen die in der Definition 1 geforderten Eigenschaften der Losung
z(t) des semi-expliziten Modells (3) an die Losung z(t) des expliziten Modells (5) gekniipft
werden. Deswegen sind explizite Deskriptormodelle die Grundlage fiir die weiteren Un-
tersuchungen der internen Realisierbarkeit.

Durch einen geeigneten rekursiven Algorithmus, wie z.B. den Shuffle-Algorithmus!, wird
das System (3) nun auf die explizite Form (5) transformiert, die die detaillierte Struktur
(6) besitzt!:

a(kgl)

x f(x,u)
7 = = -1
z= |:U-:| B - [8gdku_1] (ag;x_1 f(X, u) + Bgakv_1v 4+ 0grL_1 (\k/)) (6)

Darin ist k die hochste auftretende zeitliche Ableitung der einzelnen algebraischen Glei-
chungen in der vektorwertigen algebraischen Gleichung g; in (3), also in 0 = g = {g¢;}

!siehe z.B. [4] und [5]
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(i = 1,...,m)% Diese zeitlichen Ableitungen werden mit dem Ziel gebildet, ein modifi-
k—1
ziertes Gleichungssystem 0 = gi_1(x,u,v,... ,( v )) mit einer reguldren Jacobi-Matrix

beziiglich der algebraischen Variablen u zu erhalten. Ein solches Gleichungssystem exi-
stiert fur reguldre Deskriptormodelle [3].

Details zu den Berechnungen beziiglich der Realisierbarkeit des mit dem Modell (2) be-
schriebenen verkoppelten Gesamtsystems finden sich in [2]; es wird nur das Ergebnis
angegeben. Es ergibt sich, dass aus der Regularitat der Matrix (7)

ow Oc

{E - E%} reguldr (7)

die interne Realisierbarkeit des verkoppelten Gesamtsystems folgt. Die Matrix E ist hier-
bei die [m x m]-dimensionale Einheitsmatrix.

Auf analogem Wege wird in Kapitel 4 ein hinreichendes Kriterium fiir die interne Reali-
sierbarkeit von verkoppelten semi-expliziten Deskriptormodellen hergeleitet.

3 Regularitiat und Realisierbarkeit von semi-explizi-
ten Deskriptormodellen

Im vorherigen Kapitel 2 ist die Priifung der internen Realisierbarkeit von zusammen-
geschalteten Mehrgréfensystemen in Form von Zustandsmodellen anhand des Gesamt-
modells in Deskriptorform durchgefiihrt worden. Im Kapitel 4 sollen semi-explizite De-
skriptormodelle zusammengeschaltet werden, die selbstverstandlich dann wieder ein De-
skriptormodell als Gesamtsystem bilden. Deswegen werden im Folgenden einige wichtige
Eigenschaften von semi-expliziten Deskriptormodellen aufgegriffen.

Gegeben ist das nichtlineare semi-explizite Deskriptormodell (8)

x = f(x,z,u)
0=g(x,z,u) (8)
y = c(x,2z,u)

mit den differentiellen Variablen x = [331, . ,:z:n]T, den algebraischen Variablen z =

[zl, cee zp] T, den Eingangsgroflen u = [ul, e ,um] " und den Ausgangsgrofien y =
[yl, ceey yq} " Die hinreichend oft differenzierbare Vektorfunktion g=1[g1, -, i -- gp]T
besitzt die Dimension p.

Nun ist es wieder das Ziel, das semi-explizite Deskriptormodell (8) weiter in ein explizites

Deskriptormodell (9)

: (d)
E=F( u,..., u) 9)

y =c(§,u)

2Die Bedeutung der Variablen k beziiglich Deskriptorsysteme wird in Kapitel 3 erliutert.

100



mit der Deskriptorvariablen & := [XT, ZT}T zu transformieren.

Um dieses Ziel zu erreichen, werden die einzelnen algebraischen Gleichungen g; solange
abgeleitet, bis die algebraische Variable z in allen Gleichungen g; = 0 (¢ = 1,...,p)
aufscheint. Es ergibt sich nun die neue algebraische Gleichung (10)

91,k1—1 (@-1)
0= : = gr1(X,z,u,0,..., u ), (10)

gp,kpfl

wobei g; ,—1 bedeutet, dass in der i-ten algebraischen Gleichung nach der (k; — 1)-ten
Ableitung die algebraische Variable z vorkommt.
Um auf das Differentialgleichungssystem in (9) zu kommen, wird die Gleichung (10) noch
einmal nach der Zeit abgeleitet:
, Ogr—1.  Ogr_1. O0gr_1. 0gr—1 @
0=g = 8k P 8k L 8k L+ k-1

0z ox ou (d—1) v (11)
0 u

Fiir die Variable d gilt dann:

dgk:.n}ax {k;} < 0

i=1,..., D

Die hochste vorkommende Ableitung, also die d-te Ableitung der Eingangsgréfie u ist
kleiner gleich dem differentiellen Index k& des Deskriptormodells (8).

Unter der Annahme, dass das Gleichungssystem (10) eine regulire Jacobi-Matrix beziig-
lich z besitzt, also

0811 regulér
0z
ist, kann Gleichung (11) nach
) 0gr—1 - 0gr_1. Ok 1. 0gr—1 ()
= — o 12
‘ [ 0z } ox X+ Ju ur +8(dﬁl) " (12)

umgestellt werden. Damit existiert das explizite Deskriptormodell (9) und das semi-
explizite Deskriptormodell (8) besitzt gemif Definition 2 die Eigenschaft der Regularitit:

Definition 2. Fin semi-explizites Deskriptormodell (8) mit dem expliziten Deskriptor-
modell (9) wird requldr genannt.

Im Zusammenhang mit der internen Realisierbarkeit ergibt sich nach Definition 1, dass
die Losung der Deskriptorvariablen & nur von der Eingangsgrofie u und/oder deren Zei-
tintegral abhéngig sein darf. Dieses wird nach Gleichung (12) erreicht, wenn fiir die Grofie

d<1

gilt. Fiir ein realisierbares Deskriptormodell (8) bzw. (9) ergibt sich also fiir die Ableitung
der Deskriptorvariablen £ folgende Beziehung:

Bl ey (o o) .
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Abschlieflend lasst sich aus obigen Betrachtungen den fiir das folgende Kapitel wichtigen
Satz 1 formulieren:

Satz 1. FEs existiert zu einem semi-expliziten Deskriptormodell (8) genau dann ein

~1 .
requldr ist.
Z

explizites Deskriptormodell (9), wenn die Jacobi-Matrix

4 Realisierbarkeit verkoppelter Deskriptormodelle

vV u v u
—'» System S, Y S > System S_ Y.

ﬂ

v

w(y,,....Y,)

Abbildung 1: Struktur der verkoppelten Deskriptormodelle

In diesem Kapitel wird anhand der vorherigen Betrachtungen nun ein Kriterium zur
Uberpriifung der internen Realisierbarkeit von verkoppelten Deskriptormodellen herge-
leitet.

Ausgegangen wird von folgenden regulédren und realisierbaren semi-expliziten Deskriptor-
modellen S;, im weiteren Verlauf auch Teilsysteme genannt,

Sit x = fi(xy, 24, wy)
0 = gi(x;, 2z, u;) 1=1,...,8 (14)

yi = Ci(Xz',Zz',ui)

mit den differentiellen Variablen x;, (dim x; = n;), den algebraischen Variablen z;, (dim z;
= p;), den EingangsgroBen u;, (dim u; = m;) und den AusgangsgroBen y;, (dimy; = ¢;).
Da hier von reguléren realisierbaren Teilsystemen ausgegangen wird, gilt nach Satz 1,
dass die Jacobi-Matrix der algebraischen Gleichungen

gi regulér (15)

ist und dass nach Gleichung (13) in der Ableitung der algebraischen Variablen z; maximal
die erste Ableitung der Eingangsgrofie u; aufscheint.
Nun werden die Teilsysteme iiber die Eingangsgréffen u; und die Ausgangsgrofien y; bis
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ys mit den externen Eingangsgroflen v; tiber die Koppelgleichung (16) gemé&fi Abb. 1
untereinander verbunden:

u; :Wi(y17"'7ys)+vi (16>
Durch die Verkopplung ergeben sich neue algebraische Gleichungen g; (17)

O = g’b(xza Ziawi(xlazla uy,...,Xs,Zg, us) + VZ) = gz (17)

fiir die Teilsysteme des verkoppelten Deskriptormodells. Entsprechend den Betrachtun-
gen in Kapitel 3 muss die Jacobi-Matrix der algebraischen Gleichungen beziiglich der
algebraischen Variablen z; weiterhin regulér sein. Diese lésst sich unter Beriicksichtigung
der Koppelgleichung (16) berechnen, womit die Regularitdtsbedingung ausfiihrlich lautet:

0g; N Jg;  0gi Ou
aZi N aZZ’ 6ui aZi

. 8gz 8gz E_ aWZ 8(:2- -1 8W1%
n Gzi (9ui Byl 8112‘ 8}’1 aZi

regulér (18)

Nun wird der Blick auf die Priifung der Realisierbarkeit fiir das verkoppelte Gesamtsys-
tem in Deskriptorform gerichtet.

Durch die Bedingung (18) ist garantiert, dass die abgeleiteten algebraischen Variablen
z; in den Teilsystemen explizit vorliegen und in ihren rechten Seiten die externen Kin-
gangsgroflen v; und hochstens ihre ersten Ableitungen v; auftreten. Ein Blick auf die
Beziehungen (14) und (16) zeigt, dass in den rechten Seiten von %; nur die Eingangs-
groflen v; vorkommen. Damit ist in Analogie zu Definition 1 die Realisierbarkeit der
Teilsysteme auch nach der Verkopplung sichergestellt.

Mit den Deskriptorvariablen &, := [x!,z] ]’ kénnen nun die differential-algebraischen

1T

Gleichungen der Teilmodelle (14) in Form von expliziten Differentialgleichungen (19)
& =Fi(&, ... & up, ... 0,1, .., V) i=1,....s (19)

umgeschrieben werden. Diesen werden nun zur Beschreibung der Verkopplung die alge-
braischen Gleichungen (16)

02Wi(Y17'-'ays)+Vi_ui (20)

hinzugefiigt. Fiir die Untersuchung der Realisierbarkeit des Gesamtsystems reicht es of-
fensichtlich nach Kapitel 3 aus, sich nur der algebraischen Variablen u des verkoppelten
Systems zu widmen, so dass auch hier gelten muss, dass maximal die ersten Ableitungen
der externen Eingangsgroflen v; in der abgeleiteten algebraischen Variablen u; des ver-
koppelten Systems vorkommen diirfen.
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Um dieses zu iiberpriifen, werden nun die Koppelgleichungen (16) nach der Zeit abgeleitet:

. ow; . ow; . )
u; = 8y1}’1+---+a—ysys+vi
ow; | dcy . Jdcy . Jdc, . ow; | Oc, . dc; . Jdc, . .
= 3y, L‘?—xlxl + 8_Z1Z1 -+ a_lhm]l - ay. \[8XSXS + G_ZSZS + 5_118118}4 +v;
5 5.

Nach (14) gilt x; = f; und mit dem Ausdruck fiir z aus (13) ergibt sich

. ow,; | Ocy dc; | 0gy - g og . dcy .
i = —f - — | = —f; + —= — .
v dy1 [(‘9){1 ! 07, [8){1 0x, 1 8u1u1 + 8u1u1 et
ow; [dc,, Oc, [0g,] " (Ogs, = Ogs. des . ] .
fs_ a_ fs s a.. Ys Q.
+ dys [8xs 0z, L%(J <8xs + 8u5u + 8usu Ty
Das Ergebnis wird anschlielend matrixwertig in (21)
u; f; Vi
M|:|=R|:|+]: (21)
]:15 fS VS
zusammengefasst. Die Elemente der Matrix M = {m;;} mit 7,7 = 1,..., s ergeben sich

zZu

(

8Wi —6cz~ 0g, ! 8gz acz‘ .
E +3yi 0z, [8@} ou; 8ui]’ Y

_Ow; _% 0g; - Jg;  Jc; -y
ayj aZj aZj Guj 8uj ’ J

und die Elemente der Matrix R = {r;;} mit 7,5 =1,...,s zu

\

,8Wi -8CZ’ aCi |:ag7,:|1 8gz] . .
y =17

dy; |ox; 0z |0z;| 0Ox;

Tij: ) (23)
ow, | 0c; _ Oc; [0g;]7 Ogi|
Oy, |ox; 0z |0z, ox; |7

An Gleichung (21) ist direkt zu sehen, dass mit reguldrer Matrix M das verkoppelte
Deskriptormodell (19) und (20) auch explizit in u; dargestellt ist, wobei hochstens die
ersten Ableitungen vy, ..., v, auftreten. Der Definition 1 ist damit entsprochen und als
Ergebnis kann nun das folgende hinreichende Kriterium angegeben werden:
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Satz 2. Das durch Verkopplung (16) von reguliren und realisierbaren semi-expliziten
Deskriptormodellen (14) entstandene Gesamtsystem in Deskriptorform ist dann intern
realisierbar, wenn die Jacobi-Matrizen der durch Verkopplung entstandenen algebraischen
Gleichungen g; (17) beziiglich der Deskriptorvariablen z;, also die Matrizen gi? (18) und
die Matriz M der Gleichung (21) requldr sind. Es gilt also Z

0g;
(9zl-
M = {m;;} i,j=1,...,s regulér.

1=1,...,s reguldr und

In [4] ist ein Sonderfall der Verkopplung eines dynamischen Deskriptormodells behandelt
worden, ndmlich der der statischen Riickfithrung. Dort ist bewiesen worden, dass die In-
varianz des sogenannten Summenindexes der algebraischen Gleichungen bei Verkopplung
notwendig und hinreichend fiir die Realisierbarkeit des Gesamtsystems ist.

Eine Ubertragung dieses Gedankens soll im Verlauf weiterer Arbeiten auch auf das vor-
liegende Problem der statischen Verkopplung von mehreren dynamischen Deskriptormo-
dellen erweitert werden.

5 Abschlieflendes Beispiel

Abschlielend wird das in Kapitel 4 formulierte Kriterium auf lineare Systeme angewendet,
um seine Aussagekraft anhand der fiir die Eingangs- Ausgangsbeschreibung von linearen
Systemen bekannten Kriterien zu verdeutlichen.

|
} Y1 Il YQ ~
|

Abbildung 2: Beispiel von verkoppelten Deskriptormodellen; die strichlinierten Linien
stellen die Verkopplung der Teilsysteme 77 und 75 dar.

5.1 Losungsweg iiber verkoppelte Deskriptormodelle

Den sprungfihigen Ubertragungssystemen L; (i = 1,2) liegen die Zustandsdifferential-
gleichungen #; = a;x; + b;z; und die Ausgangsgleichungen y; = &x; + d;z; (d; # 0)
zugrunde.

Ihre Verkopplung mit der statischen Riickfithrung nach Abb. 2 wird mit den algebraischen
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Gleichungen 0 = g; = —2; + u; — v;y; beschrieben. Die Deskriptormodelle der einzelnen
Ubertragungssysteme T; lautet somit (vgl. (14) mit s = 2):

T = a;; + bz = fi(xg, z;)
0= —z+uw — vy = gi(xi, 2, u;) (24)

yi = G + dizg = ci(Ti, 2;)

Die Verkopplung der beiden Teilsysteme T; zum Gesamtsystem 7' mit den externen Ein-
gangsgroBen v; und vy geméfl Abb. 2 (strichlinierte Darstellung) wird beschrieben durch
(vel. 16)

Uy = YYa + v1 = wi(y2) + 01

25
Uy = Y1 +v1 = wa(y1) + va . (25)

~

0Gi
Nach Satz 2 sind die Matrizen a—g,i = 1,2 nach (18) und M mit den Elementen m,j,
Zi

i,7 =1,2 (vgl. (22)) auszuwerten:

~ -1

= (—1—rd)+1-(1=0-0)""0-d; = (=1 — vid;) (26)
. 811)1 —801 891 -1 (991 361_ . .
= L+ 8y1 821 |:821:| 811,1 8U1 =1+0 [ ' ] =1
811}2 —862 (992 -1 892 662_
122 + 6’y2 822 |:822:| (9u2 8u2 +0 [ ]
8w1 _802 {8@1 -1 392 (902_ |: dg :| ’ydg
mi=——— | |— ~ — | =7 ——OI
8y2 822 8,22 8u2 (‘9u2 (—1 — ’)/ng) 1+ ’72d2
oy — w2 [0 [090) M09 O [ a1 4
2 (9y1 821 (921 8u1 aul B (—1 — ’Yldl) a 1+ ’71d1
1 vda
~ M = p 1+ 72d; (27)
—1 1
1+ nd

GeméB Satz 2 ist fiir die Ausdriicke (26) und (27) zu fordern, dass

1+ yd; #0

d; ydy
1— 0
<1+’71d1> <1+72d2> 7&
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bzw.

Vi 7’é —l
(1de 1) (1 + ~adla) (28)
~ # Y1a1 Y22

dids

ist.
Nach Satz 2 ist das durch die Verkopplung entstandene Gesamtsystem in Deskriptorform
also dann intern realisierbar, wenn die Bedingungen (28) erfiillt sind.

5.2 Losungsweg iiber Ubertragungsfunktionen

Fiir das Eingangs-Ausgangsverhalten von linearen Systemen mit der Ubertragungsfunk-

tion G(s) = TZL((Z)) gilt, dass sie genau dann realisierbar sind, wenn

grad z(s) < gradn(s) (29)

gilt.

Die Ubertragungsfunktionen der realisierbaren Teilsysteme S;, ¢ = 1,2 lauten
bzéz . diS — aidi + blél

S — Qa; n S — a; .

Mit der statischen Riickkopplung u; = 2z + v;u; ergeben sich die Ubertragungsfunktionen
der riickgekoppelten Teilsysteme zu

Li diS — aidi + blél . i)ilS + ZAJZ'O

Ti(s) = —— = ... . = 0
(S) 1+ ’Ysz (1 + ’Yldl)S — aidi + biCi — a; a;1S + aio

Damit die Ubertragungsfunktionen T;(s) nach Bedingung (29) realisierbar sind, muss der
Koeffizient

bzw.

1
P 30
nEy (30)
sein.
Die Verkopplung der beiden Teilsysteme nach Abb. 2 (strichlinierte Darstellung) ergibt

das Gesamtsystem T'(s) zu®

. T1T2 . 6282 + (;15 + 60
B 1-— "}/TlTQ N EL282 + &18 + ELO '

T(s)

3Hier wird nur das Gesamtsystem beziiglich des Eingangs-Ausgangsverhaltens von v; nach ys be-
trachtet. Das Eingangs-Ausgangsverhalten vy nach y; bzw. vo nach ys besitzt ebenfalls Zahlergrad gleich
Nennergrad, wobei die Nenner beider Ubertragungsfunktionen identisch sind, so dass auch hier der Rea-
lisierbarkeitsbedingung gentige getan wird.
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Nach Bedingung (29) muss fiir die Ubertragungsfunktion 7'(s) gelten, dass der Koeffizient

ay = ydidy — y172d1dy — y1dy — Y2dz — 1 # 0
ist. Dadurch ergibt sich die Bedingung fiir die Realisierbarkeit zu

(14 y1d1)(1 + 72do)

v # i

(31)

Die auf diesem Wege gefundenen Ergebnisse (30) und (31) stimmen mit den Ergebnissen
(28) aus dem Abschnitt 5.1 iiberein.

6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Artikel wurde gezeigt, wie verkoppelte Deskriptormodelle auf interne Realisier-
barkeit untersucht werden koénnen. Dazu wurde von regulédren und realisierbaren semi-
expliziten Deskriptormodellen ausgegangen. Diese wurden dann zu einem Gesamtsystem
in Deskriptorform iiber Verkopplungen zusammengefiigt. Durch die Uberfithrung sowohl
der reguléren verkoppelten Teilmodelle als auch des Gesamtmodells in ihre expliziten De-
skriptormodelle konnte die interne Realisierbarkeit anhand des Auftretens hochstens der
ersten Ableitungen der externen Eingangsgrofien in den expliziten Differentialgleichungen
beurteilt werden; als Ergebnis ist ein hinreichendes Kriterium formuliert worden, mit wel-
chem die interne Realisierbarkeit von verkoppelten Deskriptormodellen iiberpriift werden
kann. Die Giiltigkeit dieses Kriteriums wurde dann an einer Verkopplung von linearen
System veranschaulicht.

Im weiteren Verlauf der Untersuchung der internen Realisierbarkeit sollen notwendige Kri-
terien formuliert werden. Weiterhin sollen die gefundenen Kriterien auf den sogenannten
Summenindex von Deskriptormodellen, wie in [4] definiert, ausgeweitet werden.

Literatur

[1] Deuflhard, P., A. Hohmann, F. Bornemann und M. Weiser: Numerische Mathematik.
Bd. 2. Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen. de Gruyter, Berlin, New
York, 1994.

[2] Gausch, F.: Die Realisierbarkeit verkoppelter dynamischer Systeme. e & i Elektro-
technik und Informationstechnik, 122(9):314-318, 2005.

[3] Gausch, F. und N. Vhrovac: Feedback Linearization of Descriptor Systems - A Clas-
sification Approach. 1JAA - International Journal Automation Austria, 18(1):1-18,
2010.

[4] Miiller, P.: Linearisierung und Entkopplung von Deskriptorsystemen. Shaker-Verlag,
2000.

108



[5] Vrhovac, N. und F. Gausch: MAPLE-Prozeduren zur exakten Linearisierung von De-
skriptorsystemen. Institut fiir Elektrotechnik und Informationstechnik, Universitét
Paderborn, 2004.

(6] Walter, W.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Springer DE, 1986.

109



110



Ein systemorientierter Koppelansatz fiir die
nicht-iterative Co-Simulation

Martin Benedikt
Virtual Vehicle Research Center
Area E - Electric/Electronic & Software
Inffeldgasse 21A /1, 8010 Graz
martin.benedikt@v2c2.at”

Anton Hofer
Technische Universitit Graz
Institut fiir Regelungs- und Automatisierungstechnik
Kopernikusgasse 24/11, 8010 Graz
anton.hofer@tugraz. at

Zusammenfassung

Die notwendige Extrapolation von bestimmten Koppelgrofien ist eine charakteris-
tische Eigenheit bei nicht-iterativer Co-Simulation. Diese Extrapolation entspricht
einer Schétzung und ist direkt mit einem Schétzfehler assoziiert, was zu Unge-
nauigkeiten fithrt und das simulierte Verhalten des Gesamtsystems beeinflusst. Ne-
ben dem Extrapolationsfehler treten beim nicht-iterativen Koppelprozess zusétzlich
hochfrequente Storungen und eventuell Aliasing-Effekte auf. Tiefpassfilter werden
typischerweise aufgrund ihrer Phasendrehung nicht eingesetzt. Eine systemtheore-
tische Modellierung und Analyse der unterschiedlichen Kopplungsverfahren zeigt
die wesentlichen Probleme auf. Die Formulierung der Koppelproblematik als rege-
lungstechnische Problemstellung und die anschlieBende Erweiterung der Kopplung
fiihrt zur nahezu vollstdndigen Kompensation der eingebrachten Stérungen im in-
teressierenden Frequenzbereich. Dariiber hinausgehend erlaubt der vorgeschlage-
nen Kompensationsansatz die Anwendung von Tiefpassfiltern, was infolge die Leis-
tungsfiahigkeit der Kopplung erhoht. Zusétzlich kann durch den systemtheoretischen
Zugang eine Relation zwischen der Koppelsignalbandbreite und der Koppelschritt-
weite angegeben werden. Aus dieser vorteiligen Eigenschaft ldsst sich eine sinnvoll
gewihlte Koppelschrittweite und eine - bislang unmogliche - qualitative Bewertung
der Kopplung ableiten.

*Korrespondenz bitte an diese Adresse
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1 Einleitung

In der Automobilindustrie ist heute eine fachspezifische virtuelle Entwicklung Stand der
Technik, um Zeit und Kosten zu sparen. Dabei werden in jeder Ingenieurs-Disziplin (z.B.
Mechanik, Thermodynamik, Akustik, Elektrotechnik) spezifische Modelle fiir die einzel-
nen Komponenten entwickelt und fiir sich simuliert. Einfliisse von anderen Systemen im
Fahrzeug werden nur eingeschrankt mitbetrachtet. Im Gegensatz dazu erfordert die Ent-
wicklung moderner Fahrzeuge allerdings ein Zusammenspiel aller technischen Disziplinen.
Diese Interaktionen miissen auch auf virtueller Ebene abgebildet werden, was durch zwei
Losungsansitze erfolgen kann: Entweder werden alle Simulationsmodelle in einem Si-
mulator abgebildet (Monosimulation) oder die verwendeten Modelle werden mittels einer
sogenannten Co-Simulationsplattform zusammengefiihrt [1]. Ersterer Ansatz ist aus Zeit-
griinden und der enormen Komplexitdt praktisch nicht machbar. Aulerdem werden von
den Ingenieuren fiir ihre Zwecke hochspezialisierte Simulationswerkzeuge verwendet, die
fiir die gegebene Aufgabe optimiert sind (z.B. Finite Elemente Modelle FEM, Mehrkérper
Systeme MKS, Stromungssimulation CFD, ...). Mit einem einzelnen Simulator ist es tech-
nisch kaum moglich, alle relevanten Aspekte abzubilden. Daher ist die Co-Simulation der
einzig praktikable Weg fiir eine Gesamtsimulation des Fahrzeuges.

Der Gedanke der Co-Simulation ist nicht neu [3]. Es existiert bereits ein Standard fiir
die Anbindung der Simulatoren [2]. Modelle werden unabhéingig voneinander iiber ein
definiertes Zeitintervall mit Hilfe unterschiedlicher Simulationswerkzeuge simuliert; zum
sogenannten Koppelzeitpunkt werden Daten mit anderen Simulationswerkzeugen ausge-
tauscht. Dieser Prozess wiederholt sich bis zum Ende der Simulationen. Bereits seit Jah-
ren wird daran gearbeitet und es kristallisierten sich zwei Ansétze, iterative und nicht-
iterative Methoden, zur Kopplung heraus [7]. Iterative Ansétze erfordern mehrmaliges
Riicksetzen der involvierten Simulationswerkzeuge (interne Variablen, Systemzustidnde,
Simulationszeit, ...) auf einen speziellen Zustand. Das ist jedoch aufgrund der Eigen-
heiten der Simulationswerkzeuge gesamtheitlich nicht moglich! Dem gegeniiber stehen
nicht-iterative Ansétze, wobei jedes Teilsystem genau einmal iiber den aktuellen Zeit-
schritt simuliert und die Simulationen meist nur angehalten werden. Im Falle von bidi-
rektional abhéngigen Teilsystemen erfordert diese Methodik zum Datenaustausch jedoch
eine Extrapolation von Koppelgréfien iiber den aktuell zu berechnenden Zeitschritt. Dies
fithrt zu Ungenauigkeiten. Ist eine Energiebetrachtung zwischen Teilsystemen zuléssig,
so manifestiert sich dieser Fehler als ab- oder zugefiihrte Energie, verursacht durch die
Kopplung [6].

Bislang wurden im Rahmen nicht-iterativer Co-Simulation Koppelgréfien notwendiger-
weise extrapoliert (z.B. der Endwert des vorherigen Zeitschrittes konstant gehalten), was
zu einer unerwiinschten Zeitverschiebung und somit im Falle von geschlossenen Regel-
kreisen zu Stabilitdtsproblemen fithren kann! Der klassische Ansatz ist es, die Kopplungs-
schrittweite zu reduzieren, um den eingebrachten Fehler in einem akzeptablen Bereich
zu halten. Eine allgemeine Problematik ist die sinnvolle Wahl der Kopplungsschrittwei-
te, da diese von der Dynamik der gekoppelten Teilsysteme abhéngt. Bislang wurde die
Kopplungsschrittweite mit Hilfe von Expertenwissen oder iiber naives, zeitaufwéndiges
Probieren mittels numerischer Tests bestimmt. Eine Aussage iiber die Qualitdt der Si-
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Abbildung 1: Sequentielle nicht-iterative Co-Simulation (Teilsystem 2 vor Teilsystem 1)

mulationsresultate bei nicht-iterative Co-Simulation ist jedoch auch dabei nicht moglich!
Dieser Beitrag greift die Probleme bei nicht-iterativer Co-Simulation auf und beschreibt
einen regelungstechnischen Ansatz zu deren Losung [4]. Dabei wird die nicht-iterative
Kopplung als ein Kopplungsprozess betrachtet und systemtechnisch analysiert. Basie-
rend auf diesen Uberlegungen lassen sich Ansétze zur Fehlerkompensation, zur adaptiven
Bestimmung der Koppelschrittweite und zur qualitativen Bewertung von Resultaten der
nicht-iterativer Co-Simulation ableiten.

1.1 Prinzip der nicht-iterativen Co-Simulation

Bei der nicht-iterativen Co-Simulation werden die Teilsysteme unabhéngig voneinander
simuliert und zu diskreten Zeitpunkten synchronisiert. Die problemspezifischen Schritt-
weiten der unterlagerten Solver werden als Mikro-Schrittweiten d7<"> bezeichnet, wobei
[ den Iterationsindex spezifiziert. Demzufolge findet eine Auswertung eines Teilsystems
zum Zeitpunkt ¢34 statt:

L
t6<L> _ Z 5T<l> (1)
=1

Selbige Notation kann auch fiir die Koppelschrittweiten zur Synchronisation der Teilsys-
teme eingefiihrt werden, den sogenannten Makro-Zeitschritten AT (vgl. Abb. 2 [4, 6]).

Die M-te Synchronisation erfolgt demnach zum Zeitpunkt ¢ 5*>:
M
tZM> _ Z AT <m> (2)
m=1

Generell versteht man unter Synchronisation den Austausch von Ein- bzw. Ausgangs-
grofen der gekoppelten Teilsysteme. Zu den Koppelzeitpunkten werden die numerisch
bestimmten Losungswerte den angekoppelten Teilsystemen zur Verfiigung gestellt. Exis-
tieren jedoch wechselseitige Abhédngigkeiten - interne Schleifen - zwischen den gekoppel-
ten Teilsystemen, ist eine solche Konfiguration durch den nicht-iterativen Kopplungs-
ansatz nicht losbar! Unabhéngig von der Ausfithrungsreihenfolge steht zu wenig Infor-
mation iiber die Eingangsdaten im aktuellen und zu simulierenden Makro-Zeitschritt
zur Verfiigung. Ein Ausweg aus diesem Dilemma fiihrt {iber eine Extrapolation bzw.
Schitzung der unbekannten KoppelgréBen iiber den aktuellen Makro-Zeitschritt AT<m+1>,
In Abb. 1 ist dieser Fall illustriert [6]. Beide Teilsysteme sind direkt voneinander abhéngig.
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Abbildung 2: Représentation der nicht-iterativen Kopplung als Kopplungsprozesses

Wird Teilsystem 2 zeitlich vor Teilsystem 1 simuliert, so sind fiir jeden Makro-Zeitschritt
die Eingangsdaten y(t) fiir Teilsystem 2 nicht verfiigbar. Zum Losen werden hierfiir
iiber das sog. Koppelelement, basierend auf der Historie der Koppeldaten y(t < t3M~),
zukiinfige Werte 3(t > tx™>) geschiitzt. Die Schleife kann damit zwar aufgeldst werden,
jedoch wird ein unumgénglicher Kopplungsfehler durch die Extrapolation in das System
eingebracht. Die drei wesentlichen Kopplungsprobleme lauten [4]:

1. Extrapolationsfehler verfilschen das Systemverhalten.

2. Aliasing-Effekte bzgl. der Makro-Schrittweite fithren zur Anregung tréager Sys-
temdynamiken.

3. Unstetigkeiten an den Koppelzeitpunkten konnen evtl. existierende, schnelle Sys-
temdynamiken anregen und sich auf die numerische Genauigkeit der unterlagerten
Solver auswirken.

2 Systemorientierte Betrachtung der Kopplung

Die Bewertung einer Simulation erfolgt typischerweise im Zeitbereich. Im Gegensatz zur
klassischen Simulation ist bei der nicht-iterativen Co-Simulation eine systemorientierte
Betrachtung des iibergeordneten expliziten Solvers - dem Kopplungsprozess - zuléssig.
Speziell erlaubt eine Betrachtung der Kopplung im Frequenzbereich allgemein giiltige
Aussagen.

2.1 Zeitkontinuierliche Analyse

Grundsétzlich werden bei der numerischen Simulation zu diskreten Zeitpunkten Funk-
tionswerte bestimmt, welche die exakte Losung approximieren (Abb. 2). Bei der Co-
Simulation werden diese Werte zwischen den Simulatoren zu den Koppelzeitpunkten
ausgetauscht. Auf den ersten Blick wiirde sich hierfiir eine Analyse der Kopplung im
zeitdiskreten Bereich anbieten. Komplexe Co-Simulationsanwendungen erfordern jedoch
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die Kopplung von Teilsystemen mit sehr unterschiedlichen Systemdynamiken, wodurch
auch die einzelnen Teilsysteme mit unterschiedlichen Mikro-Schrittweiten (unterschiedli-
che feste oder variable Schrittweiten) numerisch gelost werden miissen. Im Allgemeinen
fithrt dies zu einer sehr aufwandigen Analyse eines Multiraten-Abtastsystems. Interpre-
tiert man hingegen die zeitdiskreten Funktionswerte y(¢5%>) als Stiitzstellen zeitkontinu-
ierlicher Signale y(t) (Abb. 2), so kénnen die Mikro-Schrittweiten §7<> vernachlissigt
und eine Analyse der Kopplung im kontinuierlichen Zeit- oder Frequenzbereich durch-
gefithrt werden. Eine solche Interpretation ist i. A. moglich, da bei der Co-Simulation
generell die Annahme getroffen wird, dass die Mikro-Schrittweiten systembezogen bzw.
geeignet gewahlt wurden. D. h. die Koppelsignale werden ausreichend oft abgetastet, so-
dass keine Aliasing-Effekte bzgl. der Mikro-Schrittweite existieren. Die kontinuierlichen
Koppelsignale werden eindeutig durch die zeitdiskreten Funktionswerte représentiert.

2.2 Modellierung und Analyse der Kopplung

Aus systemorientierter Sicht repriasentiert der Kopplungsprozess ein kiinstlich eingefiihrtes

Teilsystem. Dessen Ubertragungsverhalten kann durch die Ubertragungsfunktion H(s)
beschrieben werden: 3(s)
y(s

His) =T 3)

Grundsétzlich soll dieses kiinstlich eingefiihrte Teilsystem das Gesamtsystemverhalten

nicht beeinflussen. D. h., das Ubertragungsverhalten der Kopplung ist im Idealfall durch

folgenden Frequenzgang charakterisiert:
H(jw) =1+ 50, Yw (4)

Um die tatséchlichen Eigenschaften der Kopplung zu bestimmen, ist eine Repréisentation
des Kopplungsprozesses im Frequenzbereich giinstig. Hierzu sind zwei wesentliche Schritte
zu beachten. Zum einen wird das kontinuierliche Koppelsignal mit der Makro-Schrittweite
zu den Koppelzeitpunkten abgetastet. Zum anderen wird eine polynomiale Extrapolati-
on durchgefiihrt. Unter der Annahme, dass kein Aliasing bzgl. der Makro-Schrittweite
auftritt, bewirkt die Abtastung ausschlieflich eine Skalierung mit 1/AT des Frequenz-
spektrums Y (jw) des Eingangssignals y(t) [8]. Im Frequenzbereich gilt fiir das abgetastete
Eingangssignal y,(t) somit:

Vi) = 5V () (5)

Erfolgt z. B. die Schéitzung der Koppelgréfien durch polynomiale Extrapolation nullter
Ordnung (ZOH), so fiihrt dies unter Beachtung der Signalabtastung (5) zur nachfolgenden
Beschreibung des Kopplungsprozesses als Ubertragungsfunktion [14]:

1 — e—sAT

H(s) = TATs (6)

Typischerweise kommen bei der nicht-iterativen Co-Simulation auch polynomiale Extra-
polationsverfahren erster, zweiter oder hoherer Ordnung zur Anwendung. Die zugehdrigen
Ubertragungsfunktion sind in [5] angefiihrt. Abb. 3 zeigt die korrespondierenden Betrags-
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Abbildung 3: Betrags und Phasengang der Kopplungselemente in Abhéngigkeit der nor-
mierten Frequenz wAT. Zusétzlich sind fiir die Kopplung effektive Bandbreiten @.op, Won
und @, fiir ZOH, FOH und SOH Extrapolation eingetragen [4].

und Phasengénge fiir polynomiale Extrapolation nullter Ordnung (zero-order-hold, ZOH),
erster Ordnung (first-order-hold, FOH) und zweiter Ordnung (second-order-hold, SOH)
in Abhéngigkeit einer normierten Frequenz wAT.

3 Ein regelungstechnischer Kompensationsansatz

Die notwendige Extrapolation von Koppelgroflen entspricht einer Schétzung und ist direkt
mit einem Schétzfehler assoziiert. Dieser Fehler kann als lokaler Diskretisierungsfehler
interpretiert werden. Eine geeignete Definition des sog. Kopplungsfehlers lautet daher:

e(t) = y(t) = y(t) (7)

Dieser Kopplungsfehler wirkt als Stérung an den Eingéingen der gekoppelten Teilsysteme
und beeinflusst dadurch das Verhalten bzw. die numerische Losung des co-simulierten
Gesamtsystems. Ohne Meta-Information® iiber die gekoppelten Teilsysteme liefert aus-
schliefllich dieser Koppelfehler Information iiber Koppelprobleme. Die grundlegende Idee

IDetailliertes Modellwissen oder spezielle mathematische Zusammenhinge zwischen den Ein- und
Ausgangsgroflen der gekoppelten Teilsysteme.
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Abbildung 4: Struktur des nahezu energieerhaltenden Kopplungselementes (NEPCE)

ist es nun, diesen Koppelfehler €(¢) fiir Kompensationszwecke zu verwenden. Im Zuge
dessen wird der extrapolierte Verlauf 7 der Koppelgroie iiber ein sog. Korrektursignal
c(t) zu einer korrigierten Extrapolation y.(t) modifiziert:

Ye(t) = y(t) + c(t) (8)

Im Idealfall (4) entspricht das Korrektursignal exakt dem Koppelfehler:

c(t) = e(t) (9)

Dieser Idealfall ist jedoch aufgrund des nicht-iterativen Prinzips der Co-Simulation nicht
umsetzbar! Der Koppelfehler kann ausschlieflich zu den Koppelzeitpunkten bestimmt
werden. Fiir eine exakte Fehlerkompensation miissten daher zukiinftige Koppelfehler vor-
ab bekannt sein, was ein akausales Kompensationssystem benotigen wiirde. Aufgrund
dieser Tatsache ist eine exakte Kompensation ausgeschlossen. Unumstrittenes Ziel ist es
aber trotzdem, die ideale Kompensation (9) bestmdoglich anzundhern. Regelungstechnisch
formuliert bedeutet dies: Das Korrektursignal soll dem Koppelfehler nachgefiihrt werden
(9). In Abb. 4 ist die grundlegende Struktur des Kopplungselementes samt Kompensati-
onspfad mit Kompensationsystem dargestellt. Die Bezeichnung “nearly energy-preserving
coupling element”, kurz NEPCE, ist durch die nahezu energieerhaltende Eigenschaft der
Kopplung motiviert [6].

3.1 Vorschlag eines Kompensationssystems

Aufgrund des Prinzips der nicht-iterativen Co-Simulation ist die Bestimmung des Kop-
pelfehlers und die Festlegung eines Korrektursignals zu den Koppelzeitpunkten festge-
legt. Konkret bedeutet das, dass das Korrektursignal iiber den nachfolgenden Makro-
Zeitschritt bereits zum aktuellen Koppelzeitpunkt bestimmt werden muss. Zusétzlich soll
das Korrektursignal moglichst einfach durch diskrete Werte reprasentiert werden konnen,
um einen erhohten Datenaustausch zwischen den Simulatoren zu vermeiden. Basierend
auf diesen Argumenten ist somit eine geeignete Realisierung der Korrektur vorzuneh-
men. Zwei Ausprigungen werden vorgeschlagen: konstante oder lineare Korrektur. Bei
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Abbildung 5: Mogliche Struktur des Kompensationssystems

einer konstanten Realisierung der Korrektur wird ein Offset und im Falle einer linearen
Realisierung der Korrektur wird eine lineare Funktion zum extrapolierten Verlauf ad-
diert [4]. Aus regelungstechnischer Sicht représentiert diese Realisierung der Korrektur
die Regelstrecke. Eine mogliche Struktur eines Kompensationssystems ist in Abb. 5 skiz-
ziert. Betrachtet man rein den Vorwértspfad, so wird der Koppelfehler aufintegriert und
z. B. die resultierende Fehlerfiiche iiber den nachfolgenden Makro-Zeitschritt gleichver-
teilt (konstante Korrektur). Die Riickkopplung bewirkt ein entsprechendes Riicksetzen
des Integrators.

3.2 Stabilitdtsanalyse des Kompensationssystems

Das vorgeschlagene Kompensationssystem (Abb. 5) besitzt eine Riickkopplung, sodass fiir
die praktische Anwendung eine Stabilitdtsuntersuchung unerlésslich ist. Die Stabilitéit des
Kompensationssystems wird dabei durch eine geeignete Festlegung des Verstarkungsfak-
tors a gewahrleistet. Die Stabilitdtsanalyse ist fiir konstante sowie auch zeitlich variable
Makro-Schrittweiten durchzufiihren.

3.2.1 Konstante Makro-Schrittweite

Bei Verwendung einer konstanten Makro-Schrittweite reprasentiert das vorgeschlagene
Kompensationssystem ein lineares zeitinvariantes (LTI) System. Damit steht eine grofie
Auswahl an méchtigen Methoden zur Verfiigung, um Kompensationssysteme stabil aus-
legen zu konnen [12]. Trotzdem enthalten die Kompensationssysteme teilweise Eigen-
schaften, speziell jene mit konstanter und linearer Realisierung der Korrektur, die eine
Stabilitdtsanalyse erschweren.

Fiir den Fall konstanter Realisierung der Korrektur lautet die Ubertragungsfunktion des

offenen Kreises (8 = 1) [4]:
a 1—eAT
- SAT  sAT

Diese Ubertragungsfunktion kann theoretisch zur Stabilitéitsanalyse herangezogen und so-
mit ein geeigneter Verstarkungsfaktor a bestimmt werden. Bei der Realisierung der kon-
stanten Korrektur iiber ein Halteglied nullter Ordnung treten jedoch zusétzlich, infolge
der notwendigen Abtastung, Aliasing-Effekte auf, sodass die angefithrte Ubertragungs-
funktion (10) die Verhéltnisse nur unzureichend beschreibt. Speziell treten bei einem

Go(s) (10)
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Abbildung 6: Blockschaltbild des Kompensationssystems mit Realisierung und explizit
angegebenen Abtastprozess

dynamisch schnell ausgelegten Kompensationssystem hochfrequente Signale im geschlos-
senen Kreis auf, wodurch Aliasing-Effekte hervorgerufen werden. Anstatt der einfachen
Skalierung infolge der Abtastung mit 1/AT miissen zusétzlich zum Basisspektrum die
Spiegelfrequenzspektren bei der Synthese mitberiicksichtigt werden [14].

Zum Ableiten einer geeigneten Ubertragungsfunktion wird das Kompensationssystem aus
Abb. 5 samt explizit angegebenen Abtastprozess umgezeichnet (Abb. 6). Zum Auslegen
des Einstellparameters « ist das Verhalten der Schleife interessant. Genauso wie bei di-
gital realisierten Regelsystemen wird in dieser Darstellung ein kontinuierliches System
iiber eine diskrete Wertefolge u,(t) angesteuert und dessen Ausgangsgrofie z(t) abgetas-
tet. Das kontinuierliche System besteht dabei aus der Realisierung der Korrektur ohne
Abtastung H(s) mit nachgeschaltetem Integrator und dem Verstarkungsfaktor, zusam-
mengefasst zur Ubertragungsfunktion G(s). Demnach ergibt sich im Bildbereich fiir die
Ausgangsgrofle des kontinuierlichen Systems

z(s) = G(s)H(s) us(s) mit G(s) =

P(s)

(67
S

(11)
und nach dem Abtastprozess fiir die getastete Ausgangsgrofie z4(s) zu
(5) = 2 3 Gls g H s 2 (s £ ) (12
2s(8) = — s+ jnwy) H (s + jnwy)us(s & jnw,).
AT 2 J J J

Unter Beriicksichtigung von z,(s) = z,(s4jnw,) lisst sich die sog. getastete Ubertragungs-
funktion Py(s) anschreiben [14]:

— Py(s) = ﬁ S Gls + jnwa) H(s % jni) (13)

Diese Beschreibung des Systems besitzt aufgrund der Abtastung geénderte Eigenschaften
und beeinflusst deshalb das Stabilitdtsverhalten enorm [16]. Zur Illustration? sind dazu

2Zum Berechnen der getasteten Ubertragungsfunktion wurde die unendliche Summe durch 21 Terme
approximiert. Der Frequenzgang enthélt bis zur halben Abtastfrequenz aufgrund der Periodizitéat die
vollstdndige Information.
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Abbildung 7: Gegeniiberstellung der Frequenzgénge bei konstanter Korrektur mit und
ohne Abtastung (AT = 1s; a = 2)

fiir den speziellen Fall konstanter Korrektur der Betrags- und Phasengang mit und ohne
Abtastung im BODE-Diagramm dargestellt (Abb. 7). Es ist ersichtlich, dass die Abtas-
tung eine Modifikation des Ubertragungsverhaltens bewirkt. Speziell bei der gewihlten
Parametrierung (AT = 1s; o = 2) erreicht das System, nach dem NYQUIST-Kriterium,
die Stabilitatsgrenze. Ohne umfassende Beriicksichtigung der Abtastung wire hingegen
noch ausreichend Phasenreserve verfiighar.

Die Auslegung des Verstirkungsfaktors anhand grafischer Uberlegungen mittels BO-
DE-Diagramm oder NYQUIST-Ortskurve ist fiir den praktischen Einsatz jedoch nicht
giinstig. Der Verstarkungsfaktor zur stabilen Auslegung soll {iber eine einfache Vorschrift
bestimmbar sein. Dazu eignet sich eine Behandlung der Syntheseaufgabe im zeitdiskreten
Bereich. Das betrachtete kontinuierliche System (11) mit konstanter Korrektur und dem
abgetasteten Eingangssignal u,(s), d.h. ohne Abtastung, lautet:

1— efsAT a

P(s) = H(s)G(s) = . AT (14)

Unter Verwendung der z-Transformation lautet die Beschreibung dieser kontinuierlichen
Ubertragungsfunktion im z-Bereich [10]

Pl)=(1-27)2 {AJO:S2} Tz g 1 (15)
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Abbildung 8: Effekt des Kompensationssystems anhand ZOH-Kopplung ohne und mit
konstanter oder linearer Korrektur

und in weiterer Folge liefert dies eine Ubertragungsfunktion der geschlossenen Schleife

T(z) = ﬁ (16)

Aus dieser zeitdiskreten Ubertragungsfunktion lésst sich nun einfach der zulissige Werte-
bereich fiir eine stabile Auslegung des Kompensationssystems mit konstanter Korrektur

angeben:
1—a| <1 (17)

Diese Stabilitdtsbedingung erlaubt zudem eine Festlegung der Pole des Systems und somit
eine Vorgabe der dynamischen Eigenschaften des Kompensationssystems, welche dessen
Leistungsfihigkeit bestimmt. Bei der Parameterwahl o = 2 befindet sich das System an
der Stabilitdtsgrenze und entspricht den Verhiltnissen im gezeigten BODE-Diagramm
(Abb. 7).

Der Effekt des Kompensationspfades bei ZOH-Extrapolation und unter Verwendung von
keiner, konstanter oder linearer Korrektur ist in Abb. 8 angefiihrt. Offensichtlich ver-
bessern beide Ansiitze zur Kompensation das Ubertragungsverhalten der Kopplung im
unteren und somit interessierenden Frequenzbereich (WAT < 0.4). Im Wesentlichen wird
die Phasendrehung stark reduziert, d. h. die Forderung (4) kann zumindest in einem be-
stimmten Frequenzbereich eingehalten werden. Koppelsignale in diesem Frequenzbereich
werden daher annédhernd fehlerfrei iibertragen.
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3.2.2 Variable Makro-Schrittweite

Wie schon fiir das Kompensationssystem mit konstanter Makro-Schrittweite AT muss
nun auch die unerldssliche Eigenschaft der Stabilitét fiir das Kompensationssystem mit
variabler Makro-Schrittweite AT'(t) gewéhrleistet werden. Die Makro-Schrittweite vari-
iert dabei zwischen der minimal AT und der maximal zuléssigen Makro-Schrittweite AT,
d.h.:

AT < AT(t) < AT (18)

Aufgrund der Tatsache, dass das vorgeschlagene Kompensationssystem immer Totzeit-
glieder in der offenen Schleife besitzt, beschreibt das Kompensationssystem (mit ge-
schlossener Schleife) ein System mit verzogertem Zustand. Diese Systemklasse ist in der
Literatur weit verbreitet und wird meist in allgemeiner Form dargestellt [9, 11, 15]

dx(t)

— = Aox(t) + Awx(t = Ti(1)), (19)

wobei T}(t) die zeitvariable Totzeit symbolisiert. Diese Systemklasse bildet auch die Basis
fiir die nachfolgende Untersuchung.

Eine typische Eigenheit von Totzeitsystemen ist die unendliche Dimensionalitéit des Zu-
standsraumes. Neben einer endlich-dimensionalen Approximation, wie z.B. iiber die
Padé-Approximation [12, 14|, bietet der Weg iiber eine endlich-dimensionale Integra-
tion gewisse Vorteile. Zum einen sind keine Uberlegungen in Bezug auf Dimension und
Stabilitdt des Ersatzsystems notwendig und zum anderen ist eine geeignete endlich-
dimensionale Interpretation iiber eine Transformation bereits in den verdffentlichten Ana-
lyseansétzen integriert. Im Prinzip wird das im unendlich-dimensionalen Zustandsraum
beschriebene System in einen endlich-dimensionalen Zustandsraum {ibergefiithrt. In der
facheinschldgigen Literatur wird dazu héufig eine Transformation erster Ordnung ver-
wendet [11, 15]. Diese Transformation basiert auf der Leibniz- Newton-Formel

x(t) — x(t — T;) = / : X(t + 6)do, (20)

-T

bei der das unendlich-dimensionale System {iiber ein Verzogerungsintervall aufintegriert
wird und in einer neuen Betrachtungsweise des Systems resultiert:

d’;_f) = (Ag+ A)x(t) — A, /_(; [Agx(t +0) + Ayx(t + 0 — T}))do (21)

Dabei wird das System mit einer einzelnen Verzoégerung in ein System mit verteilten
Verzigerungen tibergefiihrt. Diese Transformation wird Modelltransformation erster Ord-
nung bezeichnet, da hier iiber ein einziges Verzogerungsintervall integriert wird [11].

Offensichtlich besteht das transformierte System (21) aus einem verzogerungsunabhén-
gigen Teil (Ag + A1)x(t) und einem integrierenden Term, der von der Totzeit abhingt.
D. h., falls das verzogerungsunabhéngige Teilsystem asymptotisch stabil ist, so stort der
zusétzliche Integralterm, der sogenannte Storterm, das Stabilitédtsverhalten mit zuneh-
mender Verzogerung. Aus dieser Uberlegung resultiert auch die fiir die Stabilitétsanalyse
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notwendige Bedingung, dass das ungestorte System
dx(t)
dt
asymptotisch stabil sein muss [15]. Bei Erfiillen dieser Forderung bietet die Stabilitéts-
theorie nach LYAPUNOYV eine grundlegende Methodik fiir die Stabilitdtsanalyse von
Systemen mit variabler Totzeit. Die Analysemethodik basiert auf zwei wesentlichen Theo-
remen, dem LYAPUNOV-KRASOVSKII- und dem LYAPUNOV-RAZUMIKHIN-Theo-
rem [9, 11, 15]. Nachfolgend wird gezeigt, dass das vorgeschlagene Kompensationssystem
mit z. B. konstanter Korrektur basierend auf diesen generellen Ansétzen nicht analysier-
bar ist. Dabei werden vorerst etwaige Aliasing-Effekte vernachlissigt.
Die Ubertragungsfunktion der offenen Schleife beriicksichtigt die Realisierung der kon-
stanten Korrektur (vgl. 10)

= (Ag+ Ay)x(t) (22)

— €

Go(s) =

—SAT)

bl

o)
SQATQ (1
wodurch sich iiber die inverse LAPLACE-Transformation das System in Zustandsraum-
darstellung mit konstanter Makro-Schrittweite anschreiben lésst:

dilfl(t) .
a0
dry(t) = —a
Wl 8 ult) — u(t - AT))
z(t) = x1(t) (23)

Das Einfiihren einer variablen Makro-Schrittweite AT'(¢) fithrt zur gesuchten Beschrei-
bung des Systems im Zeitbereich, welches nachfolgend iiber die angefithrten Methoden
analysiert werden soll:

d$1<t> .

a - vl
d&?g(f) . —
2l - m(u(t)—U(t—AT(t)))

2(t) = x1(t) (24

Unter der Nebenbedingung u(t) = —z(t) fiir die Riuckfithrung folgt das Zustandsraummo-
dell der geschlossenen Schleife - ohne Messgleichung - in allgemeiner Form eines Systems
mit verzogertem Zustand und den beiden Dynamikmatrizen Ay und Aj;:

50 = [t o150 ]+ | g o] [ 202570 @

Ao A

Damit dieses System iiber den skizzierten Weg auf asymptotische Stabilitit gepriift wer-
den kann, muss das unverzogerte System A+ A; asymptotisch stabil sein. Diese notwen-
dige Bedingung ist hier nicht erfiillt, da das verzogerungsfreie System zwei Eigenwerte
im Ursprung der komplexen Ebene besitzt! D. h. dieses System ist in dieser Struktur fiir
variable Makro-Schrittweite und iiber die erwidhnten Stabilitdtsanalysemethoden nicht
analysierbar. Ein Ausweg wird im néchsten Abschnitt vorgeschlagen.
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3.3 Kompensation mittels Transformation

Das Kompensationssystem soll fiir eine konstante oder eine variable Makro-Schrittweite
iiber den Parameter o stabil ausgelegt werden konnen. Um den Stabilitdtsnachweis -
speziell fiir eine variable Makro-Schrittweite - zu vereinfachen, wird eine Transformati-
on eingefiihrt, sodass sich der Analyseaufwand erheblich reduziert. Diese Transformation
ermdglicht die Analyse von ausschliellich zeitdiskreten Kompensationssystemen mit kon-
stanter Rechenschrittweite. Dabei dienen die Integrale iiber den Koppelfehler je Makro-
Zeitschritt als diskrete Eingangswerte AS™~

<M>
N

ASm = e(t)dt (26)

AS™> = / c(t)dt (27)

als diskrete Ausgangswerte. Aus diesen Uberlegungen folgt eine Unabhingigkeit von der
evtl. zeitvariablen Makro-Schrittweite. Durch Verwenden der Gleichungen (26, 27) kann in
Anlehnung an Abb. 5 und 6 direkt eine diskrete Vorschrift fiir das Kompensationssystem

angegeben werden:
AT = (1= @) AS™ + afAS™ (28)

Die beiden Parameter oo und f stellen Einstellparameter des Kompensationssystems dar.
Besonders einsichtig lassen sich aus dieser Beziehung (28) direkt Wertebereiche der beiden
Parameter zur stabilen Auslegung (vgl. (17)) des NEPCE im Falle von konstanter und
variabler Makro-Schrittweiten und beliebiger realisierter Korrektur angegeben:

I1—al <1 0<p<1 (29)

Fiir den Spezialfall « = 1 (5 = 1) besitzt das Kompensationssystem dead-beat Charak-
ter, wodurch Koppelfehler umgehend im darauffolgenden Makro-Zeitschritt kompensiert
werden. Des Weiteren werden die beiden Parameter («, 8) durch

(30)

1 sonst ’ 1 sonst

Q:{ 0.02~ fiir ~ € [50%, 100%] 5:{ 0.02~ fiir ~ € [0%,50%)

auf einen einzigen prozentuellen Wert (Parameter) v € [0 — 100%] abgebildetder, das
Ausmaf} der Korrekur wiedergibt.

3.4 Einbettung von Tiefpassfiltern

Eine strukturelle Erweiterung des vorgeschlagenen Kompensationssystems stellt die Ein-
bettung von Tiefpassfiltern dar. Diese Tiefpassfilter werden bendétigt, um die eingangs
erwiahnten Aliasing-Effekte und die unerwiinschten Unstetigkeiten in den Koppelsignalen
zu unterdriicken. Grundsétzlich ist die Verwendung von Tiefpassfiltern kontraproduktiv,
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Abbildung 9: Einbettung von Tiefpassfiltern zur Unterdriickung von Aliasing-Effekten
(a) und Unstetigkeiten in den Koppelsignalen (b)

da die inhdrente Phasendrehung der angewandten Tiefpassfilter die Gesamtsimulation
mit zunehmendem Filtereffekt negativ beeinflussen. Der vorgeschlagene Kompensations-
ansatz erlaubt hingegen die Anwendung von Tiefpassfiltern.

In Abb. 9(a) ist die strukturelle Erweiterung des NEPCE mit einem Anti-Aliasing-
Filter dargestellt. Der Anti-Aliasing-Filter wird in der Bestimmung des Koppelfehlers
mitberiicksichtigt, sodass dessen negative Effekte, wie z. B. die Phasendrehung, als Kop-
pelfehler interpretiert und kompensiert werden kénnen. Wie aus dem Blockschaltbild
ersichtlich bleibt das Kompensationssystem durch diese Erweiterung unverédndert.
Unstetigkeiten treten in den Koppelsignalen nach erfolgter Extrapolation und auch im
Korrektursignal auf. Eine leicht umgezeichnete Form des Koppelelementes ist in Abb.
9(b) angefiihrt. Abermals erfolgt die Beriicksichtigung der Filtereffekte bei der Bestim-
mung der Koppelfehler. Die unerwiinschten Filtereffekte werden auch hier kompensiert.
Im Gegensatz zu vorher ist jedoch der Glattungsfilter in einer internen Schleife direkt
mit dem Kompensationssystem?® gekoppelt. Aus diesem Grund muss fiir die Anwendung
von Glattungsfiltern die Stabilitdtsanalyse neu aufgerollt werden.

3Die Anwendung von Glittungsfiltern resultiert in einem modifizierten Kompensationssystem.
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Extrapolation ‘ wAT

ZOH 0.05
FOH 0.3
SOH 0.5

Tabelle 1: Heuristisch definierte normierte effektive Bandbreiten

3.5 Generelle Anwendungsrichtlinien

Neben der angefithrten Moglichkeit zur Verbesserung der Kopplung werden in diesem
Abschnitt zwei weitere Vorteile der Darstellung der Kopplung im Frequenzbereich dis-
kutiert. In Abb. 3 sind die Frequenzgéinge typisch angewandter Extrapolationsverfah-
ren in Abhéngigkeit der normierten Frequenz dargestellt. Unabhingig von der Makro-
Schrittweite (1) lassen sich sog. effektive Bandbreiten wAT der Kopplungen (z.B. Wy,
Weon, und W) in Form einer Faustregel angeben (siehe Tab. 1) [5]. Diese normierten
effektiven Bandbreiten wurden heuristisch basierend auf ausgiebigen Versuchsreihen und
Erfahrungswerten bestimmt. Fiir die Anwendung bei der Co-Simulation kann folgende
Relation zwischen der Makro-Schrittweite AT(t), die i. A. zeitlich variabel ist, und der
maximal auftretenden Signalfrequenz w(t) angegeben werden:

W(t)AT(t) < wAT (31)

Unter der Voraussetzung, dass das nachfolgende Teilsystem ausreichend trége ist, kann
diese Uberlegung zur frequenzbasierten, adaptiven Steuerung der Makro-Schrittweite und
zur qualitativen Bewertung der Kopplungen herangezogen werden.

4 Anwendungsbeispiel - ABS-System

In diesem Abschnitt dient eine Systemsimulation eines Antiblockier-Bremssystems als
Evaluierungsbeispiel, wobei ein ABS-System (implementiert in MATLAB/SIMULINK) und
ein in ADAMS/CAR samt virtuellem Fahrer modelliertes Fahrzeug nicht-iterativ gekop-
pelt werden. Zusétzlich wird im MKS-System das Fahrmanover vorgegeben, worauf der
virtuelle Fahrer reagiert und daraufhin das ABS-System die Bremskéfte an den Réadern
entsprechend skaliert.

In Abb. 10 ist das gekoppelte Gesamtsystem dargestellt. Dabei liest das ABS-System die
aktuelle Fahrzeuggeschwindigkeit vy,,(¢) sowie die Winkelgeschwindigkeiten® der Réder
Wradvr (1), Wradwt (), Wrad hr (1), Wraan(t) ein. Aus diesen Werten werden die ABS-Steuersig-
nale waps.vr(t), wapswi(t), uapsnr(t), uapsp(t) durch den implementierten Regelungsal-
gorithmus bestimmt, der den Reifenschlupf und zusétzlich auch die Reifenbeschleunigung
zur Berechnung der Signale heranzieht. Des Weiteren liegen die Steuersignale im Intervall
0, 1] und skalieren den Fahrerwunsch bei Bremsmandévern, d. h. damit wird im Fahrzeug-
modell die vom virtuellen Fahrer gewiinschte Bremskraft bzw. das Bremsmoment skaliert.

4Bei den Winkelgeschwindigkeiten bezeichnen jeweils die Indizes die Radposition. Z.B. steht vr fiir
vorne rechts und hl fir hinten links.
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Abbildung 10: Co-Simulation eines ABS-Systems (MATLAB/SIMULINK) und eines
Mehrkorper-Fahrzeugmodells (ADAMS/CAR)

Aus Evaluierungsgriinden wurde fiir dieses Beispiel zusétzlich eine sonst typischerweise
nicht anwendbare Monosimulation durchgefiihrt. Dadurch steht eine Referenzlésung zur
Verfiigung, anhand derer die Resultate der Co-Simulation bewertet werden kénnen.

4.1 Nicht-iterative Co-Simulation

Die Anbindung der Simulationswerkzeuge und die Kopplung erfolgen unter Verwen-
dung der Co-Simulations-Plattform ICOS [1]. Beide Simulationswerkzeuge bieten fiir eine
nicht-iterative Co-Simulation maximale Anbindungsmaglichkeiten, sodass

e zu den Koppelzeitpunkten, zusétzlich zu den Werten an den Koppelzeitpunkten,
Werte des Koppelsignals zwischen den Koppelzeitpunkten (sog. Sequenzen) iiber
den vohergehenden Makro-Zeitschritt zur Verfiigung stehen und des Weiteren

e entweder eine konstante oder eine adaptiv gewihlte Makro-Schrittweite verwendet
werden kann.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden nachfolgend nur die Stellsignale des linken
hinteren Rades préasentiert, wobei einige ausgewéhlte Konfigurationen der Kopplung ein-
gesetzt wurden.

4.2 Anwendung von Korrektur und Tiefpass-Filterung

In einer ersten Betrachtung soll der Effekt der vorgeschlagenen Fehlerkompensation ver-
anschaulicht werden. Zudem wurden unterschiedliche Konfigurationen der Kopplung ein-
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Abbildung 11: Effekt von konstanter Korrektur ohne und mit Glattungsfilter (1. & 2.
Ordnung) bei Extrapolation nullter Ordnung

gesetzt. Ausschnitte der korrespondierenden Simulationsergebnisse sind in Abb. 11 dar-
gestellt. Gegeniibergestellt werden jeweils die Resultate der Monosimulation, der Extra-
polation ohne und mit zusétzlichen Modifikationen. Die Extrapolation der Koppelsignale
erfolgt in allen Fallen mittels Extrapolation nullter Ordnung.

Im Bild links erfolgte zunéchst die Anwendung einer konstant realisierten Korrektur. Es
ist ersichtlich, dass die charakteristische Treppenfunktion einer reinen ZOH-Kopplung
nach unten verschoben wird und somit im Mittel der Koppelfehler kompensiert wird.
Im mittleren und im rechten Bild wurde zusétzlich ein Glattungsfilter (1. Ordnung (Mit-
te) und 2. Ordnung (Rechts)) angewandt. Es ist ersichtlich, dass in beiden Féllen der
Koppelfehler und zusétzlich auch die, durch die Tiefpassfilter hervorgerufene, Phasen-
drehung effektiv kompensiert werden.

4.3 “Klassisches” Anwendungsproblem

Der Anwender einer nicht-iterativen Co-Simulation steht typischerweise vor dem Pro-
blem einer geeigneten Parametrierung der Kopplung. Die Ausfiihrungsreihenfolge der
Teilsysteme, die Art der Extrapolation und die Makro-Schrittweite miissen vorab festge-
legt werden. Bei der vorgestellten Methode ist zusétzlich die Art und das Ausmafl der
Korrektur zu bestimmen. Ohne detailliertes Systemwissen stellt das eine komplizierte
Aufgabe dar. Diese Problematik wird kurz aufgezeigt, siche Abb. 12.

Als erster Versuch wurde das Gesamtsystem unter Verwendung von Extrapolation zweiter
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Abbildung 12: Gegeniiberstellung der Resultate der Monosimulation und der Co-
Simulationen

Ordnung, einer konstanten Makro-Schrittweite von AT = 0.01 s und ohne Korrekturein-
griff nicht-iterativ gelost. Die gekoppelte Grofle weist erhebliche Abweichungen von der
Referenzlosung auf.

Beim zweiten Versuch wurde das Gesamtsystem unter Verwendung von Extrapolation
erster Ordnung, einer kleineren konstanten Makro-Schrittweite von AT = 0.005s und
mit linear realisierter Korrektur nicht-iterativ gekoppelt. Auch in diesem Fall sind Ab-
weichungen zur Monosimulation deutlich zu erkennen.

Als letzter Kopplungsansatz wurde das Gesamtsystem unter Verwendung von Extra-
polation nullter Ordnung, einer nochmals kleineren konstanten Makro-Schrittweite von
AT = 0.002 s und mit konstanter Realisierung der Korrektur nicht-iterativ gelost. Wie
leicht zu erkennen ist, liegen bei dieser Art der Kopplung graphisch keine Abweichungen
zum Ergebnis der Monosimulation vor.

Offensichtlich ist die dritte Variante zu bevorzugen. Diese Evaluierung ist jedoch nur auf-
grund der Kenntnis der Referenzlosung der Monosimulation moglich und bei normalen
Co-Simulationsanwendungen nicht durchfiihrbar! Welche Losung akzeptiert wird, bleibt
dem Anwender iiberlassen. Aus diesem Grund werden im néchsten Abschnitt die ange-
wandten Kopplungen und die resultierende Qualitdt der Resultate genauer betrachtet.
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Abbildung 13: Gegeniiberstellung der Ubertragungsfunktionen der eingesetzten Koppel-
elemente samt Kennzeichnung der effektiven Bandbreiten

4.4 Qualitit der Resultate

In Abb. 13 sind diesbeziiglich die Betrags- und Phasengéinge der verwendeten Kopp-
lungen angefiihrt. Es ist ersichtlich, dass die Kopplung mittels Extrapolation zweiter
Ordnung (SOH), relativ grof§ gewahlter Makro-Schrittweite von AT = 0.01 s und ohne
eine Korrekturanwendung nur eine sehr kleine effektive Bandbreite wy,, zur Verfiigung
stellt. Wesentlich besser sind die Ubertragungseigenschaften bei der Kopplung mittels
Extrapolation erster Ordnung und mit linearer Korrektur geartet (wy,y). Die grofite ef-
fektive Bandbreite bietet, wie aus den Zeitverlaufen in Abb. 12 zu erwarten, die Kopplung
iiber ZOH, mit kleiner Schrittweite AT = 0.002 s und der Anwendung konstanter Kor-
rektur. Bei dieser Art der Kopplung kénnen Frequenzen in einer Bandbreite von bis zu
W.on = 3007rad/s anndhernd fehlerfrei {ibertragen werden.

Abb. 14 zeigt in weiterer Folge die maximale Momentanfrequenz® We aps pi(t) des zu
schétzenden ABS-Steuersignals tgps pi(t). Zusétzlich zum zeitlichen Verlauf sind die vorher
erwihnten effektiven Bandbreiten (Wson, Weon, Weon) der verwendeten Kopplungsvarian-
ten angedeutet. Auf einen Blick ist ersichtlich, dass die Kopplung mittels Extrapolation
nullter Ordnung (ZOH) in diesem Fall eine ausreichend grofe effektive Bandbreite zur
Verfiigung stellt und somit das ABS-Steuersignal anndhernd fehlerfrei iibertragen werden

°Bei diesem Beispiel wurde die maximale Momentanfrequenz iiber die HILBERT-HUANG-
Transformation nach erfolgter Simulation bestimmt [13]. Es sind aber auch Methoden zur online
Schéitzung der maximalen Momentanfrequenz verfiigbar.
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Abbildung 14: Darstellung der maximalen Momentanfrequenz we qps 1 (t) des ABS-Signals
hinten links der Monosimulation samt Kennzeichnung der effektiven Bandbreiten w der
verwendeten Kopplungen

kann. Anhand dieser Grafik lassen sich z. B. auch die Koppelfehler im ABS-Steuersignal
Uqps ni(t) bei der SOH- und der FOH-Kopplung erkléren (12). In der Abb. ist z. B. eine
Abweichung um den Zeitpunkt von ¢ ~ 1.2 s zu erkennen. Genau an dieser Stelle tritt eine
hohe maximale Momentanfrequenz auf (vgl. Abb. 14), sodass die effektiven Bandbreiten
der beiden Kopplungen nicht ausreichen und somit ein nicht vernachléassigbarer Fehler in
das System eingebracht wird. Speziell dieser Fehler hat Auswirkungen auf den nachfol-
genden Verlauf der KoppelgroBlen. D. h., anhand der Resultate einer Co-Simulation kann
die Losung unter Beriicksichtigung der zuléssigen effektiven Bandbreiten bewertet wer-
den.

Abschlieflend sei angemerkt, dass bei diesem Beispiel der Verlauf der maximalen Momen-
tanfrequenz nur wenige starke Uberhdhungen enthilt. Damit nur ein vernachlissigbar
kleiner Fehler in die Simulation eingebracht wird, muss eine konstante Makro-Schrittweite
ausreichend klein gewahlt werden, damit die effektive Bandbreite zu den Zeitpunkten, wo
hohe Frequenzanteile im Koppelsignal vorliegen, gewéhrleistet werden kann. Dies fiithrt zu
langen Simulationszeiten. Abhilfe schafft hier eine adaptiv angepasste Makro-Schrittweite.
Dieser Aspekt wird nachfolgend beleuchtet.
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Abbildung 15: Gegeniiberstellung der Resultate der Monosimulation und der Co-
Simulation mit Extrapolation nullter Ordnung (ZOH) mit konstanter Korrektur und
adaptiver Makro-Schrittweitensteuerung

4.5 Adaptive Steuerung der Makro-Schrittweite

Bei diesem Co-Simulationsbeispiel ist Potential zur Reduktion der Gesamtsimulationszeit
vorhanden. Da die Schrittweitensteuerung auf bereits vergangenen Werten des Koppel-
signals basiert, kann sich nachtréglich erweisen, dass die Makro-Zeitschrittweite zu grofl
gewihlt wurde. Dies tritt vor allem dort auf, wo plotzliche Anderungen im Koppelsignal
vorkommen. Eine Moglichkeit, um den so eingebrachten Fehler nachtriglich zu kompen-
sieren, besteht durch die Anwendung der vorgestellten Korrekturmethode.

Als beispielhafte Konfiguration wurde eine Co-Simulation mit Extrapolation nullter Ord-
nung (ZOH), konstanter Korrektur (v = 75%) und adaptiv gesteuerter Makro-Schritt-
weite im zuléssigen Intervall von AT<™> € [0.001s,0.006s] durchgefiihrt. Basierend
auf der aktuell verwendeten Makro-Schrittweite AT <™~ wird abhéngig vom ermittelten
Fehler die zukiinftige Makro-Schrittweite AT<"*+'> bestimmt, siche Abb. 15. Die Koppel-
groflen sind dabei graphisch deckungsgleich mit jenen der durchgefithrten Monosimulati-
on. Zusétzlich ist im Bild unten der Verlauf der adaptiv angepassten Makro-Schrittweite
angefithrt. Dem Bild ist zu entnehmen, dass iiberall dort, wo die Bandbreite aufgrund der
aktuell verwendeten Makro-Schrittweite AT'(¢) nicht ausreicht, die Makro-Schrittweite re-
duziert wird, um eine anndhernd fehlerfreie Kopplung zu erméoglichen.

Bei diesem Beispiel werden 1044 Makro-Zeitschritte zur Losung benotigt. Im Vergleich zu
einer konstant gewahlten Makro-Schrittweite AT = 0.001 s kénnen in diesem Fall 1956
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Makro-Zeitschritte bei anndhernd gleichbleibender Genauigkeit eingespart werden!

5 Zusammenfassung

Dieser Beitrag gibt einen Einblick in eine systemorientierte Betrachtungsweise der nicht-
iterativen Kopplung fiir Co-Simulationsanwendungen. Im Gegensatz zur typischen Ana-
lyse im Zeitbereich erfolgt die Beschreibung des Koppelprozesses allgemein im Frequenz-
bereich. Darauf aufbauend fiihrt eine einfache Erweiterung durch einen sog. Kompen-
sationspfad zur erheblichen Reduktion von Extrapolationsfehlern. Basierend auf dieser
Uberlegung kann eine sinnvolle Anwendung von Gléttungsfiltern zur Reduktion von Kop-
pelnebeneffekten, wie Aliasing und Unstetigkeiten, vorgeschlagen werden. Zudem ist auch
eine frequenzabhéngige, adaptive Steuerung der Koppel-Schrittweite und eine neuartige
Methode zur Bewertung der Kopplung naheliegend. Hauptkriterium zur erfolgreichen
Anwendung ist die Bestimmung der maximalen Koppelsignalfrequenz, was auch den ak-
tuellen und zukiinftigen Forschungsgegenstand darstellt.
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Zusammenfassung
Um die Effizienz moderner Biomassefeuerungsanlagen zu steigern, ist es vorteil-
haft modellbasierte Regelstrategien zu verwenden. Die dafiir benotigten einfachen
Modelle sind allerdings nicht fiir alle Teile solch einer komplexen Anlage erstellt.
Im vorliegenden Beitrag werden die Luftzufuhren und die Rauchgasrezirkulation
von gewOhnlichen am Markt verfiigharen Biomassefeuerungen untersucht und im
Hinblick auf eine modellbasierte Regelung mathematisch modelliert.

1 Einleitung

Die Verbrennung von Biomasse zur Warmeerzeugung oder fiir Kraft-Warme-Kopplung
hat in den letzten Jahren grol an Bedeutung gewonnen. Fiir die Steigerung des Wir-
kungsgrades und der Flexibilitdt solcher Anlagen ist eine gut funktionierende Regelung
entscheidend [10, 13]. Friiher sind dafiir haupséchlich PID-Reglerstrukturen [9, 15] einge-
setzt worden. In letzter Zeit wurden auch lineare modellprédiktive Regelungen in Betracht
gezogen [11, 14]. Dabei wurden lineare Modelle hoherer Ordnung verwendet und die im
System vorhandenen Nichtlinearitdten vernachlissigt. Neue Ansétze mit modellbasierten
Regelungsstrategien, wie sie in [1, 8] vorgeschlagen werden, verwenden als Grundlage ein
einfaches nichtlineares Modell vierter Ordnung. Durch den Regler werden dabei Mas-
senstrome vorgegeben, um den Verbrennungsprozess gezielt zu beeinflussen. Diese Mas-
senstrome miissen von den Stellgeréten in den entsprechenden Versorgungsleitungen zuge-
fithrt werden und ihre Verlaufe sollen vorgegebenen Werten durch unterlagerte Regelungen
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moglichst gut folgen. Fiir eine hohe Regelgiite der gesamten Anlage ist es wichtig, dass
die unterlagerten Regelkreise schnell und exakt funktionieren. Bisher wurden dafiir experi-
mentell eingestellte PI-Regler mit einfachen Vorsteuerungen auf Basis statischer Modelle
[2] eingesetzt. Um die gesamte Anlagenregelung zu verbessern, soll nun ein vollstindi-
ger modellbasierter Ansatz verwendet werden. Ziel dieser Arbeit ist es, hierfiir geeignete
Modelle anhand einer speziellen Biomasse-Feuerungsanlage zu entwickeln. Dabei werden
die bestehenden statischen Modelle erweitert und auch die dynamischen Vorgénge der
Stellgerdte modelliert.

Zunéchst wird in Kapitel 2 die Arbeitsweise der untersuchten Biomasse-Feuerungsanlage
erlautert. Die grundlegende Vorgehensweise der Modellierung durch allgemeine Model-
lansitze wird in Kapitel 3 gezeigt. Danach wird in Kapitel 4 beispielhaft das Modell der
Sekundarluftzufuhr bestimmt und an der untersuchten Anlage mittels Messdaten verifi-
ziert. Abschliefend wird in Kapitel 5 ein kurzer Ausblick fiir den dauerhaften Einsatz der
Modelle an unterschiedlichen Biomasse-Feuerungsanlagen angegeben.

2 Untersuchte Biomasse-Feuerungsanlage

Die fiir die Modellbildung notwendigen experimentellen Untersuchungen wurden an ei-
ner typischen Flachschubrost-Feuerungsanlage fiir stiickige Biomasse (sieche Abbildung 1)

durchgefiihrt.
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Abbildung 1 — Schematische Darstellung der untersuchten Biomasse-Rostfeuerung (1 Pri-
mérverbrennungszone, 2 Sekundérverbrennungszone, 3 Wiarmeiibertrager)
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Wie bei modernen Anlagen iiblich, wird die Verbrennung in eine Primér- und eine Se-
kundérverbrennungszone raumlich aufgeteilt und jeweils mit einer eigenen Luftzufuhr
(Primér- und Sekundérluftzufuhr) versorgt [13]. In die Primérverbrennungszone werden
neben der Primérluft auch der Brennstoff und und ein Teil des sauerstoffarmen Rauchgases
zur Temperaturbeeinflussung (Rauchgasrezirkulation) eingebracht. Der Verbrennungspro-
zess wird bei dieser Anlage iiber die Brennstoffzufuhr, die Primérluftzufuhr, die Sekun-
dérluftzufuhr und die Rauchgasrezirkulation beeinflusst.

Die Brennstoffzufuhr erfolgt hierbei durch eine Forderschnecke, wobei der Brennstoffmas-
senstrom ndherungsweise proportional der Schneckendrehzahl ist. Fiir die modellhafte
Bestimmung des Brennstoffmassenstromes wird dieser einfache proportionale Zusammen-
hang verwendet. Der Proportionalitdtsfaktor wird dabei ndherungsweise aus konstanten
Prozessdaten berechnet.

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich nun auf die Modellbildung der Luftzufuhren bzw.
der Rauchgasrezirkulation. Dabei wird die Gasstromung in den jeweiligen Rohrleitungen
von Ventilatoren mit frequenzgesteuerten Asynchronmaschinen erzeugt, welche in einem
bestimmten Frequenzbereich kontinuierlich verstellt werden kénnen. Fiir eine Erweite-
rung des Stellbereiches und eine schnelle Regulierung der Massenstrome werden Klappen
verwendet, welche iiber Stellmotoren kontinuierlich positioniert werden. Zur Messung der
Massenstrome werden Prandtlrohre sowie Heiflfilm-Luftmassensensoren eingesetzt. Fiir
die Modellierung dieser Gaszufuhren werden die Einfliisse der Klappen und Ventilatoren
auf die Druckverhéltnisse in den Rohrleitungen ermittelt. Deshalb wurden an der un-
tersuchten Biomasse-Feuerungsanlage (speziell bei der Rauchgasrezirkulation) zusétzliche
Drucksensoren angebracht.

3 Vorgehensweise bei der Modellbildung

Grundsétzlich wird bei der Modellierung der betrachteten Gaszufuhren (siehe Abbildung
2a) der Zusammenhang zwischen Ventilatordrehzahl w, Klappenstellung ¢, Druckunter-
schied Ap und resultierendem Massenstrom m ermittelt. Zunéchst werden die Verhéltnis-
se zwischen Druck und Volumen- bzw. Massenstrom betrachtet. Aufgrund der geringen
Druckunterschiede in den untersuchten Rohrleitungen kann dabei in erster Ndherung von
einem statischen Zusammenhang ausgegangen werden. Im Gegensatz dazu diirfen die dy-
namischen Vorgénge der Stellorgane, wie etwa das Hochfahren des Ventilators auf eine
Solldrehzahl wg,; bzw. das Anfahren einer neuen Klappenstellung ¢g,;, nicht vernach-
lassigt werden. Somit kann man das Modell in einen statischen und einen dynamischen
Teil aufsplitten. Aus systemtechnischer Sicht (siehe Abbildung 2b) handelt es sich um ein
MISO-System mit zwei Eingangsgrofien wg,; und @, einer messbaren Storgrofie Ap und
einer Ausgangsgrofie m.

3.1 Modellierung der Druck- und Massentstromverhéltnisse

Zur Ermittlung des statischen Zusammenhanges zwischen Druckdifferenz Ap und Mas-
senstrom 7 in den Rohrleitungen werden die vorherrschenden physikalischen Verhéltnisse
durch eine geeignete Kombination einfacher stromungsmechanischer Phénomene mathe-
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Abbildung 2 — Betrachtete Gaszufuhren

matisch nachgebildet. Hierfiir werden in den Abschnitten 3.1.1 - 3.1.4 die aus [2] bekannten
Modellansétze kurz erldutert und um fehlende Zusammenhéinge erweitert. Ferner wird in
den Abschnitten 3.1.5 bzw. 3.1.6 gezeigt wie diese Modellansétze zu einem vollstéindigen
statischen Modell untereinander kombiniert bzw. an andere Gastemperaturen angepasst
werden konnen.

3.1.1 Druckabfall in einem Rohr

Bei einer Gasstromung durch eine Rohrleitung (siehe Abbildung 3) entsteht aufgrund von
Reibungseffekten ein Druckabfall.

e — |

P1 —=>1m P2

Abbildung 3 — Druckabfall in einem Rohr

Dieser Druckabfall (in weiterer Folge als ,rohriger* Druckabfall bezeichnet) kann bei
Verwendung hydraulisch glatter Rohre innerhalb eines Bereiches der Reynolds-Zahl Re
2320 < Re < 10° durch

Ap:=py—p1 = —é1vl'75 (1)
mit

Rl _ 0'242%770’2500’75 (2)
sehr gut beschrieben werden. Hierbei sind D der Rohrdurchmesser, L die Rohrlinge, p
die Dichte, n die dynamische Viskositdt und V' der Volumenstrom. Setzt man in diese
Gleichung die Relation '

m="Vp (3)

ein, so erhélt man den gesuchten Zusammenhang zwischen Druckabfall Ap und Massen-
strom m

Ap = —R1m1'75 (4)
mit I
Ry = 0.242 02 2. (5)

Durch R; wird der Widerstandsbeiwert bei ,rohrigem* Druckabfall symbolisiert.
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3.1.2 Druckabfall an einer Blende

Bei der Gasstromung durch eine Blende (siche Abbildung 4) kann der Druckabfall Ap (in
weiterer Folge als ,,blendiger® Druckabfall bezeichnet) durch

Ap = ps — py = —RpV? (6)
mit ]
2P
H2 = 2 a2 A? (7)

beschrieben werden. Dabei sind p die Dichte, A; die Querschnittsfliche der Blendenéffnung
und V der Volumenstrom. Die dimensionslose Durchflusszahl o wird aus geometrischen
Parametern der Blende und des Stromungsprofiles und der Kontraktionszahl p berechnet
und ist in [6] angegeben. Unter Beachtung von (3) erhilt man

Ap = —Rym? (8)

m:%(iﬁf. ()

Hierbei symbolisiert Ry den Widerstandsbeiwert bei ,,blendigem* Druckabfall.

mit

|
p2dwmp3

Abbildung 4 — Druckabfall an einer Blende

3.1.3 Druckabfall an einer Klappe

Wird die Rohrstromung mit Hilfe einer Klappe gedrosselt, so hat sich in Versuchen erge-
ben, dass dieses Verhalten naherungsweise durch einen ,blendigen® Druckabfall beschrie-
ben werden kann (siehe Abschnitt 3.1.2). Der einzige Unterschied im Modell besteht darin,
dass die wirksame Querschnittsfliche der Blendendffnung Ay und somit auch der Wider-
standsbeiwert Ry geméfl Gleichung (8) Funktionen der Klappenstellung ¢ sind:

@%@@:>m%&@zﬂmkﬂ. (10)

Aus Messungen wurde ersichtlich, dass sich die Funktion Ry(¢), aufgrund der groBen An-
derungsrate bei nahezu geschlossener Klappe, nur schlecht mathematisch abbilden l&sst.
Um den Zusammenhang zwischen Klappenstellung und Widerstandsbeiwert besser zu er-
fassen wird Gleichung (10) umgeformt und der Klappenleitwert ¢y eingefiihrt:

o) = == = vAule)  mit 7= ﬁ% (11)
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Abbildung 5 — Unterschiedliche Klappentypen

Im Rahmen der durchgefiihrten Versuche wurden typische Drosselklappen (siche Abbil-
dung 5(a)) und Drosselklappen mit Dichtringen (siehe Abbildung 5(b)) untersucht.

Bei letzteren handelt es sich um Sonderanfertigungen um die Dichtheit der geschlosse-
nen Klappen zu verbessern. Dabei sind an der Rohrinnenwand sogenannte Dichtringe
aufgeschweifit. Je nach verwendetem Klappentyp sind die Funktionen A;(¢) und co(y)
unterschiedlich. Sie werden in weiterer Folge anhand geometrischer Uberlegungen niher
erlautert.

(a) Typische Drosselklappe:

Wird eine typische Drosselklappe (siehe Abbildung 5(a)) verwendet, so kann die
Offnungsfliiche A4(y) in erster Naherung iiber die Differenz der kreisfsrmigen Rohr-
querschnittsfliche und der projizierten ellipsenformigen Klappenfliche gemafl der
Relation

Adlp) = m1(1 = cosy) (12)
angegeben werden. Dieser geometrische Ansatz ist allerdings nur bedingt giiltig, da
beim Winkel ¢ = 7/2 die Fliche A4(¢) gleich der Rohrquerschnittsfliche wére,
welche aber in Wirklichkeit um die Anstromflache der Welle reduziert wird. Aufler-
dem existiert (aufgrund von Fertigungstoleranzen) auch bei vollstéandig geschlossener
Klappe ein nicht vernachléassigbarer Spalt, durch den das Gas stréomen kann. Deshalb
wird in der Praxis der empirisch ermittelte Ansatz

Ad(cp) = AAd . sin2(g0) + AdO (13)
mit
AAg = 7r?s (14)

beniitzt. Hierbei entsprechen Ayy der Spaltfliche bei geschlossener Klappe und A Ay
der maximalen variablen Offnungsfliiche. Der Geometriefaktor ¢ reduziert die Rohi-
querschnittsflache auf die, durch den Winkel der Klappenstellung verdnderbare Fla-
che und befindet sich typischerweise im Intervall (0.5, 1). Wird der Ansatz aus Glei-
chung (13) in Gleichung (11) eingesetzt, so ergibt sich fiir den Klappenleitwert

ca(p) = Acy - sin®(p) + cao (15)
mit den Konstanten

Aco =~vAA;  und ¢y = YAw. (16)
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(b) Drosselklappe mit Dichtringen:

Fiir eine Drosselklappe mit Dichtringen (sieche Abbildung 5(b)) liefert die Funktion
Aq(p) geméB (13) keine zufriedenstellenden Ergebnisse. Das liegt daran, dass die
Stromung bei nahezu geschlossener Klappe aufgrund der Dichtringe stédrker behin-
dert wird und in diesem Bereich der prinzipielle Verlauf fiir die Offnungsfléiche Ag()
von dem der typischen Drosselklappe abweicht. Um dieses Verhalten mathematisch
zu erfassen, wurden fiir unterschiedliche Klappenstellungen die Klappenleitwerte co
aus Messdaten ermittelt und iiber die Klappenstellung ¢ aufgetragen (siehe Abbil-
dung 6 - Drosselklappe mit Dichtringen). Werden diese diskreten Messwerte zu einer
Kurve ca(p) verbunden, so besitzt diese (im vorliegenden Fall) zwei Wendepunkte
und kann durch ein Polynom der Ordnung n, mit den Polynomkoeffizienten g;

ca(p) = Z g’ (17)

beschrieben werden. Um die Funktion c¢y(p) einfach zu halten wird die Ordnung
n, so klein wie moglich gewéhlt und befindet sich bei den untersuchten Klappen
zwischen vier und sieben.

In Abbildung 6 sind die mit den Modellen (16) und (17) berechneten Klappenleitwerte den
aus Messdaten berechneten Klappenleitwerten fiir typische Drosselklappen und Drossel-
klappen mit Dichtringen gegeniibergestellt. Die Koeffizienten der Modelle wurden dabei
mittels numerischer Optimierungsalgorithmen aus experimentell ermittelten Messdaten
berechnet. Die Polynomordnung betrédgt hierbei n, = 7.

x 107
3.5
3 gp‘_ . XL CEELY LEXY - ET
Typische Drosselklappg IR
8 25 -
+ ,"
2 >
B e
E &" —“--6_-
g 15 P . »'g\
& B & I
E; "/ A Drosselklappe mit Dichtringen
o1 K" B
_," “—&—"
0.5 ":Z&' O Messung [|
@ -%- Modell
0 T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Klappenstellung ¢ [%)]

Abbildung 6 — Klappenleitwerte fiir typische Drosselklappen und Drosselklappen mit
Dichtringen als Funktionen der Klappenstellung

Wie man erkennt, ist der Klappenleitwert beider untersuchter Klappentypen ab einer
Klappenstellung von ¢ = 75% niherungsweise konstant. Das bedeutet, dass Klappenstel-
lungen grofler 75% den Massenstrom nicht weiter erhohen und somit nicht angefahren
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werden miissen. Fiir die Ermittlung des Druckabfalles an der Klappe wird der Klappen-
leitwert cy(p) entsprechend Gleichung (11) in den ,blendigen Widerstandsbeiwert Ry
umgerechnet und in Gleichung (8) eingesetzt. Man erhilt fiir das statische Modell einer

Klappe 2
A== [szo)} ' (18)

3.1.4 Druckanhebung eines Ventilators

Die erzeugte Druckanhebung Ap ist bei den betrachteten Radialventilatoren nédherungs-
weise proportional dem Quadrat der Ventilatordrehzahl w und kann durch den einfachen
Ansatz

Ap=cyw? mit ¢y =cyp (19)

beschrieben werden [5]. Hierbei stellt ¢y die Ventilatorkonstante, p die Dichte des stro-
menden Gases und ¢y, die auf die Dichte bezogene Ventilatorkonstante dar, wodurch die
Abhéngigkeit der Druckanhebung von der Gasdichte gezeigt wird. Aufgrund von Reibungs-
verlusten nimmt die erzeuge Ventilatordruckerhéhung Ap mit steigendem Massenstrom
m ab. Dieses Phdanomen wird vom Hersteller fiir den jeweiligen Ventilatortyp mit Hilfe
einer Ventilatorkennlinie erfasst z.B. [7]. Da diese Reibungsverluste im Wesentlichen ei-
nem ,rohrigen” und/oder einem ,blendigen“ Druckabfall entsprechen, wird Ansatz (19) fiir
die Ventilatordruckerhthung mit dem eines ,rohrigen“ Druckabfalles (Widerstandsbeiwert
Ry) bzw. dem eines ,blendigen“ Druckabfalles (Widerstandsbeiwert Ry) kombiniert:

Ap = cyw? — Rymn"™ — Rym?. (20)

3.1.5 Kombination der stromungsmechanischen Modellansétze

Fiir die statische Modellierung einer gesamten Gaszufuhr werden die erwahnten Model-
lansétze miteinander kombiniert. Soll beispielsweise eine Rohrleitung mit Ventilator und
Klappe mathematisch nachgebildet werden (siehe Abbildung 7), so wird der Zusammen-
hang von Druckdifferenz Ap (zwischen Modellaus- und Modelleingang) und Massenstrom
m wie folgt beschrieben:

Ap = p3 — po = cyw? — Ryn™™ — Ry()m?. (21)

@ > :(90 D3

Abbildung 7 — Modell einer beispielhaften Gaszufuhr

Dabei beinhalten die beiden Widerstandsbeiwerte Ry und R, auch den Druckabfall im
Ventilator. Um bei bekannter Druckdifferenz Ap, vorgegebener Klappenstellung ¢ und
Ventilatordrehzahl w den Massenstrom 7 zu bestimmen, muss Gleichung (21) umgeformt

Ryt ™ + Ry (p)n? = cyw? — Ap (22)
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und nach m aufgelost werden. Um den Massenstrom m explizit ausdriicken zu koénnen,
kann laut [2] die Ndherung

Ry ™ + Ry(p)m? ~ R(p)mi®) (23)

mit den Parametern

0.75R; + Ry(p)

R(p) =R+ R d =1+ 24
(#) == By + Ry(p)  und - g(e) Ry + Falo) (24)
verwendet werden. Man erhélt schlie8lich fiir den statischen Modell-Zusammenhang
5 1
. CVW — Ap:| q(p)
= |— 25
B )

mit den beiden Modelleingdngen ¢ und w und dem Modellausgang m. Die gemessene
Druckdifferenz Ap kann dabei als Storgrofie betrachtet werden.

3.1.6 Anpassung an variable Gastemperaturen

Werden die Koeffizienten der Modelle an eine reale Anlage angepasst, so ist das ermittelte
Modell nur fiir das verwendete Gas G1 mit der, wihrend der Identifikation vorherrschen-
den Gastemperatur T giiltig. Soll durch die Modelle eine Gasstréomung mit einer anderen
Temperatur oder gar ein anderes (&hnliches) Gas G2 abgebildet werden, so miissen die
Modellkoeffizienten an dieses neue Gas bzw. an die neue Temperatur T, angepasst wer-
den. Betrachtet man die bereits angefiithrten Modellparameter R;, Rs, co und ¢y aus den
Gleichungen (4), (8), (11) und (19) im Hinblick auf ihre Abhéngigkeit von der Gasdichte p
bzw. von der dynamischen Viskositit des Gases 7, so konnen folgende Ahnlichkeitsgesetze
abgeleitet werden:

e Widerstandsbeiwert bei ,rohrigem*“ Druckabfall R;:

Rici [UGl(Tal)]o'% _ {Pm (TG1)r'5 (26)
Ri1co na2(Ta2) pa2(Ta2)
e Widerstandsbeiwert bei , blendigem*“ Druckabfall Rs:
Ry |:pG’1<TG1):|2 (27)
Ry .o pa2(Ta2)
e Klappenleitwert cs:
€261 _ PG2(T02) (28)
G2 PG1 (Te)
e Ventilatorkonstante cy:
cvar  pei(Tar) (29)

cver  pea(Tan)

Sollte sich die Temperatur des Gases iiber die Rohrliange des Modells verdndern, so wird
eine repréasentative mittlere Temperatur aus einzelnen Messungen &hnlich wie in [3] er-
mittelt, mit der die Modelle angepasst werden.
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3.2 Modellierung der dynamischen Eigenschaften der Stellgera-
te

Durch die Klappenstellungen und die Ventilatordrehzahlen werden die Massenstrome in
den Versorgungsleitungen vorgegeben. Die drehbar ausgefiithrten Klappen werden von po-
sitionsgeregelten Stellmotoren angetrieben. Die Ventilatoren sind von Asynchronmaschi-
nen angetrieben, wobei die Drehzahlen mittels Frequenzumrichter gesteuert vorgegeben
werden. Um die Massenstrome in den Versorgungsleitungen zu verdndern, miissen neue
Klappenstellungen angefahren bzw. neue Ventilatordrehzahlen eingestellt werden. Auf-
grund der Tatsache, dass diese dynamischen Stellvorgédnge eine gewisse Zeit benétigen,
miissen sie bei der Modellierung der Versorgungsleitungen entsprechend beriicksichtigt
werden. Dafiir werden nun Modelle vorgeschlagen, welche die dynamischen Vorgénge der
beiden Stellorgane ndherungsweise wiedergeben.

3.2.1 Dynamisches Ventilatormodell

Die Asynchronmaschine fiir den Ventilatorantrieb wird von einem Frequenzumrichter im
sogenannten U/f-Betrieb gesteuert [12]. Hierbei wird die Drehzahl der Asynchronmaschi-
ne durch die elektrische Drehfeldwinkelgeschwindigkeit €, vorgegeben. Uber eine entspre-
chende Steuerung der Statorspannung U; wird dabei der magnetische Fluss ¥ nédherungs-
weise konstant gehalten. Dadurch bleibt die typische Drehzahl-Drehmoment-Kennlinie in
ihrer Form immer gleich und kann entlang der Drehzahl-Achse zur vorgegebenen elek-
trischen Drehfeldwinkelgeschwindigkeit €2 verschoben werden [16]. Das Antriebsmoment
der Asynchronmaschine kann dadurch sehr einfach iiber die Drehzahl-Drehmoment-Kenn-
linien bestimmt werden.

In Abbildung 8 sind die Drehzahl-Drehmoment-Kennlinien fiir zwei unterschiedliche Dreh-
feldwinkelgeschwindigkeiten €, und Q; dargestellt.

Antriebsmoment fur €4
Antriebsmoment fiir Q7 <

Mg

Antriebsmoment M 4
(@)

0 Qk Oy Ok Qe U
elektrische Winkelgeschwindigkeit €2,

Abbildung 8 — Drehzahl-Drehmoment Kennlinie einer Asynchronmaschine

Dabei ist das Antriebsmoment M, iiber die elektrische Winkelgeschwindigkeit des Rotors
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Q;, aufgetragen. Die elektrische Winkelgeschwindigkeit des Rotors beim maximalen An-
triebsmoment - dem sogenannten Kippmoment My - wird mit €2 bezeichnet. Definiert
man die Kippschlupfwinkelgeschwindigkeit 29 mit

QQK = Ql — QK (30)

und zeichnet diese in die Drehzahl-Drehmoment-Kennlinie ein, so erkennt man, dass
sie unabhéngig von der vorgegebenen Drehfeldwinkelgeschwindigkeit €2, konstant bleibt.
Wird die Asynchronmaschine mit kleinem Schlupf s betrieben und somit ein grofier Si-
cherheitsabstand zum Kippmoment Mg eingehalten, so kann der einfache Ansatz

My = 2Mp— (31)
SK

fir das Antriebsmoment M, der Asynchronmaschine verwendet werden [16]. Mit der
Definition fiir den Schlupf s

Qr
=1 * 2
=1 32
und fiir den Kippschlupf sy
Qox .
SK = o mit  Qyx = konst (33)
1

ergibt sich aus Gleichung (31) die lineare Gleichung fiir das Antriebsmoment M4

2My

M =
AT ok

(2 —Qp). (34)

Mit Hilfe der Polpaarzahl Z, kann iiber den Zusammenhang
Qp =w2z, (35)

die elektrische Winkelgeschwindigkeit €27, in die Motor- bzw. Ventilatordrehzahl w umge-

rechnet werden. Man erhalt
2M

Qok
fiir das Antriebsmoment der Asynchronmaschine in Abhéngigkeit der elektrischen Dreh-
feldwinkelgeschwindigkeit €2; und der Ventilatordrehzahl w.

Das Reibmoment der rotierenden Ventilatorschaufeln kann als Funktion der Ventilator-
drehzahl w und der Klappenstellung ¢ (je nach Klappenstellung ergeben sich ander Druck-
verhéltnisse im Ventilator)

My (Q —wZ,) (36)

Mg = f(w,¢) (37)

angegeben werden. Um ein einfaches lineares Modell zu erhalten, wird das Reibmoment
ndherungsweise durch viskose Reibung, unabhéngig von der Klappenstellung mit Hilfe der
drehzahlproportionalen Konstanten kg

MR = ka (38)
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angesetzt.
Mit Hilfe des Drallsatzes wird nun die Bewegungsgleichung fiir den Ventilator hergeleitet.
Mit dem Antriebsmoment M4 aus Gleichung (36) und dem Reibmoment aus Gleichung
(38) ergibt sich die Bewegungsgleichung

dw 2MK

—=-M My =—k
Jdt R+ Mg Rw+Q2K

(1 —wZy), (39)

wobei mit J das Tragheitsmoment der rotierenden Teile bezeichnet wird. Nach einfachen
Umformungen erhélt man

dw ]{JRQQK + QMKZP 2MK
_ = w
dt JQQK JQ2K

Q. (40)

Fiihrt man die positiven Konstanten

Q 2M
= L) und V= K (41)
krQox +2Mk Z, krQox +2MkZ,

Tw

ein, so ist die Bewegungsgleichung fiir den Ventilator mit

1

C;—C: = —Ew + %Ql (42)
sehr iibersichtlich angeschrieben. Mit 7, wird dabei die Zeitkonstante des Ventilatormo-
dells bezeichnet. Mit dem konstanten Verstérkungsfaktor V' wird der (aufgrund der Ver-
wendung von Gleichung (38)) konstante Schlupf der Asynchronmaschine beriicksichtigt.
Um die Ventilatordrehzahl w zu verdndern, muss vom Frequenzumrichter eine andere
Drehfeldwinkelgeschwindigkeit €2; vorgegeben werden. Aufgrund der gewéhlten Betriebs-
art des Frequenzumrichters wird diese in Form einer Rampenfunktion §2;(¢) (siche Abbil-
dung 9) vorgegeben. Die Steigung kg der Rampenfunktion kann mit Hilfe der Parameter
,2Hochlaufzeit* bzw. ,Auslaufzeit am Frequenzumrichter eingestellt werden. Aufgrund der
implementierten Software zur Ansteuerung der Frequenzumrichter tritt bei einer neuen
Sollwertvorgabe eine nicht zu vernachlédssigende Signallaufzeit 1" auf, welche bei der Mo-
dellierung beriicksichtigt werden muss.
In Abbildung 9 ist ersichtlich, dass die Drehfeldwinkelgeschwindigkeit €2 (¢) so lange die
konstante Steigung kq besitzt, bis diese gleich der geforderten Drehfeldwinkelgeschwin-
digkeit Qg ist. Die zeitliche Ableitung der Funktion € (¢) besitzt somit die Gestalt:

ds)y

ke kq - sign [Qson(t —T) — Q4] . (43)

Mit Qg (t — T') wird dabei die zeitliche Verzogerung der geforderten Drehfeldwinkelge-

schwindigkeit €2,,; um die Signallaufzeit T beschrieben. Betrachtet man die stationéren
Zusténde der Differentialgleichungen (42) und (43) so erhélt man folgende Relationen:

w = VQl = Wstat und Q1 = Qsoll = letat (44)
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Abbildung 9 — Rampenfunktion der vom Frequenzumrichter vorgegebenen Drehfeldwin-
kelgeschwindigkeit

Fiihrt man die geforderte Ventilatordrehzahl w,,; ein und kombiniert die beiden statio-
nédren Losungen, so kann

!
Wstat = VQsoll = Wsoll (45)
geschrieben werden. Mit der neuen Grofle w fiir die Ventilatordrehzahlrampe
o=V (46)
erhdlt man fiir die Differentialgleichung (42)

d
dt
und fiir die Differentialgleichung (43)

=k - sign |wseu(t —T) — @] mit  k, = kqV (47)

1 1

Das dynamische Modell eines Ventilators besteht also aus den Differentialgleichungen
(47) und (48). In Abbildung 10 ist die, mit dem Modell berechnete Ventilatordrehzahl,
der tatséchlichen Ventilatordrehzahl (in Prozent des Stellbereiches) fiir eine sprungférmige
Anderung der geforderten Ventilatordrehzahl gegeniibergestellt. Die Modellkoeffizienten
wurden dabei mittels numerischer Optimierungsalgorithmen aus Messdaten berechnet.
Es ist ersichtlich, dass das dynamische Verhalten des Ventilators mit dem vorgestellten
Modell gut wiedergegeben wird. Die geringen Abweichungen sind auf den vereinfachten
Ansatz des Reibmomentes My (38) zuriick zu fiihren.

3.2.2 Dynamisches Klappenmodell

Die Klappen werden bei der untersuchten Anlage von entsprechenden Stellmotor positio-
niert. Durch Vorgabe einer analogen Spannung kann die geforderte Klappenstellung .y
vorgegeben werden, welche dann vom Stellmotor angefahren wird [4]. Da es vom Hersteller

147



geforderte Ventilatordrehzahl wgoy
==== tatsdchliche Ventilatordrehzahl w
----- Ventilatordrehzahlrampe @
berechnete Ventilatordrehzahl w

@
o

(o2}
o

N
o

N
o

Ventilatordrehzahl w [%]

30 40 50 60 70 80
Zeit t [s]

Abbildung 10 — Sprungantwort der Ventilatordrehzahl

des Klappenantriebes keine Information iiber das Regel- bzw. Steuerkonzept des Stellmo-
tors gibt, wird das dynamische Verhalten der Klappe empirisch nachgebildet. Dafiir wurde
zundchst die Sprungantwort der Klappenstellung ¢ aufgezeichnet (siche Abbildung 11).
Aus der Sprungantwort erkennt man, dass die Klappenstellung ¢ der geforderten Klap-
penstellung ¢,,; dhnlich einer Rampenfunktion mit konstanter Steigung folgt. Das bedeu-
tet, dass die Position der Klappe mit nahezu konstanter Winkelgeschwindigkeit verdndert
wird. Zusétzlich kann man erkennen, dass die Ecken der Rampe ,abgerundet® sind, was
auf die Trégheit zu Beginn und am Ende der Klappenbewegung hindeutet. Die Laufzeit,
um die geschlossene Klappe vollstédndig zu o6ffen, ist dabei durch den verwendeten Klap-
penantrieb vorgegeben. Weiters ist zu beachten, dass die Sprungantwort um die Totzeit
T verzogert ist. Um dieses Gesamtverhalten mathematisch zu beschreiben, wird zunéchst
die fiktive Grofe ¢ eingefiihrt, welche den rampenformigen Verlauf ohne ,, Abrundungen*
beschreibt. Die Steigung der Rampenfunktion ist betragsméfig konstant, allerdings muss
das Vorzeichen mit Hilfe der Signum-Funktion angepasst werden. Dieses Verhalten wird
durch die Differentialgleichung

90—k, - sign [pwalt ~T) ~ & (49)
wiedergegeben. Dabei besitzt ¢ so lange die konstante Steigung k., bis diese gleich der
geforderten Klappenstellung ¢,y ist. Die Steigung k, ist durch die Laufzeit der Klappe
vorgegeben. Mit g, (t—T") wird die zeitliche Verzogerung der geforderten Klappenstellung
wsoy um die Signallaufzeit T beschrieben. Um das dynamische Verhalten vollstindig zu
beschreiben, wird die Grofle ¢ als Eingangsgrofie der linearen Differentialgleichung

d -
= —p+¢ (50)

zur Beschreibung der Klappenstellung ¢ verwendet. Diese Differentialgleichung entspricht
einem Verzogerungsglied erster Ordnung mit der Zeitkonstanten 7,, welche die Trégheit
der Klappe beschreibt.

148



Das dynamische Modell einer Klappe wird mit den Differentialgleichungen (49) und (50)
modelliert. In Abbildung 11 ist die, mit dem Modell berechnete Klappenstellung, der tat-
sichlichen (gemessenen) Klappentstellung (in Prozent des Stellbereiches) fiir eine sprung-
formige Anderung der geforderten Klappenstellung gegeniibergestellt. Die Modellkoeffizi-
enten wurden dabei mittels numerischer Optimierungsalgorithmen aus Messdaten berech-
net.
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Abbildung 11 — Sprungantwort der Klappenstellung

Es ist ersichtlich, dass das dynamische Verhalten der Klappe mit dem vorgestellten Modell
sehr gut wiedergegeben wird.

4 Modellierung der Versorgungsleitungen

Mit Hilfe, der in Kapitel 3 hergeleiteten Modellansidtze wird nun beispielhaft die Se-
kundarluftzufuhr einer Biomasse-Feuerungsanlage modelliert. Die Vorgehensweise bei der
Modellbildung ist bei den anderen Versorgungsleitungen fdquivalent.

Die Sekundarluft wird bei der betrachteten Anlage von einem Ventilator aus der Umge-
bung mit dem Umgebungsdruck pg angesaugt, durch eine Klappe mit Dichtringen gefiihrt
und iiber Diisen in die Sekundérverbrennungszone der Feuerung mit dem Feuerraumdruck
prr eingebracht (sieche Abbildungen 1 und 12).

HFM[_cocooo] @ —>m ]pFR

(a) Anlagenschema ) Modellhafte Sicht

Abbildung 12 — Sekundérluftzufuhr
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Zur Messung des Luftmassenstromes ist ein Heifilm-Luftmassensensor (HFM) eingebaut.
Fiir das statische Modell wird der Einfachheit halber statt eines allgemeinen Ansatzes
mit ,blendigem* und ,,rohrigem* Druckabfall nur ein ,blendiger* Druckabfall angesetzt,
da aufgrund der Klappe, der HFM-Messstelle und der Diisen der ,,blendige* Druckabfall
iiberwiegt. Bei Verwendung des allgemeinen Ansatzes mit ,blendigem®“ und ,,rohrigem*
Druckabfall konnte keine Verbesserung erzielt werden. Mit dem Polynomansatz

ea(p) = Z qip" (51)

fiir den Klappenleitwert co(p) ergibt sich somit

.72

Ap = ppr — po = cyw’ — [ i ] (52)
c2(p)

fiir die Druckdifferenz Ap zwischen Modellaus- und Modelleingang der Sekundérluftzu-

fuhr. Dabei ist zu beachten, dass im Klappenleitwert cs(¢) auch die konstanten ,blen-

digen* Druckabfille der HFM-Messstelle, der Diisen und des Ventilators mit einbezogen

sind. Wird diese Gleichung nach rm aufgelost, so erhélt man das statische Modell

m =/ cyw? — Ap - co(p) (53)

fiir den Sekundérluftmassenstrom rm. In Abbildung 13 sind die mit dem statischen Modell
berechneten Werte fiir den Sekundérluftmassenstrom diskreten Messwerten gegeniiberge-
stellt. Die Parameter des Modells wurden dabei mittels numerischer Optimierungsalgo-
rithmen aus experimentell ermittelten Messdaten berechnet.
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Abbildung 13 — Validierung des statischen Modells der Sekundérluftzufuhr
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Es ist ersichtlich, dass die berechneten Massenstrome bei hohen Ventilatordrehzahlen sehr
gut mit den Messwerten iibereinstimmen. Bei niedrigen Ventilatordrehzahlen weichen sie
leicht von den Messwerten ab. Diese geringen stationédren Abweichungen stellen jedoch fiir
einen modellbasierten Reglerentwurf mit integrierendem Verhalten keinerlei Probleme dar.
Weiters kann das Modell an den Grenzen des Klappenstellungsbereiches nicht verwendet
werden, da es in diesen Bereichen teilweise unrealistische Werte annimmt.

Wird das statische Modell mit den dynamischen Modellen fiir den Ventilator und die
Klappe (Abschnitt 3.2) kombiniert, so ergibt sich das Gesamtmodell:

Ccli—ij =k, - sign [wseu(t —T) — @] (54a)
@ % (—w+ @) (54D)
% = kg - sign [@sou(t —T) — @ (54c)
Z—f = % (—p+ @) (54d)

m = +/cyw? — Ap - ca(). (54e)

In Abbildung 14 ist der, mit Hilfe obigen Gesamtmodells berechnete Verlauf des Sekundér-
luftmassenstromes m iiber die Zeit fiir bestimmte Klappenstellungen und Ventilatordreh-
zahlen (jeweils in Prozent der Stellbereiche) dargestellt und mit Messdaten verglichen.
Die Parameter der dynamischen Teilmodelle wurden dabei ebenfalls mittels numerischer
Optimierungsalgorithmen aus Messdaten berechnet.
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Abbildung 14 — Validierung des Gesamtmodells der Sekundarluftzufuhr

Man erkennt, dass das Verhalten der Sekundarluftzufuhr durch das Gesamtmodell sehr
gut beschrieben wird.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein neuer Ansatz vorgestellt, Luft- bzw. Rauchgaszufuhren bei Biomasse-Feue-
rungsanlagen einfach und effektiv zu modellieren. Zunéchst wurde die untersuchte An-
lage kurz vorgestellt. Sehr vorteilhaft erwies sich die Moglichkeit, die Modellierung die-
ser Gasmassenstrome in einen statischen und einen dynamischen Teil aufzusplitten. Fiir
die Modellierung der statischen Zusammenhénge wurden relevante stromungsmechanische
Ansétze analysiert und mathematisch beschrieben. Dabei wurde ein neuer Ansatz zur Mo-
dellierung von Klappen vorgeschlagen. Die dynamischen Vorgénge der Stellorgane, welche
fiir eine Anderung der Gasmassenstrome verantwortlich sind, konnten mit entsprechenden
Ansétzen fiir den Ventilator und die Klappe sehr gut mathematisch nachgebildet werden.
Durch eine Kombination dieser statischen und dynamischen Ansétze werden die wesentli-
chen physikalischen Vorgénge der unterschiedlichen Gaszufuhren sehr gut wiedergegeben.
Dies wurde anhand der Modellbildung der Sekundérluftzufuhr durch einen Vergleich mit
Messdaten belegt. Das ermittelte Modell dient nun als Grundlage fiir modellbasierte Re-
gelstrategien, kann aber auch dazu verwendet werden, fehlerhafte Sensoren zu erkennen
oder diese gegebenenfalls zu ersetzen. Die Ermittlung der Modellparameter erweist sich
als sehr einfach und kann auch automatisiert werden.

Durch die im Dauerbetrieb der Biomasse-Feuerungsanlage entstehende Verschmutzung
der Versorgungsleitungen werden die, iiber die Modelle berechneten Massenstrome von
den tatsédchlichen abweichen. Fiir einen dauerhaften Einsatz der Modelle in einer mo-
dellbasierten Regelung ist vor allem die Verschmutzung der Diisen in den Feuerraum zu
beriicksichtigen. Dafiir ist es notwendig, das jeweilige Modell nur bis vor die Diisen an-
zusetzen und somit diese nicht in das Modell mit ein zu beziehen. Fiir die Bildung der
Druckdifferenz Ap zwischen Modellaus- und Modelleingang muss dann allerdings ein zu-
sétzlicher Drucksensor vor den Diisen installiert werden. Durch diese Mafinahme sind die
Modelle unabhéngig von einer Verschmutzung der Diisen. Kleinere Modellabweichungen
aufgrund anderer Verschmutzungen kénnen auch durch den Einsatz eines robusten Regel-
gesetzes ausgeglichen werden.
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