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Zusatzmaterial zu Kapitel 6

1 Zu Kapitel 6.2: ,,Methoden zur Stabilitéitspriifung”

1.1 Einleitung

Bei der Feststellung der asymptotischen Stabilitdt (siehe Kapitel 6.1.3) bzw. der BIBO-
Eigenschaft (siehe Kapitel 6.1.4) geht es prinzipiell darum, ob ein Polynom n-ten Grades
mit reellen Koeffizienten, also

Ay (8) = 8™ + ap_18"1 + ap_98" 2+ ...+ ays + ag (1)

ausschliesslich Nullstellen in der offenen linken s-Halbebene besitzt, und damit ein sogenanntes
Hurwitz-Polynom ist.

Zur Erinnerung: Mit Hilfe des Routh- bzw. Hurwitz-Kriteriums kann man ohne Ermit-
tlung der Nullstellen des Polynoms A, (s) entscheiden, ob A, (s) ein Hurwitz-Polynom ist!
Es handelt sich dabei um algebraische Tests, bezogen auf die Koeffizienten des vorliegenden
Polynoms. Die zu erfiillenden notwendigen und hinreichenden Bedingungen sind (i.a. nicht-
lineare) Ungleichungen beziiglich der Koeffizienten a;. Zur Formulierung des Routh- bzw. des
Hurwitz-Kriteriums betrachtet man folgende zwei Polynome:

6n(8) 1 = ans" + ap_98" 2+ ap_gs" L. (2)

-1 -3 -5
On1(8) @ =ap18" +a, 38" +a, 58" +....

Sie enthalten jeweils die geraden bzw. ungeraden Potenzen von s des Polynoms A, (s).

1.2 Stabilitatspriifung anhand einer Kettenbruch-Entwicklung

Hierbei geht es um ein einprigsames und leicht durchzufiihrendes Verfahren, um zu entschei-
den, ob A, (s) ein Hurwitz-Polynom ist. Ausgehend von den Polynomen 6, (s) und 6,1 (s)
nach (2) bildet man den Quotienten

6n (8)
671—1 (8) .
Diesen entwickelt man nun in einen sogenannten Kettenbruch:
6, (s 1
5 ( <)) =18+ 1 (3)
n—1 Q28 + 1
a3s +

Das bedeutet, man ermittelt durch fortlaufende Division die n Kettenbruchfaktoren «;.
Es gelten folgende Aussagen:
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1) A, (s) ist genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn alle Kettenbruchfaktoren «; positiv sind,
d.h.
a; >0  fir =12,...,n.

2) Falls kein «; gleich Null ist, gibt die Anzahl der positiven Kettenbruchfaktoren die Anzahl
der Nullstellen von A,, (s), die einen negativen Realteil besitzen an.
1.2.1 Beispiel
Wir betrachten folgendes Polynom 4. Grades
Ay(s) =28 +5° + 35> + 5+ 2.
Hieraus bilden wir die Polynome nach (2):

64(s) = 2s*+3s*+2
63(s) = s*+s.

Fiir den Quotienten (54 ) ergibt sich dann folgende Kettenbruchentwicklung:
3
da(s) _ 25 +3s% 4 2 P s2 42 _ 9t 1
83 (s) s3+s s3+s 3 +s
5242
1 1
= 25+ I =2s+ I
s+ 219 s+ T 1
. " 05s
Das heif3t:
ap =2, ap=1, ag=—-1 und ay=—-0.5.

Daraus folgt: A4 (s) ist kein Hurwitz-Polynom. Es besitzt 2 Nullstellen in der linken offenen
s-Ebene, da 2 Koeffizienten «; positiv sind.

1.2.2 Beispiel
Wir betrachten das Polynom 3. Grades
Az(s) =5 —4s®* —5s+6 = (s — 2)(s + 1)(s — 3).

Wir entwickeln den Quotienten
63(s)  s°—bs

8;(s) 452+ 6

in einen Kettenbruch:

s —5s 1 N —6.5s 1 N 1 1 N 1
——— =-5 = 75T v — 1S 8 T
42 +6 4 4°+6 4 Ldh 4 s

Das Polynom ist kein Hurwitz-Polynom und besitzt 1 Nullstelle in der linken offenen s-Ebene.
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1.2.3 Zwei Hinweise

e Die Ermittlung der Koeffizienten «o; entspricht der Auswertung zweireihiger Determi-
nanten und ist dquivalent der Vorgehensweise bei der Erstellung des Routh-Tableaus.

bn (s)
(5n_1 (S)

funktion einer Schaltung in der sogenannten 1. Cauer-Form. Bei positiven Faktoren «;
liegen aufgrund des Reaktanzsatzes von Cambell und Foster die Null- und Polstellen
6n ()

n—1 (S
symmetrisch zum Nullpunkt und wechseln sich gegenseitig ab.

e Die entwickelte Form des Quotienten nach (3) entspricht der Reaktanzzweipol-

der Ubertragungsfunktion

auf der imagindren Achse. Ferner liegen diese

1.3 Eine Stabilitits-Normalform

Die sogenannte Schwarz-Matrix besitzt die Form

0 1 0 0
B, 0 . 0 0
S:=1 0 -8 ' 0 ; (4)
o 0 . - 1
| 0 0 . —Bha —Bn ]

wobei (3, reelle Parameter sind. Man beachte, dass jede nichtderogatorische (n,n)-Matrix!
mittels einer reguliren Transformation in diese Form gebracht werden kann. Zur Erinnerung:
eine (n,n)-Matrix heisst nichtderogatorisch, wenn deren Minimalpolynom den Grad n hat.
Ein Beispiel hierfiir ist eine Matrix in Begleitform. Es gilt folgender Satz:

Unter der Voraussetzung, dass alle Parameter verschieden von Null sind, d.h.

8,40 i=0,..,n—1

gilt, ist die Anzahl der Eigenwerte von S, die einen negativen Realteil besitzen, gleich der
Anzahl der positiven Werte der Zahlenfolge

ﬂn—l: ﬂn—lﬁn—% ﬁn—lﬁn—2ﬁn—3? ) ﬂn—lﬂn—Qﬂn—?f"ﬁO : (5)

Es leuchtet dann ein, dass das charakteristische Polynom det(sE — S) der Matrix S genau
dann ein Hurwitz-Polynom ist, wenn die Ungleichungen

8; >0 1=0,...,n—1

gelten!

!Zur Erinnerung: eine (n,n)-Matrix heisst nichtderogatorisch, wenn deren Minimalpolynom den Grad n
hat. Ein Beispiel hierfiir ist eine Matrix in Begleitform.
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Wird demnach ein System durch
b
at ~ o
beschrieben, so kann aufgrund des Vorzeichens der Parameter auf asymptotische Stabilitét,
bzw. Instabilitit geschlossen werden. Man beachte, dass - im Gegensatz (!) zur Diagonalform
- keine Voraussetzungen beziiglich der Vielfachheit der Eigenwerte der Systemmatrix notig

sind.

1.3.1 Bemerkungen

Die nachfolgenden Ausfiithrungen sollen dem Verstéindnis des oben formulierten Satzes dienen
und existierende Verbindungen zum klassischen Hurwitz- Stabilitdtskriterium aufzeigen. Es
wird nun angenommen, dass beim Polynom A,, (s) nach Gleichung (1) der Koeffizient a,, der
Potenz s™ gleich Eins ist. Dies stellt zweifellos keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar.
Damit erhalten wir nach (2) die Polynome:

6n(8) @ = 8"+ ap 28"+ ap g8t 4.

-1 -3 -5
On1(8) @ =ap18" +a, 38" " +a, 58" +....

Zur Erinnerung: Bei der Formulierung des Hurwitz-Kriteriums benutzt man die Polynome
0n—1(s) und 8, (s) und bildet folgende quadratische (n,n)-Matrix H:

ap—1 Gp-3 Qap-5 0Qp_7

1 Qp—2 0pn—4 0n—6
0 ap—1 Ap-3 Qn-5
0

mit an_; =0 fiir n—1<0.
1 an—2 OGp—4 e

0 ... ... Qo

Man betrachtet nun alle n ,nordwestlichen” Unterdeterminanten
H 1= QGp-1,

p—1 OGp-3

H2 = 1 s

Y

an—1 Gp-3 Qn-5
H; = 1 apno Gny |, -+, H, :=det(H)
0 ap—1 Gp-3

Nach dem Hurwitz-Kriterium ist A, (s) genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn alle n ,nord-

westlichen” Unterdeterminanten Hq, Hy, Hs, ..., H, positiv sind.
Unter der Voraussetzung, dass Hq Hs, ..., H, verschieden von Null sind, bildet man n reelle
Zahlen 3, (i =0,...,n — 1) nach folgender Vorschrift:
H, Hy
=H, ; === = 6
/Bn—l 1 ﬂn—2 H1 3 ﬂn—?) H1H2 ( )
H, 3H,
ﬁn_,,z—3 v=4,...,n .

HV—QHV—l
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Mit deren Hilfe erzeugt man folgende (n,n)-Matrix

0 | R 0 0
-6y 0 - 0 0
S = 0 -3 . 0
0 o . 1
| 0 0 _ﬁn—Q _ﬁn—l |

Es gilt dann: Die Matrix S besitzt A, (s) als charakteristisches Polynom, d.h.
det(sE —S) = A, (s). (7)

Aufgrund der Beziehung (7) leuchtet folgender Satz ein: Das charakteristische Polynom der
Matrix S ist genau dann ein Hurwitz-Polynom, wenn

8, >0

gilt!
Beispiel: Wir betrachten das Polynom 4. Grades

1 3 1
A4(s):s4+§s3+532+§s+1

und konstruieren die zugehorige Schwarz-Matrix S. Hierzu bilden wir die zugehorigen Hur-
witz-Determinanten:

H1 220.5,
05 05] 1
Hz‘_‘ 1 1.5‘_17
0.5 05 0
11 1 1
0 05 05
und
05 05 0 0
1 15 10 1
Hiz| g 05 05 0|~ M=%
0 1 15 1

Nachdem Hj negativ ist, ist das betrachtete Polynom kein Hurwitz-Polynom.
Wir wollen nun die Schwarz-Matrix berechnen: hierzu bilden wir die reellen Zahlen g,
(i =0,...,3) nach der Vorschrift (6):

-

535:H1:% ; Ba :% ; Pr=

HHy
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Die Schwarz’sche Matrix lautet dann nach (4):

01 0 O
-2 0 1 0
S= 01 0 1
00 -} -}

Bilden wir die Folge nach (5), so ergeben sich die Elemente

1 1

! und ﬂgﬂzﬂlﬂo = _5-

1
ﬂg = 57 ﬂgﬂz = 17 ﬂ3ﬂ2ﬂ1 = _Z;
Daraus folgern wir - nachdem 2 der gebildeten Elemente positiv sind - dass 2 Eigenwerte von
S, d.h. 2 Nullstellen von Ay (s), einen negativen Realteil aufweisen.
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