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Zusatzmaterial zu Kapitel 4

1 Ermittlung der Transitionsmatrix mit der Sylvester-
Formel

Wir nehmen an, dass das Zustandsmodell eines linearen und zeitinvarianten Systems die Form

Ccll—);:Ax—i-bu y=cl'x+du

besitzt, und dass die Systemmatrix A eine (konstante) (n,n)-Matrix mit lauter verschiedenen
Eigenwerten ist. D.h. es gilt:

5; # 8 i, 7=1,2,...,n mit 7 # j.
In diesem Fall kann die Transitionsmatrix folgendermafen berechnet werden (vgl. Kapitel 4)
At = Pdiag(e*)P . (1)
Die Matrix P wird durch die n Rechts-Eigenvektoren p;
Ap,=s;p; (1=1,2,...,n). (2)

gepragt
P = <p17p27"'7pn>7 (3)

wihrend deren Inverse P~ durch die n Links-Eigenvektoren p!
pl A =s;p? (i=1,2,..,n).

charakterisiert wird:

Pil=| . |. (4)

Ausgehend von der obigen Beziehung (1) erhiilt nach Ausmultiplikation die Transitionsmatrix
die Gestalt

n
At E T sit
€ — p’tpz e,
=1

Sie entspricht einer gewichteten Summe von n Exponentialfunktionen e®?. Fiihrt man nun fiir
die dyadischen Produkte p;p! die (konstanten) Matrizen
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ein, so erhilt man die sogenannte spektrale Darstellung von et :

eAt = Z Fiesit. (5)
i=1

Entscheidend fiir die Anwendung dieser Relation ist es, daf die formal eingefiihrten Ma-
trizen F; ohne Berechnung von Eigenvektoren anhand der Rechenvorschrift (Sylvester-Formel)

n

A—SkE
D | e ©)
k=1, ki b Ok

gebildet werden kénnen! Damit erhalten wir die sogenannte Sylvester-Formel zur Berechnung

der Transitionsmatrix.
n

eAt:Z

i=1

n
H A — Sk-E
k1, ki S0 Ok

esit

Sie eignet sich gut fiir Systeme niedriger Ordnung (n < 3). In diesen beiden Féllen lautet sie:

Fall n=2:
eAt _ A — SQEeslt + A — SlEeszt
S1 — So S92 — 81
Fall n=3:
eAt _ A — SQEA - SgEeslt 4 A — SlEA - S3E€$2t 4 A — SlE A — 32E633t
S1 — S92 S1 — S3 S9 — 81 S9 — 83 S3 —S1 S3— S92

1.0.1 Beispiel

Die Systemmatrix A betrage
0 1
a-( 0 1),

Die Eigenwerte von A ergeben sich durch Losung der charakteristischen Gleichung

Gesucht ist die Transitionsmatrix.

det(sE — A) = 0.
Im konkreten Fall lautet sie

S -1
6 s+5

‘:32—1—53—1—6:(8—1—2)(8—1-3):0.

Die Eigenwerte lauten demnach

s1=—2 und s9=-—3.
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Nach den Relationen (5) und (6) lautet die Transitionsmatrix im vorliegenden Fall n = 2
eAt — Fleslt + F2€52t,

it A— s,E A— s E
F, = A7 %S0 d F, = A7 s
S1 — So S2 — 81

Damit erhalten wir fiir die Koeflizienten der Exponentialfunktionen:

[0—(—_3% —5—(—3” 3 1
Fl 29— (3 :<—6 —2>
und {O—(—_2) ___1}
(o s)

Die gesuchte Transitionsmatrix ergibt sich somit zu

At _ 3 1\ o -2 =1\ _g
e _(—6 9 e + 6 3 e .

1.1 Bemerkung zur Struktur der Ubertragungsfunktion des Sys-
tems

Die Ubertragungsfunktion des obigen Systems lautet
G(s)=c'(sSE—A)"'b + d=c"®(s)b + d.

Die Resolvente der Systemmatrix, d. h. ®(s) ergibt sich leicht im vorliegenden Fall durch
Anwendung der Laplace-Transformation aus Relation (5)

25 =Y F,

§—8;
i=1 t

Damit lautet die Ubertragungsfunktion

- 1
G(s) = T§ F; b + d
(s)=c 2 P +
bzw.
- 1
_ g
G(s) = ;:1 c szs—sz- + d.

Durch Einfiihrung der Abkiirzungen

n; = c’F,b
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erhilt sie die Gestalt

S —

= 1
G(s) = E U — + d.
i=1 v

Unter Beachtung der Relation (5) ergeben sich die Faktoren 7, zu

- A — SkE
n o o=c( H ﬁ)b
k=1, kts b Ok

o ﬁ CT<A — SkE)b
k=1, kti 5i 7 5k
Hieraus ist schon ersichtlich, da wenn b ein Rechts-Eigenvektor und/oder ¢ ein Links-
Eigenvektor von A ist, der (skalare) Faktor 7, verschwindet, und somit der Grad der Ubertra-
gungsfunktion niedriger als die Systemordnung n ist. Das bedeutet einen Verlust der Steuer-
barkeit und/oder der Beobachtbarkeit des Systems. (vgl. Kapitel 5 insbesondere die Aus-
fithrungen iiber das Kriterium nach Hautus).

1.2 Zum Beweis der Sylvester-Formel

Es gilt offensichtlich
PP ' =E

d.h. mit (3) und (4)
i

py

(p17p27"'7pn) . :E7

pl

bzw.

E = Z pip; - (7)
=1

Die Links-Multiplikation der Relation (7) mit

ergibt zunichst
n

vE= ][] (A-sE)) pip
=1

k=1, k#i

Nachdem alle Terme - abgesehen von dem i-ten Term - verschwinden, erhalten wir

k=1, ki

pip;




2 DER PUTZER-ALGORITHMUS )

bzw. unter Beachtung von (2)

k=1, ki
Damit gilt
1
pip; =¥,— :
[T (si —sk)
k=1, ki

d.h. .

T (A — SkE)
k=1, ki

und die Sylvester-Formel ist bewiesen.

2 Der PUTZER-Algorithmus

Wir betrachten eine konstante (n, n)-Matrix A und bezeichnen deren n Eigenwerte mit s; (i =
1,...,n). Die zugehorige Transitionsmatrix kann folgendermafien dargestellt werden:

e = Z Qiri(t) (8)

Hierbei sind r;(t) skalare Zeitfunktionen und die (n, n)-Matrizen Q; konstant. Letztere werden
anhand folgender rekursiver Relation

Qinn=(A-sE)Q;  i=1..,n-1 (9)
berechnet. Die Anfangsbedingung lautet hierbei
Q.= E. (10)
Damit erhalten wir .
Qi1 = H (A—s;E) i=1,.,n—1 (11)
k=1

Die Zeitfunktionen r;(t) erhélt man durch Losung eines Systems von n gewohnlichen linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Fiihrt man den Vektor

r(t) = [ () ro(t) . ) ]

ein, so lautet das zu losende Differentialgleichungssystem:

S1 0 0 .. 0 0
1 S92 0 .. 0 0
dr 0 1 S3 ... 0 0

0 0 0 ... sp_1 O
0 0 O
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Die Anfangsbedingungen lauten hierbei:
r@0):=(1 0 .. 0)".

Die Losung obigen Systems kann rekursiv ermittelt werden! Zuerst 16st man die ,freie”

Differentialgleichung
d?“l

dt

=851

und erhilt
i (t) = et

Die restlichen Funktionen werden rekursiv durch Losung jeweils einer skalaren ,gestorten”

Differentialgleichung
d?“i

— =85r; + T i:2,3,..,n

dt
bei verschwindenden Anfangswerten

berechnet. Das ergibt:

t
ri(t) — / T () dr
0

2.0.1 Bemerkung:

Falls mehrfache Eigenwerte existieren, kommen diese in obigen Relationen mit ihrer Vielfach-
heit vor. Die Indizierung der Eigenwerte ist irrelevant!

2.0.2 Beispiel ,der Fall n =2":

In diesem Fall ergeben sich fiir die benstigten Matrizen die Ausdriicke:

Qi =E

und

Q=A - s51E.
Fiir die Funktionen r;(t) erhalten wir zunéchst
i (t) = et
Die Funktion rs (t) ergibt sich durch Losung der Differentialgleichung

dry
dt

= SoTy + 71
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zu
t t
ro (t) = /eSQ(t_T)es”dT = et / els1=32)7 7
0 0
1 es1t _ eszt
— eszt (e(sl—sz)t o 1) —
51 — S2 S1 — S2

bzw.

ro(t) = eszte(SI_SQ)t —1
S1 — So

Damit ergibt sich nach (8) fiir die Transitionsmatrix (vergleiche die Sylvester-Formel)

A te(sl—sz)t -1
e =Ee' + (A —sE)e”
S1 — S2
b A — s,F A—sE
— 52 — 51
eAt — eslt + 682t.
51 — 82 S92 — 81
Fir
S1 =82 =S

erhalten wir unmittelbar (mit Hilfe der Regel von de L’Hospital) den Ausdruck

Al = Ee' + (A —sE)te”

= [E + (A-sE)t]e™.
2.0.3 Beispiel (n = 2):
Die Systemmatrix A lautet:
3 —1
(1)

Das charakteristischen Polynoms ergibt sich zu:

s—3 1

det (sE — A) = 1 s—1

‘232—434—4:(3—2)2

D.h. es liegt ein doppelter Eigenwert vor:
S12 = 2.
Die Matrix Q; berechnet sich anhand (9) und (10):

Q = (A-sE)Q mit Q =E
_ (A—le):(?_Sl -1 )

1—31
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Daraus folgt
1 -1
@-(; )

r(t) = e*

Mit

als ,,Eingangsfunktion” lautet die zu losende Differentialgleichung

d
% = 2ry + mit r9(0) = 0.

Es ergibt sich

Die gesuchte Transitionsmatrix lautet nach (8):

1 0 1 -1
At 2t 2t
e = (O 1)6 + (1 _1>te

e?t 4 te?t —te?t
te?t 1 — te*

Beispiel (n = 3): Die Systemmatrix A sei gegeben:

A_:

(R R
[Ny
N OO

Das charakteristische Polynom det (sE — A) lisst sich anhand der Entwicklung nach der 3.
Spalte leicht berechnen:
det (sSE— A) = (s —2) (s — 1)°

Die Eigenwerte lauten somit
$1 =2, So=1 und s3=1.
Die Matrix Q; lautet

Q2 = (A—SlE)

1-2 1 0 -1 10
= 0 1-2 0 = 0 -1 0
—1 2 2-2 -1 20

Damit ergibt sich nach (9) fiir
Qs =(A-5E)Q



2 DER PUTZER-ALGORITHMUS

1-1 1 0 -1 10 0 -1 0
Qs = 0 1—-1 0 0 -1 0 }=(10 00
-1 2 2-1 -1 20 0 -1 0
Die Ermittlung von 75 (t) erfolgt durch Losung der Differentialgleichung
dr 2 i
— =1y
0t 2t T
mit
ry(t) = e
als Storfunktion und der Anfangsbedingung
T‘Q(O) =0.

Es ergibt sich
¢ ¢

ro (t) = /et_TeszT =e / eldr =e' (e — 1) =e* — ¢
0 0
Die Differentialgleichung fiir 73 (¢) lautet dann:

drs
dt

ro(t) = / (P~ ) dr

= ¢ /erT—/dT

0 0

= T3—|—€2t—€

= e — el —tel

Die gesuchte Transitionsmatrix eA? ist nach (8) durch
A = Er (1) + Qura () + Qors (1)

1 00
At = 010 |+
0 01
—1 1 0
+1 0 -1 0 |(e¥—¢€)+
—1 2 0
0 -1 0
+1 0 0 0 (ezt—et—tet)
0 -1 0
gegeben. D.h.
et tet 0
At = 0 et 0
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Bemerkung: Durch die Indizierung
81232:1, 83:2

ergibt sich natiirlich das gleiche Ergebnis!

100 010
eAt = 010 |+ 00 0 |tet+
00 1 —-1 2 1

000
00 0 —tet—et).
111

3 Zu Kapitel 4.2.5: ,,Gewichtsfunktion und Ubertra-
gungsfunktion”

Fiir ein mathematisches Modell der Form

dx
dt
y = cI'x+4d

= Ax+bu

mit dem n-dimensionalen Zustandsvektor x, der Eingangsgréfie v und der Ausgangsgrofie y
ergibt sich die Gewichtsfunktion g (¢) aufgrund der Relation (siche Kapitel 2.2.4)

g (t) = cTerb. (12)
Die Ubertragungsfunktion lautet (nach Relation 3.4):
G(s)=c"L{e*} b+ d (13)

Im Fall ,verschiedene Eigenwerte“ (siche Kapitel 4.2) besitzt die Transitionsmatrix eA? fol-

gende Struktur:
=> Fe't. (14)
i=1

Die konstanten (n,n)-Matrizen F; kénnen anhand der Berechnungsvorschrift!

n

Fi:: H A—S;E

S._ .
j=li#i

gebildet. Die Gewichtsfunktion lautet dann nach (12) und (14)

= i c'Fibeit = iniesit (15)
i=1 i=1

!Siehe Zusatzmaterial ” Sylvester-Formel”.
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mit
n; = c'F;b. (16)
Dementsprechend ergibt sich nach (13) fiir die Ubertragungsfunktion:

- 1 - 1
G(s) =) c"Fb — +d=>Y +d (17)
i=1 v i=1

s — s — 8
Die Konstanten 7, nach (16) lassen sich nach

~ A-sE
mch(H %)b

S
j=lj#i

bzw.

¢’ (A-5s.E)b
berechnen.

Bemerkung: Die Grofie n; nach (18) verschwindet offensichtlich, wenn b ein Recht-
seigenvektor von A, d.h.

und/oder wenn c ein Linkseigenvektor von A also
CT (A — SJE) =0

ist. In solch einem Fall erscheint die gewichtete Exponentialfunktion

e
und damit die ,Eigenschwingung” e*' in der Gewichtsfunktion g(t) nicht. Nachdem sowohl
Eigenschwingungen (Eigenwerte) als auch die Gewichtsfunktion Invarianten des Systems sind,
bedeutet dies eine strukturelle Anderung! Analoges gilt fiir die Ubertragungsfunktion G(s):
nach (17) bedeutet das, dass der Term

1

‘s —s;

n

verschwindet. Damit ist die Ordnung der Ubertragungsfunktion kleiner als die Ordnung des
Systems! Das System verliert in solch einem Fall die Steuerbarkeit und/oder die Beobacht-
barkeit.



