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Vorwort

Als in den fiinfziger Jahren erstmals Uberlegungen angestellt wurden, ob
Digitalrechner als Regler eingesetzt werden konnten und welche Vor- und
Nachteile dies wohl mit sich brachte, da lag die tatsachliche Verwirklichung
dieser Ideen noch in weiter Ferne. Die damals industriell verwendeten Digi-
talrechner waren Geratekonfigurationen von Zimmergrofle bei der Leistungs-
fahigkeit heutiger Kleinrechner, und man hatte die Vision, dafl bei hinrei-
chender Steigerung der Rechengeschwindigkeit ein solcher Rechner gleich-
zeitig die Aufgaben sehr vieler Regler wahrnehmen konnte, was allerdings
eine damals geradezu utopische Betriebssicherheit zur Voraussetzung gehabt
hatte.

Die Fortschritte auf dem Gebiet der Halbleitertechnologie in den vergangenen
Jahrzehnten haben diese Situation grundlegend verdndert: Der Platzbe-
darf und die Betriebssicherheit heutiger Rechner unterscheiden sich um
Groflenordnungen von den leistungsméflig vergleichbaren frithen Vorfahren
und zwar bei gleichzeitigem Preisverfall. Dabei hat dieser Trend aber sein
Ende noch gar nicht erreicht.

Jedenfalls gehort heute der Einsatz kleiner Digitalrechner — Mikrorechner
genannt — zum festen Bestand der geratetechnischen Moglichkeiten, die bei
der Losung einer vorgelegten Steuerungs- oder Regelungsaufgabe gepriift
werden miissen, wobei es durchaus der Fall sein kann, daf in nicht allzu
ferner Zukunft die "digitale” Losung den Normalfall darstellen wird.

Entschliefit man sich dazu, einen Mikrorechner als Regler zu verwenden, so
ist dies aber nicht blof} eine Alternative zu den herkéommlichen pneuma-
tischen, hydraulischen und elektronischen PID-Reglern, denn diesen wird
ihr Ubertragungsverhalten durch technische Konstruktion (hardware), je-
nen jedoch durch Programmierung (software) aufgepriagt. Regelungstech-
nisch gesehen bedeutet dies, daf} ein und derselbe Mikrorechner durch blofe
Anderung seines Programmes zu einem vollig anderen Regler umfunktioniert
werden kann.

Man kann getrost behaupten, dafl wir derzeit weit davon entfernt sind, die
Fille der sich hiermit bietenden Moglichkeiten auch nur einigermafien zu
iberblicken. Wahrend es vor noch nicht allzu langer Zeit so war, daf} die
Regelungstheorie den wirtschaftlich vertretbaren Realisierungsmoglichkeiten
weit voraus eilte, ist es heute eher umgekehrt: Mikrorechner im Regelkreis
eroffnen praktisch unbegrenzte Moglichkeiten, die nicht zuletzt aber wegen
mangelnder Einsicht nur zum geringen Teil geniitzt werden konnen.



Das vorliegende Buch ist aus der Aufsatzreihe ” Regelkreise mit Mikrorechn-
ern — Beschreibung, Entwurf und Realisierung” in der Serie ” Theorie fiir den
Anwender” der Zeitschrift ”Regelungstechnik” bzw. ”Automatisierungs-
technik” hervorgegangen. Mit ihm wird nun die Absicht verfolgt, Methoden
zum Entwurf von Regelkreisen, in denen Mikrorechner als Regler einge-
setzt werden, zu vermitteln. Dabei beschranken wir uns vorzugsweise auf
Frequenzbereichsmethoden, die in enger Anlehnung an Verfahren zur Syn-
these kontinuierlicher Systeme mit Hilfe von logarithmischen Frequenzkenn-
linien (Bode-Diagrammen) hergeleitet werden. Im Zuge dieser Abhandlun-
gen wird das Schwergewicht eher auf Anschaulichkeit und Anwendbarkeit
als auf mathematische Exaktheit und liickenlose Beweisfithrung gelegt.

Unumganglich fir die Darstellung von Entwurfsmethoden fiir digitale Rege-
lungssysteme ist die mathematische Beschreibung solcher Systeme. Dazu
wird aufbauend auf grundlegenden Kenntnissen aus der konventionellen Re-
gelungstechnik — wie z.B. Laplace-Transformation, Ubertragungsfunktion,
Frequenzgang — ein mathematisches Riistzeug entwickelt, das eine Charak-
terisierung des Ubertragungsverhaltens digitaler Systeme sowohl im Fre-
quenzbereich als auch im Zeitbereich erlaubt.

Ausgehend von der Beschreibung von Abtastsystemen durch Differenzenglei-
chungen wird zunachst die z-Transformation als niitzliches Hilfsmittel fir
die weitere Behandlung von Abtastsystemen eingefithrt. Damit kann einem
Ubertragungssystem eine z- Ubertragungsfunktlon zugeordnet werden; diese
Beschreibung bringt groBe Vorteile bei der Ermittlung des Ubertragungs-
verhaltens zusammengesetzter Systeme sowie bei der Beurteilung von Sys-
temeigenschaften, wie z.B. der Stabilitdt. Dariiber hinaus kann man damit
in enger Anlehnung an den kontinuierlichen Fall den Begriff des Frequenz-
ganges fur ein Abtastsystem einfithren. Allerdings ist es zweckmafig, fur
seine grafische Darstellung in der Form logarithmischer Frequenzkennlinien
die sogenannte ¢-Ubertragungsfunktion zu verwenden, die sich iiber eine
geeignete bilineare Transformation aus der z- Ubertragungsfunktlon ergibt.

Die Synthese von Abtastregelkreisen im Frequenzbereich bildet einen Schwer-
punkt des Buches. Es werden dazu zwei Methoden behandelt — namlich
das klassische Frequenzkennlinien-Verfahren sowie ein leistungsfahiges Ent-
wurfsverfahren unter Berticksichtigung von Begrenzungen fir gewisse Sys-
temgroflen. Das letztgenannte Verfahren wurde von G. Schneider erstmals
angegeben und von ihm in zahlreichen Beitragen weiterentwickelt.

Schliellich werden wir uns noch grundsatzlichen Uberlegungen zZur pro-
grammtechnischen Realisierung digitaler Regelalgorithmen zuwenden. Dieses



Thema ist naturgemafl eng mit dem geratetechnischen Aufbau der digitalen
Einrichtungen verbunden, sodal wir uns in diesem Abschnitt mit der maschi-
nenunabhangigen Realisierung des eigentlichen Regelalgorithmus in einer
hoheren Programmiersprache begniigen.

Nach Ansicht der Autoren kann bei einer zeitgemafien Beschiftigung mit
Aufgabenstellungen aus der Regelungstechnik nicht auf die modernen rechen-
technischen Hilfsmittel verzichtet werden. Aus diesem Grund ist dem Buch
das Programm pLINSY auf einer PC-Diskette beigelegt. Es ist als le-
icht einsetzbares Werkzeug gedacht, das dem Anwender die oft miihevolle
Rechenarbeit wie z.B. die Ermittlung von z- oder q—Ubertragungsfunktionen
abnimmt, und ihn auch bei grafischen Darstellungen unterstiutzt. Die Bentit-
zung des Programmes pyLINSY wird im Anhang dieses Buches ausfiihrlich
behandelt.

Der Dank der Autoren gilt besonders Herrn Professor Dr. G. Schneider
und Herrn Professor Dr. N. Dourdoumas fir ihr Interesse, ihre Kritik und
Diskussionsbereitschaft. Fur die Mithilfe bei der Erstellung der Druckvorla-
gen bedanken wir uns bei Frau V. Apoloner und Frau R. Steingasser. Dem
Verlag und den Herausgebern danken wir fiir die gute Zusammenarbeit.

Graz, im Februar 1991 F. Gausch
A. Hofer
K. Schlacher
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Kapitel 1

Analoger Regelkreis —
Digitaler Regelkreis

1.1 Grundsatzliches iiber den Aufbau

Finen typischen einschleifigen analogen Regelkreis zeigt Bild 1.1. Grob
formuliert ist die Aufgabe eines solchen Regelkreises, die Regelstrecke in
geeigneter Weise so zu beeinfluflen, dafl ihre Regelgrofie y(t) der gegebe-
nen Fihrungsgrof$e r(t) moglichst gut folgt, und zudem die unerwiinschten
Auswirkungen von Stérgrifien auf die Regelgrofie y(t) moglichst gering sind.
Zu solchen unerwiinschten Auswirkungen sind auch jene zu zéhlen, die als
Folge von Parametervariationen — d.h. Anderungen im Ubertragungsverhal—
ten der Regelstrecke — entstehen.

Storgriofen
r(t) | Analoger u(t)V Stell— . Regel— y(t) .
Regler glied strecke

A

gty | Mep—
gerat

Bild 1.1: Wirkschaltbild eines typischen analogen Regelkreises.

Zur Bewiltigung einer solchen regelungstechnischen Aufgabenstellung mufl
zunéchst die Regelgrofle y(t) mit einem MefSgerdt im Riickfihrzweig gemessen
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werden; die Mefigrifie §(t) der Regelgrofie y(t) wird dann im analogen Reg-
ler mit der Fithrungsgrofe r(t) verglichen, um daraus in geeigneter Weise
eine Stellgrofie u(t) zu erzeugen®.

Analoger PI-Regler:

Wir wollen an dieser Stelle einmal annehmen, dafl diese Aufgabe bei gegebe-
nem Ubertragungsverhalten der Regelstrecke, des Stellgliedes und des MeB-
gerates mit einem analogen PI-Regler zufriedenstellend gelost werden kann.
Das Ubertragungsverhalten des PI-Reglers werde durch die Gleichung (1.1)
beschrieben.

w(t) = Pe(t) +V - /e(T) dr. (1.1)
0

In G1.(1.1) ist u(t) die AusgangsgroBe des Reglers, P der Proportionalitétsfak-
tor und V der Verstdrkungsfaktor (die Nachstellzeit T dieses PI-Reglers
berechnet man mit Ty = P/V'); fiir e(t) gelte die Beziehung:

e(t) =r(t) —y(t) (1.2)

Digitaler PI-Regler:

Wir fragen uns nun, was wir in diesem einfachen Fall tun kénnen, um mit
einem Mikrorechner als digitalem Regler ein vergleichbares Ubertragungsver-
halten des Regelkreises zu erzielen. Als erstes miissen wir selbstverstandlich
in die gerdtetechnische Konfiguration Analog- Digital-Wandler (A /D-Wand-
ler) bzw. Digital/Analog-Wandler (D/A-Wandler) an geeigneter Stelle als
Koppelgerate zum Mikrorechner einbauen, wie dies Bild 1.2 zeigt. Dieser
Mikrorechner iibernimmt nun die Aufgabe eines digitalen Reglers, indem er
einen programmierten Regelalgorithmus ausfithrt. Fiir die Herleitung dieses
Regelalgorithmus machen wir uns zunéchst einmal klar, da3 der Mikrorech-
ner nur zu diskreten Zeitpunkten das Reglerprogramm ausfithren kann. Eben-
so konnen die A/D-Wandler ihre Eingangssignale nur zu bestimmten Zeit-
punkten abtasten und wandeln. Der Abstand zwischen zwei solchen Zeit-
punkten sei die konstante Abtastperiode T. Damit konnen wir die Gleichung

*Die Energie- und Leistungsbereiche, in denen einerseits der Regler und andererseits
die Regelstrecke arbeiten, sind im allgemeinen unterschiedlich. Dieser Unterschied wird
im Vorwértszweig durch das Stellglied ausgeglichen und im Riickwértszweig durch das
Mefigerit.



(1.2) nur mehr fiir diese Zeitpunkte auswerten, und wir schreiben daher*:

e(kT) = r(KT) — §(kT)  mit k=0,1,2,.. (1.3)
= - Stérg.;fbﬁen
| Mikrorechner | l l
T_(tl A/D— |(rp)| Digitaler ug)l D/A— |u(®)] Stell— N Regel— |y(t)
Wandler | Regler | Wandler | glied strecke -

|

| (@)l A/D— |g®)| MeSs—
| Wandler gerat
|

Bild 1.2: Wirkschaltbild eines typischen digitalen Regelkreises (strichliert
gezeichnet ist die Trennungslinie zwischen dem digitalen und dem analogen
Teil der Konfiguration).

Da wir nunmehr die GroBe e(t) nur fiir die Zeitpunkte ¢ = k7" zur Verfliigung
haben, werden wir sinnvollerweise die Stellgrofie u(t) auch nur fiir diese Zeit-
punkte berechnen; setzen wir also in Gl.(1.1) fiir ¢ = k7", so folgt daraus:

kT
W(kT) = P e(kT) +V - / e(r) dr. (1.4)
0

Sehen wir einmal davon ab, daf fiir die numerische Berechnung des Integrals
in GL.(1.4) noch eine geeignete Approximation anzusetzen wére, so besagt
diese Gleichung folgendes:

Zur Berechnung der Stellgrofie u fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢ = kT
miissen zunéchst tiber die A /D-Wandler die Eingangsgrofien r und g fiir eben
diesen Zeitpunkt eingelesen werden; sodann ist die Differenz (nach Gl.(1.3))
dieser beiden Meflwerte zu bilden und das Ergebnis ist mit dem Faktor P
zu multiplizieren. Dazu ist aber noch ein Term zu addieren, fiir dessen
Berechnung alle bisher eingelesenen Werte herangezogen werden miifiten.

*In GL.(1.1) ist an der unteren Integrationsgrenze zu erkennen, dafl wir unsere Betra-
chtungen zum Zeitpunkt ¢t = 0 beginnen; daher folgt aus ¢t = kT die Zahlung k = 0,1, 2, ...
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Dies bedeutet einen erheblichen rechentechnischen Aufwand, der vermeidbar
ist, wenn man nur das Ergebnis nach Gl.(1.4) aus dem vorangegangenen
Zeitpunkt t = (k — 1)T
(k—1)T
w((k = 1)T) = P e((k — VT) + V- /6(7) dr (1.5)
0

zur Berechnung von u(kT') heranzieht.

Wir subtrahieren nun G1.(1.5) von Gl.(1.4), wobei der Integralterm in G1.(1.4)
der Deutlichkeit halber in zwei Anteile aufgespaltet wird:

(k=1)T kT
W(kT) = Pe(kT)  +V / e(r) dr +V / e(r) dr
0 (k—1)T
(k—1)T B
w((k — DT) = Pe((k — V)T) +V /6(7) dr
0

Die jeweils zweiten Terme in den rechten Seiten der beiden Gleichungen
fallen bei der Subtraktion heraus:

kT
W(kT) — u((k — 1)T) = Pe(kT) — Pe((k — 1)T) + V /e(T) dr  (16)
k=1)T

Wir werden nun fiir die numerische Berechnung des Integrals in GI1.(1.6)
eine Approzimation ansetzen: Wenn die Abtastperiode T' hinreichend klein
gegeniiber den Zeitkonstanten des kontinuierlichen Teiles des Regelkreises
ist, diirfen wir annehmen, daf} e(t) wihrend einer Abtastperiode T' ndherungs-
weise konstant bleibt*; wir setzen also im Integrationsintervall (k — 1)T" <
T < kT fir e(1) = e((k — 1)T) und erhalten damit aus G1.(1.6) zunéchst die
Beziehung

w(kT) = u((k — 1)T) + Pe(kT) — Pe((k — 1)T) + VT e((k — 1)T) ,

) *Selbstverstandlich  setzt diese Betrachtungsweise voraus, dafl auch die
Anderungsgeschwindigkeit der Fihrungsgrofie r(t) den Tragheiten des zu regelnden
Systems angepafit ist.



und daraus, wenn wir fiir Ausdriicke der Form v(iT") vereinfacht

v; = (i) (1.7)

schreiben, den Regelalgorithmus:
up = ug—1+ Pex+ (VT — P)eg_q (1.8)
mit € =Tk — g]k (1.9)

Die Gleichung (1.9) folgt unmittelbar aus Gl.(1.3) unter Verwendung der
Schreibweise (1.7).

Somit haben wir mit den Beziehungen (1.8) und (1.9) eine Vorschrift ge-
funden, wonach aus den zu den Zeitpunkten ¢t = kT eingelesenen Werten
der Fiihrungsgrofe r(t) und der Mefigrofe g(t) die StellgroBe u fiir den Zeit-
punkt ¢ = kT zu berechnen ist. Der so berechnete StellgroBenwert ist dem
D/A-Wandler zu tibertragen, der im allgemeinen nach der Wandlung das
analoge Signal solange konstant halt, bis ein neuer Wert empfangen wird;
das heifit, die Stellgrofie u(t) ist eine Treppenfunktion mit der Stufenbreite
T.

Im Bild 1.2 sind die im digitalen Teil des Regelkreises auftretenden zeit-
diskreten Werte der Fiihrungsgrofie, der Megrofle und der Stellgrofie in
geklammerten Symbolen geschrieben. In diesem Zusammenhang verein-
baren wir nun nachtraglich, dafl wir die Gesamtheit der Werte einer zeit-
diskreten Folge abkiirzend mit

(fx) = (fo, f1, fa, f35 ) (1.10)

bezeichnen werden.

Digitale Realisierung des PI-Reglers:

Die Gleichung (1.8) ist der Algorithmus eines diskreten PI-Reglers, den wir
nun in ein vom Rechner ausfiihrbares Programm umsetzen miissen. Dies
kann auf verschiedenen Stufen der Programmierung erfolgen. Zum Beispiel
ist in [3] die Programmierung eines Regelalgorithmus in einer Assembler-
Sprache ausfiihrlich dargestellt. Wir werden hier eine hohere Programmier-
sprache — ndmlich FORTRAN — verwenden, weil an dieser Stelle auf maschi-
nenabhangige Details nicht eingegangen werden soll. Vielmehr wollen wir
mit dem Programm nach Bild 1.3 hervorheben, dafi die Programmierung
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RK YK

[

EK = RK - YK

UK = BO*EK + B1xEALT + UALT
EALT = EK

UALT = UK

l

UK

Bild 1.3: Eine Maoglichkeit, den diskreten PI-Regler nach den Gln. (1.8)
und (1.9) in eine hohere Programmiersprache umzusetzen.

eines diskreten PI-Reglers nach den Gleichungen (1.8) und (1.9) in einer
hoheren Programmiersprache miihelos durchzufiihren ist.

Im Programm nach Bild 1.3 haben die verwendeten Variablen die folgende
Bedeutung geméf den Gln. (1.8) und (1.9):

RK ... g,

YK ... Uk,

EK ... eg,

UK ... ug,

BO ... P,

Bl1...VT —P,
EALT ... ex—1,
UALT ... ug_1.

Das 4-Zeilen-Programm ist sehr leicht zu interpretieren: Die erste Pro-
grammezeile ist eine Anweisung, die der Auswertung der Gleichung (1.9)
entspricht, wahrend mit der zweiten Zeile die Gleichung (1.8) ausgewertet
wird. Mit dieser Anweisung wird also die Stellgréfie fiir den k-ten Ab-
tastschritt berechnet. Dazu brauchen wir nach Gl.(1.8) aber auch noch die
Werte von e und u vom vorhergehenden — den (k — 1)-ten — Abtastschritt;
diese beiden Werte haben wir uns aber mit den Variablen EALT bzw. UALT



genauso ”aufgehoben” | wie wir dies mit den Anweisungen in der dritten und
vierten Programmzeile fiir den néchsten Abtastschritt vorbereiten.

Selbstverstandlich ist mit dem Programm nach Bild 1.3 der digitale Reg-
ler noch nicht einsatzfihig. Dazu miiiten wir zumindest noch Anweisun-
gen hinzufiigen, die einerseits das Einlesen der Mefiwerte von den A/D-
Wandlern und das Ausschreiben der berechneten Stellgréflenwerte an den
D/A-Wandler ausfithren und andererseits dafiir Sorge tragen, daf sich dieser
Ablauf vom Einlesen iiber die Berechnung bis zum Ausschreiben periodisch
mit der Abtastperiode T wiederholt.

Die programmtechnische Umsetzung solcher Anweisungen kann man aber
nicht fiir einen allgemeinen Fall niederschreiben, da sie in einem hohen Mafle
maschinenabhéngig, d.h. abhéngig von der gerade vorliegenden gerétetech-
nischen Realisierung einschliellich des Rechner-Betriebssystems, sind. Wenn
jedoch ein Programm fiir eine Rechnerkonfiguration einmal geschrieben ist,
kann ein und derselbe Mikrorechner durch blofe Anderung eines Programm-
teiles — jenes Teiles, in dem die Stellgrofle berechnet wird und dem Bild 1.3
eintspricht — zu einem wvollig anderen Regler umfunktioniert werden. So
gesehen schafft man mit dem Einsatz eines Mikrorechners als digitaler Reg-
ler nicht nur eine alternative Realisierung herkémmlicher z.B. PID-Regler,
sondern diese sind aus der Sicht des Ubertragungsverhaltens des digitalen
Reglers nur mehr eine von vielen Moglichkeiten. Der Vielfalt der Regler,
die man so mit ein und demselben Mikrorechner realisieren kann, sind aus
der Sicht der Programmierung keine Grenzen gesetzt: Sie reicht von den
linearen Regelalgorithmen iiber die nichtlinearen bis hin zu Algorithmen,
die in analytisch geschlossener Form gar nicht mehr angebbar sind. Das
zentrale Problem bei der Realisierung analoger Regler, da§ namlich fiir eine
mehr oder weniger bedeutsame Anderung des Ubertragungsverhaltens die
technische Konstuktion des Reglers geandert werden mufl, ist beim Ein-
satz eines Mikrorechners als digitaler Regler irrelevant; denn diesem wird
das Ubertragungsverhalten durch software aufgepriigt, jenen jedoch durch
hardware.

In diesem Zusammenhang stellt man sich wohl die Frage, welches Programm
man fiir einen konkreten Anwendungsfall nun schreiben soll, bzw. wie findet
man zuerst den Regelalgorithmus, der dann so leicht realisierbar ist? Nun ist
der Weg, der oben bei der Herleitung des diskreten PI-Algorithmus gegan-
gen wurde, im allgemeinen keinesfalls zielfiihrend. Lafit er doch einzig
und allein nur erwarten, dal das Ubertragungverhalten des digital reali-
sterten Regelkreises geniigend genau mit dem Ubertragungsverhalten des
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analog entworfenen Regelkreises tibereinstimmt; dafl dies nur bei hinreichend
kleiner Abtastperiode erreichbar ist, wurde dort schon angedeutet.

Was wir daher benétigen, sind Verfahren, mit denen man direkt diskrete
Regelalgorithmen finden kann, die dem digitalen Regelkreis ein gewlinschtes
Ubertragungsverhalten verleihen. Unumgiinglich fiir die Darstellung von
Entwurfsmethoden fiir digitale Regelungssysteme ist die mathematische Be-
schreibung solcher Systeme.

1.2 Idealisierungen

Um eine moglichst einfache, geschlossene Beschreibungsform fiir zeitdiskrete
Ubertragungssysteme — oder kurz Abtastsysteme — abzuleiten, wollen wir
zunéchst vereinfachende Voraussetzungen formulieren, die auf einer ideal
gedachten Arbeitsweise der digitalen Datenerfassung und -verarbeitung fufien.
Im vorigen Abschnitt haben wir diese Voraussetzungen stillschweigend als
gegeben angenommen.

Idealer A /D-Wandler:

Fiir einen idealen A /D-Wandler wollen wir eine verschwindend kleine Wand-
lungszeit und eine unendlich feine Quantisierung bei der Wandlung jedes
analogen Signales voraussetzen. Ein solches Ubertragungsglied nennen wir
Abtaster und verwenden dafiir das Symbol nach Bild 1.4.

T

y(t) A (yw)

Bild 1.4: Symbol fiir einen Abtaster (idealer A/D-Wandler), T konstante
Abtastperiode.

Ein Abtaster erzeugt also aus einer zeitkontinuierlichen Funktion y(t) durch
aquidistante Abtastung mit der Abtastperiode T eine zeitdiskrete Folge (yx)
nach Bild 1.5, sodaf} gilt:

e =y(kT)  k=0,1,2,... (1.11)



(t) (Yr) oo o
-t IT ey
0T

2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T 9T

Bild 1.5: Erzeugung einer zeitdiskreten Folge von Werten (yx) durch Ab-
tastung einer zeitkontinuierlichen Funktion y(t).

Idealer D/A-Wandler:

Auch in diesem Fall wollen wir voraussetzen, dafl die Wandlung verzugszeit-
frei ist, und dafl das analoge Signal zu den Wandlungszeitpunkten jeden
beliebigen Wert annehmen kann. Legen wir zudem fest, dal das analoge
Signal zwischen den Abtastzeitpunkten konstant bleibt, sodafl also*

u(t) = a(t) = ug fir KT <t<(k+1)T (1.12)

gilt, so nennen wir ein solches Ubertragungsglied Halteglied™ und verwenden
dazu das Symbol nach Bild 1.6.

Bild 1.6: Symbol fiir ein Halteglied nullter Ordnung (idealer D/A-Wandler).

Ein Halteglied erzeugt also aus einer zeitdiskreten Folge (uy) eine zeitkon-
tinuierliche Treppenfunktion G(t) mit der Stufenbreite 7' (Bild 1.7).

*Das Symbol “in Gl.(1.12) soll kennzeichnen, daf} es sich bei einer zeitkontinuierlichen
Funktion um eine Treppenfunktion handelt.

**Wenn der zeitliche Verlauf des analogen Signales zwischen den Wandlungszeitpunk-
ten durch ein Polynom k-ter Ordnung beschrieben wird, so nennen wir das erzeugende
Ubertragungsglied ein Halteglied k-ter Ordnung (siehe z.B. [22]). Wenn wir im Kontext
schlicht von Haltegliedern sprechen, so meinen wir solche nullter Ordnung.
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Bild 1.7: Erzeugung einer zeitkontinuierlichen Treppenfunktion (t) aus
einer zeitdiskreten Folge (uy).

Idealer Rechner:

Fiir einen idealen Rechner wollen wir eine verschwindend kleine Rechen-
zeit fiir die Ausfithrung des programmierten Regelalgorithmus und eine un-
endlich feine Auflésung bei der Berechnung der Stellgrofenwerte vorausset-
zen.

Die zweite Voraussetzung erlost uns von der Beschreibung der schwer fafiba-
ren Rundungsfehler, die bei der digitalen Arithmetik mehr oder weniger
in Erscheinung treten. Die erste Voraussetzung zusammen mit Vorausset-
zungen fiir ideale Wandler erlaubt es uns, das Ausschreiben der berechneten
Stellgrolenwerte zeitgleich zum Abtasten der Eingangsgréfien zu betrachten.

Auf die in diesem Abschnitt angefiihrten Voraussetzungen bauen wir nun-
mehr die mathematische Beschreibung von Abtastsystemen, wobei wir vom
Abtastregelkreis nach Bild 1.8 ausgehen.

Storgrofen
r Lo
(rx) Regehlal— (ux)| - ﬂ(t)' St;‘;illce y(t) _
goruthmus Stellglied
T
(yx) A

Bild 1.8: Eine typische Konfiguration eines Abtastregelkreises (abgeleitet
aus dem digitalen Regelkreis nach Bild 1.2).
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Hierin haben wir gegeniiber Bild 1.2 zusatzlich die Regelstrecke und das
Stellglied zu einem Ubertragungssystem zusammengefaBt und die Dynamik
des Mef3gerates vernachléssigt. Letzteres diirfen wir in den meisten Fallen,
weil im allgemeinen die Regelstrecke in einem hoheren Leistungsbereich ar-
beitet als die Regeleinrichtung und die Dynamik des MeBgerétes im Vergleich
zur Dynamik der Regelstrecke in solchen Fillen eine untergeordnete Rolle
spielt.

11



12



Kapitel 2

Abtastsysteme und
Differenzengleichungen

Fine wesentliche Voraussetzung fiir den Einsatz leistungsfahiger Methoden
zum Entwurf von Regelkreisen besteht in der geeigneten Beschreibung des
Ubertragungsverhaltens der einzelnen Systemkomponenten bzw. des Gesamt-
systems. Dabei wird man stets bemiiht sein, solche mathematische Modelle
zu finden, die mit moglichst geringem Aufwand die wesentlichen Ubertra-
gungseigenschaften der gerade vorliegenden physikalischen Systeme hinrei-
chend genau wiedergeben. Ausgehend von den Idealisierungen, die im voran-
gegangenen Kapitel fiir den Abtastregelkreis vom Bild 1.8 getroffen wurden,
wollen wir uns nun der Frage zuwenden, wie man am zweckméafligsten Sys-
teme beschreibt, in denen die uns interessierenden Groflen teils Funktionen
der Zeit teils zeitdiskrete Folgen sind.

2.1 Beispiel

Fiir die Hintereinanderschaltung eines Haltegliedes (idealer D/A-Wandler)

und eines kontinuierlichen Systems, das durch eine lineare Differentialglei-

chung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten bzw. durch die entsprechende
Ubertragungsfunktion G(s) charakterisiert werde, soll der Zusammenhang

zwischen einer Eingangsfolge (ux) und der zugehorigen Ausgangsgrofie y(t)

untersucht werden. Die Abtastperiode dieses Systems, dessen Struktur im

Bild 2.1 dargestellt ist, wahlen wir zu

T=0,5s;
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Bild 2.1: Hintereinanderschaltung eines Haltegliedes und eines Verzoge-
rungsgliedes 1. Ordnung.

ferner nehmen wir an, dafl die spezielle Eingangsfolge
(ug) = (1,2,0,0,0,...) (2.1)

auf das Halteglied einwirkt, wodurch das nachgeschaltete Verzogerungsglied
1. Ordnung mit einer entsprechenden Treppenfunktion 4(t) angeregt wird.
Allgemein kann die Antwort des kontinuierlichen Teilsystems auf die Trep-
penfunktion 4(t) mit Hilfe des Faltungsintegrals [14] dargestellt werden

y(t) = / g(t — MYa(r)dr | (2.2)
0

wobei wir voraussetzen, daf} sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 das System in seinem
Ruhezustand befunden hat (d.h. insbesondere y(0) = 0). In GL.(2.2) be-
deutet g(t) die Gewichtsfunktion oder Impulsantwort des kontinuierlichen
Ubertragungssystems; sie kann mittels der inversen Laplace-Transformation
aus der Ubertragungsfunktion G(s) gebildet werden

g(t) = L7HG(s)} (2.3)
was in unserem einfachen Beispiel auf
gt) = e (2.4)

fihrt.

Fiir die Berechnung von y(t) werden wir uns nun zwei wesentliche Eigen-
schaften des mathematischen Modells fiir den kontinuierlichen Teil zunutze
machen — namlich die Linearitit* einerseits und die Zeitinvarianz™ anderer-
seits. Die Treppenfunktion 4(t), die durch das Halteglied gebildet wird, kann

*Ein  mathematisches Modell wird linear genannt, wenn es dem sogenannten
Uberlagerungsprinzip geniigt, d.h., daB man die Antwort des Modells auf eine Summe
von Eingangsgroflen durch die Summe der Antworten auf die einzelnen Eingangsgréfien
bestimmen kann.

**Ein mathematisches Modell wird zeitinvariant genannt, wenn es folgende Eigenschaft
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man sich als eine Uberlagerung zeitlich versetzter Sprungfunktionen, wie sie
auf der linken Seite des Bildes 2.2 dargestellt sind, vorstellen. Aufgrund
der Linearitdt kann die Antwort y(¢) durch die Summe der Antworten auf
die einzelnen Sprungfunktionen gewonnen werden. Aus den Gln. (2.2) und
(2.4) erhdlt man als Losung y(t) fir den Fall, da8 eine Sprungfunktion der

besitzt: Seine Antwort auf die um ein Zeitintervall At verschobene Eingangsgrofle ist die
um das gleiche Zeitintervall At verschobene Antwort auf die urspriingliche Eingangsgrofie.
Mathematische Modelle in der Form linearer Differentialgleichungen mit konstanten Ko-

effizienten sind jedenfalls zeitinvariant.
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Hohe ug auf das System einwirkt

t t
y(t) = /ef(th)usdT = uge ! / e"dr = ug(1 — eft) . (2.5)
0 0

Da wir es ja auBlerdem mit einem zeitinvarianten System zu tun haben,
konnen wir fiir die zeitlich versetzten Sprungfunktionen im Bild (2.2) die
entsprechend zeitlich verschobenen Antworten aus (2.5) angeben, sodafl man
schlieBlich nach Uberlagerung von y7(t), yr(t) und yzz(t) die Antwort y(t)
auf die spezielle Eingangsfolge (2.1) erhélt (siehe Bild 2.2 unten).

Dafl es im vorliegenden Beispiel relativ einfach war, y(¢f) wenn auch nur
auf graphischem Wege zu bestimmen, lag daran, daf die Eingangsfolge (uy)
nur zwei von Null verschiedene Elemente enthielt. Man kann sich aber le-
icht ausmalen, welchen Aufwand man zu treiben héatte, wollte man den hier
skizzierten Weg auf eine Eingangsfolge mit sehr vielen von Null verschiede-
nen Elementen iibertragen.

Abgesehen von einigen Sonderféllen ist die Berechnung der kon-
tinuierlichen Zeitfunktion am Ausgang eines Ubertragungssystems
mit vorgeschaltetem Halteglied als Antwort auf eine zeitdiskrete
Eingangsfolge eine Aufgabe, die nur mit erheblichem Aufwand
zu losen ist.

Wir wollen daher nach einem Ausweg suchen und dazu die Frage kléren,
ob sich nicht dadurch Vereinfachungen in der mathematischen Beschreibung
erreichen lassen, dal man nicht den gesamiten Zeitverlauf der Ausgangs-
funktion bestimmt, sondern nur noch deren Werte zu diskreten Zeitpunkten
ermittelt. De facto bedeutet dies, dal man sich zur Konfiguration vom Bild
2.1 noch einen Abtaster (idealer A/D-Wandler) am Ausgang hinzugefiigt
denkt, sofern er nicht ohnehin bereits gerédtetechnisch vorhanden ist, wie
etwa im Regelkreis vom Bild 1.8. Dabei nehmen wir von vorne weg an,
dafl das Halteglied und der Abtaster synchron mit derselben Abtastperiode
T arbeiten. Fiir die weitere Abhandlung soll nun nicht mehr die spezielle
Eingangsfolge (2.1) sondern eine allgemeine Folge

(u) = (o, u1,uz, ... ) (2.6)
betrachtet werden. Der Wert der Ausgangsgrofie zum Zeitpunkt ¢t = kT
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kann formal wiederum durch das Faltungsintegral dargestellt werden*

kT kT

yr = y(kT) = /ei(kTiT)ﬂ(T)dT = FT / e"u(r)dr . (2.7)
0 0

Wenn man beriicksichtigt, daf 4(t) eine Treppenfunktion ist, so kann die
Beziehung (2.7) umgeformt werden.

T 2T
Y = e*kT{uo/erT + uq /erT +
0 T
(k=1)T kT
+ .Uk / et dr +up_1 / e’dr} (2.8)
(k=2)T -1)T

Fiir den Wert der Ausgangsgrofie zum vorangegangenen Abtastzeitpunkt
gilt entsprechend

T 2T
Yk—1 = 67(1{71)T{U0/€Td7'+u1/erT—i—
0 T

(k—1)T
+.. tupo / edr} . (2.9)
(k—2)T
Wir subtrahieren nun von GI.(2.8) die mit dem Faktor e~ multiplizierte
Gl1.(2.9), dabei erhalten wir
kT
=€ Tys_1+e "y / e'dr. (2.10)
(k-1)T
Berechnet man noch das bestimmte Integral auf der rechten Seite von Gl.
(2.10), so ergibt sich folgende Beziehung
ye=e€ Typ1+ (1 —e Dupq, (2.11)

bzw. unter Beriicksichtigung des speziellen Wertes der Abtastperiode T =
0,5s
Yk = 0,606y, 1 + 0,394ug_1 . (2.12)

*Wir bedienen uns in den nachfolgenden Ausfiihrungen wiederum der abkiirzenden
Schreibweise fiir die Bezeichnung von Funktionswerten zu diskreten Zeitpunkten, wie sie
im ersten Kapitel G1.(1.7) bereits eingefiihrt wurde.
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‘ k ‘ t ‘ Ug ‘ yr = 0,606y, 1 + 0,394ug_ ‘ Yk ‘
0|1 0 1 0
1105 2| 41 =0,606-0+0,304-1 0,304
21 0 | y2=0,606-0,394+0,394-2 | 1,027
3115 0 |y3s=0,606-1,027+0,394-0 | 0,622
4| 2 0 | ys4=0,606-0,622+0,394-0 | 0,377
512,50 | y5=0,606-0,377+0,394-0 | 0,228

Tabelle 2.1: Ermittlung der Folge (yx) nach G1.(2.12).

Was wir mit der G1.(2.12) gefunden haben, ist offensichtlich eine Vorschrift,
wie man den Wert der Ausgangsgrofie zu jedem beliebigen Abtastzeitpunkt
kT — ausgehend von bereits bekannten Werten der Ausgangsgréfie und der
Eingangsfolge aus dem vorangegangenen Abtastzeitpunkt ¢ = (kK — 1)T —
bestimmen kann. Erstaunlich ist die Einfachheit dieses Zusammenhanges;
man beachte nur, dafl ausschliefSlich elementare Operationen, wie Addition
und Multiplikation, zur Auswertung benotigt werden.

Als néchstes soll die Frage beantwortet werden, wie man die Ausgangsfolge
(yk) in unserem Beispiel aufgrund der speziellen Eingangsfolge (2.1) nach
der eben gewonnenen Vorschrift bestimmt. Wir wollen dazu die rekursive
Auswertung der Gl.(2.12) bei & = 1 beginnen und erkennen sofort, dafl
wir neben dem Eingangsfolgenwert wug, der uns ja vorgegeben ist, auch noch
Kenntnis iiber den Wert yg besitzen miissen, damit wir y; ermitteln konnen.
Der Anfangswert gy ist aber aufgrund der Annahme, dal das System aus
seinem Ruhezustand heraus angeregt wird, ebenfalls vorgegeben mit

y():o.

In der Tabelle 2.1 ist nun die Berechnung der Folge (yi) fiir die ersten 6
Abtastschritte dargestellt.
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Zusammenfassend kann man also feststellen, daf3 der Verzicht
auf die Beschreibung des Zusammenhanges zwischen einer zeit-
diskreten Eingangsfolge und einer kontinuierlichen Ausgangs-
funktion eines Ubertragungssystems und der Ubergang zu einer
Beschreibung, in der nur noch zeitdiskrete Folgen betrachtet
werden, eine wesentliche Vereinfachung mit sich bringt. Der
Preis, der daflir bezahlt werden muf}, besteht darin, daf} der
Verlauf der Ausgangsfunktion zwischen den Abtastzeitpunkten
nicht mehr unmittelbar zur Verfiigung steht. Dieser Umstand
kann jedoch durch eine geeignete Wahl der Abtastperiode sehr
leicht entscharft werden.

2.2 Grundsatzliches uber Differenzen-
gleichungen

Eine mathematische Beschreibung des Zusammenhanges von Folgen, wie
wir sie in der Gl. (2.12) oder bereits im ersten Kapitel fiir den diskreten
PI-Regler (Gl.(1.8)) vorliegen haben, wird Differenzengleichung® bezeich-
net. Schon diese beiden Beispiele zeigen deutlich, wozu wir Differenzen-
gleichungen im Zusammenhang mit der Behandlung von Abtastsystemen
verwenden werden. Einerseits werden wir sie zur Formulierung von Rege-
lalgorithmen, die dann in einem Mikrorechner ablaufen sollen, heranziehen,
andererseits bieten sie eine einfache Moglichkeit, das Verhalten realer Sys-
teme zu diskreten Zeitpunkten zu beschreiben.

Der zweite Punkt fordert geradezu einen Vergleich zwischen Differential-
gleichungen und Differenzengleichungen heraus. Differentialgleichungen, die
ja die Grundlage zur Beschreibung kontinuierlicher Systeme bilden, bereiten

*Diese Namensgebung hat historische Griinde. Urspriinglich hat man namlich Glei-
chungen dieser Art in enger Anlehnung an Differentialgleichungen mit Hilfe der sogenan-
nten Vorwdrtsdifferenz einer Folge (fx)

Afy = fry1 — fr

oder der Rickwartsdifferenz
Vi = fe — fr—1

dargestellt. Zum Beispiel wiirde G1.(2.12) unter Verwendung der Vorwartsdifferenz lauten

Ayr, + 0.394y;, = 0.394u, .
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bei ihrer Losung im allgemeinen erhebliche Probleme, ja in vielen Féllen ist
es liberhaupt nicht moglich, eine geschlossene Losung anzugeben und man
muf} sich mit numerischen N&herungslosungen zufrieden geben. Nur fiir
eine Untermenge der moglichen Differentialgleichungen, namlich die Menge
der linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, ist es im
allgemeinen moglich, eine geschlossene Losung anzugeben, weshalb gerade
diese mit Vorliebe zur Modellbildung herangezogen wird. Wesentlich anders
hingegen liegt der Sachverhalt bei den Differenzengleichungen. Thre Losung
ist im Vergleich zur Losung von Differentialgleichungen einfach, denn Dif-
ferenzengleichungen liefern ihre eigene Losungsvorschrift bereits mit. An
dieser Stelle soll vermerkt werden, daf3 es sich bei den Differenzengleichun-
gen, die wir im Rahmen dieses Buches betrachten werden, ausschliefllich um
lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten handeln wird.

Als néchstes soll nun festgelegt werden, was unter dem Begriff der Ordnung
einer Differenzengleichung verstanden werden soll. Dazu betrachte man ein-
mal nur die Indizes einer Differenzengleichung und bilde alle méglichen In-
dexdifferenzen; die grofite vorkommende Indexdifferenz bestimmt dann die
Ordnung der Differenzengleichung. Die beiden Differenzengleichungen, die
wir bisher behandelt haben, G1.(1.8) bzw. Gl.(2.12), waren demnach von er-
ster Ordnung. Wir haben bei dieser Definition stillschweigend vorausgesetzt,
dafl wir mit Differenzengleichungen nur kausale Systeme beschreiben, das
sind solche, bei denen einfach ausgedriickt die Wirkung niemals vor der Ur-
sache eintreten kann. Dies soll an einem kleinen Beispiel naher erlautert wer-
den. Wir betrachten ein Ubertragungssystem (Bild 2.3) mit einer Eingangs-
folge (uy) und einer Ausgangsfolge (y;), dessen Ubertragungseigenschaften
durch folgende Differenzengleichung charakterisiert werde

Yk = a1Yg—1 + bugyr (2.13)
(ur) Diﬁ?renzen— (yx)
gleichung

Bild 2.3: Zeitdiskretes bertragungssystem.

Offensichtlich wird dadurch ein nichtkausales System beschrieben, denn der
Wert der Ausgangsfolge zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ = kT héngt nach
Gl. (2.13) auch von einem noch in der Zukunft liegenden Wert der Ein-
gangsfolge ab. Wir gelangen so leicht zur Einsicht, da} bei kausalen Dif-
ferenzengleichungen die bei der unabhéngigen Variablen (=Eingangsfolge)
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auftretenden Indizes niemals grofier sein konnen als die Indizes bei der
abhéngigen Variablen (=Ausgangsfolge) und zwar fiir beliebige Werte von k.
Im einleitenden Beispiel dieses Kapitels wurde fiir die Hintereinanderschal-
tung eines Haltegliedes eines Verzogerungsgliedes 1. Ordnung und eines Ab-
tasters eine Differenzengleichung hergeleitet, die das Ubertragungsverhalten
dieser Anordnung zu den Abtastzeitpunkten wiedergibt. Dabei hat sich
herausgestellt, dal analog zur Beschreibung des kontinuierlichen Teilsys-
tems durch eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten die Beschreibung des zugehorigen Abtastsystems eine lineare
Differenzengleich 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist. Man wird
sich nun fragen, ob diese Analogie auch dann erhalten bleibt, wenn es sich
nicht mehr nur um ein Verzogerungsglied 1. Ordnung sondern um ein kon-
tinuierliches System handelt, dessen Eingangs-Ausgangsverhalten durch eine
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung

y ™+ oy L ang + gy =
= Bou+ Briv+ ... + Bru™ (2.14)

angegeben wird. Dafl die Eigenschaft der Linearitdt tatsdchlich erhalten
bleibt, moge die folgende Plausibilitdtsbetrachtung verdeutlichen.

kontinuierl.
T System T

(ur) a(t) y(t) (yx)

. J 1 > G(s) " A —

Bild 2.4: Strukturbild eines einfachen Abtastsystems.

Ausgehend von der Differentialgleichung n-ter Ordnung bestimme man die
zugehorige Ubertragungsfunktion G(s) (s.Bild 2.4), wobei wir vereinfachend
annehmen, daf§ der Koeffizient 3, in GL.(2.14) Null sei, so da} der Grad
des Zahlerpolynoms von G(s) kleiner als der Grad des Nennerpolynoms
ist. Auflerdem nehmen wir an, dafl das Nennerpolynom nur einfache Null-
stellen besitzt, was uns gestattet, eine einfache Partialbruchentwicklung
(siche FuBnote auf Seite 37) fiir die Ubertragungsfunktion anzugeben.

Bo+ P18+ ...+ Bpgs?

G(S) = n—1 n =
ag+a1S+ ... +ap—18 +s
k k k
=1 4 2 4. 4+ (2.15)
s+c  s+co S+ cp
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ko
s+ co

kn
s+ cn

Bild 2.5: Parallelschaltung von n Verzogerungsgliedern 1. Ordnung.

Sind nun alle Nullstellen des Nenners reell, so entspricht dieser Partial-
bruchentwicklung im Strukturbild 2.5 die Parallelschaltung von n Verzoge-
rungsgliedern 1. Ordnung, sofern kein ¢; verschwindet. Denkt man sich
jetzt einerseits das Halteglied iiber die Verzweigungsstelle nach rechts und
andererseits den Abtaster {iber die Summierstelle nach links in die einzelnen
Zweige der Parallelschaltung verschoben, so entsteht eine Parallelschaltung
von n Abtastsystemen. Dabei ist jedes fiir sich eine Verallgemeinerung des
Typs, der im einleitenden Beispiel abgehandelt wurde und wird gewifl durch
eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung beschrieben.
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Fiir die Parallelschaltung zweier Differenzengleichungen lassen sich nun fol-
gende Relationen angeben

Y = Y1,k T Y2k (2.16)
Y1,k + a1y1k—1 = brug—1 (2.17)
Y2,k + a2y2. k-1 = baug—_1 . (2.18)

Im (k — 1)-ten Abtastschritt mufl demnach gelten

Yk—1 = Y1.k—1 T Y261 (2.19)
Yl k-1 + a1y1 k-2 = brug—o (2.20)
Y2,6—1 1 Q2Y2k—2 = baup—2 (2.21)

bzw. fur den Abtastschritt davor

Yk—2 = Y1,k—2 + Y2,k—2 - (2.22)

Eliminiert man nun aus diesen sieben Gleichungen (Gl.(2.16) bis
Gl.(2.22)) die sechs Grofien

Ytk Y1k—1 5 Y1,k—2 5 Y2,k » Y2k—1 5 Y2,k—2

so erhélt man eine lineare Beziehung zwischen

Yk 5 Yk—1 5 Yk—2, Uk—1 , Uk—2 .

Wird diese Vorgangsweise auf die Parallelschaltung von n linearen Differen-
zengleichungen tibertragen, so ist leicht einzusehen, dafl man wieder eine
lineare Differenzengleichung zwischen der Eingangsfolge (uy) und der Aus-
gangsfolge (yy) erhélt.

Fiir die Ordnung n gilt eine Ubereinstimmung im allgemeinen auch, doch
lassen sich Sonderfélle angeben, bei denen die Ordnung der Differenzenglei-
chung niedriger ist als die Ordnung der zugrundeliegenden Differentialglei-
chung [7]. Zusammenfassend stellen wir fest: Wird der kontinuierliche Teil
im Bild 2.4 durch die Differentialgleichung (2.14) charakterisiert, so kann
das entsprechende Abtastsystem durch die folgende Differenzengleichung
beschrieben werden

Yk + 01Yk—1 + a2Ykp—2 + ... + QpYp—n =
= boug + brug—1+ ...+ bpug_p . (2.23)
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2.3 Numerische Losung von Differenzen-
gleichungen

Die Auswertung von Differenzengleichungen stellt eine Aufgabe dar, die ger-
adezu den Einsatz eines Digitalrechners herausfordert. Es soll daher im fol-
genden Abschnitt ein Programm présentiert werden, mit dessen Hilfe lineare
Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten gelost werden konnen.
Auch in diesem Beispiel bedienen wir uns wiederum der Programmiersprache
FORTRAN. Bei der Programmerstellung wurden keinerlei Anstrengungen
unternommen, eine besonders rechenzeit- oder speicherplatzsparende Real-
isierung zu finden, vielmehr wurde Wert darauf gelegt, dafl die einzelnen
Anweisungen leicht nachvollziehbar und interpretierbar sind.

FORTRAN - Programm zur Lésung einer Differenzengleichung:

Korrespondenzen zur Differenzengleichung (2.23)

N = n (Ordnung)
K = k (laufender Index)
KEND = Index des letzten Abtastzeitpunktes der Berechnung
Y(0) = y Uu0) = ug
Y(1) = gy U = wpg
Yy(ny = Yk—n U = ugpy
B(0) = by
= = by

AL aq B(1)

AN = a, B(N) = b,

Bei der Erstellung des folgenden Programmes (Bild 2.6) wurde davon aus-
gegangen, dafl die Ordnung n den Wert 50 nicht iiberschreitet und daf
aus dem Ruhezustand heraus gestartet wird, andernfalls miifite der Initial-
isierungsteil bzw. der Vereinbarungsteil entsprechend abgeandert werden.
Die Ermittlung der Eingangsfolge (uy) wird mit Hilfe der

FUNCTION UK (K) durchgefiihrt. (Es wurde an dieser Stelle bereits
der Programm-Code zur Erzeugung einer speziellen Eingangsfolge fiir das
Zahlenbeispiel am Ende des Kapitels angegeben.)
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PROGRAM DIFFZ

C
INTEGER I,K,KEND,N
REAL A(0:50),B(0:50),U(0:50),Y(0:50) ,SUMME, UK
C ________________________________________________________
READ (5,%) N
READ (5,*) (A(I),I=1,N)
READ (5,*) (B(I),I=0,N)
READ (5,*) KEND
C ________________________________________________________
DO 5 I=0,N
U(I) = 0.0
Y(I) = 0.0
5 CONTINUE
K=0
C ________________________________________________________
10 CONTINUE
U(0) = UK(K)
SUMME = 0.0
DO 20 I=1,N
SUMME = SUMME - A(I)*Y(I)
20 CONTINUE
DO 30 I=0,N
SUMME = SUMME + B(I)*U(I)
30 CONTINUE
Y(0) = SUMME
WRITE (6,%*) K,U(0),Y(0)
C ________________________________________________________
DO 40 I=N,1,-1
Y(I) = Y(I-1)
U(I) = U(I-1)
40 CONTINUE
C ________________________________________________________
K=K+ 1
IF (K.LE.KEND) GOTO 10
STOP
END
C
C —
C
REAL FUNCTION UK (K)
C
UK = 2.0%SIGN( 1.0 , C0S(0.3927*K) )
RETURN
END

Bild 2.6: FORTRAN - Programm zur Losung von Differenzengleichungen.
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Abschlielend wollen wir noch die Losung einer Differenzengleichung mit
Hilfe dieses Programmes am Beispiel der Gl.(2.12) demonstrieren. Als Ein-
gangsfolge (uy) wahlen wir

ug = 2sgn (cos(0, 3927k)) (2.24)

und berechnen die zugehorige Ausgangsfolge (yg) bis zum Index k = 40.

Die dazu erforderlichen Eingabedaten lauten:

1 n
—0.606 0
0, 0.394 bo, by
40 KEND
(k] w [ oy |
0 | 2.00000 | .000000
1 | 2.00000 | 788000
2 | 2.00000 | 1.26553
3 | 2.00000 | 155491
4 [ -2.00000 | 173028
5 | -2.00000 | 260547
6 | -2.00000 | -.630109
7 [ -2.00000 | -1.16985
8 [ -2.00000 | -1.49693
9 [ -2.00000 | -1.69514
10 | -2.00000 | -1.81525
11 | -2.00000 | -1.88804
12 | 2.00000 | -1.93215
13 | 2.00000 | -.3828%6
14 | 2.00000 | 555071
15 | 2.00000 | 1.12492
16 | 2.00000 | 1.46970
17 | 2.00000 | 1.67864
18 | 2.00000 | 1.80525
19 | 2.00000 | 1.88108

Tabelle 2.2. Zahlenwerte der Eingangs- und der Ausgangsfolge.
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Im Bild 2.7 sind nun die Verlaufe der Eingangsfolge (uj) und der Ausgangs-
folge (yx) dargestellt. Fiir Vergleichszwecke wurde noch die Tabelle 2.2 mit
den entsprechenden Zahlenwerten der ersten 20 Abtastschritte hinzugefiigt.

Uk A

Bild 2.7: Zeitlicher Verlauf der Eingangs- und der Ausgangsgrofe.
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Kapitel 3

Die z-Transformation

Zur Beschreibung linearer zeitinvarianter kontinuierlicher Systeme steht das
maéchtige Hilfsmittel der Laplace-Transformation zur Verfiigung. Beim Uber-
gang von kontinuierlichen Systemen zu Abtastsystemen gehen lineare zeit-
invariante Differentialgleichungen in lineare zeitinvariante Differenzenglei-
chungen iiber. Damit kommt aber den Differenzengleichungen bei Abtast-
systemen die Bedeutung der Differentialgleichungen bei zeitkontinuierlichen
Systemen zu. In diesem Kapitel wird die z-Transformation vorgestellt, eine
Methode zur Ermittlung der geschlossenen Losung linearer zeitinvarianter
Differenzengleichungen, die dhnlich der Laplace-Transformation handzuhaben
ist. Obwohl Differenzengleichungen auch einfach auf iterative Weise zu 16sen
sind, gestattet die iterative Weise doch im wesentlichen nur den Schlufl von
den vorhergehenden Werten auf die unmittelbar nachfolgenden. Beim En-
twurf von Abtastsystemen ist es jedoch wiinschenswert, die Losung in ihrer
Gesamtheit beurteilen zu koénnen.

3.1 Wozu z-Transformation?

Hier sei ein kleiner Riickblick auf die Laplace-Transformation gestattet. Drei
Figenschaften sind es vornehmlich, die sie zur Beschreibung dynamischer
Systeme so attraktiv machen. Die erste Eigenschaft ist die Riickfiihrung des
Faltungsintegrals im Zeitbereich auf die Multiplikation zweier Funktionen
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im Bildbereich. Dem Integral*

entspricht die Operation

9(s) = f1(s)f2(s) -

Die zweite Eigenschaft besteht in der engen Beziehung zwischen einer Dif-
ferentialgleichung

d o d
> o gru(t) = X i)
und der zugehdrigen Ubertragungsfunktion
> Bis’
G(s) = =2 )
> st
i=0

Die dritte Eigenschaft ist die Moglichkeit, mit Hilfe von Ubertragungsfunktio-
nen die Zusammenschaltung ”einfacher” Systeme zu ”"komplexen” Systemen
auf elementare, algebraische Operationen zurtickzufiihren.

Es ist nun wiinschenswert, &hnliche Moglichkeiten fiir Abtastsysteme bereit-
zustellen. Der Leser sei hier an den Abschnitt 2.2 erinnert, wo die Pa-
rallelschaltung zweier Systeme angedeutet wird, die durch Differenzenglei-
chungen erster Ordnung beschrieben werden. Vergleicht man den dorti-
gen Rechenaufwand mit dem entsprechenden im zeitkontinuierlichen Fall,
wo lediglich zwei Ubertragungsfunktionen zu addieren sind, wird deutlich,
welche Bedeutung einer adaquaten Beschreibung zukommt.

3.2 Eine Herleitung der z-Transformation

Bild 3.1 zeigt die typische Struktur eines Abtastsystems mit einer Ein-
gangsgroBe (uy) und einer Ausgangsgrofe (yi).

*Mit g(t) und g(s) sind selbstverstandlich verschiedene Funktionen gemeint. Dies gilt
auch analog fiir f1(¢), f1(s) und f2(t), f2(s). (Siehe hierzu Abschnitt 3.4)
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(uk) q a(t) G(s) y(t) A (yx)
(1,0,0,...) ot) —o(t—T) g*(t) (9%)
2 2 2

— &

N @
>
S
N
S
S
N
S
—
N
B

Bild 3.1: Abtastsystem und Gewichtsfolge.

Das lineare zeitinvariante und zeitkontinuierliche Teilsystem mit der Ubertra-
gungsfunktion G(s) befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe. Wir wéhlen
nun die spezielle Eingangsfolge

(ug) = (1,0,0,0,...) .
Das Halteglied erzeugt aus dieser Folge die Zeitfunktion
u(t)y=o(t) —o(t-T),

wobei o(t) die Einheitssprungfunktion

0 fir t<0
U(t)_{l fir  ¢>0

bezeichnet.* Die Sprungantwort des zeitkontinuierlichen Systems, also die
Antwort auf die Eingangsfunktion o(t), bezeichnen wir mit h(t). Die Antwort
auf die spezielle Funktion 4 (t) wird hiermit

y(t) = h(t) =h(t =T) = g°(1) ,
die wir im folgenden mit g*(¢) abkiirzen.

Aufgrund der Linearitét ist die Antwort des zeitkontinuierlichen Systems
auf die Eingangsfolge
(ug) = (u0,0,0,...)
durch
y(t) =g*(t) uo

*Im folgenden setzen wir von jeder Funktion f(¢) voraus, daf f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 gilt.
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gegeben, und wegen der Zeitinvarianz ist die Antwort auf die Eingangsfolge
(ug) = (0,1,0,0,...)

einfach
yt)=g"t-T).

Zur Berechnung der Antwort auf die Folge
(ug) = (ug,u1,ug,...)
kombinieren wir beide Eigenschaften und erhalten so
yt)=g" @) uw+g"t—T)u +g"(t —2T)ug + ... . (3.1)

Beschrinken wir uns in Gl.(3.1) auf die Abtastzeitpunkte ¢t = kT, k =
0,1,2,..., so erhilt man wegen ¢g*(t) =0 fir t <0

y(k:T) = Y = g* (kT)uo + g*(k:T - T)u1 +...+ g*(kT - kT)uk =
= g* (kT)uo + g*((k — 1)T)U1 + ...+ g*(O)uk =
= giuo + gp_ju1 + ... + gouk

oder
k
Yk = Zngjuj (3.2)
=0

mit
g =g (kT) fiir k=0,1,2,... .

G1.(3.2) nennen wir analog zum Faltungsintegral Faltungssumme. Die Be-
deutung der Folgen (uy) und (yg) ist offensichtlich, neu ist jedoch die Folge
(93)- Nach unseren Uberlegungen erhélt man sie, indem man an den Ein-
gang des kontinuierlichen Systems einen Impuls der Héhe Eins und der Lange
T anlegt und die zugehorige Antwort ¢g*(¢) abtastet. In Anlehnung an die
Gewichtsfunktion nennen wir diese Folge Gewichtsfolge.

Berechnen wir die Werte von y;, fiir £k = 0,1,2,... , so ergibt sich folgendes
Rechenschema:

Yo = gpuo

Y1 = giuo + goua

* * * 3-3
Y2 = GoUp + giu1 + gou2 (3.3)
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Die Art der Indexrechnung fallt hier besonders auf. Zur Berechnung des
k-ten Elementes der Ausgangsfolge (yx) ist die Summe tiber alle Produkte
g;uj zu bilden, wobei fiir die Indizes i + j = k gilt. Genau diese Art der
Indexrechnung findet man aber auch bei der Multiplikation zweier Potenz-
reihen. Bei der Berechnung der Produktreihe

(ag + a1z + agx® +...) (bo + byz + boa® +...) =
= agpby + (a0b1 + albo)l‘ + (aobg +a1b + agbo)ZCQ —+ ...

tritt bei jedem Koeffizienten genau diese Operation auf. Wir nutzen diese
Figenschaften aus, um die Berechnung der Faltungssumme analog zum zeit-
kontinuierlichen Fall mit Hilfe des Produktes zweier "neuer” Funktionen zu
vereinfachen. Hierzu multiplizieren wir die erste Gleichung des Schemas
(3.3) mit 1 (oder 2°), die zweite Gleichung mit z, die dritte Gleichung mit

22, und so fort, und bilden ihre Summe:

Yo =  GolUo | -1
y1i = giuo + gow |-z
Y2 = gyuo + giur + goug | - a?
(Yo + 1z +
+ypx?+..0) = ghuo+ (giuo + gour)a+

+ (ghuo + giur + giug)w® + ...
= (g +gir+gr®+...)
(ug +urx +ugz? +...) .

o
Ordnen wir jetzt den Folgen (yx), (¢5) und (uy) die Potenzreihen - y;z*,
i=0

o0 . 0 .
> giz' bzw. Y w;z' zu, so kénnen wir die Faltungssumme als Produkt
i=0 i=0

zweier Potenzreihen darstellen. Diese Eigenschaft ist genau das Analogon
zum Faltungssatz der Laplace-Transformation. Aus historischen Griinden
werden nicht Potenzreihen mit positiven, sondern solche mit negativen Poten-
zen verwendet. D.h. wir werden im folgenden die Variable « durch die neue

Variable 2! ersetzen. Damit treffen wir folgende eineindeutige Zuordnung:

> .

2 it = y(2) — ()

1=

e .

2 0:27 = 97(2) — (9)

1=

0 .

YuizTt = u(z) — (ug) .

i=0
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Mit y(z), ¢*(z), bzw. wu(z) kiirzen wir die entsprechenden Potenzreihen
ab (selbstverstandlich sind mit y(z) und yg, etc. verschiedene Funktionen
gemeint) und erhalten die gewiinschte Entsprechung fiir die Faltungssumme

k
= giw) < y(z) =g (2u(z). (3.4)

Wir gelangen so zur Definition der z-Transformierten einer Folge (fi)

FE) =Z{(f)} = fiz ™", (3.5)
i=0

d.h., wir ordnen einer Folge ( fx) durch die Zuordnungsvorschrift Z in ein-
deutiger Weise die Reihe Z fiz~" zu. Diese Zuordnung nennen wir z-

Transformation, die Funktlon f(2) nennen wir z- Transformierte der Folge
(fx), und als Definitionsbereich fiir die Variable z wéhlen wir die Menge der
komplexen Zahlen*.

Noch scheint durch diese Vorgangsweise nicht viel gewonnen, denn der Rechen-
aufwand ist der gleiche, ob man nun mit Folgen oder Potenzreihen rechnet.
Gelingt es jedoch, die Potenzreihen ¢*(z) und u(z) in Gl.(3.4) durch ”ein-
fache” Ausdriicke zu ersetzen, so mufl man nur eine Multiplikation ausfiihren
und anschlieBend das Produkt als Reihe darstellen. Hiebei kann nun die
Rechenersparnis enorm sein.

Um GIL.(3.2) zu losen, bendtigen wir nun drei Schritte. Im ersten Schritt
transformieren wir die Folgen (gi) und (uy) in den z-Bereich:

9" (=) = Z{(9e)} . ulz) = Z{(w)}.
Im zweiten Schritt fiihren wir die Multiplikation aus:
y(2) = g"(z)u(2) .

Im dritten Schritt entwickeln wir y(z) in eine Reihe und lesen an den Koef-
fizienten dieser Reihe die Werte y;, der Folge (yi) ab. Fiir das Riickiibersetzen

*Durch diese Definition ist noch nicht die Existenz einer Funktion f(z) gesichert, da
nicht fiir jede Folge die angegebene Potenzreihe konvergiert. Geniigt jedoch die Folge (f%)
der Bedingung

Ifr] < Ad®,  Aja>0
so ist die absolute Konvergenz der Reihe > " ' fiz~* in einem Gebiet |z| > a der komplexen
Ebene gesichert, und f(z) ist eine analytische Funktion.
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einer Funktion f(z) aus dem z-Bereich in den Folgenbereich, also fiir die zu
Z inverse Abbildung, schreiben wir

(yr) = 27 H{y(2)} -

Mit Hilfe der Beziehung (3.4) kénnen wir aber auch sofort den Begriff der
Ubertragungsfunktion auf Abtastsysteme iibertragen. Analog zum kon-
tinuierlichen Fall verstehen wir unter der z-Ubertragungsfunktion eines li-
nearen zeitinvarianten Abtastsystems mit einer Eingangsgrofie (uy) und einer
Ausgangsgrofie (yi) die (von der speziellen Wahl der Eingangsgrofie un-
abhéngige) Funktion

also den Quotienten aus der z-Transformierten der Ausgangsfolge zur z-
Transformierten der Eingangsfolge, wobei das System aus der Ruhelage an-
geregt wird. Mit der angegebenen Bezeichnungsweise iibernehmen wir eine
Konvention, wie wir sie von der Laplace-Transformation kennen. Mit kleinen
Buchstaben bezeichnen wir Funktionen von z, die Folgen entsprechen, mit
groBen Buchstaben bezeichnen wir Ubertragungsfunktionen. Wegen dieser
Vereinbarung lautet die Beziehung nach Gl.(3.4) nun

y(z) = G*(2)u(z)  und  G(2) = Z{(g5)} -

Wir wollen die bisherigen Ergebnisse zusammenfassen: Im kontinuierlichen
Fall beschreibt das Faltungsintegral (siehe G1.2.2) das Ubertragungsverhalten,
an seine Stelle tritt bei Abtastsystemen die Faltungssumme (3.2); an die
Stelle der Gewichtsfunktion eines kontinuierlichen Systems (2.3) tritt die
Gewichtsfolge, statt mit der Laplace-Transformation rechnen wir mit der z-
Transformation, und mit Ubertragungsfunktionen kénnen wir operieren wie
bisher. Damit sind aber unsere Anforderungen an eine Beschreibungsweise
fir Abtastsysteme prinzipiell erfiillt, und wir kénnen darangehen, die z-
Transformation weiter auszubauen. Ehe wir dies tun, soll ein kleines Beispiel
den bisherigen Gedankengang verdeutlichen.
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3.3 Beispiel zur z-Transformation

Wir betrachten nochmals das Beispiel 2.1 aus dem vorigen Kapitel. Die
Ubertragungsfunktion des kontinuierlichen Systems lautet
1

G(S)Zl—ks7

die Abtastperiode bezeichnen wir ganz allgemein mit 7. Wir wollen die
Ubertragungsfunktion G*(z) und mit deren Hilfe die Antwort des Abtast-
systems auf die spezielle Eingangsfolge

(up) = (1,1,1,...)

berechnen. Dabei werden wir ausschlieflich die bisher entwickelten Hil-
fsmittel verwenden. D.h. insbesondere, daf die z-Ubertragungsfunktion
durch z-Transformation der Gewichtsfolge zu bestimmen ist. Sobald uns
die Methoden der Abschnitte 3.4 und 3.5 zur Verfiigung stehen, kann die
Berechnung noch wesentlich vereinfacht werden.

Zur Berechnung der z-Ubertragungsfunktion G*(z) benétigen wir die Gewichts-
funktion g(t), die Sprungantwort h(t) und die Gewichtsfolge (g;):

h(t) = /0 L g(r)dr = /0 emdr = (1 — e Yo (t)
i (t)

g (t) = h(t) = h(t-T)
=(1—eHot)—(1—e Mgt —1T)

bzw.
g (0) =0 =0
g'(T) =(1—-eT) = e T(e" =1,
g 2T) = (1—e?) = (1—e") =e (" 1),
gBT) = (1—e3T) —(1—e?T) = 3Tl — 1)
oder
90 =0
gi =e Ml - 1), k=1,2,3,...

Bilden wir zur Folge (gj) die z-Transformierte, erhalten wir die Ubertragungs-
funktion®.

G*(2) = Z{(gh)} = 3 i
1=0
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Zur Berechnung der Antwort auf die spezielle Eingangsfolge (u) = (1,1,...)
ist jetzt nur erforderlich, diese in den z-Bereich zu transformieren, und sie
mit der Ubertragungsfunktion G*(z) zu multiplizieren*

U(Z) :Z{(]-,l,...)}:1+271+Z*2+...
S --s
i=0 N7 1—% z—1

1—e T 2

y(z) = G (2)u(z) =

z—e T 21"

Nun miissen wir y(z) wieder als Reihe mit negativen Potenzen darstellen.
Hiezu bedienen wir uns eines kleinen Tricks. Wir zerlegen zuerst den Aus-
druck fir y(z) mit Hilfe der Partialbruchentwicklung ** in ”einfache” Aus-
driicke und versuchen, diese ”einfachen” Ausdriicke mit Hilfe der Formel fiir
die geometrische Reihe wieder als Reihen darzustellen (siehe Fufinote auf
Seite 37). Es folgt:

1 z
z—e T z2—-1

y(z) = (1—eT)

*Die Umformung basiert auf der Summenformel der geometrischen Reihe

2 3 _ 2 .
l+z+a" 42 —|—...—Zx—1_w fir lz| < 1.
1=0
**r(x) sei eine rationale Funktion. Es gelte
p(zx) . p(x), q(z) Polynome in x
r(r) = —/= mit
= @) rad(p(x)) < grad(g(x)) = n

Die Wurzeln x; von ¢(z) seien einfach und reell. Dann hat r(x) eine Darstellung der Form
(Partialbruchentwicklung)

n co = lim %
r(z) =co + Z pra— mit ;?;j)q z p(x)




- é (1 —12'_1> B e_zT (1 — (esz)_1>

1 e
= ;(1—1—2_1—1—2_2—1—...)—7(1+€_Tz

e 24 )

=(l-e Dzl —-e)z24 1 -3 234 ...

Jetzt konnen wir sofort die Losung im Folgenbereich angeben, denn wegen
Definition (3.5) erhélt man:

Yo = 0
yp, = 1—e*T | k=1,2,...

Dieses Beispiel zeigt, wie die z-Transformation im Prinzip zu verwenden ist.
Unschwer ist auch der ungeheure Vorteil gegentiiber einer iterativen Losung,
wie sie im vorigen Kapitel vorgestellt wurde, zu erkennen. Man kann z.B.

e den Wert der Losung zu jedem Abtastpunkt angeben, ohne alle Vorgénger
zu berechnen,

e die Art der Losung filir £ — oo abschétzen,

e oder den Einflul von Parametern, hier der Abtastzeit T, beurteilen.

Vieles davon ist sogar moglich, ohne die Losung y(z) in den Folgenbere-
ich zu iibersetzen. Dennoch ist die bisherige Vorgangsweise fiir das prakti-
sche Rechnen zu schwerfillig. Um die Handhabung der z-Transformation zu
vereinfachen, sind im néchsten Abschnitt die wichtigsten Eigenschaften und
Korrespondenzen angegeben.

3.4 Eigenschaften der z-Transformation

Ehe wir uns den Eigenschaften der z-Transformation zuwenden, ist es leider
unvermeidbar, einige Bemerkungen zur Bezeichnungsweise zu machen. Die
Laplace-Transformierte einer Zeitfunktion f(¢) bezeichnen wir mit

fls) = L{f(®)}
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wobei selbstverstandlich mit f(s) und f(¢) verschiedene Funktionen gemeint
sind. Dies gilt analog auch bei den folgenden Transformationen. Fiir die
inverse Laplace-Transformation schreiben wir

Ft)=L7Hf ()} -

Die z-Transformierte einer Folge (fx) bezeichnen wir mit

f(z) = Z{(fr)}

und fir die inverse z-Transformation schreiben wir

(fr) = 27Hf(2)} .

Bild 3.2 zeigt den Zusammenhang der einzelnen Transformationen. Selbstver-
stéandlich konnen wir zu einer Zeitfunktion f(¢) eine Folge (fy) bilden und zu
dieser Folge die z-Transformierte f(z) angeben. Umgekehrt kénnen wir zu
einer Funktion f(z) eindeutig eine Folge (fx) finden, aber eine Umkehrung
des Abtastprozesses, also die eindeutige Bildung einer Zeitfunktion aus einer
Folge, ist natiirlich nicht moglich. Es gibt ja beliebig viele Zeitfunktionen,
die nach dem Abtasten zu ein und derselben Folge fiihren. Es ist also ein
Ubergang vom Zeitbereich in den s-Bereich und zuriick moglich, ebenso
konnen wir vom Folgenbereich in den z-Bereich und zuriick gehen, und
aufferdem konnen wir vom Zeitbereich in den Folgenbereich iibergehen.

Suchen wir zu einer Funktion f(s) die entsprechende z-Transformierte f(z),
so bilden wir zuerst mit der inversen Laplace-Transformation die zugehérige
Zeitfunktion f(t)

Ft) =L7Hf ()}

N r AR
) O — — A [ ) )
o 7

Bild 3.2: Transformationen.
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tasten die Funktion f(¢) ab und erhalten die zugehérige Folge (fx) mit*

fr = f(KT)

und suchen zu dieser Folge (fx) die z-Transformierte f(z)

f(z)=2{(f1)} -

Da der Ubergang von f(s) zu f(z) oft benétigt wird, schreiben wir hiefiir
einfach

f(2) =Z{f(s)} (3.7)

(siehe auch Bild 3.2). Man beachte die unterschiedliche Schreibweise von
”7” in GL(3.5) und GL.(3.7).

Tabelle 3.1 zeigt die wichtigsten Eigenschaften der z-Transformation, wobei
wir von f(t) voraussetzen, daf gilt

f(t)=0 falls t<0.

Die zugehorigen Rechenregeln der Laplace-Transformation sind ebenfalls
angefiihrt.

Eigenschaft I driickt die Linearitat der einzelnen Transformationen und des
Abtastprozesses aus. Fiir die z-Transformation folgt die Linearitat unmit-
telbar aus der Definition (3.5).

FEigenschaft IT — auch Verschiebungssatz genannt — gibt an, wie die z-Transfor-
mierte f(z) einer um n Schritte nach rechts verschobenen Folge ( fx) mit Hilfe
der z-Transformierten der unverschobenen Folge ausgedriickt werden kann.
Bild 3.3 zeigt, wie eine Folge um einen Schritt nach rechts verschoben wird.

Fiir (f3,) gilt
(fk) = (f0>f1>f2>"') )

es folgt fir (fr_1)
(fr=1) = (0, fo, f1,---) -

Wegen
Z{(fu)y =D fiz™"
i=0

*Die Zuordnung (fx) = f(kT) ist nur fir rechtsseitig stetige Funktionen giiltig. Ist eine
Funktion nicht rechtsseitig stetig, gilt die Zuordnung fi = f(kT + 0), d.h., wir nehmen
den rechtsseitigen Grenzwert.
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f(s) f(@) (fx) f(z)
L || cfi(s) +eafa(s) | erfi(t) +cafalt) | (crfip + cafor) | crfi(z) + cafa(2)
11 e TS f(s) f(t—nT) (fr=n) 27" f(2)
1 (]Zijo frk—jfok) f1(2) f2(2)
v Jim s f(s) lim f () fo lim_ f(z)
Vv lim s f(s) Jim f(2) i f lim (2 = 1)f(2))

Tabelle 3.1 Rechenregeln zur z-Transformation
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— &

Bild 3.3: Zum Verschiebungssatz.

und - .
()} =Y i V=23 fia
i=0 i=0
gilt also .
Z{fe-1)t = Z2{(fu)} = 2 f(2).

Wiederholen wir diese Betrachtung n mal, so finden wir die rechte Seite von
Figenschaft II. Betrachten wir Bild 3.4, so sehen wir, dafl wir auf zwei Wegen
zum selben Ergebnis gelangen. Beim ersten tasten wir f(t) zuerst ab

ft) — (f)

und verschieben (f)

(fe) — (fr-1) -

Beim zweiten verschieben wir zuerst f(¢) um eine Abtastperiode
ft) — f(t=T)
und tasten dann f(t —T) ab
ft=T) — (fr-1) -
Wir diirfen also diese beiden Operationen vertauschen, und es gilt
Z{e T f(s)} = 2T 2{f(s)} = 27 f(2)

bzw.

Z{f(kT —T)} = =" Z{(f(kT))} -
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3 +
2 +
Abtasten | | Verschieben

R

Al (fe) ! ft=T)
3 3
2 o 2
14 T 1
1 2 3 4 k 1 2 3 4 k
o U |
Verschieben 5 | Abtasten

7] T _J

— @

Bild 3.4: Vertauschen von Abtasten und Verschieben.

Entsprechend findet man

Z{e " f ()} =2 (2)
also die linke Seite von Eigenschaft II.

Eigenschaft I1I — den Faltungssatz — haben wir bereits ausfiihrlich behandelt.
Man beachte hier, daf die Faltung nicht mit dem Abtastprozefl vertauschbar
ist, es gilt also im allgemeinen

Z{f1(s)f2(s)} # Z{f1(s)}YZ{f2(5)} -

Zu den Eigenschaften IV und V, den Grenzwertsatzen, ist anzumerken, daf
sie nur dann die richtigen Grenzwerte liefern, wenn diese im Zeitbereich bzw.
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im Folgenbereich existieren. Man muf sich vor ihrer Anwendung daher von
der Existenz der Grenzwerte liberzeugen.

f(s) f(®) (fx) f(2)

I % o(t) (1) -

1 Tz
I 5 to(t) (kT) oo

1 t2 (kT)? T?2(z +1)
o= | 700 ( > ) 2Go1p
WV | o) | ) —

1 €at0 eakT TeaTz
Vil Gz | oW BT

1 2 KT)% T?2eT 2(z + T
Vi (s — ) Eea o(t) <( 2) ¢ kT) 2(z —(60—‘;)3 :

Table 3.2: Korrespondenzen zur z-Transformation

Die zum praktischen Rechnen benotigten Korrespondenzen sind in der Tabelle
3.2 angefiihrt. Wir sind hiermit imstande, die im Bild 3.2 angefiihrten Trans-
formationen fiir einige, haufig vorkommende Funktionen durchzufiihren. Soll-
te eine Funktion nicht in der Tabelle 3.2 angefiihrt sein, hilft meist folgender
Gedankengang weiter, dem die Linearitdt der Transformationen zugrunde
liegt: Eine "komplizierte” Funktion wird mit Hilfe der Partialbruchentwick-
lung in eine Summe ”einfacher” Funktionen zerlegt, diese werden einzeln
mit Hilfe der Tabelle in den gewiinschten Bereich transformiert und dort

wieder aufsummiert.

3.5 Berechnung der z-Ubertragungsfunktion
Wie wir bereits im Abschnitt 3.2 gesehen haben, ist die Berechnung der
z-Ubertragungsfunktion besonders einfach, wenn wir die Gewichtsfolge ken-

nen. Die Gewichtsfolge (gi) ist ja die Antwort des Abtastsystems auf die
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spezielle Eingangsfolge (ux) = (1,0,0...). Nun folgt fiir dieses u(z)
u(z) = Z2{(1,0,0,...)} =1,
und damit fiir die z-Ubertragungsfunktion G*(z)

TN C) N5 (/9]
@)= 0 T 200,

= Z{(g1)} - (3.8)

Die z-Ubertragungsfunktion G*(z) stimmt also mit der z-Transformierten
der Gewichtsfolge (g;) iiberein.

Wird das Abtastsystem durch eine Differenzengleichung der Form
Yk + Gn—1Yk—1 + - - - + QYk—n = bpup + by_qup_1 + ... + boug—,  (3.9)

beschrieben, so a3t sich unter der Voraussetzung, dafl sowohl die Eingangs-
folge als auch die Ausgangsfolge fiir k& < 0 verschwinden, die zugehdrige
z-Ubertragungsfunktion G*(z) leicht mit

Y(2) + an_121y(2) + ... +apz "y(z) =
= byu(z) + bp_12 tu(z) + ... + boz "u(2)

und

y(z)  bo+biz+ baz? + ...+ b,2"
uw(z)  ag+arz+ a2 ... 42"
angeben. Sicherlich ist der Leser inzwischen mit der z-Transformation ver-

traut geworden, dennoch sollte er sich vergewissern, dafl zur Herleitung von
Gl.(3.10) nur die Eigenschaften I und IT aus der Tabelle 3.1 nétig sind.

G*(z) = (3.10)

Zur Differenzengleichung (3.9) kénnen wir also sofort die Ubertragungsfunk-
tion (3.10) angeben, umgekehrt kénnen wir auch zur Ubertragungsfunktion
(3.10) sofort eine passende Differenzengleichung, namlich (3.9), finden. Dies
ist insbesondere dann wichtig, wenn wir zu einer Ubertragungsfunktion eine
rechnergestiitzte Realisierung suchen.

Allerdings kann man nicht zu jeder Ubertragungsfunktion eine Realisierung
finden. Hierzu betrachte man eine rationale Ubertragungsfunktion, deren
Zahlergrad grofler als deren Nennergrad ist. Man tiberzeugt sich leicht, daf
die zugehorige Differenzengleichung nicht kausal, also nicht realisierbar ist
(siehe Gl. 2.13). Damit also zu einer rationalen Ubertragungsfunktion G*(z)
eine realisierbare Differenzengleichung gehort, mufl gelten:

Zahlergrad (G*(z)) < Nennergrad (G*(z)) .
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Héufig liegt eine Konfiguration nach Bild 3.1 vor. Obwohl wir bereits wis-
sen, wie prinzipiell die Ubertragungsfunktion zu berechnen ist (siehe Ab-
schnitt 3.2), konnen wir den Rechengang vereinfachen, wenn wir einzelne
Schritte bereits im s-Bereich ausfithren. Wir wahlen wieder die spezielle
Eingangsgrofe (ux) = (1,0,...), also u(z) = 1. Dann lautet die Antwort

u(s) des Haltegliedes

. 1 1 _p,
u(s) = PR

Die AusgangsgroBe g*(s) des kontinuierlichen Systems wird

§7(s) = G(s)~(1 — &%),

S

und fiir die z-Ubertragungsfunktion G*(z) folgt wegen Eigenschaft I und II
aus Tabelle 3.1

(-Ya(2)

Giz) = 21y {@} . (3.11)

z S

Mit den jetzt zur Verfligung stehenden Mitteln 148t sich das Beispiel aus Ab-
schnitt 3.3 sehr einfach l6sen. Als erstes wollen wir wieder die z-Ubertragungs-

funktion von )

1+s
berechnen. Aufgrund von GI.(3.11) gilt

z—1 1
G*(z) = Z .
&= 2{ o)
Mit der Partialbruchzerlegung folgt

G*(z):z_1Z{1— ! }

z s (s+1)

G(s) =

Wir erhalten mit Hilfe der Korrespondenzen I und IV von Tabelle 3.2

G*(z):z_l( z z )

z z—1 z—eT
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bzw. .
1—e"

G'(z)=—.

(2) z—e T

Ebenso einfach berechnen wir die Antwort des Systems auf die Eingangsfolge

(ug) = (1,1,1,...). Es gilt

y(2) = G*(2)u(2)
und mit Korrespondenz I von Tabelle 3.2 folgt

1—e T 2

y(z) =

z—e T z—-1"
Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung erhalten wir

1 e T 1 z T 0z
y(z)_z—l_z—eT_;(Z—l_e Z—eT) '

Wegen der Korrespondenzen I und IV von Tabelle 3.2 und mit den Eigen-
schaften I und II von Tabelle 3.1 ergibt sich
(yr) = (0,1,1,1,...) —e (0,1, T 72T ..)
oder
70 =10 und ykzl—e_kT fir k=1,2,...

Noch einfacher kann dieses Beispiel mit uLINSY gelost werden. Mit der
Befehlssequenz

T=20.1
G =1/<1,1>
Gz = 0z(G,T)
stpg Gz

werden nicht nur alle erforderlichen Berechnungen durchgefiihrt, sondern
das Ergebnis wird auch graphisch dargestellt.

Wir verfiigen nunmehr iiber ein Hilfsmittel zur Beschreibung von Abtastsys-
temen, das in seiner Leistungsfahigkeit der Laplace- Transformation ebenbiir-
tig ist. So kénnen wir wie gewohnt mit Ubertragungsfunktionen rechnen, auf
einfache Weise Differenzengleichungen 16sen und zu Ubertragungsfunktionen
Algorithmen angeben, die einfach zu programmieren sind (Bild 2.6). Wei-
tere Eigenschaften der z-Transformation findet der interessierte Leser z.B.
in [1,5,6,7,12,22].
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Kapitel 4

Stabilitat linearer
zeltinvarianter
Abtastsysteme

Aus der Erfahrung wissen wir, dafl Ubertragungssysteme — insbesondere
Regelkreise — unter gewissen Umstanden instabil werden kénnen. Vielfach
erkennen wir diese Situation daran, dafl sich ein gewiinschter Betriebszu-
stand einer Anlage nicht halten 1&8t, weil gewisse Systemgrofien die Tendenz
zeigen, sich entweder unabléssig von ihren Sollwerten zu entfernen, oder
fortwahrend um sie zu pendeln. Ein brauchbares Regelungssystem darf diese
unangenehmen Eigenschaften nicht besitzen.

In diesem Kapitel werden wir die Eigenschaft der Stabilitéat flir lineare zeit-
invariante Abtastsysteme genauer fassen und im Anschlufl daran Methoden
angeben, die geeignet sind, die Frage nach der Stabilitiat zu beantworten.

Es gibt verschiedene Festlegungen des Stabilitdtsbegriffes. Unsere Unter-
suchungen bauen wir auf eine Definition, die fiir lineare zeitinvariante Ab-
tastsysteme, beschrieben durch eine Ubertragungsfunktion, zweckmaBig ist.

4.1 Definition der Stabilitat

Wir betrachten ein lineares zeitinvariantes Ubertragungssystem nach Bild
4.1 mit einer Eingangsfolge (uj) und einer Ausgangsfolge (yx). Das Ubertra-
gungsverhalten werde beschrieben durch die z-Ubertragungsfunktion G*(z).

Wenn dieses Ubertragungssystem ausgehend von seinem Ruhezustand auf
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(uk G* (Z) (yk)

Bild 4.1: Zur Definition der Stabilitt.

jede beschrénkte Eingangsfolge (ug), das heifit

lug| < oo, k=0,1,2,... (4.1)
mit einer beschrankten Ausgangsfolge (yi), also mit

lye| <00,  k=0,1,2,... (4.2)

antwortet, so sagen wir, das Ubertragungssystem ist BIBO-stabil*. Antwortet
hingegen das Ubertragungssystem auch nur auf eine beschrankte Fingangs-
folge mit einer Ausgangsfolge, die iiber alle Grenzen wéchst, so nennen wir
das Ubertragungssystem instabil.

4.2 Stabilitatskriterien

Die obige Definition besagt, was wir fortan unter Stabilitdt zu verstehen
haben. Um jedoch in einem konkreten Fall feststellen zu kénnen, ob ein
Ubertragungssystem die Eigenschaft der Stabilitit besitzt, bendtigen wir
ein geeignetes Kriterium. In diesem Abschnitt wollen wir daher ein solches
Kriterium herleiten.

Wir wissen, dafl die Ubertragungseigensehaften durch eine Ubertragungsfunk—
tion G*(z) beschrieben werden und fragen uns daher, unter welchen Bedin-
gungen flir ein solches Ubertragungssystem aus der Eigenschaft (4.1) die
Eigenschaft (4.2) folgt.

Jedenfalls kann man ganz allgemein die Ausgangsfolge (y) als Antwort des
Systems auf die Eingangsfolge (uy) mit Hilfe der Faltungssumme

k
Yk =D Gh—jUy (4.3)
§=0

*?BIBO” ist ein Kurzwort, gebildet aus den Anfangsbuchstaben von ”Bounded Input
- Bounded Output”. Wenn wir in der Folge einfach von Stabilitdt sprechen, meinen wir
BIBO-Stabilitét.
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darstellen. In Gl.(4.3) ist (g;,) die Gewichtsfolge, deren z-Transformierte mit
der Ubertragungsfunktion G*(z) identisch ist:

G*(2) = Z{(gp)}- (4.4)

In der Stabilitdtsdefinition werden nur Aussagen iiber die Betrage der Werte
der Ein- und Ausgangsfolgen gemacht; fithren wir deswegen in G1.(4.3) diese
Betrage ein, so erhalt man:

k k
el = 1> gi_jusl < > gkl lugl. (4.5)
j=0 j=0

Sind nun die Werte u; dem Betrage nach hochstens gleich einer festen posi-
tiven Zahl M, handelt es sich also ausschliefllich um beschrinkte Eingangs-
folgen, so folgt aus der Ungleichung (4.5) unmittelbar

k
gl < MY 1gij]
5=0

und weiter mit der Abkiirzung k — j =1

k

lykl < MY lgl. (4.6)
=0

Man kann nun stets eine Folge (u;) finden, fiir die in Ungleichung (4.5)
und damit auch in (4.6) das Gleichheitszeichen gilt. Fordern wir mit der
Bedingung (4.2), daB |yx| < oo fiir jedes k gilt, so folgt daraus, dafi die
Summe in der Beziehung (4.6) fiir jedes k beschrankt sein mufi — damit auch
fiir k — co. Diese Uberlegungen fassen wir in einem Stabilitditskriterium
zusammen:

Das durch y(z) = G*(2)u(z) beschriebene Abtastsystem nach
Bild 4.1 ist dann BIBO-stabil, wenn die Summe tiber die Ab-
solutbetréige der einzelnen Werte der Gewichtsfolge (gf) endlich
ist, das heifit, wenn

> gkl < o0 (4.7)
k=0

gilt*.

*Die Formulierung ”...ist dann BIBO-stabil, wenn ...” bedeutet, dafl aus der
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Mit dem Kriterium (4.7) 148t sich jetzt die Eigenschaft eines linearen zeit-
invarianten Abtastsystems, auf jede beschrankte Eingangsfolge mit einer
beschrankten Ausgangsfolge zu antworten, anhand einer fiir das System
charakteristischen Grofle, namlich der Gewichtsfolge, ablesen.

Beispiel 1:

Mit Hilfe des Stabilitdtskriteriums (4.7) soll nun untersucht werden, unter
welchen Bedingungen ein Abtastsystem nach Bild 4.1 mit der Ubertragungs-

funktion )
G*(z) = (4.8)

Z—a

stabil ist. Wir erwarten, daf§ die Eigenschaft der Stabilitdt eng an den Pa-
rameter a — den Pol der Ubertragungsfunktion — gebunden ist; und zwar de-
rart, daf} es einen Wertebereich dieses Parameters gibt, fiir den das Ubertra-
gungssystem stabil ist, und einen anderen Wertebereich, fiir den Instabilitét
vorliegt. Die folgenden Betrachtungen sind darauf gerichtet, diese Wer-
tebereiche zu spezifizieren. Dazu berechnen wir die Gewichtsfolge (gj) des
Abtastsystems (4.8) in geschlossener Form, indem wir Gl.(4.8) zunéchst um-

formen:
z

G*(z) =2 '—— =271f(2). 4.9
()= =7 f(2) (19)
Bei der inversen z-Transformation der Gl.(4.9) gehen wir in zwei Schritten
vor. Zuerst ermitteln wir mit Hilfe der Korrespondenz IV aus der Tabelle

3.2 die zu f(z) gehorende Folge (fx):

(fi) = Z7Hf(2)} = (d¥).
Dann wenden wir auf die Folge (fx) geméf Gl.(4.9) den Verschiebungssatz
(Eigenschaft 1T aus der Tabelle 3.1) an und erhalten so die Gewichtsfolge
(9%):
(g%) = (fe-1)-

Berticksichtigen wir noch, dafl bei dieser Verschiebeoperation der Folgenwert
mit negativem Index f_; = 0 gesetzt wird (vgl. Bild 3.3), so finden wir
schliellich fiir die Gewichtsfolgenwerte g;;

* 0, k=0,
si={o 1o (4.10)

Erfillung der Ungl. (4.7) die BIBO-Stabilitat folgt — das Stabilitatskriterium ist somit
hinreichend. Man kann auch die Notwendigkeit des Kriteriums — aus der BIBO-Stabilitét
folgt die Ungl. (4.7) — zeigen; jedoch ist dieser Beweis umfangreich, sodal wir auf [7]
verweisen.
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Das Stabilitatskriterium (4.7) fiihrt nunmehr auf die Beantwortung der
Frage, fiir welche Werte von a die folgende Summe existiert:

o0 o o0
> gkl = 1" =3 lal*. (4.11)
k=0 k=1 k=0

Der rechte Term in Gl.(4.11) ist aber die Summe einer geometrischen Reihe,
die genau dann existiert, wenn gilt:

la < 1. (4.12)

Somit stellen wir zusammenfassend fest, dal das Abtastsystem (4.8) genau
dann stabil ist, wenn der Parameter a — der Pol der Ubertragungsfunktion
G*(z) — im Intervall —1 < a < 1 liegt.

Die Gewichtsfolge des Abtastsystems (4.8) wird durch G1.(4.10) beschrieben.
Wie man daran leicht erkennen kann, gibt es — nunmehr von Stabilitétsfragen
abgesehen — sechs charakteristische Verlaufe, je nach der Lage des Poles a.
Diese sechs Fille sind im Bild 4.2 beispielhaft zusammengestellt, wobei die
Lage eines Poles mit x gekennzeichnet ist.

AlImz

ity
Vb |
-

BURIIIIR

> Re z
+1/

Bild 4.2: Charakteristische Verlufe der Gewichtsfolge zum Abtastsystem
(4.8).
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Im Anschlufl daran drangt sich wohl die Frage auf, wie denn diejenigen
charakteristischen Verlaufe der Gewichtsfolge aussehen, die zu einem kon-
jugiert komplexen Polpaar einer Ubertragungsfunktion gehdren.

Beispiel 2:

Diese Frage soll nun anhand einer Ubertragungsfunktion untersucht werden,
deren Pole bei z = a + j und z = a — j3 liegen mogen (Bild 4.3).

Almz

Bild 4.3: Konjugiert komplexes Polpaar in der z-Ebene.

Der Einfachheit halber gehen wir dabei gleich von einer Partialbruchentwick-
lung fiir die Ubertragungsfunktion G*(z) aus:

1 1
— + — .
z=(a+jb)  z—(a—jb)
FaBt man das Ubertragungssystem (4.13) als eine Parallelschaltung zweier

Ubertragungssysteme vom Typ (4.8) auf, so erhiilt man mit G1.(4.10) fiir
die Gewichtsfolge:

G*(2) =

(4.13)

« [0, k=0,
= { (@+iB) 1+ (a—gB)"1, k>0 (4.14)
Schreibt man in Ubereinstimmung mit dem Bild 4.3 fiir

a+jB =reée?,
a—jp = re_j¢,

so 1aBt sich Gl1.(4.14) in einen Ausdruck der Form
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0 k=0
* ) )
9k = {21“]‘“'_1 cos((k —1)¢), k>0 (4.15)
iiberfiihren, und man findet damit eine leicht zu interpretierende Darstellung
der Gewichtsfolge zum Abtastsystem (4.13):
Sie ist geméafl Gl.(4.15) eine oszillierende Folge, die mit wachsendem &

abklingt, wenn |r| <1 ist,
aufklingt, wenn |r| > 1 ist und
unverdndert schwingt, wenn |r| = 1 gilt.

Im Bild 4.4 ist fiir jeden dieser drei Félle ein konjugiert komplexes Polpaar
und dazu ein typischer Verlauf der Gewichtsfolge angegeben.

Einheitskreis

> Re z

A g

Bild 4.4: Charakteristische Verlaufe der Gewichtsfolge zum Abtastsystem
(4.13).

An der Gewichtsfolge (4.15) erkennt man, dafl die Bedeutung der Begriffe
Dampfung und Kreisfrequenz einer kontinuierlichen Eigenschwingung (deren
Laplace-Transformierte in der s-Ebene das Polpaar s = § £ jw besitzt) im
diskreten Fall den Gréflen r bzw. ¢ zukommt.

Um die Frage nach der Stabilitdt des Abtastsystems (4.13) zu kléren, mufl
iberpriift werden, unter welchen Bedingungen fiir die Gewichtsfolge (4.15)
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das Kriterium (4.7) erfiillbar ist. Ganz analog* zu den Uberlegungen, die wir
hierzu im Beispiel 1 angestellt haben, zeigt sich nun, dal das Abtastsystem
(4.13) genau dann stabil ist, wenn das konjugiert komplexe Polpaar z =
a =+ jB von G*(z) im Inneren des Einheitskreises™ liegt.

Die Beispiele 1 und 2 haben gezeigt, dafl die dort betrachteten Ubertragungs—
systeme genau dann stabil sind, wenn die Pole der Ubertragungsfunktionen
betragsméfig kleiner als Eins sind. Ohne Beweis sei angefiihrt, daf3 diese
Aussage fiir alle rationalen z-Ubertragungsfunktionen (G1.(3.10)) giiltig ist.
Wir erhalten demnach ein zweites Stabilitdtskriterium:

Das Abtastsystem nach Bild 4.1 mit der Ubertragungsfunktion

Z(z)
N(z)’

G*(z) = grad(Z(z)) < grad(N(z)) (4.16)

ist genau dann stabil, wenn alle Pole von G*(z) im Inneren des
Einheitskreises liegen.

Dieses Kriterium erlaubt die Beurteilung der Stabilitéit eines linearen zeitin-
varianten Abtastsystems anhand seiner Beschreibung im Bildbereich, wéh-
rend sich das erstgenannte Stabilitdtskriterium (4.7) auf den Zeitbereich
bezieht.

Um mit dem Stabilitatskriterium (4.16) zu iiberpriifen, ob ein Abtastsystem
stabil ist, miissen wir nur feststellen, ob alle Pole der z-Ubertragungsfunktion
betragsméflig kleiner als Eins sind. SchlieBen wir den Fall aus, dafl im
Zahlerpolynom Z(z) und im Nennerpolynom N (z) gewisse Nullstellen gle-
ich sind, so sind die Pole der Ubertragungsfunktion G*(z) identisch mit den
Nullstellen des Nennerpolynoms N(z) und die Stabilitdtsuntersuchung re-
duziert sich auf die Beantwortung der Frage, ob samtliche Nullstellen eines
Polynoms im Inneren des Einheitskreises liegen — ist dies der Fall, so bezei-
chnen wir ein solches Polynom als Einheitskreispolynom (kurz EKP).

*Man gehe aus von Gl.(4.14) und niitze die Tatsache, da die geometrische Reihe und
ihre Konvergenzeigenschaften im Komplexen sinngeméaf definiert sind (siehe dazu etwa
[4]).

“*Der Kreis mit dem Radius Eins und dem Mittelpunkt im Ursprung der z-Ebene wird
Einheitskreis genannt.
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Diese Frage kann mit den sogenannten Abbauverfahren beantwortet werden,
ohne explizit die Nullstellen eines Polynoms berechnen zu miissen.

4.3 Das Abbauverfahren

Das Abbauverfahren gestattet es uns, iiber elementare Rechenoperationen
mit den Koeffizienten eines gegebenen Polynoms festzustellen, ob es sich
dabei um ein Einheitskreispolynom handelt. Es gilt ndmlich der folgende
Satz*:

Ein Polynom n-ten Grades
Pu(2)=ap+ a1z 4 ...+ an_12""1 4+ ap 2" (4.17)

ist genau dann ein Einheitskreispolynom, wenn

ag
Gn

<1 (4.18)

gilt und das abgebaute Polynom P,_(z) vom Grade (n — 1)

Poa(z) = {Pn(z) _ %0 np, (1>} (4.19)

z an, z
ebenfalls ein Einheitskreispolynom ist.

Die Frage, ob das abgebaute Polynom (4.19) ein Einheitskreispolynom ist,
18t sich aber wieder mit Hilfe dieses Satzes beantworten, wenn man ihm
anstelle des Polynoms (4.17) nunmehr das Polynom (4.19) zugrunde legt.
Diese rekursive Anwendung dieses Satzes fithrt man solange durch, bis das
abgebaute Polynom (4.19) nur mehr vom Grade 1 ist; denn dann reicht
zur Beantwortung der Frage, ob es ein Einheitskreispolynom ist, allein die
Bedingung (4.18), und die Rekursion kann abgebrochen werden.

Der rekursive Charakter des Abbauverfahrens legt den Einsatz eines Digi-
talrechners nahe. Es soll daher im folgenden Abschnitt ein Programm
prasentiert werden, mit dessen Hilfe man ausgehend von den Zahlenwerten
der Koeffizienten eines Polynoms die Frage beantworten kann, ob es sich
dabei um ein Einheitskreispolynom handelt.

*siehe hierzu [7].
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FORTRAN Programm fir das Abbauverfahren:

Das abgebaute Polynom (4.19) kann auch in der Form

a a
Py 1(z) = <a1 — —Oan—l) +...+ (an—l - —0a1> P

n n

—cotciz+...+cp 02" 242"t (4.20)

geschrieben werden. Diese Berechnungsvorschrift fiir die Koeffizienten des
abgebauten Polynoms liegt dem Programm nach Bild 4.5 zugrunde.

Dabei gelten folgende Korrespondenzen:

NO Ordnung des gegebenen Polynoms.

N Ordnung n des Polynoms (4.17); wird in jeder Stufe des Abbauver-
fahrens um 1 erniedrigt.

A(I)  Koeffizienten des Polynoms (4.17) nach aufsteigenden Potenzen,
1=0,1,2,...,n.

Z Quotient (4.18).

C(I)  Koeffizienten des abgebauten Polynoms (4.20),
i=0,1,2,...,(n—1).
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PROGRAM ABBAU

C
C ___________ p—
C Initialisierung
INTEGER I,NO,K
REAL A(0:50),C(0:50),Z
C __________________________________________________
C Eingabe
READ(5,%*) NO
READ(5,*) (A(I),I=0,NO)
C __________________________________________________
C Rekursiver Abbau der Polynome
N=NO
DO 30 I=1,NO
IF (ABS(A(0)).GE.ABS(A(N))) GOTO 40
Z=A(0)/A(N)
DO 10 K=0,N-1
C(K)=A(1+K) -Z*A(N-1-K)
10 CONTINUE
DO 20 K=0,N-1
A(K)=C(K)
20 CONTINUE
N=N-1
30 CONTINUE
C __________________________________________________
C Mitteilung des Ergebnisses

WRITE(6,1000)
1000 FORMAT(’EKP’)
STOP

40 WRITE(6,2000)
2000 FORMAT(’KEIN EKP’)

C

C __________________________________________________
STOP
END

C

C ___________ ——

Bild 4.5. FORTRAN Programm fiir das Abbauverfahren.
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Beispiel 3:
Am Beispiel des Polynoms 4. Grades

Py(z) = 482 +2823 — 822 — 72 -1 (4.21)
schreiben wir in der Folge die Quotienten (4.18) und die abgebauten Poly-

nome (4.19) bzw. (4.20) fiir jede Stufe des Abbauverfahrens nieder:

Py(z) = —1 — Tz — 82% 4 2823 + 4824,

ag 1
—|===0,02<1
ayg 48 ’ <5b
Py(z) = —6,42 — 8,17z + 27,852% + 47,9723,
ao 6,42
—| = =0,13 < 1,
as| 47,97
Py(z) = —4,44 4 26,76z + 47,122,
ao 4,44
— = = 1
as| 47,12 0,09 <1,
Py(z) = 29,28 + 46,70z,
ap| 29,28
il =0,63 < 1.
ar| 46,70 7 <

Da der Abbauprozef wegen einer Verletzung der Bedingung (4.18) nicht
abgebrochen werden mufite, liegen alle 4 Nullstellen des Polynoms (4.21) im
Inneren des Einheitskreises der z-Ebene. Wire dieses Polynom das Nenner-
polynom einer z-Ubertragungsfunktion , so wire das zugehdrige Abtastsys-
tem stabil.

4.4 Stabilitat eines Abtastregelkreises

Mit den bisher zusammengestellten Hilfsmitteln sind wir in der Lage, einen
linearen und zeitinvarianten Abtastregelkreis zu beschreiben und anschliefend
zu untersuchen, ob bzw. unter welchen Bedingungen der Regelkreis stabil
ist. Dies wollen wir an einem Beispiel nachvollziehen, das allerdings der
Deutlichkeit halber recht einfach gehalten wird. Zu untersuchen sei das
Fithrungsverhalten eines Abtastregelkreises nach Bild 4.6, wobei wir an-
nehmen, daB fiir die kontinuierliche Regelstrecke mit der Ubertragungsfunk-
tion G(s)
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Gls)= 48 _ 1 (4.22)

ein diskreter Proportionalregler

ug =V(ry —yr) = Veg (4.23)

mit dem Verstarkungsfaktor V' und der Abtastperiode T eingesetzt werde.
Die Regelabweichung zum Zeitpunkt ¢ = kT bezeichnen wir dabei mit e =

Tk — Yk-

, ot ¢ (yx)
(rw) 0 (ex) v (ur) q at), 1—1Fs y(t) A .
Diskreter Kontinuierliches
Regler R*(z) System G(s)

Abtastsystem G*(z)

Bild 4.6: Zu untersuchender Abtastregelkreis.

Fiir die Hintereinanderschaltung Halteglied, kontinuierliches Verzégerungs-
glied 1. Ordnung und Abtaster wurde bereits im Abschnitt 3.3 die zugehdrige
z-Ubertragungsfunktion G*(z)

Gry M) 1T

u(z) z—e T (424)

abgeleitet. Die z-Ubertragungsfunktion R*(z) des Reglers findet man iiber
die z-Transformation der GI.(4.23)

Ry = By (4.25)

Geméifl den Bezeichnungsvereinbarungen im Abschnitt 3.4 bedeuten y(z),
u(z), e(2), r(z) nacheinander die z-Transformierten der Folge der Regelgrofie
(yx), der StellgroBenfolge (uy), der Folge der Regelabweichung (ej) und der
Folge der Fiithrungsgrofie (ry).

Fiir die nun anschlieBende Stabilititsuntersuchung benétigen wir die z-Uber-
tragungsfunktion des geschlossenen Kreises; sie sei mit
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T"(2) = % (4.26)

bezeichnet. Offensichtlich gelten nach Bild 4.6 im Bildbereich die folgenden
Beziehungen:
y(z) = G*(2)u(2)
u(z) = R*(2)e(z) (4.27)
e(z) = r(z) —y(2).

Eliminiert man in den GlIn.(4.27) die Grofien u(z) und e(z), so erhilt man
nach Gl.(4.26) zunéchst fiir die Ubertragungsfunktion 7%(z)

R (2)G"(2)
T*(2) = 4.28
= e (4.28)
und schlieflich mit den Ubertragungsfunktionen (4.24) und (4.25):
Vil—e T
T*(z) = (1—e”) (4.29)

z—{e T -V(1—-eT)}"

Mit dem Stabilitdtskriterium (4.16) folgt nun unmittelbar, daf die Ubertra-
gungsfunktion (4.29) genau dann ein stabiles Ubertragungssystem beschreibt,
wenn gilt:

e -va-eT)| < 1. (4.30)

Eine Umformung der Ungleichung (4.30) ergibt nunmehr, daf§ der Abtast-
regelkreis nach Bild 4.6 genau dann stabil ist, wenn der Verstarkungsfaktor
V zwischen den Grenzen

1<V < —— (4.31)

liegt (in diesem Zusammenhang wurden sinnvollerweise nur positive Werte
der Abtastperiode T betrachtet). Das Bild 4.7 zeigt, wie der dieserart
zuldssige Verstarkungsfaktor V' mit grofler werdender Abtastperiode T' ab-
nimmt.
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Stabilitdtsbereich

schraffiert
(ohne Rand)

Bild 4.7: Verstarkungsfaktor V' in Abhéngigkeit von der Abtastperiode T,
fiir den der Abtastregelkreis nach Bild 4.6 stabil ist (Ungl. (4.31)).

Bedenkt man, dafl im Falle eines kontinuierlichen Proportionalreglers der
Regelkreis fir alle V' > —1 stabil ware, so erkennt man an diesem Beispiel
die destabilisierende Wirkung, die dem Abtastprozefl zukommt.
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Kapitel 5

Der Frequenzgang eines
Abtastsystems

Unter den zahlreichen Moglichkeiten, das Ubertragungsverhalten linearer
zeitinvarianter Systeme zu beschreiben, nimmt der Frequenzgang eine Son-
derstellung ein und zwar aus mehreren Griinden:

e Der Frequenzgang bietet eine Art der Systembeschreibung, die in vie-
len Féllen auch experimentell gewonnen werden kann.

e Aus dem Frequenzgang kann die Antwort eines Ubertragungssystems
(nach Abklingen der Einschwingvorginge) fiir die grofie Klasse der
harmonischen Eingangsfunktionen unmittelbar abgelesen werden.

e Mit Hilfe des Frequenzgangs kénnen auch Stabilitdtsfragen im geschlosse-
nen Regelkreis sehr einfach beantwortet werden; man denke in diesem
Zusammenhang an das Nyquist-Kriterium.

e Basierend auf der graphischen Darstellung des Frequenzgangs in der
Form von Bode-Diagrammen gibt es einige sehr einfache doch nicht
minder leistungsfahige Regelkreisentwurfsverfahren .

e Mit den Algorithmen der Fast Fourier Transformation (FFT) ist es
heute durch die fortschreitende Leistungsfahigkeit der Computer mog-
lich, sehr rasch aus dem Frequenzgang Antworten eines Systems im
Zeitbereich, wie z.B. die Impulsantwort oder die Sprungantwort, zu
berechnen. Aber auch die entsprechende Umkehrung, d.h. die Méglich-
keit der numerischen Bestimmung des Frequenzgangs mittels FFT-
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Algorithmen, legt die Verwendung des Frequenzgangs zur Charakteri-
sierung von Ubertragungssystemen nahe.

Wihrend der Begriff des Frequenzgangs im Fall kontinuierlicher Ubertra-
gungssysteme sehr gelaufig ist, wird seine Anwendung auf Abtastsysteme
bedingt durch einige gedankliche Schwierigkeiten eher selten vorgenommen.
Mit diesem Kapitel wird unter anderem deshalb beabsichtigt, die Beschrei-
bung von Abtastsystemen im Frequenzbereich in leicht verstéandlicher Form
dem Leser naher zu bringen.

5.1 Der Frequenzgang kontinuierlicher
Systeme

Bevor wir uns der Behandlung von Abtastsystemen zuwenden, sollen noch
einmal die wesentlichen Zusammenhéange im kontinuierlichen Fall festgehal-
ten werden. Wir betrachten dazu ein lineares zeitinvariantes Ubertragungs—
system mit der Eingangsgrofie u(t) und der Ausgangsgrofie y(t) , wie es im
Bild 5.1 dargestellt ist.

u(t) G(S) y(t)

Bild 5.1: Kontinuierliches bertragungssystem.

Die Ubertragungsfunktion G (s) beschreibe das Ubertragungsverhalten dieses
Systems, von dem wir ferner voraussetzen wollen, dafl es die Eigenschaft der
BIBO-Stabilitat* besitze. Wir denken uns nun am Eingang eine harmoni-
sche Zeitfunktion mit der Kreisfrequenz w aufgeschaltet, d.h.

u(t) = /' = coswt + jsinwt . (5.1)

*Ein kontinuierliches lineares zeitinvariantes Ubertragungssystem mit einer Ein-
gangsgrofle und einer Ausgangsgrofie wird BIBO-stabil bezeichnet, wenn es ausgehend
von seinem Ruhezustand auf jede beschrankte Eingangsfunktion mit einer beschrankten
Ausgangsfunktion antwortet. Das Ubertragungssystem von Bild 5.1 ist genau dann BIBO-
stabil, wenn in der Ubertragungsfunktion G(s) der Grad des Zahlerpolynoms den Grad
des Nennerpolynoms nicht iibersteigt und G(s) nur Pole in der linken offenen s-Halbebene
besitzt.
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Aufgrund der Linearitét des Ubertragungssystems und der Tatsache, daf} die
Ubertragungsfunktion nur reelle Koeffizienten besitzt, ist es moglich, durch
die Verwendung der komplexen Eingangsfunktion die Antwort auf die bei-
den reellen Eingangsfunktionen coswt und sinwt gleichzeitig zu betrachten.
Weiterhin kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Ampli-
tude der Eingangsfunktion auf Eins normieren. Nach dem Abklingen der
Einschwingvorgange wird am Ausgang des Systems auch eine harmonische
Zeitfunktion mit der gleichen Frequenz w auftreten. Bezogen auf die Ein-
gangsfunktion wird die Ausgangsgrofie im allgemeinen eine verdnderte Am-
plitude Y und eine Phasenverschiebung ¢ aufweisen, d.h. fiir hinreichend
grofle t wird die Ausgangsfunktion

y(t) = Y el (Wite) (5.2)

lauten. Dabei gelten die folgenden Relationen fiir die Amplitude Y und die
Phasenverschiebung ¢ :

Y =|GUw), &= arcG(jw). (5.3)
In GL.(5.2) eingesetzt, erhilt man damit
y(t) = |G(jw)|e/WHHareCUeD (5-4)

In diesem Sinne bezeichnet man G(jw) als Frequenzgang des Ubertragungs-
systems. Variiert man die Frequenz w in einem fiir das gerade vorliegende
System interessierenden Intervall, so erhalt man fiir jedes w eine komplexe
Zahl, die in ihrer Gesamtheit in der komplexen Zahlenebene aufgetragen die
Frequenzgangsortskurve ergeben.

5.2 ﬂbertragung des Begriffes ”Frequenzgang”
auf Abtastsysteme

Die nachfolgenden Uberlegungen werden zunachst an einem konkreten Bei-
spiel angestellt. Es wird dazu ein lineares zeitinvariantes Abtastsystem be-
trachtet, dessen z-Ubertragungsfunktion durch

1
z—0,5

G*(2) = (5.5)

gegeben ist. In enger Anlehnung an die Ausfithrungen, die oben fiir das kon-
tinuierliche Ubertragungssystem angegeben wurden, wollen wir auch jetzt
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die Antwort des Abtastsystems auf eine spezielle Eingangsfolge (uj) un-
tersuchen. Zu diesem Zweck wird das Abtastsystem (5.5) ausgehend von
seinem Ruhezustand mit Eingangsfolge

(ug) = (7*FT) (5.6)

angeregt. Diese Eingangsfolge kann man sich durch Abtastung der har-
monischen Zeitfunktion (5.1) erzeugt denken, wobei T' die zugehorige Ab-
tastperiode bedeutet. Wir werden im weiteren Folgen dieser Art auch als
”harmonische” Folgen bezeichnen.

Mit Hilfe der z-Transformation kénnen wir nun ganz einfach die Antwort des
Abtastsystems auf diese spezielle Eingangsfolge angeben. Wir miissen dazu
lediglich die z-Transformierte der Eingangsfolge bestimmen, diese mit der
z-Ubertragungsfunktion des Abtastsystems multiplizieren und anschlieend
die so gewonnene z-Transformierte der Ausgangsfolge in den Folgenbereich
rlicktransformieren.

Aus der Korrespondenztabelle 3.2 erhalten wir

u(z) = Z{(M)} = P (5.7)
und daraus fiir die Ausgangsfolge
* 1 z
y(2) = G*(2)ulz) = (5.8)

2—0,5 z—ewl’

Damit wir fiir die Riicktransformation von y(z) in den Folgenbereich eben-
falls die Korrespondenztabelle 3.2 unmittelbar anwenden konnen, entwickeln
wir y(z) in Partialbriiche der Form

z az bz

, = — 5.9
(z—0,5)(z — edvT) Z—O,5+z—eJWT (5.9)

Wir kénnen GL.(5.9) sofort durch z dividieren und dann die Koeffizienten a
und b auf folgende Art bestimmen:

z—0,5 1
_ A - - 5.10
R P [ e | I ey (5.10)
b — z — T B 1 B
 (2—0,5)(z — WD) |,_ur €@l —0,5
= G*(e9T) . (5.11)
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Fiir die Antwort (yx) erhalten wir daraus

Yk = mo’ 5°  GF (4TI kT (5.12)
Der erste Summand in Gl.(5.12) wird fiir hinreichend grofle Werte von k ver-
nachléssigbar klein, sodafl die Ausgangsfolge im eingeschwungenen Zustand
allein durch den zweiten Summanden in Gl.(5.12) bestimmt wird. Bringt
man die komplexe Zahl G*(e/“T) noch auf Polarkoordinatenform, so erhilt

man fir (yx) im eingeschwungenen Zustand

Y = ‘G*(erJT)‘ejarcG*(ej“’T)ejwkT _

_ ‘G*(eij)‘ej(wkT-i-aTcG*(ejWT)) . (5.13)

Offensichtlich wird durch diese Relation wiederum eine harmonische Folge
beschrieben, wobei die formale Ahnlichkeit zur G1.(5.4) sofort ins Auge
sticht. Allerdings kann man nun die beiden Ausdriicke von G*(e/“T) in
der Beziehung (5.13) nicht mehr direkt als Amplitude bzw. Phasenver-
schiebung interpretieren, wie dies im kontinuierlichen Fall moglich war, da
diese Begriffe im Zusammenhang mit zeitdiskreten Folgen vorlaufig keinen
Sinn ergeben.

FEin Ausweg aus dieser Situation kann jedoch dadurch gefunden werden,
dafl man gedanklich sowohl der Eingangsfolge (5.6) als auch der Ausgangs-
folge (5.13) eine entsprechende kontinuierliche, harmonische Zeitfunktion
zuordnet. Wir bezeichnen diese Zeitfunktionen als Trdagerfunktionen oder
Tragerschwingungen , und wir konnen sie aus den Folgen formal dadurch
gewinnen, indem wir in den Gln. (5.6) und (5.13) k7" durch ¢ ersetzen.

Folge: Tragerschwingung:
ejwkT eth
|G* (eij) ‘ eJ (WkT+arcG* (e3wTY) ‘ G* (ej"JT) |€j (wt+arcG*(e7+T))

Damit diese Zuordnung zwischen Folge und Tragerfunktion eindeutig ist,
miissen aber gewisse Bedingungen eingehalten werden, welche die Frequenz
w und die Abtastperiode T betreffen. Im folgenden Bild 5.2 sind zwei
Beispiele angegeben, wo die Zuordnung nicht mehr eindeutig moglich ist.

Im ersten Beispiel gilt offensichtlich

) . 1
Im{e/* T} = Im{e/“2*T}  mit  wy = WL
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fr &
f(t) xm
-t
fr &
f(t) w1
-t

Bild 5.2: Beispiele fiir eine mehrdeutige Zuordnung zwischen Folge und
Tragerfunktion.

wahrend im zweiten Fall aus den Werten der Folgen nicht mehr unter-
schieden werden kann, ob die Kreisfrequenz der entsprechenden Zeitfunk-
tion verschwindet oder gleich w;y ist. Aufgrund dieser Beispiele ist fol-
gende Bedingung fiir eine eindeutige Zuordnung zwischen einer harmoni-
schen Tragerfunktion und einer Folge plausibel:

Die Abtastperiode muf kleiner als die halbe Periode der Tragerschwingung
sein.

Man muf also, um mit dem Gedankengebilde der Trégerschwingung sinnvoll
weiteroperieren zu konnen, die Kreisfrequenz w der Eingangsfolge (5.6) auf
das Intervall T w
0<w< ==~ 5.14
Sw<m = (5.14)

beschranken. Dann aber kann man mit Hilfe der Tragerschwingungen wieder
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die vom kontinuierlichen Fall her gewohnte Deutung der Beziehung (5.13)
vornehmen:

|G*(e7“T)| bestimmt also das Amplitudenverhéltnis zwischen der
Tragerschwingung der Ausgangsfolge und der Trdgerschwingung
der Eingangsfolge, und durch arcG*(e’“T) wird die Phasenver-
schiebung zwischen den beiden Tragerfunktionen festgelegt. Man
bezeichnet daher die komplexe GroBe G* (/1) als Frequenzgang
des Abtastsystems.

Das Bild 5.3 soll die eben dargelegten Zusammenhénge nochmals verdeut-
lichen. Es wird dazu angenommen, dafi auf das Abtastsystem (5.5) eine
harmonische Eingangsfolge mit einer Frequenz

w=2>5
einwirkt. Auflerdem legen wir den Wert der Abtastperiode mit
T=0,1s

fest. Man erhélt damit fiir den Frequenzgang an der Stelle w7 = 0,5

G*(ej"JT) = G*(€]O’5) = W = 1,646_]079 . (515)
ed0:5 — 0,

Was wir eben fiir ein Abtastsystem erster Ordnung hergeleitet haben, 148t
sich unmittelbar auch auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen. Es ist
dabei stets moglich, fiir die z-Transformierte der Ausgangsfolge eine Par-
tialbruchentwicklung in der Form

y(z) = G*(ejWT)ﬁ + Rest (5.16)
anzugeben, wobei der Rest alle Partialbriiche enthélt, die durch die Pole
der z-Ubertragungsfunktion hervorgerufen werden. Unter der Vorausset-
zung, dafl das Abtastsystem die Eigenschaft der BIBO-Stabilitat besitzt,
daB also simtliche Polstellen seiner z-Ubertragungsfunktion G*(z) im In-
neren des Einheitskreises der komplexen Ebene gelegen sind, liefert der Rest
in GL(5.16) in den Folgenbereich riicktransformiert nur Anteile, die mit
wachsenden Werten von k gegen Null streben. Das Ubertragungsverhalten
eines linearen, zeitinvarianten und stabilen Abtastsystems fiir harmonische
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|G*(ej0'5)|

arcG* (e79-5)
0.5

Bild 5.3: Zur Interpretation des Frequenzgangs von Abtastsystemen.

Eingangsfolgen wird daher im eingeschwungenen Zustand durch die kom-
plexe GréBe G*(e/“T) | den Frequenzgang des Abtastsystems bestimmt*

yr = G (7T IR (5.17)

Die Kreisfrequenz w der Eingangsfolge mufl in diesem Zusammenhang aus
den oben erlduterten Griinden kleiner als die halbe Abtastkreisfrequenz sein.

Natiirlich ist es nun auch bei Abtastsystemen moglich, eine graphische Darstel-
lung des Frequenzgangs in der Form einer Ortskurve in der komplexen Ebene
anzugeben. Das Bild 5.4 enthéalt zum Beispiel die entsprechende Ortskurve
fiir das Abtastsystem (5.5), wobei wiederum die Abtastperiode T' = 0,1s
den Betrachtungen zugrunde gelegt wurde.

Im Hinblick auf spater noch zu behandelnde Entwurfsverfahren fiir Abtast-
regelkreise ware es allerdings auflerst wiinschenswert, wenn man daneben
noch eine weitere Form der graphischen Frequenzgangdarstellung, namlich

*Wir werden im weiteren auch hiufig die komplexen Gréfien G*(e?“T) bzw.
G(jw) von instabilen Ubertragungssystemen beniitzen, doch das sind dann reine
Rechengrofien, die jedoch nicht unmittelbar eine physikalische Deutung im oben skizzierten
Sinn zulassen.
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Bild 5.4: Ortskurve G*(e/“T) fiir das Abtastsystem (5.5).

die von den kontinuierlichen Systemen her bereits bekannten logarithmi-
schen Frequenzkennlinien (BODE-Diagramme) bei Abtastsystemen zur Ver-
fligung hatte. Die Erfiillung dieses Wunsches wird aber vorerst durch den
Umstand vereitelt, daf§ der Frequenzgang eines Abtastsystems keine ratio-
nale Funktion der Variablen jw ist. Im Gegensatz zu den kontinuierlichen
Systemen, wo man den Frequenzgang einfach dadurch erhilt, dal man in
der (gebrochen rationalen) Ubertragungsfunktion die Variable s durch die
Variable jw ersetzt (und damit wieder eine gebrochen rationale Funktion in
jw erhélt), ist es bei Abtastsystemen erforderlich, in der (gebrochen ratio-
nalen) z-Ubertragungsfunktion die Variable z durch die transzendente Funk-
tion e/“T" zu substituieren. Durch welchen Trick man aus dieser scheinbar
ausweglosen Situation herausgelangt, soll im folgenden Abschnitt geschildert
werden.

5.3 Frequenzkennlinien fiir Abtastsysteme

Unser Ziel ist es, durch geeignete Mafinahmen zu erreichen, dafl der Fre-
quenzgang eines Abtastsystems eine rationale Funktion einer ”Frequenz”
wird. Wenn es uns also gelingt, eine Transformation zu finden, die den hal-
ben Einheitskreis der komplexen z-Ebene, den wir ja mit e/“7" im Intervall
0 < w < 7/T beschreiben, auf die imaginidre Achse der komplexen w-Ebene
abbildet, so haben wir das Problem gelost, sofern die Abbildungsvorschrift
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selbst rational ist. Genau das konnen wir mit Hilfe der bilinearen Transfor-
mation 1
z pa—
= 5.18
W= (5.18)
erreichen. Ersetzt man némlich auf der rechten Seite dieser Gleichung z

durch €T | so erhélt man dafiir

. .7 .T
T — 1 W3 —eTI¥3

: - T T
el 41 gjwg 4 o—iwg

T T
= tanh jw— = jtan w— . (5.19)
2 2
Der Imaginaranteil der komplexen Variablen w, den wir mit v bezeichnen
wollen, hangt also tiber die Beziehung

T
v = tan Wy (5.20)
von der Kreisfrequenz w ab und nimmt Werte im Intervall 0 < v < oo
an, wenn w im Intervall 0 < w < 7/T liegt. Es hat sich nun als niitzlich
erwiesen, den Normierungsfaktor 7'/2 bei der Frequenz w in Gl. (5.20) auch
bei der Variablen auf der linken Seite einzufiihren [18]:

T T
=0 =t — 5.21
v 5 an wo (5.21)
Durch diese Normierung wird gewahrleistet, dafl €2 ebenfalls die Dimension
einer Frequenz erhélt, weshalb wir € auch als transformierte Frequenz bezei-
chnen. Fiir den Fall

1
WwI'< 1 bzw. w < =
T
— wenn also der Wert der Tangensfunktion in G1.(5.21) etwa gleich dem Wert
ihres Argumentes wird — gilt
O~w, (5.22)

d.h. dann unterscheiden sich reale und transformierte Frequenz nur noch
beliebig wenig.

Wir wollen nun nachtraglich die Normierung auch in der bilinearen Trans-
formation (5.18) einfiithren und schreiben
T z-1

W:quz—i—l'

(5.23)
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Fiir die entsprechende Umkehrung erhalten wir dann

T
1+C]§
73

womit wir jetzt in der Lage sind, den Weg zu einer fiir den Einsatz logarith-
mischer Frequenzkennlinien geeigneten Beschreibung eines Abtastsystems
anzugeben:

Ausgehend von der z-Ubertragungsfunktion G*(z) eines Abtast-
systems bestimme man mit Hilfe der Transformation (5.24) die
sogenannte ¢- Ubertragungsfunktion G¥ (q) :

G*(q) = G*(2)

z =

(5.25)

Nl

1+¢q
1—gq

Nl

In der so ermittelten q-Ubertragungsfunktion ersetze man die
komplexe Variable ¢ durch j{2, womit man den Frequenzgang
eines Abtastsystems als rationale Funktion der transformierten
Frequenz €2 erhalt.

Zur Verdeutlichung der bisherigen Ausfiihrungen wollen wir nun die logarith-
mischen Frequenzkennlinien fiir das Abtastsystem (5.5) (mit 7' = 0, 1s) be-
stimmen. Die Berechnung der g-Ubertragungsfunktion nach Gl.(5.25) liefert

1 ~2(1-0,05¢)

G*(q) = = (5.26)
_ 140,05
z—0,5 22:0—7053 140, 15¢q
und damit erhélt man fiir den Frequenzgang
_ 2(1 -0,0559)
G7(jQ) = —— 21—~ 5.27
U = =175, 1550 (5.27)

Die zugehorigen Frequenzkennlinien konnen jetzt nach der von den kon-
tinuierlichen Systemen her bekannten Vorgangsweise angefertigt werden.
Das Programm pLINSY stellt dem Anwender dazu den Befehl 'bode’ zur
Verfiigung, mit dessen Hilfe auch die Frequenzkennlinien im Bild 5.5 zum
vorliegenden Beispiel gezeichnet wurden. Zur Illustration wurden dabei auch
die Werte der realen Kreisfrequenz angegeben.

Wollte man z.B. aus den Frequenzkennlinien ablesen, wie die Antwort des
Systems auf die Eingangsfolge (uy) = (e7%°%) lautet, so mufl man zuerst den
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[dB] [°]

10 30
N _
5 N 30
|G#(59)]
0 -90
\\\__
arc G# (jQ)
-5 —150
\\\\
\\‘_
~10 —210
0.1 1 10 100 Q 1000
0.1 1 9.2 27.5 w 31

Bild 5.5: Logarithmische Frequenzkennlinien fiir das Abtastsystem (5.5).

entsprechenden Wert der transformierten Frequenz nach GI.(5.21) bestim-
men

2 T
Q= Ttan wE =20tan0,25 = 5,11 .

Aus den Frequenzkennlinien entnimmt man fiir diesen Wert von §2
|G#(jQ)| ~4,2dB =1,6  arcG¥(jQ) ~ —52° ~ —0,9rad ,

was im Rahmen der Zeichengenauigkeit mit dem Resultat aus GI1.(5.15)
iibereinstimmt. Demnach gilt im eingeschwungenen Zustand

yp = GH (jQ)e/HT = |GH (j Q)| (T HareGTUD) =

= 1,6¢7(05k=0:9) (5.28)

Die bilineare Transformation (5.23) bzw. (5.24) bringt noch einen weiteren
Vorteil mit sich:

Jedem Punkt aus dem Inneren des Einheitskreises der z-Ebene wird namlich
durch Gl.(5.23) eindeutig ein Punkt in der linken offenen g-Halbebene zu-
geordnet. Es ist daher moglich, auch an Hand der ¢g-Ubertragungsfunktion
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zu entscheiden, ob ein Abtastsystem die Eigenschaft der BIBO-Stabilitat
besitzt, denn aus dem Stabilitatskriterium (4.16) des Kapitels 4 folgt nun
unmittelbar der Satz:

Ein kausales Abtastsystem mit der ¢-Ubertragungsfunktion G# (q)
ist genau dann BIBO-stabil, wenn in G#(q) der Z&hlergrad nicht
gréBer als der Nennergrad ist, und alle Pole von G#(q) in der
linken offenen g-Halbebene liegen.

Diese notwendige und hinreichende Bedingung entspricht aber genau dem
Stabilitatskriterium bei kontinuierlichen Systemen, sodafl wir alle bekann-
ten Verfahren der Stabilitdtspriifung kontinuierlicher Ubertragungssysteme
ungeéndert auf Abtastsysteme anwenden konnen, sofern deren Ubertragungs-
verhalten durch die zugehorigen q—Ubertragungsfunktionen gegeben ist.

5.4 Der Frequenzgang abgetasteter
kontinuierlicher Systeme

Vor allem im Zuge der Anwendung von Syntheseverfahren im Frequenzbe-

reich wird es sich héufig als notwendig erweisen, den Frequenzgang einer

Anordnung, wie sie im Bild 5.6 dargestellt ist, ausgehend von der Ubertra-
gungsfunktion G(s) des kontinuierlichen Systems zu berechnen.

T T

(yx)

SCORN oS G(s) N A

Bild 5.6: Abtastsystem mit kontinuierlichem Teil.

Aufgrund der bisherigen Ausfiithrungen wére es naheliegend, fiir diesen Zweck
zuerst mit Hilfe der Bezichung (3.11) die zugehdrige z-Ubertragungsfunktion
G*(z) zu bestimmen und diese anschliefiend der bilinearen Transformation
zu unterwerfen:

G*(q) = G*(2) (5.29)

_ 1ty
1—q%

z
Es hat sich jedoch in vielen Fallen ein anderer Weg als giinstig erwiesen.

Man geht dabei so vor, dafl man G(s) in Partialbriiche zerlegt, fiir die einzel-
nen Terme dann mit Hilfe einer geeigneten Korrespondenztabelle direkt die
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entsprechenden q-Ubertragungsfunktionen bestimmt und diese anschlieend
aufsummiert. In der Tabelle 5.1 sind einige der wichtigsten Korresponden-
zen fiir den Ubergang vom s-Bereich in den g-Bereich angegeben.

G(s) G*(q)
1 1
T
! 1-4d3
5 q
1 1—q¢ZL 2 T
T q% A= T tanh(a—)
1+85 1+qz 2
1 1—q%
52 q?
1 1—¢D)(14¢L 2 T
3 ( qZ)(l ZqB) A = = tanh(a—)
(1+s7) (1+q%) T | 2
B = Tz
a
1 A— — —
+a 1

Tabelle 5.1:  Korrespondenzen fiir den Ubergang von der s—Ubertragungs—
funktion zur ¢-Ubertragungsfunktion.

Aus dieser Korrespondenztabelle kann man eine weitere Eigenschaft der ¢-
Ubertragungsfunktion erkennen. Es gilt namlich die Naherungsbeziehung

G7 ()~ G() (5.30)

fiir den Fall, da8 im System vom Bild 5.6 hinreichend rasch abgetastet wird.
Im Grenzfall ' — 0 entsteht aus der ¢g-Ubertragungsfunktion wiederum die
entsprechende kontinuierliche Ubertragungsfunktion.

Die praktische Anwendung der Korrespondenztabelle 5.1 soll nun an einem
einfachen Beispiel demonstriert werden. Wir wollen dazu die zu

1
G(s):m und 7 =0,4s
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gehérende ¢-Ubertragungsfunktion G7(q) bestimmen.

1 1 1
G = = —
&) = I D62 s+l s+2
1 0,5
_1+8 1_|_£

2
Aus der Tabelle 5.1 entnehmen wir dafiir

Ay = 5tanh 0,2 = 0,987 ,
Ay = btanh0,4=1,9.

Fiir G (q) erhilt man somit

q q
1-2 os50-%) 0,5(1-2)(1+55)
0N 5 5 5 25,3
G<q>_1+ g 14 -2 1+ d )(1+q)'
0,987 1,9 0,987 1,9

Um den Anwender beim Ubergang von der S-Ubertragungsfunktion Zur q-
Ubertragungsfunktion zu unterstiitzen, enthélt das Programm pLINSY die
Funktion '@Qq’. Damit 148t sich das vorliegende Beispiel durch die beiden
Anweisungen sehr einfach l6sen.

G = 1/(<1,1>*<2,1>)
G# = 0q(G,0.4)

Zusammenfassend halten wir also fest:

Der Frequenzgang eines Abtastsystems kann dadurch, dafl man sowohl der
Eingangsfolge als auch der Ausgangsfolge gedanklich eine Tragerfunktion
zuordnet, auf die gleiche Weise physikalisch gedeutet werden, wie wir es
von den kontinuierlichen Systemen gewohnt sind. Durch die Einfiihrung
einer geeigneten bilinearen Transformation erreicht man auflerdem, dafl der
diskrete Frequenzgang eine rationale Funktion der (transformierten) Fre-
quenz wird, was den Einsatz logarithmischer Frequenzkennlinien mit all
ihren Vorteilen auch bei Abtastsystemen gestattet.

5.5 Einige Eigenschaften der q-ﬂ'bertragungs-
funktion

Im folgenden Abschnitt wollen wir den Zusammenhang zwischen der Ubertra-
gungsfunktion G(s) und der zugehérigen g-Ubertragungsfunktion G# () noch-
mals untersuchen. Dabei werden einige Figenschaften gezeigt, die auch ohne
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explizite Rechnung angegeben werden konnen. Es wird davon ausgegangen,
da die Ubertragungsfunktion G(s) in einer normierten Form vorliege

o) — VP(s)
“) = 3q0)
A=0,1,2,... ., P(s), Q(s) Polynome in s mit P(0) = Q(0) =1,

Zahlergrad (G(s)) < Nennergrad (G(s)) .

Der so definierte Parameter V wird Verstdrkungsfaktor genannt. Der Tabelle
5.1 entnimmt man, dafl ein Pol von G(s) bei

S=a

in einen Pol bei

2 T
g=A= T tanh(ag)

von G7(q) iibergeht. Setzt man nun a = x + jy, so folgt

2 sinh(Tz) + jsin(Ty)

A== .
T cosh(Tx) + cos(Ty)

Eine zusétzliche Nullstelle tritt bei ¢ = 2/T" auf. Da wir diesen speziellen
Wert noch 6fters benotigen werden, fithren wir folgende Definition ein

Fafit man die Ergebnisse zusammen, so lassen sich folgende Eigenschaften
aus obiger Beziehung ableiten:

e Ein reeller Pol von G(s) geht in einen reellen Pol von G#(q) iiber.

e Ein komplexer Pol von G(s) geht in einen komplexen Pol von G7(q)
iiber*.

e Ein stabiler Pol von G(s) (d.h. = < 0) geht in einen ebensolchen von
G7(q) iiber.

*Wir schliefien hier die Moglichkeit
™ ™
=k=Qo=k= k=1,2,...
y 2 0 T b b )

aus. In diesem Fall wire G¥ (q) von niederer Ordnung als G(s).
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e Ein Pol von G(s) auf der jw-Achse geht in einen Pol von G7(q) auf
der jQ-Achse iiber.

e Die Ubertragungsfunktion G#(g) hat mindestens eine Nullstelle bei
q — QO **'

Beachtet man, daf} die Beziehung (5.30) fiir betragsméfig hinreichend kleine
Werte von wT gilt, so folgt

()
Q)

A=0,1,2,..., ]B(q), @(q) Polynome in ¢ mit ]5(0) = @(0) =1.

Der Verstarkungsfaktor V' und der integrierende Charakter A sind invariant
gegeniiber der ¢-Transformation.

Im Gegensatz zum kontinuierlichen Fall gilt jedoch im allgemeinen
Zahlergrad (G* (¢)) = Nennergrad (G*(q)) .

Nicht zuletzt machen diese Eigenschaften die g-Transformation fiir den Ent-
wurf diskreter Systeme so attraktiv. Viele der gewohnten Vorgangsweisen
fiir kontinuierliche Systeme konnen direkt oder mit kleinen Modifikationen
ibernommen werden.

Entwirft man eine Regleriibertragungsfunktion im g¢-Bereich, so muf} die
zugehorige Differenzengleichung realisierbar sein. Aus der Gleichung (5.23)
folgt

R'(z) =R*(a)| 2. 1.

q:Tz—i—l

Eine Differenzengleichung ist genau dann realisierbar, wenn fiir die zugehérige
z-Ubertragungsfunktion gilt (siehe Abschnitt 3.5)

Zahlergrad (R*(z)) < Nennergrad (R*(z))

oder gleichbedeutend
ZlLHQlo‘R*(Z” <00

Aufgrund der Gleichung (5.23) folgt sofort:

**Das gilt nicht mehr, falls G(s) sprungfahig ist.
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Eine ¢-Ubertragungsfunktion R#(q) ist genau dann realisierbar,
wenn gilt

lim |R¥(g)| < oo .
q—0

Diese Realisierbarkeitsbedingung besagt, da R* (¢) keine Polstelle bei ¢ =
Qo aufweisen darf. Man beachte die Abweichung von der entsprechenden
Bedingung im zeitkontinuierlichen Fall.
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Kapitel 6

Das Frequenzkennlinien-
verfahren

Das Frequenzkennlinienverfahren ist eine einfache Entwurfsmethode, die auf
eine sehr haufig auftretende Syntheseaufgabe zugeschnitten ist: Zu einer
gegebenen Streckeniibertragungsfunktion soll ein Regler derart angegeben
werden, dafl der geschlossene Regelkreis gewisse Spezifikationen erfiillt. Die
Vorgaben betreffen hierbei die Antworten des Regelkreises auf gewisse aus-
gewahlte Testfunktionen. Der Entwurf selbst wird der Einfachheit wegen
im Frequenzbereich durchgefiihrt.

Der hier vorgestellte Weg ist eine Naherungslosung der urspriinglichen Auf-
gabe. Die hierdurch gewonnene Vereinfachung bringt eine gewisse Einbufle
an Exaktheit mit sich, sodafl eine Simulation zur Absicherung der Ergeb-
nisse unumganglich wird. Trotzdem macht die Moglichkeit, schnell einen
”brauchbaren” Regler zu entwerfen, gerade dieses Verfahren fiir den Prak-
tiker interessant.

6.1 Das Syntheseproblem

Allen weiteren Uberlegungen liegt ein einschleifiger Regelkreis mit einem
Freiheitsgrad, d.h. mit einer noch unbestimmten Ubertragungsfunktion,
zugrunde (Bild 6.1). Es ist zweckm#Big, gleich von den [4] ¢-Ubertragungs-
funktionen auszugehen, da die eigentliche Synthese im Frequenzbereich erfol-
gen wird. G#(q) bezeichnet die gegebene Ubertragungsfunktion der Strecke
und R (q) die gesuchte Ubertragungsfunktion des Reglers. Fiir das Ubertra-
gungsverhalten des Regelkreises ist ausschlieBlich das Produkt G# (¢q)R* (q)
maflgebend, das ﬁbertmgungsfunktion des offenen Kreises genannt wird
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R#(q) , G*(q)

y

Regler Strecke
(rx) Fihrungsfolge (ur) Stellfolge
(ex) Fehlerfolge (yr) Ausgangsfolge

Bild 6.1: Einschleifiger Regelkreis.

(Bild 6.2)
L#(q) :== G*(q)R*(q) . (6.1)

(rs) (ur)
L#(q)

Y

Bild 6.2: Zur Definition der Ubertragungsfunktion des offenen Kreises
L#(q).

Eines der Entwurfsziele ist es, dieser Ubertragungsfunktion eine gewiinschte
Form zu verleihen. Der Einflufl des Reglers R*(¢) auf L7 (q) 1i8t sich beson-
ders einfach iiberblicken, wenn logarithmische Frequenzkennlinien benutzt
werden, da gilt:

L (i)la = |G7 (j)]as + |R7 ()]s
arc L7 (jQ) = arc G¥ (jQ) + arc R7 () .

Die Reihenschaltung zweier Ubertragungsfunktionen erfordert ja nur die
Addition der jeweiligen Amplituden- bzw. Phasengidnge. Mit Hilfe des
Nyquistkriteriums [14] kann die Stabilitat des geschlossenen Kreises anhand
der Ortskurve L7 (jQ) beurteilt werden.

Die bevorstehende Aufgabe lautet: Herstellung einer Verbindung zwischen
dem  Einschwingverhalten des  geschlossenen Kreises und der
Ubertragungsfunktion des offenen Kreises. Verfiigen wir

a) iber Kenngroflen, die das Einschwingverhalten des geschlossenen Kreises
charakterisieren,

84



b) iiber Kenngrofien, die den Frequenzgang des offenen Kreises charakteri-
sieren und

c) tber eine Beziehung zwischen den Grofien von a) und b), dann sind
wir am Ziel. Um einen Entwurf durchzufiihren, miissen wir nur mehr
im ersten Schritt die Kenngréflen von a) mittels ¢) in solche von b)
iiberfithren und im zweiten Schritt ein Korrekturglied so bestimmen,
daB der offene Kreis L#(q) die Vorgaben von b) erfiillt.

Das hier vorgestellte Frequenzkennlinienverfahren ist eine Naherungslosung
des obigen Problems. Fiir einen bestimmten Typ von L#(q)
— L¥(q) ist hierbei von zweiter Ordnung — kann das Problem exakt geldst
werden. Wir geben uns aber mit Faustformeln und einigen qualitativen
Uberlegungen zufrieden. Uber den Erfolg des Entwurfes entscheidet dann
die anschliefende Simulation.

6.2 Kenngrof3en des geschlossenen Kreises

Das Einschwingverhalten des geschlossenen Kreises wird aufgrund seiner
Sprungantwort bewertet. Hierzu wahlt man einen typischen Regelkreis

q q
(ri) = (1) V=)0 ) ) = ()

_ 4
Q(1+QN)

A4

Bild 6.3: Ein typischer Regelkreis zweiter Ordnung.

zweiter Ordnung (Bild 6.3), schaltet auf den Eingang einen
Sprung, also (1) = (1), und untersucht die Ausgangsfolge (yi), die fiir diese
Eingangsfolge mit (hy) bezeichnet wird. Bei geeigneter Wahl der Parameter
dieses Kreises gilt nun fiir die Sprungantwort (hy):

hy =1 — af¥sin(ke + ) | k=0,1,...
mit 1 = asin(y) , 0<p<1
und 0<1<90°, 0<p<90°.

Fiir eine Folge ist es schwierig, geeignete Kenngroflen anzugeben, deshalb
beschreiten wir einen kleinen Umweg. Wir versuchen, zu (hy) eine moglichst
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"glatte” Zeitfunktion anzugeben, die zu allen Abtastzeitpunkten mit der
Folge tibereinstimmt. Dies ist leicht moglich, da

hET) =hy =1 —a (ﬂ%)kT sin(%kT + 1))

gilt. Ersetzt man hier k7" durch ¢, so ist die interpolierende Funktion bereits
gefunden (Bild 6.4).

(yr) = (h)

Mp /\9\(

(rr) = (1)

0
0/ 3T 4T 5T 6T T 8T 9T 107t
tr ——>

Bild 6.4: Kenngroflen einer Sprungantwort

Zur Bewertung dieser Funktion wahlt man jetzt die Kenngroflien Anstiegszeit
t, und Uberschwingweite M,, die in enger Verbindung mit dem Frequenz-
gang des offenen Kreises stehen. Es ist jedoch zu beachten, daf3 diese inter-
polierende Funktion im allgemeinen nur zu den Abtastzeitpunkten mit der
tatséchlichen Ausgangsgrofie der Strecke tibereinstimmt. Grob ausgedriickt
ist die Anstiegszeit ungefdhr die Zeit, die zum erstmaligen Erreichen des
Sollwertes benédtigt wird, und die Uberschwingweite ist ungefihr der groBte
Wert von (hg).

Es hat sich nun gezeigt, daf diese Kenngréfien auch noch fiir Systeme hoherer
Ordnung sinnvoll sind, insbesondere dann, wenn die Sprungantwort des
geschlossenen Kreises in erster Naherung durch ein konjugiert komplexes
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Polpaar (im ¢-Bereich) bestimmt wird*.

Im Gegensatz zu den obigen zwei Kenngroflen kann die dritte Kenngrofle, die
bleibende Regelabweichung, einfach angegeben werden. Unter der bleibenden
Regelabweichung fiir eine Testfunktion (rj) versteht man den Grenzwert

= lim (ry — yx)

e
Flry) koo

jeweils fiir eine der Testfunktionen (ry) = (1), (kT),(3(kT)?),... . Den
speziellen Fall (r;) = (1) zeigt Bild 6.5.

(re) o l

€oo

(y&)

0 2T AT 6T 8T 107 ¢

Bild 6.5: Bleibende Regelabweichung

*Wir setzen hierbei voraus, daf fiir einen derartigen Pol bei ¢ = a die Ungleichung
la] < Qo gilt, da anderenfalls keine interpolierende Funktion in unserem Sinne angegeben
werden kann.
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6.3 Kenngrofien des offenen Kreises

Die nachstehenden Betrachtungen gelten der Ubertragungsfunktion des of-
fenen Kreises L#(q). Diese liege hierzu in folgender normierten Form vor

#00) — ¥ P@
A=0,1,2,... , P(q), Q(q) Polynome in ¢, P(0)=Q(0)=1.

Die erste Kenngrofe ist der Verstdrkungsfaktor V gemafl der Beziehung (6.2).
Fiir den Fall, dal der offene Kreis stabil ist, strebt seine Sprungantwort fiir
k — oo gegen V; V ist also dann ein Mafl der Verstarkung des offenen
Kreises fiir Frequenzen, die sehr nahe bei Null liegen. Vor der Behandlung
der anderen Groflen sei die Stabilitdt des geschlossenen Kreises erortert.
Der Synthese selbst liegen die g-Ubertragungsfunktionen zugrunde, daher
fiihrt das Nyquistkriterium prinzipiell zum Ziel. Fiir einen haufig vorkom-
menden Typ von Ubertragungsfunktionen reicht jedoch ein wereinfachtes
Schnittpunktkriterium aus [16]. L¥ (q) liege in normierter Form gem#f (6.2)
vor und geniige den folgenden Bedingungen:

e Alle Pole von L#(q) haben einen negativen Realteil mit Ausnahme eventuell
vorhandener Pole bei g = 0.

e Die Betragskennlinie von L (jQ) weist genau einen Schnittpunkt mit der
0-dB Linie auf, und sie verlauft fiir {2 — oo unterhalb dieser.

e Der Verstarkungsfaktor ist positiv.

Die zum Schnitt der Betragskennlinie mit der 0-dB Linie gehérende Frequenz
(Bild 6.6) nennt man Durchtrittsfrequenz Q¢ sie geniigt der Bestimmungs-
gleichung

IL#(jQc) = 1.

Den Abstand der Phase eben an dieser Stelle zu —180° (Bild 6.6), also den
Winkel
¢ = arc L*(jQc) + 180°

bezeichnet man als Phasenreserve.

Unter diesen Voraussetzungen besagt das vereinfachte Schnittpunktkriterium:

Der geschlossene Kreis ist genau dann stabil, wenn die Phasen-
reserve ¢ positiv ist.
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[dB] Verstarkung Abschwéachung [°]

60 40
40 0
20 T - -40
S~ |L# ()|
0 -80
—20 T N -120
‘;E‘
—40 arc L#(j) 2| s -160
T~ -180
—60 L 3 s T~ 200
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.6: Frequenzgang einer typischen Ubertragungsfunktion zweiter Ord-
nung

Von jetzt an werden die Betrachtungen auf Ubertragungsfunktionen einge-
schrankt, die dem vereinfachten Schnittpunktkriterium geniigen.

Als zweite Kenngrofle bietet sich die Durchtrittsfrequenz Q0o an. Sie ist jene
Frequenz, die das Frequenzband, das vom offenen Kreis verstarkt wird, von
jenem trennt, das der offene Kreis abschwécht. ¢ ist also ein ungefdhres
Ma8 fiir die Bandbreite des offenen Kreises (Bild 6.6).

Die dritte Kenngrofe ist die Phasenreserve ¢. Die Phasenreserve ist nicht
nur fiir die Stabilitdt verantwortlich — sie mifit den Abstand zur Stabilitéts-
grenze — sie sagt auch etwas iiber die Schwingungsneigung des geschlossenen
Kreises aus. Berechnet man den Betrag der Fiithrungsiibertragungsfunktion
T#(q) an der Stelle ¢ = jQc

L#
T**(qFTSZ)@ mit  y(2) = T*()r(2)
4 | —cos¢ —jsing| _ 11
77 (jQ0)| = |1 —cos¢p — jsing| 2‘SiH%| 7

so folgt
lim [T7 (jQ0)| = oo .
¢1 0| (JQ0)|
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Fiir ¢ = 0 hat der geschlossene Kreis also eine Resonanzstelle bei Q) = Q¢
(d.h. ein konjugiert komplexes Polpaar bei ¢ = £jQ¢).

6.4 Der Zusammenhang zwischen den Kenngrofien
des offenen und des geschlossenen Kreises

Der Verstarkungsfaktor V steht in direkter Verbindung mit der bleibenden
Regelabweichung e.,, wie eine Nebenrechnung zeigt. Diesen Zusammen-

A
oo 0 1] 2
® gy oo iy~ V. P@
i L (q)_q’\ Q(q)
() | (D) | oo || 0
(%(k:T)Q) 00 00 %

Table 6.1: Die bleibende Regelabweichung e, fiir verschiedene Testfunk-
tionen.

hang gibt Tabelle 6.1 wieder, wobei vorausgesetzt ist, dal der geschlossene
Kreis stabil ist. Es gibt fir A > 0 immer genau einen Wert, der vom
Verstarkungsfaktor beeinflufit wird. Hat der offene Kreis z.B. einfach in-
tegrierenden Charakter (A = 1), so beeinflufit der Verstarkungsfaktor die
bleibende Regelabweichung fiir (ry) = (kT).

Bei einer typischen Ubertragungsfunktion L#(q) (Bild 6.6) schmiegt sich der
Verlauf der Betragskennlinie der Fiihrungsiibertragungsfunktion 7% (5Q) fiir
Q) < Q¢ an die 0-dB Linie an, wahrend er sich fir 2 > Q¢ an den Verlauf
von |L#(jQ)| anschmiegt (Bild 6.7). Die Durchtrittsfrequenz ist damit auch
ein ungefédhres Maf fiir die Bandbreite des geschlossenen Kreises. Damit ist
sie aber auch ein Maf} fiir die Schnelligkeit der Reaktion des Regelkreises
auf nderungen der Fiithrungsgréfle. Je gréfler die Durchtrittsfrequenz wird,
desto schneller wird der Regelkreis auf einen Sprung reagieren, und wir
konnen erwarten, dafl die Anstiegszeit abnimmt. Untersuchungen an ty-
pischen Regelkreisen zweiter Ordnung haben gezeigt [15,16], da das Pro-
dukt Qct, nur wenig von den Parametern des Kreises abhéngt, und dafl
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[dB] Qc [°]

60 40
40 S 0
\\\ arc T#(jQ)
20 -40
0 ~”'\\\ -80
—20 \ ) - -120
\ T# ()|
X il
—40 -160
N
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—60 [ 11 200
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.7: Frequenzgang der Fiihrungsiibertragungsfunktion 7% (j€2) eines
typischen Systems zweiter Ordnung nach Bild 6.6.

naherungsweise gilt

Qct, ~ 1,2 (6.3)

falls

cho,290 mit QO:T

Die Erfahrung hat gezeigt, daf3 diese Faustformel nicht nur bei den unter-
suchten Fallen zutrifft, sondern auch bei Regelkreisen hoherer Ordnung als
Richtschnur dienen kann.

Ganz dhnlich liegen die Verhiltnisse beim Zusammenhang zwischen der
Uberschwingweite M, und der Phasenreserve ¢ . Eine Verminderung der
Phasenreserve bedeutet ja eine Anndherung an die Stabilitdtsgrenze, und
man kann eine Zunahme der ﬁberschwingweite erwarten, bis sich fiir ¢ =0
iiberhaupt kein stationdrer Zustand mehr einstellt. Genauere Untersuchun-
gen haben gezeigt, dafl in guter Naherung gilt

¢ [°] + 100(M, — 1) = 70 .
Diese Gleichung ist als reine Zahlenwertgleichung aufzufassen. Fiihrt man
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noch das prozentuale Uberschwmgen 1 ein, so folgt

¢ [°] + i [%] ~ 70 . (6.4)

Auch diese Faustformel hat sich in der Praxis gut bewéhrt.

6.5 Entwurfsbeispiele

Das Frequenzkennlinienverfahren kann weitgehend in einem Rechenschema
zusammengefaflt werden. Dieses wird hier angegeben, und die nachfolgenden
Beispiele zeigen seinen Gebrauch. Die Abschnitte dieses Schemas lauten:

a) Die KenngroBlen e, t, und M, sowie die Abtastzeit T" sind fiir eine
Streckentibertragungsfunktion G(s) zu spezifizieren.

b) Die g-Ubertragungsfunktion ist zu berechnen (Gl. (5.29)).

c) Die Kenngréfien eo, t, und M, werden in die Kenngréen V' bzw. A,
Q¢ und ¢ libersetzt. Dies geschieht mit Hilfe der Tabelle 6.1 und den
GIn.(6.3) und (6.4).

d) Ein Korrekturglied R*(q) wird so gewihlt, daf8 die Vorgaben an den
Frequenzgang von L7 (q) erfiillt werden und der geschlosssene Kreis stabil
ist.

e) Mit Hilfe der Beziehung (5.23) berechnet man

_ 1 = Zzoi = an = 1
S a;zt
i=0
und erhélt wegen Gleichungen (3.9) und (3.10) sofort die zugehorige Dif-

ferenzengleichung

Up + Ap_1Ug—1 + ... + aoUp—p, = bper +bp_1€p_1+ ...+ boep_p .

f) Durch Simulation der Sprungantwort wird die Synthese tiberpriift. Ist
das Ergebnis negativ, so sind Uberlegungen anzustellen, ob die Spezi-
fikationen von a) prinzipiell erfiillbar sind, bzw. ob das Korrekturglied
von Punkt d) durch ein geeigneteres ersetzt werden kann.
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Die Punkte a) bis f) bilden sozusagen eine Gebrauchsanweisung fiir das Fre-
quenzkennlinienverfahren. Der Erfolg ist selbstverstandlich wesentlich von
der Wahl des Korrekturgliedes abhéngig. Der Leser hat hier die Moglichkeit,
seine Erfahrung einflieBen zu lassen, die nicht zuletzt der Garant fiir einen
Erfolg sein wird. Da der Entwurf im Frequenzbereich erfolgt, kénnen viele
Methoden Verwendung finden, die vom kontinuierlichen Fall her bekannt
sind. Hierzu werden in den folgenden drei Beispielen Entwurfsmethoden
vorgestellt.

Alle Berechnungen und ihre graphischen Préasentationen erfolgen mit uLINSY.
Die zugehorigen Dialoge sind im Abschnitt A.6 zu finden. Die hier angegebe-
nen numerischen Ergebnisse sind gerundete Werte dieser Dialoge. Falls man
den Berechnungsvorgang exakt nachvollziehen will, wird empfohlen, dies
anhand der pLINSY-Dialoge zu tun.

Beispiel 1

1
14+2-0.707s + s2

a) G(S) = 0,5

T=005, %ﬁnzo, th=3, ii=10%

1-hHo+ L

4 33,9
b G*(q) =0,5 ’

) @) =05 5 070 + &2
) A>1, Qc=0,4, ¢=060°

d) Der offene Kreis mufl mindestens einfach integrierenden Charakter haben.
Wir wihlen fiir den Regler R7(q) den Ansatz

q
14+ 2
—i—QZ

q

R¥(q) = Vg

mit Vi, Q7 >0,

dessen Form vollkommen einem analogen PI-Regler entspricht. An Stelle
der logarithmischen Kennlinien der Strecke zeichnen wir gleich die von

#
Lt - <10
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[dB] Qc °]

60 -80
40 “ -120
. arc L7 (j€2)
20 I S uEt -160
-t =
0 P -200

—20 -240

—40 1280

—60 Tt -320
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.8: Frequenzgang des offenen Kreises Lf (q) zu Beispiel 1.

Aus dem Bild 6.8 liest man nun direkt ab, dafl die Phase an der Stelle
Q = Q¢ um 9,5° angehoben und der Betrag eben an dieser Stelle um 2
dB gesenkt werden mufl. Wegen

Q Q
arc (VR (1 +j9_2)) = arctan Q—Z =9,5°

erhalt man Q7 = 2,38, bzw. aus

Q 2
= |Vk|ap + 101og (1 + (—C> ) — —2dB

Q¢
1 __
)VR( +JQZ) 0,

dB

folgt Vg = 0,8. Also gilt fiir R¥(q)

Die logarithmischen Frequenzkennlinien des offenen Kreises L#(¢) (Bild
6.9) zeigen nicht nur, daf die Vorgaben erfiillt sind, sondern auch, dafi der
geschlossene Kreis stabil ist, da L#(g) dem vereinfachten Schnittpunkt-
kriterium geniigt.
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[dB] Qe

o

60 0
40 -40
20| o -80
0 ‘::::“:‘:i -120

—20 arc L# (jQ) |L#(j Q)] e
—40 . A -200
—60 T T g
0.01 0.1 1 10 Q 100
Bild 6.9: Frequenzgang des offenen Kreises zu Beispiel 1.
—0,136 + 0,536%
R* — ) )
¢) () = =
ur — up—1 = 0,536e — 0, 136ex_1
1¢&
)
0.8 &
0.6 &
0.4t R
0.2 +
04

0 10T 20T 30T t 40T

Bild 6.10: Simulation der Sprungantwort von Beispiel 1.
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f) pLINSY erlaubt einfach die Sprungantworten von s- oder z-Ubertra-
gungsfunktionen graphisch darzustellen. So ist dem Bild 6.10, es ist mit
dem Befehl 'stpg’ erzeugt worden, die gute Erfiillung der Spezifikationen
von a) zu entnehmen.

Beispiel 2

1
G(s)=0,5
2) () =05 S350, 707 1 59
T=0,5, eoo‘ —0,4, t,=2, ii=20%
(KT)
q q q
1-DHa+ 1—
b G*g) =0 5( e TR
: q(1+2-0,722q + ¢2)
<) V=25, A=1, Qc=0,6, =50
[dB] Qc [°]
60 -60
40 - -100
™~
20 T -140
- 1GF () : ~ arc G# (jQ)
0 . -180
\
—20 \ 220
—40 . 260
—60 -300
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.11: Frequenzgang der Strecke zu Beispiel 2.

d) Da G7(q) einen Pol bei ¢ = 0 hat, ist die Forderung den integrieren-
den Charakter betreffend erfiillt. Die Korrektur des Verstarkungsfaktors
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erfolgt mit einem Proportionalglied Vi. Wegen
0,5Vr =2,5, folgt VR=5.

Die logarithmischen Frequenzkennlinien der Strecke sind Bild 6.11 zu ent-
nehmen. Wir streben im néchsten Schritt einen mdglichst einfachen En-
twurf an. Hierzu kompensieren wir von G%(q) alle Pole und Nullstellen
mit negativem Realteil und ergénzen die Regleriibertragungsfunktion mit
einem Pol bei ¢ = —4. Dann lautet der Regler vorerst

1+2-0,722q + ¢

q q
(1+ 1)(1 + 6732)

Rf(q) =5

bzw. die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises

q q
(1-P0=-7=)
)

L (g) =2,5
qg(1+

> [

Wie diese Ausdriicke zeigen, wird dadurch sichergestellt, daf Lf&(q) vom
einfachen Typ ist (nur ein Schnittpunkt mit der 0-dB Linie). Selbst-
verstandlich sind auch andere Mafinahmen méglich, die dasselbe leisten.

Nach dieser Korrektur erhalt man die logarithmischen Frequenzkennli-
nien von Lfé(q) nach Bild 6.12. Nun muf} noch die Phase an der Stelle
Q = Q¢ um 18,5° gesenkt und der Betrag eben an dieser Stelle um
12,4 dB erniedrigt werden. Dies leistet eine Ubertragungsfunktion erster
Ordnung der Form

Rl#ag(q): q Q7,05 >0, Qz > QN .

Dieses Korrekturglied wird auch Lag-Glied genannt. Einen typischen
Verlauf der Frequenzkennlinien eines Lag-Gliedes gibt Bild 6.13 wieder.
Zur Bestimmung der unbekannten Parameter 27 und y stehen die
Gleichungen

Q Q
arc Rfag(ch) = arctan Q—z — arctan ﬁ =—Ap=-18,5°
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[dB] Qc °]
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i ~_ g 1 -100
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—20 -220
10 arc L?&(jﬂ) 260
—60 -300
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.12: Frequenzgang des offenen Kreises zu Beispiel 2 nach der ersten
Korrektur.

und
Qe ? Q- 2
IR (79¢)|as = 101og {1+ (—C> —10log |1+ <—C>
& QZ QN
= |Aa|qp = —12,4dB

zur Verfiigung. Nach einigen Rechenschritten folgt
Aa sin Ap

Ay =Qc—F+—— =0,059
N “T—AacosAp
und A
sin Ay
Qy=Qc————=10,269 .
Z CcosAgp—Aa 0,269

Hiermit ist aber der Regler bereits gefunden.

(1+2-0,722¢ + ¢°) <1+ a )

q q q
1+ ) (1 1
( +4>< +6,32)< +0,059)
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[dB] QN Qz [°]

20 o0
) ——— 40
0 | AT ] Tl 20
40— | | 1] AN )3 0
—60 T ™ < -"'j; fl -20
%0 arc Rﬁag (jﬂ)“ | -40
~100 il 00
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Bild 6.13: Frequenzgang eines Lag-Gliedes

Zur Berechnung eines Lag-Gliedes stellt uLINSY die Funktion 'lag’ zur
Verfligung. Der Regler erfiillt nicht nur die Vorgaben an den offenen
Kreis (Bild 6.14),

[dB] Qc °]
60 -60
40 -100
20 IS E -140
Gl .
0 e -180
-20 i, < SE L -220
arc L#(5Q)
—40 -260
~60 -300
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.14: Frequenzgang des offenen Kreises zu Beispiel 2.
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1.2
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0.8

0.6

0.4 F

0.2 +

0 10T 20T 30T t 40T

Bild 6.15: Simulation der Sprungantwort von Beispiel 2.

sondern gewihrleistet auch die Stabilitit. L#(g) geniigt dem verein-
fachten Schnittpunktkriterium, und die Phasenreserve ist ja trivialer
Weise positiv.

—3,47 + 13,2432 — 17,6472% + 8.05223
0,0 — 0,219z — 0, 74622 + 23

R*(z) =

u — 0, T46ug_1 — 0,219u),_o =
= 8,052¢), — 17,647e,_1 + 13,243¢_o — 3,4Te)_3 .

Der Leser wird schon bemerkt haben, dafl die Wahl des Poles ¢ = —Q¢ =
—4 bei R¥(q) einen Pol z = 0 bei R*(z) zufolge hat. Bei geeigneter Rea-
lisierung der Differenzengleichung kann der Rechenaufwand hierdurch
herabgesetzt werden.

Die Erfillung der urspriinglichen Forderungen im Rahmen der Genauigkeit
dieser Methode kann man wieder an der Simulation der Sprungantwort
(Bild 6.15) ablesen.
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Beispiel 3

a) G(s) = 0,5 ( 3>
142.0,6 ( ) ( ) ]
T=0,5, e“’(mzl’ t =24,  ii=25%
(1—%)( 1) (1 505)
b) G"(q) = 0,5
14+2- 1
+2-0,60 ( 5.2 ) + ( 2) 1
) V=1, A=1, Q¢=0,5, = 45°
[dB] Qe [°]
60 -60
40 T -100
™~
20 I Nt -140
0 — -180
_ N AN
“ |G#(j )] N arc G# (jQ) 220
—40 I 260
\\\ T
—60 I -300
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 6.16: Frequenzgang der Strecke zu Beispiel 3.

d) Da G¥(q) einfach integrierenden Charakter hat, ist die Forderung \ = 1
bereits erfiillt. Der Verstarkungsfaktor wird wieder mittels eines Propor-
tionalitatsreglers Rfé = Vg korrigiert. Da gilt

V=05Vg=1, folgt Vz=2.
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Aus den logarithmischen Frequenzkennlinien der Strecke von Bild 6.16
entnimmt man, daf die Phase an der Stelle = Q¢ um 53° angehoben
werden mufl. Hierzu verwenden wir eine Ubertragungsfunktion der Form

a
# Qgy
Rl aa(q) = 7 Qz.,07>0, Qy < Qn .
1+
Q?\]

[dB] Qg Qn [°]
40 100
20 -

IRY,.4G9) | L
_-——/
0 = 60
™~

—20 40

—40 20

—60 il 0

arc R#ead Q)
1]
0.01 0.1 1 10 100

Bild 6.17: Frequenzgang eines Lead-Gliedes

Sie wird auch Lead-Glied genannt. Man beachte hier die Umkehrung der
Ungleichung gegeniiber dem Lag-Glied. Bild 6.17 zeigt den typischen
Verlauf seines Frequenzganges. Das Maximum der Phasenvordrehung
ist an der Stelle Q = /QzQy. Die Phasenvordrehung an der Stelle
) = Q¢ berechnet man aus der Gleichung

Q Q0
arc R#ead(jﬂc) = arctan Q—C — arctan Q_C N

A N
und mit
o Qc n VQZQN
VQZQN Qo
folgt

2
0 2
Q—Z — (gtanAgo%—\/aztarﬂAgo%—l) .
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Zur Berechnung eines Lead-Gliedes stellt uLINSY die Funktion 'lead’
zur Verfiigung.

Nach der Phasenkorrektur mufl im allgemeinen noch der Betrag an der
Stelle €2 = Q¢ gesenkt werden. Dies geschieht mit einem Lag-Glied. Po-
sitioniert man das Lag-Glied nur hinreichend weit links von der Durch-
trittsfrequenz, so beeinflufit es die Phase an dieser Stelle nur unmerklich
(siehe auch Bild 6.13). Obwohl hierdurch nicht nur die Anforderungen
an L#(jQ) erfiillt werden, sondern auch das Einschwingverhalten des
geschlossenen Kreises den Vorgaben geniigt, hat die Erfahrung gezeigt,
da oft und auch in diesem Beispiel die Sprungantwort keinesfalls be-
friedigt. Nach einem anfanglich tadellosen Verlauf — die Vorgaben, die die
Anstiegszeit und das Uberschwingen betreffen, werden durchaus einge-
halten — néhert sie sich nur sehr schleppend dem Endwert. Positioniert
man das Lag-Glied in die Nahe der Durchtrittsfrequenz — die Korrek-
tur erfolgt nicht mehr auf einem so breiten Frequenzband — wird dieser
Nachteil umgangen. Hierdurch wird aber die Phasenriickdrehung des
Lag-Gliedes bereits merkbar, und diese mufl bei der Dimensionierung
des Lead-Gliedes beriicksichtigt werden. Die Phase mufl um mehr als 53°
gehoben werden, um eine geeignete Lage des Lag-Gliedes zu ermoglichen.
Wir wahlen*

A(,0=53o+100, Qo =vVQz20N

und erhalten

Qn
=2 — =177
a ) QZ 9 9
woraus folgt
Qz=0,119 , Qn =2,11,
bzw.
q
1+
# B 0,119
RLead(Q) - 14 q :
2,11

Die Auswertung von Lfé(q) =Vr Rfead(q) G#(q) bei ¢ = jQc (WLINSY
Funktion 'val’) ergibt, dafl der Betrag an dieser Stelle um 8,74 dB und die

*Es ist nicht immer giinstig vQnQz = Q¢ zu wihlen, falls hierdurch die Steigung
der Betragskennlinie in der Ndhe der Durchtrittsfrequenz zu gering wird. Ein Wert von
—20 dB/Dekade sollte nicht iiberschritten werden. In vielen Fillen erfordert dies eine
aulermittige Plazierung des Lead-Gliedes.
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40 Y -100
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Bild 6.18: Frequenzgang zu Beispiel 3 nach der ersten Korrektur.

Phase selbstverstandlich noch um 10° abgesenkt werden miissen (siehe
Bild 6.18). Aus den Gleichungen zum vorigen Beispiel folgt:

q
1+
R#(): 0,14
Lag ) = 1T a
0, 0496

Wieder zeigt Bild 6.19 nicht nur die Erfiillung der Forderungen, sondern
auch, dafl der geschlossene Kreis stabil ist. Das Korrekturglied lautet
nun

R*(q) = VR R} ,q(0) R, (q)

q q
1+0,119 1+0,14

q q
1+2,11 1+0,0496

R*(q) = 2

_7,6118 — 16,2421z + 8, 66422>
N 0,3024 — 1, 28552 + 22
u — 1, 2855u)_1 + 0.3024uy_9 =
= 8,6642¢), — 16,2421ej,_1 + 7,6118e5_5 .

R (2)
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Bild 6.19: Frequenzgang des offenen Kreises zu Beispiel 3.

1.2

(yx)

0.8r1

0.6 |

0.4

0.2

0 10T 20T 30T t 40T

Bild 6.20: Simulation der Sprungantwort von Beispiel 3.

f) Die Simulation der Sprungantwort (Bild 6.20) zeigt wieder die Erfiillung
der Spezifikation von a).
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Das hier vorgestellte Frequenzkennlinienverfahren fiir Abtastsysteme gestat-
tet fiir eine gewisse Problemklasse einen iiberraschend einfachen Entwurf.
Geniigt eine Ubertragungsfunktion nicht dem vereinfachten Schnittpunkt-
kriterium, so kénnen die Faustformeln auch noch Verwendung finden. Die
Betragskennlinie des offenen Kreises soll aber auch dann nur einen Schnitt-
punkt mit der 0-dB Linie haben. Fiir die Stabilitatspriifung bietet sich in
diesem Fall das Nyquistkriterium in seiner allgemeinen Form an.
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Kapitel 7

Entwurf von Abtastregel-
kreisen mit Beschrankungen

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, wie das Frequenzkennlinienverfahren fiir
den Entwurf von linearen und zeitinvarianten Abtastregelkreisen angewandt
werden kann, sodafl die Antwort des Regelkreises auf gewisse Fiihrungsfolgen
— vornehmlich die Sprungantwort — vorgegebene Spezifikationen naherungs-
weise erfiillt.

In diesem Kapitel wollen wir zundchst untersuchen, wie man die Maximal-
werte der in einem Regelkreis auftretenden Groflen berechnen kann. Dabei
werden wir nicht gewisse Testfolgen als Fiihrungsfolgen betrachten, son-
dern gleich Klassen von Testfolgen. Die Kenntnis der Maximalwerte ist
insbesondere fiir die Stellgrofle von Bedeutung, kénnen wir doch die im
Rahmen des Frequenzkennlinienverfahrens erarbeiteten Eigenschaften des
Regelkreises wie z.B. die Stabilitat nur dann garantieren, wenn die Stellgrofe
im realen System keinen Beschrankungen unterliegt, bzw. die vorhandenen
Stellgroenbeschrankungen nicht iiberschritten werden.

Im Anschlufl daran werden wir das Frequenzkennlinienverfahren dahinge-
hend erweitern, dal wir in der Lage sind, vorgegebene Schranken fiir inter-
essierende Systemgroflen schon beim Reglerentwurf — zumindest ndherungs-
weise — zu beriicksichtigen. Dabei werden wir die generelle Vorgangsweise bei
der Anwendung des Frequenzkennlinienverfahrens beibehalten: Namlich die
Frequenzkennlinien des offenen Kreises so festzulegen, dafl sie vorgegebenen
Spezifikationen geniigen. Nur werden in diesem Fall nicht Kenndaten wie
Verstarkungsfaktor, Durchtrittsfrequenz und Phasenreserve herangezogen,
sondern Bereiche, in denen die Betragskennlinie des offenen Kreises liegen
darf. In diesem Zusammenhang wird sich zeigen, dafl wir einen vorhandenen

107



Freiheitsgrad fiir die Lage der Betragskennlinie dazu ausniitzen kénnen, eine
noch zu definierende Regelgiite moglichst hoch zu halten.

7.1 Berechnung der Betragsmaxima von System-
grof3en

Wir betrachten den Abtastregelkreis nach Bild 7.1 und wollen nun die Frage
beantworten,*

Regler Strecke

Y

(k) c(ek) R*(2) (ur) G*(2) (yx)

Bild 7.1: Abtastregelkreis.

wie gro} das Betragsmaximum ., der Stellfolge (uy) ist, wenn wir zu-
nichst als Fiihrungsfolgen (r) alle jene Folgen zulassen, die selbst be-
tragsméafig beschrankt sind:

Ml <1,  k=0,1,2,... (7.1)

Die Beschrankung auf den Zahlenwert Eins stellt dabei wegen der Linearitét
des Ubertragungssystems keine Einschriankung dar. Zur Berechnung des
Betragsmaximums ., fassen wir den Regelkreis nach Bild 7.1 als ein Uber-
tragungssystem mit der Ausgangsfolge (ux) und der Eingangsfolge (ry) auf
und bezeichnen die zugehérige Ubertragungsfunktion mit S*(z):

u(z) _ R*(2)

S =0 T T ROGE

(7.2)

Hierin bedeuten u(z) und r(z) die z-Transformierten der Ausgangsfolge bzw.
der Eingangsfolge. Ferner verstehen wir unter (sj) die zur Ubertragungsfunk-
tion S*(z) gehorende Gewichtsfolge, sodafl gilt:

§°(2) = Z{(s})} (7.3)

*In [20] wird diese Thematik fiir kontinuierliche Systeme ausfiihrlich behandelt.
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Der Zusammenhang zwischen der Stellfolge (ux) und der Fiihrungsfolge (r)
ist tiber die Faltungssumme

k
ug = Z Sk—sTis k=0,1,2,... (7.4)
j=0

gegeben. Fassen wir nun einen festen Zeitpunkt k& = m ins Auge, dann wird
offenbar der Stellfolgenwert w,, genau dann maximal, wenn bei gegebener
Gewichtsfolge die Fiihrungsfolge so gewéhlt wird, dal jeder einzelne Sum-
mand seinen grofitmoglichen Wert zur Summe (7.4) beitrégt. Unter Beach-
tung der Beschrankung (7.1) ist dies die Fithrungsfolge

(1%) = sgn(sy,—;), j=0,1,2,...,m, (7.5)

und man erhalt fiir das Maximum des Stellfolgenwertes wu,,

Uy = Z |s3]- (7.6)
5=0

Da die Summe auf der rechten Seite von GI.(7.6) mit wachsendem m mono-
ton zunimmt, liefert die unendliche Summe

Umazr = Z |s7] (7.7)
§=0

die kleinste obere Schranke 4., welche die Betrage der Stellfolgenwerte
nicht tberschreiten, und zwar fiir alle zuldssigen Fuhrungsfolgen; das sind
alle jene, die der Beschriankung (7.1) geniigen.

Ein Vergleich mit dem Stabilitétskriterium (4.7) zeigt, daf§ die Existenz der
unendlichen Summe (7.7) genau dann gesichert ist, wenn mit der Ubertra-
gungsfunktion (7.2) ein BIBO-stabiles Ubertragungssystem beschrieben wird.

Eine anschauliche Deutung der Berechnungsvorschrift (7.7) fir das Stell-
grofenmaximum zeigt das Blockschaltbild 7.2:
Wenn man den Regelkreis mit der speziellen Fiihrungsfolge

(re) = 1,0,0,0, ...

— das ist die Impulsfolge — erregt, erhiilt man als Stellfolge die zum Ubertra-
gungssystem (7.2) gehérende Gewichtsfolge (s7). Dem Stellfolgenmaximum
Umaz Kommt man nun beliebig nahe, wenn diese Gewichtsfolge hinreichend
lange absolut summiert wird.
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Fiir die Berechnung einer solchen Absolutsumme ist im Programm pLINSY
die Funktion ’sabs(.)’ vorgesehen; sie bildet nach Gl. (7.7) die Absolut-
summe der Gewichtsfolge zu jenem Ubertragungssystem, dessen z-Ubertra-
gungsfunktion als Argument iibergeben wird. Wiirde z.B. die Ubertragungs-
funktion (7.2) als Operand im Programm pLINSY den Namen 'Sz’ tragen,
so kann man die Beziehung (7.7) mit der einfachen Anweisung
umax = sabs(Sz)
auswerten.

m — o0

ABS » F—————» Umax

OMS

(rx)

0123 k

(f—» R*(z) > G*(2)
Bild 7.2: Blockschaltbild zur Berechnung des Betragsmaximums ,,q, der
Stellfolge.

Wir haben nun gezeigt, wie das Stellfolgenmaximum w4, berechnet wird,
wenn die Fiihrungsfolgen der Betragsbeschrankung (7.1) gentigen. Gewisse
Falle anderer Beschrankungen der zuldssigen Fithrungsfolgen (ry) kénnen
aber durch Einfilhrung eines gedachten (fiktiven) Filters wieder auf eine
Betragsbeschrankung — jetzt allerdings von fiktiven Fiihrungsfolgen (7) —
zuriickgefiihrt werden (Bild 7.3).

(k) % )
7l <1, k>0 F (Z)

Bild 7.3: Zur Erzeugung zuldssiger Fiihrungsfolgen.

So etwa wird durch die Filteriibertragungsfunktion

z

F*(Z) = T?;'max;
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unter Berticksichtigung der Beschrankung
|7k| <1 firalle k>0 (7.9)

eine Klasse von Fiihrungsfolgen beschrieben, fiir die die Differenzen zweier
benachbarter Folgenwerte beschrankt sind:

|Tht1 — Tk

T < fmae fiir k2 0. (7.10)

In Gl. (7.10) bezeichnet 7,4z eine geeignete positive Konstante, die man
fiir den Fall T — 0 als maximale Anderungsgeschwindigkeit des Fiihrungs-
signals deuten kann.

Zur Beschrankung (7.10) gelangt man auf folgende Weise: Bezeichnet man
mit 7(z) und 7(2) die z-Transformierten der Folgen (ry) bzw. (7), so erhélt
man gemaf Bild 7.3 und GL.(7.8) zunédchst die Beziehung

(z = D)r(z) = Trmaz27(2),
die in den Folgenbereich zuriicktransformiert lautet:

Tk+1 — Tk = T"'”maxfk—l—l-

Daraus folgt schlieflich unter Beachtung der Beschréankung (7.9) fiir die
Folge (7;) unmittelbar die Beschrédnkung (7.10) fiir die Folge (7).

Betrachten wir an dieser Stelle den im Abschnitt 6.5 (Beispiel 2) entworfenen
Abtastregelkreis und lassen nur Fithrungsfolgen (ry) zu, die der Beschrankung
(7.10) mit 74,4, = 1 geniigen, so ergibt sich fiir das Betragsmaximum 4z
der Stellfolge (ug):

Umaz = 7. (7.11)

Im Zuge der Berechnung ist zu beachten, dafl wegen der Beschrankung (7.10)
in der Ubertragungsfunktion (7.2) noch die Filteriibertragungsfunktion (7.8)
zu beriicksichtigen ist:

e

R*(2)

N1 ) R
SE =i TP T rnew

7(2)
Diejenige Fiihrungsfolge (r), fiir die die Stellfolge (ux) nach Bild 7.4 dem
Betragsmaximum (7.11) sehr nahe kommt, ist im Bild 7.5 dargestellt; sie

wurde aufgrund des speziellen Verlaufs der Gewichtsfolge (s}) zum Ubertra-
gungssystem (7.12) fiir m = 30 (vgl. Gln.(7.5) und (7.6)) ermittelt.

(7.12)
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4 (ue)

0 Tore e e——
40
_— i
Bild 7.4: Stellfolge, die das Betragsmaximum (7.11) erreicht.
2 (R)
10
5
. ‘?TTTH | -
0 10 20 30 40

Bild 7.5: Zuléssige Fithrungsfolge (ry) fiir die die Stellfolge das Betrags-
maximum (7.11) erreicht.

Wir betrachten in diesem Beispiel jetzt anstelle beliebiger fiktiver Fithrungs-
folgen (), die der Betragsbeschrankung (7.9) geniigen, folgende zuléssige
harmonische Folgen:

(7) = (7). (7.13)
Bei einem stabilen Gesamtsystem (7.12) ist dann der Verlauf der Stell-
folge (ux) nach Abklingen der Einschwingvorginge gegeben durch (vergleiche

GL(5.17)):
wy, = S* (7T eIk T (7.14)

112



Unter Beachtung der Einschrankung (5.14) fiir die Kreisfrequenz w ist die
Amplitude @ der Tragerschwingung zur Folge (7.14) bestimmt durch

a=|$*(eh)] = 1S*(Q),

wobei sich die ¢-Ubertragungsfunktion S# (¢) iiber die Transformation (5.25)
aus der z-Ubertragungsfunktion S*(z) berechnet und die reale Frequenz w
iiber die Beziehung (5.21) mit der transformierten Frequenz 2 verkniipft ist.
Somit gilt im eingeschwungenen Zustand fiir das Betragsmaximum @, der
Stellfolge fiir alle zuléssigen harmonischen Folgen (7.13)*:

limag = Max |S7 (). (7.15)

Fiir das gegenstandliche Beispiel findet man so anhand der Frequenzkennlin-
ien S#(jQ) nach Bild 7.6 den Zahlenwert:

fimaz = 16,3dB = 6, 5. (7.16)

20

16.3

10

—10
0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 7.6: Bestimmung des Stellfolgenmaximums 4, bei betragsméafig
beschrankten harmonischen Erregungen.

*Mathematisch streng gesehen, miifite in GI1.(7.15) das Supremum (sup) anstelle des
Maximums (max) genommen werden.
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Dem Bild 7.6 entnimmt man weiters, dafl die Stellfolge diesen Maximalwert
fiir Frequenzen 2 — oo, d.h. w — 7/T" erreicht.

Abgesehen von der Tatsache, dafl bei der Bestimmung von 4, nach G1.(7.15)
Einschwingvorgénge aufler acht gelassen werden, driickt der Unterschied in
den Zahlenwerten (7.16) und (7.11),

Umazx = 6757

Umaz = 1

noch mogliche hértere Beanspruchungen des betrachteten Regelkreises durch
die Folgen (7.9) im Vergleich zu den Folgen (7.13) aus.

Dennoch werden wir das Entwurfsverfahren in den folgenden Abschnit-
ten auf zuléssige harmonische Eingangsfolgen (7.13) aufbauen, denn auf
diese Weise konnen wir den Entwurf mit Hilfe von BODE-Diagrammen
durchfiihren. Diese Vorgangsweise kann zu Regelkreisen fiihren, in denen fiir
zuléssige nichtharmonische Eingangsfolgen (7.9) das dem Entwurf zugrunde
gelegte Stellgroflenmaximum iiberschritten wird. Es ist jedoch moglich,
diesen Uberschreitungen von vornherein zu begegnen, indem wir lediglich fiir
die Durchfihrung des Entwurfs groBere Anderungsgeschwindigkeiten 7qq
der Fiithrungssignale berticksichtigen, als sie dann tatsachlich im Betrieb
auftreten. Das heiflt, wir werden flir den Entwurf den gegebenen Wert 7,4,
um einen Faktor 3 vergroflern; die Grofle dieses Faktors 148t sich nicht in
einer Formel ausdriicken, eine Gréfenordnung von

B~1,5. (7.17)

hat sich aber fiir die meisten Fille als zweckméflig erwiesen. Nach dem
Entwurf kénnen wir mit dem ermittelten Regler iiber die Beziehungen (7.7)
und (7.12) — jetzt allerdings mit gegebenem Wert von 7,,, — das Betrags-
maximum U, fur alle zuldssigen Fithrungsfolgen berechnen. Fiir den Fall,
dafl das so ermittelte u;,q, grofer ist als das dem Entwurf zugrunde gelegte,
besteht die Moglichkeit, den Entwurf mit einem vergréflerten Faktor 8 zu
wiederholen.

Abschlieflend sei bemerkt, dal wir in den Ausfithrungen dieses Abschnitts
unser Augenmerk zwar auf die Stellfolge gerichtet haben, doch lassen sich
bei ihrer sinngeméfien Anwendung auch die Betragsmaxima anderer Sys-
temgroflen — etwa der Folge des Regelfehlers — angeben.

114



7.2 Festlegung der Aufgabenstellung

Wir betrachten die Folgeregelung nach Bild 7.7 und nehmen an, dafl alle
Systemgrofien fiir ¢ < 0 verschwinden.

Tk r _IT'k ek U k
GRS IS UNTN PP ROSY P K5

Bild 7.7: Folgeregelung.

Ferner setzen wir folgende Daten als gegeben voraus:
1. Die ¢-Ubertragungsfunktion G#(q) der Regelstrecke,

2. eine Klasse von zuldssigen Fiithrungsfolgen (71) (das sind alle jene Fol-
gen, die sich iiber das fiktive Filter F#(q) mit fiktiven Fiihrungsfolgen
() erzeugen lassen, wobei diese der Beschrankung || < 1 fiir alle
k > 0 geniigen),

3. das zuléssige Betragsmaximum ., der Stellfolgenwerte ug.

Wir suchen einen (realisierbaren) Regler mit der ¢-Ubertragungsfunktion
R%(q), so da8 fiir alle zuldssigen Fiihrungsfolgen (r;) und unter Einhaltung
der Stellgréflenbeschrankung

luk] < Umax fir alle k>0 (7.18)
der Betrag des Regelfehlers (ej) immer kleiner als € bleibt:
lex| < e fir alle k>0 (7.19)

Nun betrachten wir ¢ als ein Maf fiir die mit dem entworfenen Regelkreis
erreichbare Regelgiite und verlangen daher, dafl € im Hinblick auf die ange-
setzte Reglerstruktur moglichst klein wird; d.h., wir suchen das Minimum
von ¢ beziiglich R¥(q).

Selbstverstandlich setzen wir voraus, dal iiberhaupt eine solche Losung
existiert, was insbesondere verlangt, dafl der Entwurf zu einem stabilen
Gesamtsystem fiihrt und die Regelstrecke unter Beachtung der Stellgrofien-
beschrankung allen zuléssigen Fiihrungsgroflen wenigstens prinzipiell folgen
kann.
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7.3 Grafische Losung mit Hilfe von BODE-
Diagrammen

Wir wollen nun die beiden Ungleichungen (7.18) und (7.19) fiir die Betrags-
maxima der Stellfolge bzw. der Folge des Regelfehlers in andere Bedingun-
gen, die jetzt aber im (transformierten) Frequenzbereich gelten, umsetzen.
Gemafl den Ausfiihrungen am Ende des Abschnitts 7.1 betrachten wir nur
zuléssige harmonische Folgen (7.13). Bei einem stabilen Gesamtsystem und
nach Abklingen der Einschwingvorginge muf3 dann bei entsprechender An-
wendung der Beziehung (7.15) gelten:

F#(jQ)R* (j€) .
< fiir alle Q 2
T REGOGF(9) < Umax ir alle (7.20)
F7(5Q) ;
< fiir alle Q 21
1+ RFGQ)GFGQ)| = © Hrate (7:21)

Auf der linken Seite der Ungleichung (7.20) steht der Betrag des Frequen-
zganges zum Ubertragungssystem mit der Eingangsfolge (71,) und der Aus-
gangsfolge (ug); in der Ungleichung (7.21) steht links der Betrag des Fre-
quenzganges zum Ubertragungssystem mit derselben Eingangsfolge, jedoch
mit (eg) als Ausgangsfolge. Die Forderung nach der Stabilitdt des Gesamt-
systems bedingt die Stabilitdt der den linken Seiten der Ungln.(7.20) und
(7.21) zugeordneten Ubertragungsfunktionen. Das bedeutet insbesondere,
daB alle instabilen Pole der Filteriibertragungsfunktion F7#(q) auch Pol-
stellen der Streckeniibertragungsfunktion G (g) sein miissen.

Mit der Ubertragungsfunktion L#(q) des offenen Kreises
L#(q) = R (9)G"(q) (7.22)

erhalten wir nach einer Umformung der Ungln.(7.20) und (7.21):

L7 (59) G7(59) .
< maefiir alle Q, 7.23
‘1+L#(jQ) = | F#FGo) | Hrate (7.23)
F#(jQ
1+ Lty > U fiir alle Q. (7.24)
g

Auf diese Weise miissen wir freie Parameter in einem Ansatz fiir die Ubertra-
gungsfunktion L#(q) so bestimmen, daf die zweite Ungleichung (7.24) fiir
ein moglichst kleines ¢ erfiillt ist.
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Wird damit auch die Einhaltung der ersten Ungleichung (7.23) erreicht, so
ist die Entwurfsaufgabe gelost, und wir konnen iiber die Beziechung (7.22)
die Regleriibertragungsfunktion angeben. Aus diesem Grunde werden die
Ungleichungen (7.23) und (7.24) Syntheseungleichungen genannt.

Allerdings ist wegen der Beschaffenheit der linken Seiten der Syntheseun-
gleichungen die Bestimmung freier Parameter in der Ubertragungsfunktion
L#(q) im allgemeinen nur rechnergestiitzt moglich. Da wir aber bestrebt
sind, den Entwurf mit Hilfe der Bode-Diagramme durchzufiihren, gehen wir
wie folgt vor [19]: Wir setzen die Ubertragungsfunktion L#(g) so an, daB
ihre logarithmische Betragskennlinie |L* (jQ)|4p die 0-dB-Linie nur einmal
bei der Durchtrittsfrequenz Q¢ schneidet und dafl zudem gilt (vergleiche
hierzu etwa Bild 6.6):

L) > 1  firQ < Qc,
ILF(iQ)| <1 fiirQ > Qc.

Diese Forderungen entsprechen durchaus dem Vorhaben, in einem gewissen
Frequenzbereich ein gutes Fihrungsiibertragungsverhalten zu erreichen.

Unter diesen Voraussetzungen konnen die Syntheseungleichungen naherungs-
weise wie in der Tabelle 7.1 angegeben geschrieben werden.

|L#] > 1 |IL#| < 1
# #
1< ‘% wmao (1230) | |11#] < |Gl umar | (7.230)
# #
|L#| > |FT‘ (7.24a) 1 > |FT‘ (7.24b)

Tabelle 7.1. Approximierte Syntheseungleichungen.
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Im Zuge des Entwurfs sind nun die beiden gerahmten Ungleichungen (7.23b)
und (7.24a) fiir die Wahl von L#(q) in den beiden Bereichen |L#(jQ)| > 1
bzw. |L#(j§2)| < 1 entscheidend. Hingegen liBt die Ungleichung (7.23a)
eine Aussage iiber den mindestens erforderlichen Stellbereich 4, zu, und
die Ungleichung (7.24b) gibt eine untere Schranke fiir den Wert von € an. Es
ist also zu erwarten, daf} eine angemessene Aufgabenstellung von vornherein
diesen beiden nicht gerahmten Ungleichungen gentigt.

Es ergibt sich somit folgendes Entwurfsschema, das wir anhand eines im
Bild 7.8 gezeigten demonstrativen Falles erlautern:

dB
(dB) [L#|>1 | |[L#| <1

|
|
|
|
|
~__ |L#| |

log Q2

Bild 7.8: Demonstrationsbeispiel fiir den Entwurf; asymptotische Darstel-
lung der Betragskennlinien.

A. Zeichnen der sogenannten Begrenzungskennlinie
|G7 (jQ) /) F#(§Q)[tmae und der sogenannten Filterkennlinie
|F#(5)|. Im Bild 7.8 sind jene Teile dieser beiden Kennlinien schraf-
fiert hervorgehoben, die die Bereichsgrenzen fiir die Lage der Betrags-
kennlinie |L#(j§2)| bilden (vergleiche Ungleichungen (7.23b), (7.24a)).

B. Wahl einer Ubertragungsfunktion L#(q), so daB ihre Betragskennlinie
|L#(j€)| in Erfiillung der Ungleichung (7.23b) rechts der Durchtritts-
frequenz 2¢ nicht oberhalb der Begrenzungskennlinie zu liegen kommt.
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Da aber die Ungleichung (7.24a) im Bereich links der Durchtritts-
frequenz fiir ein moglichst kleines e erfiillt werden soll, ist die Be-
tragskennlinie |L#(jQ)| so weit wie mdglich nach oben zu schieben
(siche Pfeil im Bild 7.8). Bei der Wahl von L¥(q) sind noch zwei
Punkte zu beachten:

B1.

B2.

Um auch bei Parameterschwankungen bzw. Storungen die Sta-
bilitat des Regelkreises zu erhalten, werden alle in der rechten
g-Halbebene liegenden Pol- und Nullstellen der Streckeniibertra-
gungsfunktion G7 (¢) in den Ansatz fiir L (¢) mit aufgenommen.

Anhand der approximierten Syntheseungleichungen in Tabelle
7.1 kann keine Aussage iiber ein gefordertes Verhalten der Be-
tragskennlinie |L#(jQ)| im Bereich |L¥(jQ)| ~ 1 — also im Fre-
quenzbereich um ¢ — abgelesen werden. Damit die eigentlichen
Syntheseungleichungen (7.23) und (7.24) auch in diesem Frequenz-
bereich gelten, hat man fiir eine ausreichende Phasenreserve zu
sorgen; etwa indem man

arcL? (jQc) = —120° (7.25)

fordert, was geméaf} Bild 7.9 plausibel erscheint, denn dann stimmen

JIm{L#(j)}

1

o Re{L#(j0)

L*(iQc¢) [ 14 L#(jQc) und #(j%c)

Bild 7.9. Zur Erfiillung der Syntheseungleichungen fiir {2 = Q¢.

die approximierten Syntheseungleichungen fiir 2 = Q¢ mit den
eigentlichen Syntheseungleichungen iiberein. Jedoch mufi von
Fall zu Fall gepriift werden, ob dadurch die Syntheseungleichun-
gen auch in der Umgebung von Q¢ eingehalten werden. Diese
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Uberpriifung ist mit dem Programm puLINSY leicht durchzu-
fiihren. Denn letztlich mufl zur Einhaltung der Stellgrofenbe-
schrankung geméafl der eigentlichen Syntheseungleichung (7.23)
die Betragskennlinie des Fiihrungsfrequenzganges |T7% ()| (linke
Seite der Ungl.(7.23)) im gesamten Frequenzbereich unterhalb der
Begrenzungskennlinie (rechte Seite der Ungl.(7.23)) liegen: Man
zeichne mit dem puLINSY-Befehl 'bode’ die beiden Betragskennli-
nien

B# = G#/F#*u_max
bode B#

T# = loop(L#)
bode T#

und priife die Einhaltung der Ungl.(7.23) anhand ihrer grafischen
Darstellung.

Die Frage nach der Stabilitat des geschlossenen Kreises 1483t sich
leicht beantworten, wenn die ¢g-Ubertragungsfunktion L#(q) vom
einfachen Typ ist (siehe Abschnitt 6.3); denn mit dieser Voraus-
setzung ist der Regelkreis genau dann BIBO-stabil, wenn die
Phasenreserve ¢ = arcL” (jQ¢)+180° positiv ist. Ist L (q) nicht
vom einfachen Typ, so fiihrt das Nyquist-Kriterium angewandt
auf L#(jQ) zum Ziel.

C. Ausgehend von der im Punkt B entworfenen Ubelitragungsfunktion
L# (q) wird iiber die Beziehung (7.22) zunéchst die ¢-Ubertragungsfunk-
tion R7(q) des Reglers

L*(q)

R#(Q) = G# (Q)

berechnet* und in weiterer Folge mit G1.(5.23) die z-Ubertragungs-
funktion des Reglers

R(:) =R,

=771

womit man wegen Gln. (3.9) und (3.10) sofort die zugehorige Differen-
zengleichung angeben kann.

*Beziiglich der Realisierbarkeit von g-Ubertragungsfunktion sei auf den Abschnitt 5.5
verwiesen.
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D. Nun ermitteln wir das Betragsmaximum, das die Stellfolgenwerte uy
im entworfenen Regelkreis fiir alle zuldssigen Fithrungsfolgen (r) und
fiir alle k > 0 nicht iiberschreiten. Man erhélt dieses Maximum, indem
die Werte der Gewichtsfolge zum Ubertragungssystem mit der Ein-
gangsfolge (71) und der Ausgangsfolge (uy) geméafl den Gln. (7.7),(7.3)
und (7.12) absolut summiert werden. Geringfiigige Uberschreitungen
im Vergleich mit dem gegebenen StellgréfSenmaximum 4, werden
wir tolerieren; denn wir kénnen an dieser Stelle des Entwurfes mit den
gegebenen Zahlenwerten der Streckenparameter zwar die Maxima von
Systemgroflen exakt berechnen, diirfen aber nicht vergessen, dafl diese
Parameter selbst im allgemeinen nicht exakt bekannt sind.

Das Betragsmaximum e der Folgenwerte des Regelfehlers erhilt man
auf ganz analoge Weise — lediglich fiir die Ubertragungsfunktion (7.12)
mufB jetzt

* _ G(Z) % 1
S0 =5 TP O Roew

geschrieben werden. Die hier verwendeten z-Ubertragungsfunktionen
F*(z) des Filters und G*(z) der Regelstrecke berechnen sich iiber die
Transformation (5.23) aus den gegebenen ¢-Ubertragungsfunktionen
F#(q) bzw. G (q).

Waéhrend wir den Entwurf in den Punkten A und B im transformierten
Frequenzbereich durchfiihren und daher mit ¢-Ubertragungsfunktionen ar-
beiten, geben wir in den Punkten C und D die z-Ubertragungsfunktion
an, weil an ihnen unmittelbar die Differenzengleichungen abgelesen werden
konnen.

7.4 Beispiel 1

Gegeben seien fiir die Folgeregelung nach Bild 7.7:
A. Die Ubertragungsfunktion G(s) der Regelstrecke




bei einer Abtastperiode T' = 0, 2 ergibt sich daraus die q—Ubertragungs—
funktion G (q) der Regelstrecke*

q q q
(0-16) 0~ 175) (1 170)
CH(g) = 1.2 10 17,6 217,1 '
q q
1
+ost (5s)

B. Eine Klasse von zuldssigen Fiihrungsfolgen (7.10) mit #pee = 0,04.
Fiir die z-Ubertragungsfunktion F*(z) des fiktiven Filters ergibt sich
nach GL.(7.8)

q

z

F*(z) = 0.008

” —
und fiir die zugehérige g-Ubertragungsfunktion

q
14—
F#(q) :o,o4Tlo.

C. Das zulassige Betragsmaximum der Stellfolgenwerte:

Umaz = 2.

Im Einklang mit den Ausfithrungen am Ende des Abschnitts 7.1 werden wir
fiir die grafische Losung der Entwurfsausgabe in den folgenden Schritten
A B und C (jedoch nicht im Schritt D) das gemé GI1.(7.17) manipulierte
Filter verwenden.

A. Filterkennlinie: )
70
1+ ==
\F#| = |0,06—L0

70

Begrenzungskennlinie:

Umaxr =

(%) (-55) (0 75)
0 10 17,6 17,1
. . . 92
s s < s >
1+=— ) |1+ + | =—
( 10 > 0,5 0,5
*Die im folgenden angegebenen Ergebnisse sind Zwischenergebnisse eines Berech-
nungsvorganges gemifl dem pLINSY-Dialog im Abschnitt A.6. Insbesondere sind die

Knickfrequenzen an der 1. Stelle nach dem Komma gerundet angegeben und die Be-
tragskennlinien zur Hervorhebung der Knickfrequenzen asymptotisch dargestellt.

G#*
F#
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Die Begrenzungskennlinie schneidet die 0-dB-Linie (sh. Bild 7.10) bei
Qc =3,2. (7.26)

(dB)
60

30

—-30 ¢

0.01 0.1 1 10 Q 100

Bild 7.10. Asymptotische Betragskennlinien fiir das Entwurfsbeispiel 1.

B. Ansatz fir L#:

L#(q) = (1_1%> (1_ 17q,6> <1+ 17q,1) .

q q q
A1 2 ) (1 2
QC( +10)< +QN>

Die beiden Nullstellen von G#(q) bei ¢ = 10 und ¢ = 17, 6 liegen in der
rechten g-Halbebene und werden daher geméfl Punkt B1 des Entwurfs-
schemas in den Ansatz fiir L#(q) aufgenommen. Mit den restlichen
Pol- und Nullstellen im Ansatz fiir L7 (q) wollen wir erreichen, dafl die
Betragskennlinie |L#(j2)| im Bereich Q < Q¢ moglichst weit iiber
der Filterkennlinie (siehe Bild 7.10), dabei aber im Bereich ©Q > Q¢
nicht iiber der Begrenzungskennlinie liegt und der Entwurf zudem zu
einem stabilen Gesamtsystem fiihrt.

B2.

Q Q
arcL(jQc) = —90° — 2arctan (—C) — arctan (—C) -
10 Qn
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Qo Qo _
—arctan (17,6> + arctan (177 1> =

~0°
= —120°. (7.27)

Die zur Bestimmung der beiden Frequenzen Q¢ und Q5 notwendi-
ge zweite Gleichung finden wir in der Schnittpunktsgleichung fiir
die beiden Geradenstiicke a und b bei Qy (siehe Bild 7.10):

Qn Qn
—20 lo (—) = —40 log | =—
(2 : (QC)

2
Q Q
N[ (7.28)
QC QC

Die Gln. (7.27) und (7.28) ergeben nun mit dem Zahlenwert
(7.26) die Gleichung

Qc Qc\? o
-9 L I - _
arctan ( 10 ) arctan (3’ 2) 30,

deren Losung

bzw.

Qo =1,5

man leicht mit Hilfe des Programmes pLINSY findet; damit ist
aber auch die Frequenz

Qn =6,8

festgelegt. Mit diesen Daten ist die Ubertragungsfunktion L#(q)
vom einfachen Typ; der Regelkreis ist somit BIBO-stabil, weil
die Phasenreserve positiv ist (sieche Gl. (7.27)). Fiir das Betrags-
maximum der Werte des Regelfehlers findet man nach Bild 7.10:

(1> = 28dB bzw. e=0,04.

€
2
q q
1
55+ (55)

q q\’
1+ = 1
( +10)( +6,8)

96,51 — 202, 17z + 106, 6722
—0, 18862 + 22 ’

C. Regleriibertragungsfunktion:

R*(q) = 1,25

R(2) =

124



Reglerdifferenzengleichung:

u, = 106,67e;, — 202,17e;_1 + 96, 51lei_o + 0, 1886ug_1 .

D. Exakte Berechnung der Betragsmaxima der Stellfolgenwerte und der
Werte des Regelfehlers fiir alle zulassigen Fiihrungsfolgen:

u(z)  0,7721z —1,6172% + 0,85332° (7.20)
7(z)  0,0396 +0,3508z — 1,14722 + 23’ '
e(z) —0,00150922 + 0,00823 (7.30)
#(z)  0,0396 40,3508z — 1,14722 4 23 '

Die Absolutsumme der Werte der zum Ubertragungssystem (7.29)
gehorenden Gewichtsfolge liefert

|Ul€|max =2,08,

und die entsprechende Absolutsumme zum Ubertragungssystem (7.30)

ergibt
lek|maz = 0,03 .
2 (R)
0.06
0.03
0 5 10 15 20 25

Bild 7.11: Unglinstigste Fithrungsfolge (ry) zum Entwurfsbeispiel 1.

Die Verlaufe der Fiihrungsfolge (r;) und der Stellfolge (ux) im ungiinstigsten
Fall, bei dem die Stellgroenbeschrankung uy,q,; = 2 geringfiigig tiberschritten
wird, sind in den Bildern 7.11 und 7.12 dargestellt.

125



Dieses Beispiel hat wohl deutlich gemacht, daf} sich die Entwurfsaufgabe
nach getroffener Wahl fiir die Ubertragungsfunktion L#(q) auf mehr oder
weniger einfache Rechenaufgaben reduziert. Letztlich hangt aber der Erfolg
des Entwurfes von einem ”geschickten” Ansatz fiir L7 (g) ab.

ol Wmax_____________
72 777777777777777777:& 777777777777777

Bild 7.12: Unglinstigster Verlauf der Stellfolge (ux) zum Entwurfs-
beispiel 1.

Wir werden noch ein zweites Beispiel angeben, fordern dabei aber, dafi neben
der Stellfolge (uj) noch eine zweite Systemgrofie (vg) einer Beschréankung
gentigen soll. Das Entwurfsschema A bis D wird in diesem Fall nur ger-
ingfiigig im Punkt A zu &ndern und im Punkt D zu erweitern sein; dies
wollen wir im folgenden Abschnitt zeigen.

7.5 Erweiterung der Aufgabenstellung

Wir betrachten die Folgeregelung nach Bild 7.13, wobei die beiden Ubertra-
gungssysteme mit den Ubertragungsfunktionen P#(q) und G#(q) ein dy-
namisches System mit einer Eingangsgrofie (uy) und zwei Ausgangsgrofien
(vg) und (y) seien, sodaB das Nennerpolynom von P#(q) vollstindig im
Nennerpolynom von G (gq) enthalten ist*.

Nun erweitern wir die im Abschnitt 7.2 gestellte Aufgabe dadurch, dafl wir
zusitzlich zur StellgroBenbeschrénkung (7.18) noch die Beschriankung

[vk| < Vimaz fir allek > 0 (7.31)

*Die Tatsache, daB der Nenner von P#(q) vollstandig im Nenner von G*(q) enthalten
ist, folgt aus der Annahme, dafl die Folge (vy) eine innere Grofle der Regelstrecke ist.
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Strecke

[ —_ ]
|
|
|
|
|

PH(g) [

|
__ |
60 0 s Voo 0] s oo Lwy
— F7(q) B=>0—" R7(q) [,¢1 G"(9) [ >
I____I - \_____J

Bild 7.13: Folgeregelung zur erweiterten Aufgabenstellung.

aufnehmen; v,q, ist eine gegebene positive Konstante. Die Herleitung des
Entwurfsverfahrens fiir die so erweiterte Aufgabenstellung unterscheidet sich
von den Ausfithrungen des Abschnitts 7.3 lediglich dadurch, dafl wegen der
Beschrankung (7.31) zur Ungleichung (7.20) noch eine zweite Ungleichung

F7(jQ)RF () P7 Q)

< Umaz fiir alle Q .32
T+ REGOGEG) <w tir alle (7.32)

hinzu kommt. Zur Gewahrleistung der Stabilitdt des Gesamtsystems muf}
jetzt neben der Stabilitdt der den linken Seiten der Ungln.(7.20) und (7.21)
zugeordneten Ubertragungsfunktionen auch die Stabilitét der entsprechen-
den Ubertragungsfunktion in Ungl.(7.32) sichergestellt sein. Daraus folgt
die Forderung, da8 die instabilen Pole von F#(q) nicht Polstellen von P#(q)
sind.

Wir konnen uns diesen Sachverhalt auf folgende Weise plausibel machen:
Wenn wir Fiithrungsfolgen (ry) zulassen, die unbegrenzt anwachsen, so enthélt
das fiktive Filter F(¢q) mindstens einen instabilen Pol. Damit die Regelgrée
(yr) bei beschrankter Stellgrofie (uy) diesen Fiithrungssignalen auch folgen
kann (damit ej, endlich bleibt), muf die Streckeniibertragungsfunktion G (q)
alle instabilen Pole des Filters enthalten. Wéren diese instabilen Pole auch
Pole der Ubertragungsfunktion P#(q), so wiirde die Folge (v;,) ebenfalls iiber
alle Grenzen wachsen konnen, was aber im Widerspruch zur Beschrankung
(7.31) stiinde. Somit darf P#(q) die instabilen Pole des Filters F'#(q) nicht
enthalten.

Aus der Ungl.(7.32) erhilt man mit der Ubertragungsfunktion (7.22) des

127



offenen Kreises zunédchst die Ungleichung

L*(jQ) G*(jQ)
L+ L#(jQ)| ~ |FF(iQP#(;9)

Urnaa fur alle 2,

die dann mit der ersten Syntheseungleichung (7.23) leicht zu einer einzigen
Ungleichung (7.33) zusammengefafit werden kann*:

’ L#(j9) ’ P {‘G#om’u G*G) | }
L+ L#(Q) | — F#(iQ) | | F#GQP#(Q) | ™
fiir alle Q. (7.33)

Diese Ungleichung (7.33) tritt jetzt an die Stelle der ersten Syntheseunglei-

chung (7.23). So gesehen heifit dies, dafl wir dem Punkt A des Entwurfs-
schemas nunmehr die Begrenzungskennlinie

: { G*(j9) G#(j9) }

min Umaz

F#(5Q) F#(jQ) P#(j$)

zugrunde legen miissen. Indessen bleiben die Punkte B und C unverandert.
Selbstverstandlich erhalten wir im Punkt D das Betragsmaximum der Fol-

genwerte vy fiir alle zuléssigen Fiihrungsfolgen (ry), indem wir gemaf§ den
GlIn.(7.3) und (7.7) die zur Ubertragungsfunktion S*(z)

vy vz R*(2)P*(2)
57(2) = O ()1 + R (2)G*(2)

gehorende Gewichtsfolge absolut summieren.

max s

7.6 Beispiel 2

Gegeben seien fiir die Folgeregelung nach Bild 7.13:
1. Die Ubertragungsfunktionen G(s) und P(s)

1+i+(i>2
20 \20
2
S S
141,25+ (2
e (3]
—0,05s
1+128+($>2
“5 T \5

“In diesem Zusammenhang bedeutet die Funktion min{a, b} die kleinere der beiden
Zahlen a und b.

0,5

G(s)
s(1+s)

P(s)

i

(I+s)
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mit einer Abtastperiode T' = 0,05 findet man fiir die zugehdrigen ¢-
Ubertragungsfunktionen G#(q) bzw. P#(q) (siehe FuBinote auf Seite

. (1_40> ( 7) ]( 329>
()]

q q
1 141,2= =
(I+q) |1+1,20 + ( 5) 1
2. Eine Klasse von zuléssigen Fiithrungsfolgen (ry) nach Gl. (7.10) mit

Fmaz = 0, 1. Fiir die z-Ubertragungsfunktion F*(z) des fiktiven Filters
ergibt sich nach G1.(7.8)

9

G#(q) = 0,5
q(1+4q)

F(2) =

und fiir die zugehérige ¢-Ubertragungsfunktion

(1+%)
F#(q) :o,lT.

3. Das zulassige Betragsmaximum der Stellfolgenwerte uj mit
Umazr = 2
und das zuldssige Betragsmaximum der Folgenwerte v mit
Umaz = 0,025 .

Losung der Aufgabenstellung nach dem Entwurfsschema aus dem Ab-
schnitt 7.3:
A. Geméf (7.17) manipulierte Filterkennlinie:
iQ
142

‘F# Q) ‘ =0,15 jQ‘lO
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Begrenzungslinie | B} (j§2)| aufgrund der Beschrinkung der StellgréBe

auf Upaz:
et
B# Q)| = max —
|BE (79)| 7G|
jQ jﬁ) 9 (jQ )2
- 1—=—)(1+1,1
(1 40)( 329 T 320,7+ 20,7
= 6,67 0 ~ N2
. J J J
1 M(1+=—)|1+1,2~— —

Begrenzungskennlinie | B (jQ2)| aufgrund der zweiten Beschrinkung

Umaz-
G* ()
# y g —
BEG| = | o pEgay| e
jQ jQ ( 9 )2
1—=— 1+1,13
167( 329) +h 20,7+ 20,7
7 . JjQ J82
iQ (1+ 40> <1+ 686)
Der durch

)

min{‘B#(jQ)

BEGQ)|}  fiir 0> Q0

gegebene zuldssige Bereich fiir die Lage der Betragskennlinie
|L#(j€)]| ist im Bild 7.14 schraffiert gekennzeichnet.

B. Ansatz fiir L7 (q)

2
q q q q
1- IV (1= L) |1+41.13
4 ( 40)( 329) +h 20,7+(20,7)1
Mo = q q g \?
S (O T Y T
Qc( +40)< +QN>

Dieser Ansatz geniigt der Bedingung des Punktes B1 des Entwurfs-
schemas und es 1af8t sich mit ihm erreichen, dafl die Betragskennlinie
|L#(592)| einerseits im Bereich 2 > Q¢ mdoglichst nahe an die Be-
grenzungskennlinie min{| B (jQ)|, |Bf ()|} herankommt und ander-
erseits im Bereich 0 < Q¢ moglichst weit iiber der Filterkennlinie
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(dB)
50

0.01 0.1 1 10 100 Q 1000

Bild 7.14. Asymptotische Betragskennlinien fiir das Entwurfsbeispiel 2.

|F#(j9)| liegt (siehe Bild 7.14). Man beachte, da$ L#(q) fiir Q¢ > 0
und Qn > 0 vom einfachen Typ ist; daher ist der Regelkreis genau
dann BIBO-stabil, wenn die Phasenreserve ¢ = arcL¥ (jQ¢) + 180°
positiv ist.

B1. Die Betragskennlinie | L7 (j92)]| ist im Bild 7.14 strichliert gezeich-
net. Schieben wir sie so weit wie erlaubt nach oben, setzen wir
also fiir

Qc=1,6 und Qn =10, (7.34)

so ergibt sich fiir
arcL* (jQ¢) = —108°.

Dem entspricht eine Phasenreserve von 72° , die in diesem Beispiel
gerade zur Erfiillung der Syntheseungleichung (7.23) im Bereich
der Durchtrittsfrequenz Q¢ ausreicht. Mit den Daten (7.34)
findet man geméafl Bild 7.14 fiir das Betragsmaximum des Regel-
fehlers:

<é) = 21dB bzw. €=20,09.
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C. Reglertiibertragungsfunktion:

(1+q) 1+1,2§+ (%ﬂ

2 )
q q
1+ = 14+ =
(1+465) (1+56)
138,35 4 460, 512 — 517, 9722 + 196, 332°
0,36z — 1,222 + 23 ’

R*(q) = 3,2

R*(z) =

Reglerdifferenzengleichung:

up = 196,33e, — 517,97er_1 + 460,51e,_o — 138, 3beg_3 +
+ 1,2up_1 — 0,36ug_s .

D. Zur exakten Berechnung der Betragsmaxima

a) der Stellfolgenwerte uy,
b) der Werte des Regelfehlers e, und
c) der Folgenwerte vy,

fiir alle zuldssigen Fiihrungsfolgen (1) miissen wir die Gewichtsfolgen
der nachstehenden Ubertragungssysteme

) u(z)  —0,6917z + 2,30262? — 2,58992° 4 0,98162*

#(z)  0,004577 —0,3662z + 1,564722 — 2,190323 + 24’
b) e(z) 0,001822 — 0,00623 + 0,00524

#(z)  0,004577 — 0,3662z + 1,564722 — 2,190323 4 24’
0 v(z) 0,001211z + 0,000152% — 0,00136123

7(2) 0,004577 — 0, 3662z + 1, 564722 — 2,190323 + 24

absolut summieren und erhalten so:

a)  |uklpee = 1,8,
b) leklpee = 0,063,
c) |vklpge = 0,025.

Im diesem Abschnitt wurde ein Entwurfsverfahren fiir lineare zeitinvariante
Abtastsysteme anhand von Beispielen zur Folgeregelung dargelegt. Ziel
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des Entwurfes ist ein Regelkreis, in dem gewisse Systemgréfien vorgegebene
Beschrankungen nicht iiberschreiten und der Betrag des Regelfehlers mog-
lichst klein bleibt. Dabei werden nur Fihrungsgrofien betrachtet, die selbst
wieder geeigneten Beschrankungen unterliegen. Das Entwurfsproblem wird
grafisch mit Hilfe von Bode-Diagrammen gelost. In dieser Phase ist es
zunachst ein Naherungsverfahren, doch kann man anschlielend die sich im
entworfenen Regelkreis einstellenden Betragsmaxima der Systemgrdéfien ex-
akt berechnen.

Das Verfahren 148t sich erweitern z.B. fiir die Ausregelung von Stérungen
und fiir die Beriicksichtigung von Mefirauschen auf der Riickfiihrleitung,
doch ist in diesen Féllen der grafische Entwurf etwas erschwert. Einen an-
deren Zugang zu diesem Syntheseproblem findet der Leser in [13], wo u.a.
Einstellregeln fiir bestimmte Typen von Regelstrecken angegeben werden.
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Kapitel 8

Numerische Berechnung der
2- bzw. ¢g-Ubertragungsfunk-
tion

Der Entwurf von Abtastregelkreisen mit Hilfe logarithmischer Frequenzkenn-
linien bietet dem Anwender den Vorteil groflier Anschaulichkeit. Allerdings
ist der ”Eintrittspreis in den Frequenzbereich” bei Abtastsystemen rela-
tiv hoch. Der Leser moge sich nur vor Augen halten, welchen Aufwand
man treiben muf}, wenn man die z—Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke
hoherer Ordnung ausgehend von deren kontinuierlicher Ubertragungsfunk-
tion per Hand ermitteln will. Dabei sind die Probleme keineswegs theoreti-
scher Natur sondern rein rechentechnische Schwierigkeiten. Es ist dabei
sehr naheliegend - bei der steigenden Verbreitung leistungsfahiger Personal-
Computer, sich dieser Biirde durch ein geeignetes Programm zu entledi-
gen. Das Programm pLINSY stellt dem Anwender dazu die zwei Funktio-
nen '@z’ (Berechnung der z-Ubertragungsfunktion) bzw. *@q’ (Berechnung
der ¢-Ubertragungsfunktion) zur Verfiigung. In der folgenden Abhandlung
wird nun gezeigt, mit welchen Algorithmen man numerisch aus G(s) die
Ubertragungsfunktion G*(z) gewinnt, bzw. die Variablentransformationen
z — q und ¢ — z durchfiihrt.

8.1 Ermittlung der z—ﬁbertragungsfunktion

Wir betrachten ein einfaches Abtastsystem, wie es im Bild 8.1 dargestellt ist
und gehen davon aus, daf die Koeffizienten der Ubertragungsfunktion G(s)
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und die Abtastperiode T gegeben sind.

b b e+ bys™
G(s) = ot oSt + mfl , m<n. (8.1)
apt+ais+...+ap_18"+ + 8"

T T

SN I O PP IO BN

Bild 8.1: Abtastsystem

Gesucht ist nun eine numerische Methode, die eine Ermittlung der zugehori-
gen z-Ubertragungsfunktion G*(z) mit Hilfe eines Digitalrechners erlaubt.
Wollte man per Hand die z-Ubertragungsfunktion berechnen, so kénnte man
nach der Beziehung

w2 —1 G(s)\ _ P(»)
() =22 z{ : }_Q(Z) (8.2)

vorgehen und dabei die gebrochen rationale Funktion G(s)/s in Partialbriiche
zerlegen und anschliefend die einzelnen Terme der Partialbruchentwicklung
mit Hilfe der Korrespondenztabelle 3.2 in den z-Bereich transformieren.
Prinzipiell wére dieser Weg auch fiir den Rechnereinsatz denkbar, doch ist
dabei der Aufwand bei der programmtechnischen Realisierung erheblich. Es
soll deshalb an dieser Stelle ein anderer Weg eingeschlagen werden.

Wir betrachten dazu nochmals die Beziehung (8.2) und nehmen der Ein-
fachheit halber vorerst einmal an, dal G(s) nur einfache Polstellen besitzt
und auflerdem auch keinen Pol bei s = 0 aufweist. Damit ergibt sich fiir die
gesuchte z-Ubertragungsfunktion

G*(z):'z_lz{%MZ G } (8.3)

n
z s—

wobei mit «; die Polstellen von G(s) und mit ¢; die Koeffizienten der Partial-
bruchentwicklung bezeichnet werden. Nach dem Ubergang in den z-Bereich
erhalten wir aus der G1.(8.3) den Ausdruck

N z—1{( cyz n ciz
G*(z) = — <z—1 +272_6M> (8.4)
=1
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Bringt man die rechte Seite der G1.(8.4) auf einen gemeinsamen Nenner, so
kann auch der Faktor (z — 1) gekiirzt werden, so daf man schliefllich zur
Beziehung

(8.5)

gelangt. Die Berechnung des Nennerpolynoms der z-Ubertragungsfunktion
1&8t sich demnach so durchfiihren:

Ausgehend von den Nennerkoeffizienten a; der Ubertragungsfunktion G(s)
bestimme man die Wurzeln «; des Nennerpolynoms. Fiir diese Aufgabe gibt
es eine Reihe erprobter Algorithmen (siche z.B. [9]). AnschlieBend berechne
man die Wurzeln 3; des Nennerpolynoms von G*(z) nach der Vorschrift

8; = T (8.6)

und daraus dann die gesuchten Nennerkoeffizienten der z-Ubertragungsfunk-
tion.

Der Leser kann sich sehr leicht selbst davon tiberzeugen, dafl dieser eben
beschriebene Weg auch dann noch beibehalten werden kann, wenn G(s)
mehrfache Polstellen bzw. Polstellen bei s = 0 besitzt.

Zur Herleitung eines geeigneten Rechenverfahrens fiir das Zdhlerpolynom
P(z) tun wir nun so, als ob die gesuchte z-Ubertragungsfunktion bereits
ermittelt worden sei und in der Form

B By + Biz+ ...+ Bpz2"
Ao+ Az + . A,z 4 2n

G*(2) (8.7)

vorliege. Man kann dazu sofort die entsprechende Differenzengleichung
angeben, die den Zusammenhang zwischen der Eingangsfolge (ux) und der
Ausgangsfolge (yy) beschreibt.

Yk + Ap—1Yk—1+ - .- + AoYk—n = Bpug + Bp—1ug—1 + ... + Boug—p,, (8.8)
Wir denken uns jetzt die spezielle Eingangsfolge

aufgeschaltet und bestimmen die zugehdrige Ausgangsfolge (yy) , wobei wir
zu beriicksichtigen haben, dafl das System von seinem Ruhezustand (d.h.
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yi =u; =0 fiir i = —1,—2,..., —n) heraus angeregt wird.

k=0: Yo = B,1
k=1: y1 + Ap—1yo = Br11

: : (8.10)
k=n: Yn + An_1yn_1+ ...+ Agyo = Bol .

Daraus kann nun folgender interessanter Sachverhalt abgeleitet werden: Wenn
es gelingt, die ersten n+1 Werte y;. der Antwort des Abtastsystems auf die
Eingangsfolge (8.9) zu bestimmen, so konnen damit die Zahlerkoeffizienten
B; bei bekannten Koeffizienten A; berechnet werden. Es kann also die Auf-
gabe der Ermittlung des Zahlerpolynoms von G*(z) auf die Bestimmung der
Impulsantwort des Abtastsystems zuriickgefiihrt werden.

Eine geeignete Moglichkeit, zu den Folgenwerten y;, der Impulsantwort zu
gelangen, bietet die digitale Simulation des Ubertragungssystems. Dazu
muf lediglich die zu G(s) gehorende Differentialgleichung

v+ any™Y L+ g+ agy =
= bpu™ + . 4 by + bou (8.11)

mit Hilfe eines geeigneten numerischen Verfahrens gelost werden, wobei als
Eingangsfunktion u(t) ein Impuls der Héhe Eins und der Dauer einer Abtast-
periode auf das kontinuierliche System einwirkt. Vom Verlauf der Losung
interessieren uns jedoch nur die Werte an den ersten n + 1 Abtastzeitpunk-
ten.

Im folgenden Abschnitt soll nun das einfachste Verfahren zur numerischen
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen behandelt werden. Wir betrach-
ten dazu eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

&= f(x,u) (8.12)

und setzen voraus, daf§ wir den zeitlichen Verlauf der Eingangsfunktion w(t)
fiir t > 0 sowie den Anfangszustand z(t = 0) = zy kennen. Wir suchen
jetzt ein Rechenverfahren, das uns erlaubt, die Losung z(t) an zeitlich
aquidistanten Stitzstellen mit dem Abstand At zu ermitteln. Zuné&chst
fithren wir noch die abkiirzende Schreibweise ein*

x; = x(iAt)
u; = u(iAt)

*Man beachte, daf sich die Indizierung in diesem Fall auf die Schrittweite At und nicht
auf die Abtastperiode T bezieht.
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und ersetzen in der Differentialgleichung (8.12) den Differentialquotienten
durch folgenden Differenzenquotienten

#(iAt) ~ % (8.13)

wodurch wir die Beziehung erhalten:

Lit+1 — L4

At :f(xivui)

bzw.
Ti+1 = X4 + f(l‘“ ul)At . (814)

Mit dieser Rekursionsformel ist es jetzt moglich, ausgehend vom gegebenen
Anfangswert xg eine Néherungslosung der Differentialgleichung (8.12) zu
bestimmen, wobei die Abweichungen von der exakten Losung im wesentlichen
von der Wahl der Schrittweite At abhéngen.

Das eben skizzierte Verfahren, das in der Literatur auch als Euler-Verfahren
oder Ganzinkrement-Verfahren bezeichnet wird, kann jedoch nicht unmit-
telbar zur Losung einer Differentialgleichung héherer Ordnung herangezo-
gen werden. Man kann aber leicht Abhilfe schaffen, indem man die Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung in ein dquivalentes System von n Differen-
tialgleichungen erster Ordnung umformt und diese n Differentialgleichun-
gen dann gleichzeitig zur Losung bringt. Wir wenden uns nun der Auf-
gabe zu, wie man am einfachsten ein solches System von Differentialglei-
chungen erster Ordnung aufstellen kann und betrachten dazu wieder die
Ubertragungsfunktion G(s) nach (8.1). Wir nehmen dabei der Einfachheit
halber an, dafl der Zahlergrad m kleiner sei als der Nennergrad n und fithren
jetzt eine neue Funktion x4 (¢) ein, indem wir deren Laplace-Transformierte
x1(s) durch die Beziehung

1
= 8.15
z1(s) ag+a1s+ ... +ap_15" 1+ s”u(s) ( )

festlegen. Fiir die Ausgangsgrofie y(t) gilt im Bildbereich der Zusammen-
hang

y(s) = G(s)u(s) ,

der sich nun durch die Verwendung der Funktion x; auch so angeben laft:
y(s) = box1(s) + bysz1(s) + ... + bps™x1(s) . (8.16)
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Definiert man noch die Gréfien
x9(8) = sw1(s)
x3(8) 1= swa(s)
(8.17)

Tn(s) := sTp_1(s)

dann lassen sich die beiden Gleichungen (8.15) und (8.16) zu folgenden
Beziehungen umformen:

s (s) = —apxi(s) —arwa(s) — ... — ap—12,(s) + u(s) (8.18)
y(s) = boz1(s) + biza(s) + ... by@myi1(s) . (8.19)

Wenn wir jetzt die Gln.(8.17), (8.18) und (8.19) in den Zeitbereich riicktrans-
formieren, so erhalten wir daraus n Differentialgleichungen erster Ordnung*
und eine algebraische Gleichung

— n(0) =0,
Ty = X3, z2(0) =0,
' 2
En1 = Tn , zn-1(0) =0, (8.20)
Tp = —QpT1 — A1T2 — ... — Ap—1Tp + U, l’n(O) =0,

y =boxy +biza+ ... + bpTmi1 -

Die Rekursionsformel (8.14) auf jede Differentialgleichung einzeln angewandt
fihrt zu folgendem Satz von Rechenvorschriften

T4l = T + T2 AL
Tpn-1it1 = Tn—1; + TniAt (8.21)
Tnitl = Tng + (—00T15 — ... — Q1T + u;) At

Yi = bor1; +b1woi + ..o+ DT,

*Es 1aBt sich zeigen, dal die Festlegung der Anfangswerte z1(0) = z2(0) = ... =
2n(0) = 0 genau derjenigen entspricht, die man beim Ubergang von der Differentialglei-
chung n-ter Ordnung (8.11) zur Ubertragungsfunktion (8.1) mit y(0) = (0) = ... =
y™~P(0) = 0 vorgenommen hat.
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deren Auswertung auf einem Digitalrechner jetzt sehr einfach ist. Bei der
Wahl der Schrittweite At ist unter anderem noch zu beriicksichtigen, daf}
die Abtastperiode T ein ganzzahliges Vielfaches von At sein mufl. Selbst-
versténdlich stehen zur numerischen Losung eines Systems von Differential-
gleichungen leistungsfahigere Algorithmen als das Ganzinkrementverfahren
zur Verfiigung [2]. Dieses wurde hier nur zur einfacheren Herleitung des
Losungsprinzips gewahlt.

Damit sind alle wesentlichen Schritte zur numerischen Berechnung der z-
Ubertragungsfunktion erliutert worden und es soll nun die prinzipielle Vor-
gangsweise nochmals zusammengefafit werden.

1.8chritt: Berechnung der Wurzeln des Nennerpolynoms von

G(s) ; Ergebnis: o , i =1,...,n

2.5chritt: Berechnung der Wurzeln des Nennerpolynoms von
G*(z) nach der Vorschrift

a; T .
Gi=eY i=1,...,n

3.Schritt: Berechnung der Koeflizienten des Nennerpolynoms
von G*(z) aus den Wurzeln ; ; Ergebnis: 4;, i =0,...,n

4.Schritt: Ubergang von G(s) zu einem dquivalenten System von
Differentialgleichungen erster Ordnung und numerische Losung
dieses Systems von Differentialgleichungen fiir die spezielle Ein-
gangsfunktion u(t) = 1 fiir 0 < t < T'; Ergebnis: Ausgangsfolge
Y, k=0,...,n

5.8chritt: Bestimmung der Koeffizienten des Zahlerpolynoms
von G*(z) aus den bekannten Werten A; und y; nach GI.(8.10)

8.2 Bilineare Transformation

In diesem Abschnitt soll die Frage behandelt werden, wie man mit Hilfe eines
Digitalrechners bei gegebenen Koeffizienten der z-Ubertragungsfunktion
G*(z) die Koeffizienten der zugehorigen ¢-Ubertragungsfunktion G# (¢q) mog-
lichst einfach ermitteln kann. Die ¢-Ubertragungsfunktion G#(q) hingt —
wie im 5. Kapitel bereits dargelegt wurde — iiber folgende Beziehung

G*(q) = G*(2) (8.22)

_ 1ty
1—q%

z
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mit der z-Ubertragungsfunktion G*(z) zusammen.

Zur Herleitung des Rechenverfahrens, das im wesentlichen auf die zweima-
lige Anwendung eines Hornerschemas hinauslauft [17], betrachten wir der
Einfachheit halber vorerst ein Polynom f(z)

flx)=do+dyz+ ...+ dpz™ (8.23)

und versuchen die Funktion

9(y) = f(z) L pute (8.24)
Yy—c

zu bestimmen. Dabei kénnen wir die Funktion g(y) sofort als Quotient
zweier Polynome anschreiben

h(y) Do+ Dyy+ ...+ Dpy™
9ly) = = - :
(y—¢) (y—c)
Wir stehen nun vor der Aufgabe, die Koeffizienten D; des Polynoms h(y)

zu ermitteln. Zu diesem Zweck fithren wir eine neue Variable w ein, die wir
durch die Beziehung

(8.25)

2bc
we= (5.26)
definieren. Damit gelten jetzt die Zusammenhénge
byi_Z:b—i—w (8.27)
und
9(y) = f(b+w) 2%e =
w =
y—c
:[d0+d1(b+w)—i—...—l—dm(b—l—w)m]‘ e =
w = e
= (bp+o0w+...+ 5mwm)‘ e (8.28)
w = e

wobei die Koeffizienten 6; nun leicht mit Hilfe eines Hornerschemas aus den
Koeffizienten d; berechnet werden kénnen. Aus Gln. (8.25) und (8.28) erhélt
man

h(y) = (y — o)™ i di ( 2be ) (8.29)

i=0 y—c
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und daraus nach kurzer Zwischenrechnung

hy) = 3 82y — " = > Dy (330
=0 =0

Damit haben wir aber eine brauchbare Ermittlungsvorschrift fiir die gesuchten
Koeffizienten D; gefunden und fassen die Vorgangsweise zusammen.

1. Schritt: Berechnung der Koeffizienten 9; aus
m .
do+di(b+w)+...+dnb+w)" = 5w’
i=0
mittels eines Hornerschemas.

2. Schritt: Berechnung der Koeffizienten ~; nach der Vorschrift

’ym_i:(si(QbC)i, i:0,...,m.

8. Schritt: Berechnung der Koeffizienten D; aus den Koeffizien-
ten 7; (gleiche Aufgabe wie im ersten Schritt)

m
YW+ =0+ +ymly—e)" = Diy'.
=0

Wollen wir diesen Algorithmus zur Berechnung der ¢-Ubertragungsfunktion
verwenden, so miissen wir lediglich fiir die Konstanten b und ¢ die Werte

einsetzen und sowohl das Zahlerpolynom als auch das Nennerpolynom nach
der eben hergeleiteten Vorschrift berechnen. Fiir den Fall, dafl der Zahlergrad
r der z-Ubertragungsfunktion kleiner als der Nennergrad n ist, muf das
Zahlerpolynom mit (¢ — %)"”” multipliziert werden. Natiirlich 148t sich mit
diesem Algorithmus auch die zu einer gegebenen ¢-Ubertragungsfunktion
gehorende Z—Ubertragungsfunktion bestimmen, denn dazu ist lediglich

zu setzen.
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Kapitel 9

Realisierung digitaler Regler

Die Realisierung eines Regelgesetzes steht am Ende des Weges von Problem-
analyse iiber Modellbildung und Entwurf bis zu einem funktionstiichtigen
Regelkreis. Realisierung heifit im diskreten Fall Umsetzung des Regelge-
setzes in einen Algorithmus und seine Implementierung als Programm auf
einem Digitalrechner. Wie bei der Realisierung kontinuierlicher elektrischer
Regler mit Operationsverstarkern, Widerstdnden und Kondensatoren hangt
auch hier der Erfolg stark vom Detail ab. Mit dem Digitalrechner steht
ein duflerst machtiges und flexibles Hilfsmittel zur Verfligung. Doch sorgen
auch hier gewisse Effekte wie Rundungsfehler, Quantisierungsfehler oder
Schwankungen im zeitlichen Ablauf fiir Erscheinungen, die verlangen, dem
Realisierungsproblem einige Aufmerksamkeit zu schenken.

9.1 Vorbemerkungen und Einschrankungen

Das Realisierungsproblem ist nicht nur wesentlich umfangreicher als es hier
dargestellt werden kann, es héngt auch abweichend von den bisher in diesem
Buch behandelten Aufgaben sehr stark von der Zielanlage ab. Neben der
bisherigen Einschrankung auf zeitinvariante Regelalgorithmen werden geréte-
spezifische Details hier nur soweit behandelt, wie sie von allgemeinem In-
teresse sind. Ahnlich wie im kontinuierlichen Fall kann ein und dasselbe
Regelgesetz — hier durch eine z-Ubertragungsfunktion beschrieben — durch
verschiedene Algorithmen realisiert werden. Naturgemaf taucht nun die
Frage auf, welcher dieser Algorithmen denn fiir eine gegebene Aufgabe geeig-
net ist. Am schnellsten kann eine Antwort hierauf durch Simulation gefun-
den werden [8].

Um nicht geratespezifischen Details allzu grofie Aufmerksamkeit schenken zu
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miissen, stiitzen sich alle weiteren Uberlegungen auf Anlagen, deren Leis-
tung einem heute tiblichen 16-bit- Mikroprozessor (mit oder ohne Arith-
metikprozessor) entspricht. Diese Klasse von Rechnern erlaubt ohne weiteres
Abtastzeiten im Bereich von einigen Millisekunden. Von speziellen Maschi-
nen wie Signalprozessoren fiir Abtastzeiten von derzeit 20us und weniger
wird abgesehen.

Neben den apparativen Bestandteilen eines Mikrocomputers sind auch das
Betriebssystem und die Programmiersprache entscheidend fiir
seine Effizienz. Im allgemeinen erhoht eine maschinennahe Programmier-
sprache den Durchsatz, sie schriankt aber die Ubertragbarkeit gefundener
Losungen stark ein. Deshalb wird hier die praktische Anwendung der Algo-
rithmen anhand von FORTRAN Programmen vorgefithrt. Eine aus Geschwin-
digkeitsgriinden erforderliche Ubersetzung in Maschinensprache sollte aber
ebenso leicht moglich sein, wie ihre Einbindung in ein Echtzeitbetriebssys-
tem.

9.2 Realer und idealer Regelkreis

Die exakte Beschreibung eines Regelkreises — sofern tiberhaupt moglich —
erfordert einen erheblichen mathematischen Aufwand, der durch geeignete
Idealisierungen, wie sie insbesondere im Abschnitt 1.2 dargelegt worden sind,
reduziert werden kann. Bei der Realisierung gilt es nun, diesen Idealen
moglichst nahe zu kommen. Hierbei sind, abgesehen von der Linearitét
und der Zeitinvarianz der zu regelnden Strecke, dem idealen Regler folgende
Figenschaften unterstellt worden:

e Fehlerfreie Realisierung der Parameter der Differenzengleichung (Koef-
fizienten bzw. Pole, Nullstellen und Verstérkungsfaktor).

e Rundungsfehlerfreie Arithmetik.
e Unendlich hohe Rechengeschwindigkeit.

e Exakter Synchronisation der A/D- und D/A-Wandler und aquidistante
Abtastung.

e Keine Begrenzungseffekte, keine Quantisierungsfehler und keine Zeitverzo-
gerungen in den Aktuatoren und in den Rezeptoren.

Trifen all diese Annahmen auch fiir den realen Regler zu, so wére das
Ubertragungsverhalten des realen Reglers identisch mit dem des theoretisch
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entworfenen. Demgegeniiber steht der reale Regler mit folgenden unerwiinsch-
ten Eigenschaften:

e Es treten Verdnderungen in der Lage der Pol- und Nullstellen infolge nur
naherungsweiser Realisierung der Parameter der Differenzengleichung auf.

e Rundungsfehler in der Arithmetik verursachen Stérungen.
e Die endliche Rechenzeit bringt Verzogerungen mit sich.

e Die endliche Reaktionszeit des Echtzeitbetriebssystems fiihrt zu einer vari-
ierenden Abtastzeit. Synchronisationsfehler bei den Aktuatoren und den
Rezeptoren machen aus dem urspriinglich zeitinvarianten System ein zeit-
variantes.

e Verzogerungen, Quantisierungs- und insbesondere Begrenzungseffekte kon-
nen das Ubertragungsverhalten des Regelkreises grundsatzlich verandern®.

Ehe wir in der Diskussion fortfahren, wird jetzt ein Postulat aufgestellt, das
ein mit Hilfe der Methoden der mathematischen Idealisierung entworfenes
Regelgesetz erfiillen muf}, um praktisch einsetzbar zu sein.

Alle wesentlichen Eigenschaften des Regelkreises miissen erhal-
ten bleiben, falls er beliebigen aber hinreichend kleinen Anderungen
unterworfen wird.

Die praktische Relevanz dieses Postulats ist unmittelbar einsichtig; es gewahr-
leistet, dafl das gewlinschte Verhalten des Regelkreises noch erhalten bleibt,

wenn nur der reale Regler hinreichend gut mit dem idealen tibereinstimmt.

Die Erfahrung hat gezeigt, daf} viele Frequenzbereichsmethoden, insbeson-

dere die in diesem Buch vorgestellten, diesem Postulat gentigen.

An die Stelle der idealen Regleriibertragungsfunktion tritt eine vornehmlich
durch Abschneidefehler veranderte Ubertragungsfunktion.
Das Uberpriifen der Lage ihrer Pole und Nullstellen bzw. des Verstér-
kungsfaktors erlaubt es, die Anzahl der erforderlichen Dezimalstellen festzule-
gen*. Ohne besondere Allgemeinheit anzustreben kann festgestellt werden,

*Der Begrenzer des Aktuators muf} nicht vorhanden sein. Bei gewissen D/A-Wandlern
verursacht eine Bereichsiiberschreitung einen Vorzeichenwechsel der Ausgangsgrofe. Hier
muf der Begrenzer auf alle Falle als Teil des Reglerprogrammes ausgefiihrt werden. Auch
in allen anderen Féllen ist eine Begrenzung der Aktuatoreingangsgrofie ux auf ihren
zuldssigen Bereich zu empfehlen.

*Hierbei ist besonders auf die Qualitdt der verwendeten Algorithmen zu achten, da bei
Polynomen hoherer Ordnung vielfach ein numerisch diffiziles Problem vorliegt.

147



daf} das Problem der Abschneidefehler bei Fixkommaarithmetik generell und
bei FlieBkommaarithmetik im Falle von Differenzengleichungen hoherer Ord-
nung auftritt. Leistungsfahige Arithmetikprozessoren stehen heute kosten-
giinstig zur Verfiigung. MuB aus anderen Uberlegungen eine Fixkommaarith-
metik zum Einsatz kommen, fiihren Normierungsmethoden, wie sie vom
Analogrechner her bekannt sind, zu einer erhohten Rechengenauigkeit. Hier
sei auf das Entwurfsverfahren im Kapitel 7 verwiesen; die dort vorgestellten
Methoden erlauben zusammen mit pLINSY ein exaktes und einfaches Bes-
timmen aller auftretenden Maximalwerte und damit eine addquate Normie-
rung.

Die kritische Zeitspanne 7 im zeitlichen Ablauf der Abarbeitung der Dif-
ferenzengleichung ist die Spanne von der Messung der Reglereingangsgréfien
r, und yg, bis zur Ausgabe der Stellgréfie uy, (siehe auch Bild 9.2). Laut Idea-
lisierung wird diese Spanne zu Null. Um dem obigen Postulat zu gentigen,
muf} zumindest dieses Intervall 7 klein gegeniiber der Abtastzeit T° werden
(7 < T). Die Verzogerungen resultieren einerseits aus den Mef- und Wand-
lungszeiten und andererseits aus der Zeit zur Berechnung der Stellgrofe.
Die erste Komponente ist bei geeigneter Wahl der Rezeptoren und Aktua-
toren vernachlassigbar. Wie die zweite durch geeignete Programmierung
minimiert werden kann, wird im Abschnitt 9.3 gezeigt.

Fine zeitlich dquidistante Abtastung sollte vom jeweiligen Betriebssystem
sichergestellt werden. Im Bereich von Millisekunden kann diese Forderung
bei machtigeren Echtzeitsystemen durchaus kritisch werden. Derartige Vor-
gaben sind aber im Bedarfsfalle durch geeignete programmtechnische Maf3-
nahmen durchaus zu erreichen.

Die heutige Halbleitertechnologie erlaubt die preisgiinstige Herstellung schnel-
ler und genauer Wandler, wobei die Wandlungszeiten im Bereich von pus
liegen. Bei den meisten Geréaten ist der Quantisierungsfehler kleiner als der
eigentliche Meffehler; er kann also hier vernachléssigt werden. Zu vollkom-
men anderen Verhéltnissen fiihrt die Berticksichtigung der Begrenzungsef-
fekte, denn sie machen aus dem linearen Regelkreis einen mnichtlinearen.
Wahrend alle bisherigen Idealisierungen bei Verwendung eines Entwurfes,
der dem obigen Postulat geniigt, bei geeigneter Realisierung zu rechtferti-
gen sind, ist die Vernachlassigung von Begrenzungen im allgemeinen eine
fragwiirdige Vorgangsweise. So darf nicht einmal von der Stabilitdt des
Regelkreises ohne Begrenzungen auf die Stabilitdt des Regelkreises mit Be-
grenzungen geschlossen werden. Hier sei besonders auf das Entwurfsver-
fahren des Kapitels 7 hingewiesen, das einen Reglerentwurf mit Bericksich-
tigung der Begrenzungen ermoglicht.
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9.3 Spezielle Realisierungsformen

Das Realisierungsproblem hat, wie bereits erwéhnt, keine eindeutige Losung.
Im folgenden werden hierzu einige Vorschlage dargelegt, wobei durchaus
fiir die Realisierung eines einzigen Reglers Kombinationen dieser Formen
gebildet werden konnen. Es sei schon jetzt darauf verwiesen, dafl diese For-
men vom praktischen Standpunkt nicht gleichwertig sind. Zur Vereinfachung
der Darstellung werden hier ausschliefllich Regleriibertragungsfunktionen
zweiter Ordnung behandelt, wobei die Ubertragung auf Funktionen n-ter
Ordnung ebenso kein Problem mit sich bringt, wie die Erweiterung der
zugehorigen Strukturbilder. Fiir die im Abschnitt 9.4 angefiihrten Pro-
gramme gilt diese Einschriankung beziiglich der Reglerordnung selbstver-
standlich nicht.

Bei gegebener Regleriibertragungsfunktion

R(2) = u(2) _ by + b1z + by2? (9.1)
e(z) ap + arz + 22 ’

folgt unmittelbar durch Ausmultiplizieren

1 1 1 1
u(z) = —algu(z) - aogu(z) + boe(z) + blge(z) + boge(z) ,

und man erhélt die Differenzengleichung

Up = —a1Uk—1 — AoUg—2 + baey + breg_1 + boeg_2 . (9.2)
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Bild 9.1: Direkte Realisierung einer bertragungsfunktion nach Differenzen-
gleichung (9.2).

Die direkte Umsetzung der Differenzengleichung (9.2) in ein Strukturbild
zeigt Bild 9.1. Um die kritische Zeitspanne 7 klein zu halten, wird zur
Berechnung von uy eine minimale Anzahl von arithmetischen Operationen
angestrebt. Man liest nun von der Differenzengleichung (9.2) unschwer ab,
daB ein grofler Teil der Rechenoperationen ohne Kenntnis von e ausgefiihrt
werden kann, da hierzu lediglich Daten aus der Vergangenheit, ndmlich eg_1,
ex_2, up_1 und up_o, bendtigt werden. Es ist nahe liegend, diese Operatio-
nen vorher im Intervall nach der Ausgabe von uj_1 bis zur Bestimmung von
er auszufiithren. Hierzu fiihrt man die Hilfsgrofle Ay ein

hy = —arug—1 — agug—2 + breg_1 + boeg—2 ,
und berechnet u; nach der Vorschrift

€k = Tk — Yk

ur = hg + boey .
Im kritischen Intervall 7 sind also nur mehr eine Multiplikation, eine Addi-
tion und eine Subtraktion durchzufiihren, wobei dies zudem unabhangig von

der Ordnung n der Differenzengleichung (n > 1) gilt. In der verbleibenden
Spanne von 1" wird die Hilfsgrofle Ay

hi41 = —a1ug — apur—1 + breg + boeg—1

fiir den néchsten Schritt vorbereitet, bzw. der Prozessor wird fiir andere
Aufgaben frei. Der zeitliche Ablauf ist dem Bild 9.2 zu entnehmen. Selbst-
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Berechnung von

Uk—1 hi Uk hi+1  Uk+1

I T I T I T —
—~ 7 e —~ 7 e —~ 7 e
(k—1)T kT (k+1)T t

Bild 9.2: Zeitdiagramm zur Berechnung einer Differenzengleichung mit op-
timaler Verteilung der Rechenoperationen.

verstiandlich mufl die Abtastzeit T' zur vollstdndigen Berechnung der gesam-
ten Differenzengleichung ausreichen, denn durch diese Vorgangsweise wird
ja nur eine giinstigere zeitliche Verteilung erreicht.

Die direkte Realisierung der Differenzengleichung (9.2) benétigt vier Ver-
schiebeoperationen, also vier Speicherplétze. Bild 9.3 zeigt, wie man eben-
sogut mit zwei Speicherplatzen auskommt, denn es gilt

u(z) = boe(z) + é(ble(z) —ayju(z) + %(boe(z) - aou(z))) .
(ex)

Y Y Y

bo by ba
O— I F=O— i F=>O——(w)
—ao —a1

(((boe(z) - aou(z))é + bie(z) — alu(z)) % + bge(z)>

Bild 9.3: Realisierung der bertragungsfunktion (9.1) mit minimaler Spei-
cheranzahl.
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FEine weitere Form erhélt man durch Ausdividieren der Regleriibertragungs-
funktion (9.1)

(bo - aobg) + (bl - (11()2)2’

R* =b
(2) 2+ ag + a1z + 22

Dem Bild 9.4 ist das Strukturbild zu entnehmen.

(cx) Bo = bo — aob by = by — arb
Y 0 = 0o — apb2 Y 1 =01 —a102 Y
60 Z~71 b2
—ap —ai

Bild 9.4: Abgewandelte Form zu Bild 9.3.

Wie man durch einfaches algebraisches Umformen der Regleriibertragungs-
funktion und Kombinieren der bisherigen Formen zu neuen Formen gelangt,
wird jetzt anhand der Hintereinanderschaltung der Ubertragungsfunktionen
Ri(2), R5(z) und K gezeigt. Es gelte

o = KRIGIR()
=21
w(z 24 bz+é
x((z)) = Ralz) = 22 i bz i c
und
u(z) = Kw(z) .

Als Parameter des Reglers treten hier die Koeffizienten der linearen und
quadratischen Terme der Regleriibertragungsfunktion auf. Im allgemeinen
ist das Problem der Rundungs- und Abschneidefehler bei der Produkt-
darstellung einfacher zu beherrschen als bei anderen. Wendet man nun auf
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die Ubertragungsfunktionen R%(z) und R3(z) die Methode des zeitlichen
Vorwegrechnens an, so erhélt man im j-ten Abtastzeitpunkt die Beziehun-
gen

T; = th + € und w; = hQJ + x;

woraus folgt
uj; = ij = K@j + K(th + hQJ) . (93)

Die Groflen hq j und hg ; berechnen sich wie oben, jedoch ist bei der Berech-
nung von hs ; zu beachten, daf§ z; die Eingangsgréfie ist und nicht e;. Auch
hier kommt man im kritischen Zeitabschnitt mit der minimalen Anzahl von
Rechenoperationen aus. Hierzu berechnet man den zweiten Term in G1(9.3)
mittels der Vorschrift

hj = K(h1; + ha,;)

vorweg.

Neben dem obigen Weg, zu neuen Formen zu gelangen, existiert auch eine
einfache und systematische Methode zur Konstruktion einer neuen Rea-
lisierung, der sogenannten dualen Form.

Die Realisierung einer Ubertragungsfunktion werde durch ein
Strukturbild beschrieben. Vertauscht man in diesem Struktur-
bild die Eingangsgrofie mit der Ausgangsgrofie, ersetzt man jeden
Knoten durch einen Summierer bzw. jeden Summierer durch
einen Knoten, und dreht man alle Richtungspfeile um, so ist
das neue, duale Strukturbild ebenfalls eine Realisierung dieser
Ubertragungsfunktion.

153



bo

(uk) - O
b() = bo — a0b2 \(‘bl = b1 — a1b2
by

N
N

4—9-4—0— (ex)

—aop —ax

Bild 9.5: Das zu Bild 9.4 duale Strukturbild.

Wendet man diese Umformungsregel auf die Realisierung nach Bild 9.4 an,
so erhéalt man die hierzu duale Form nach Bild 9.5.

9.4 Die Programme

Zu den Realisierungsformen nach den Bildern 9.1, 9.3, 9.4 und 9.5 werden
jetzt FORTRAN Programme angegeben®. Nach Nullsetzen der Arbeits-
felder X bzw. Y und der Hilfsgrofle H erfolgt die Berechnung der Stellgrofe
U entsprechend der Vorschrift

ug = hg + bpeg .

Anschlielend ist durch Aufruf eines der Funktionsunterprogramme
DGL1 bis DGL4 der Wert von

fiir den néchsten Abtastschritt zur Verfliigung zu stellen. Die zeitliche Ablauf-
steuerung wird durch Einbinden der Programme in eine Echtzeitumgebung
erreicht. Die Verwendung der Unterprogramme wird anhand von DGL2 in
einem Demonstrationsprogramm DEMO, das die Hintereinanderschaltung
zweier Ubertragungsfunktionen berechnet, gezeigt. Wie sich vielfach in der
Praxis herausgestellt hat, ist die Realisierung nach Bild 9.3 (DGL2) robuster
gegeniiber Rundungsfehlern als die anderen oben angefiihrten Formen.

*Das Programm im Abschnitt 2.3 entspricht der Realisierung nach Bild 9.1, wobei auf
eine giinstige zeitliche Verteilung der Rechenoperationen verzichtet wurde.
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Realisierung einer Regleriibertragungsfunktion nach Bild 9.1.

REAL FUNCTION DGL1 ( E, U, A, B, N, X, Y )

C
REAL E, U, A(x), B(x), X(x), Y(*)
INTEGER N
C
C E : Regelabweichung
C U : Stellgr\"o{\ss}e
C A : Nenner aufsteigend (A(i) = a(i-1), i =1,..., N)
C B : Z\"ahler aufsteigend (B(i) = b(i-1), i = 1,..., N+1)
C N : Ordnung der Differenzengleichung
C X, Zwischenspeicher
C Y : (2n Elemente, anfangs auf O gesetzt)
C

REAL H
INTEGER I

H=B(N) *E- AQ) xU
DO11I=1, N-1
X(I) = X(I+1)
Y(I) = Y(I+1)
H=H+ B(I) * Y(I) - A(TI) *x X(D
1 CONTINUE

X(N)
Y ()

U
E

DGL1
RETURN
END

H
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Realisierung einer Regleriibertragungsfunktion nach Bild 9.3.

REAL FUNCTION DGL2 ( E, U, A, B, N, X )

REAL E, U, A(*), B(x), X(%)
INTEGER N

: Regelabweichung

: Stellgr\"o{\ssl}e

: Nenner aufsteigend (A(i) = a(i-1), i 1,..., N)

: Z\"ahler aufsteigend (B(i) = b(i-1), i = 1,..., N+1)
: Ordnung der Differenzengleichung

: Zwischenspeicher, n Elemente anfangs auf O gesetzt

Qoo
M =2wWeam

INTEGER I

DO1I=N, 2, -1
X(I) = B(I) * E - A(I) * U + X(I-1)
1 CONTINUE
X(1) =B(1) * E - A(1) x U

DGL2
RETURN
END

X(N)
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Realisierung einer Regleriibertragungsfunktion nach Bild 9.4.

REAL FUNCTION DGL3 ( E, A, B, N, X )

REAL E, A(*), B(x), X(*)
INTEGER N

: Regelabweichung

: Stellgr\"o{\ssl}e

: Nenner aufsteigend (A(i) = a(i-1), i =1,..., N)

: Z\"ahler aufsteigend (B(i) = b(i-1), i = 1,..., N+1)
: Ordnung der Differenzengleichung

: Zwischenspeicher, n Elemente anfangs auf O gesetzt

Qoo
M =2wWeam

REAL H
INTEGER I

H = X(N)
DO1I=N, 2, -1
X(I) = B(I) * E - A(I) * H + X(I-1)
1 CONTINUE
X(1) = B(1) * E - A(1) * H

DGL3
RETURN
END

X(N)
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Realisierung einer Regleriibertragungsfunktion nach Bild 9.5.

REAL FUNCTION DGL4 ( E, A, B, N, X )

REAL E , A(x), B(*), X(*)
INTEGER N

: Regelabweichung

: Stellgr\"o{\ssl}e

: Nenner aufsteigend (A(i) = a(i-1), i =1,..., N)

: Z\"ahler aufsteigend (B(i) = b(i-1), i = 1,..., N+1)
: Ordnung der Differenzengleichung

: Zwischenspeicher, n Elemente anfangs auf O gesetzt

Qoo
M =2wWeam

REAL H, S
INTEGER I

H 0.0

S AN) * X(N)

DO1I=1, N-1
S =8 + A(I) * X(I)
X(I) = X(I+1)
H=H+ B(I) * X(I)

1 CONTINUE
X(N) =E -8

DGL4 = H + B(N) * X(N)
RETURN
END
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Hauptprogramm DEMO zur Realisierung der Regleriibertragungsfunktion

—0,333333 0,497006 — 0,4191622 + 22
R(z):568,8681< ’ +Z) ( ’ ’ Z+Z>

—0,904761 + = 0,733333 — 1,60000z + 22

in Produktform. Als Testfolge fiir den Regelfehler (e;) wird gewahlt

(ex) = (sin(k)) -

PROGRAM DEMO

REAL  E, H, H1, H2, K, U, Z1, Z2
REAL  A1(5), B1(5), X1(5), A2(5), B2(5), X2(5)
REAL  DGL2

INTEGER I, N1, N2

. Reglerdaten

QaQ

DATA N1 /1/
DATA Al / -.333333, 1.0, 3%0.0 /
DATA Bl / -.904761, 1.0, 3%0.0

DATA N2 /2/
DATA A2 / .497006, -.419162, 1.0, 2x0.0 /
DATA B2 / .733333, -1.60000, 1.0, 2x0.0 /

DATA K /565.8681/

Qo Q

. Initialisierung

X1(1)
X2(1)
X2(2)
H1
H2

H

0.0

[eloXeoXe)
[eloXeoXe)

H1 + H2

. Rechenschleife, die L\"ange ist hier willk\"urlich 10
DO1TI=0,10

. Messung von r und y, Berechnung von e = r - y
. Hier wird e (i ) = sin ( i ) gesetzt

E = SIN ( FLOAT(I) )
. Berechnung der Stellgr\"o{\ss}e
U = H + K+*E

Q O o oo
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C .... Ausgabe der Stellgr\"o{\ss}e, hier auf das Terminal

WRITE (%,100) I, E, U
100 FORMAT ( I10, 2G14.6 )

C
C .... Bereitstellen von H f\"ur den n\"achsten Schritt
C
Z1 = E + H1
H1 = DGL2 ( E, Z1, A1, B1, N1, X1 )
Z2 = Z1+ H2
H2 = DGL2 ( Z1, Z2, A2, B2, N2, X2 )
H =K * ( Hl + H2 )
C
C .... Bis zum n\"achsten Abtastzeitpunkt warten,
C
1 CONTINUE
C
STOP
END

Die Ergebnisse der Berechnungen sind der nachfolgenden Tabelle 9.1 zu
entnehmen.

(k] e [ w |
0 | .000000 | .000000
1| .841471 | 476.162
2| .909297 | -319.819
3| .141120 | -714.313
4 | -.756802 | -77.0006
5 | -.958924 | 706.702
6 | -.279415 | 676.535
7| .656987 | -85.1388
8| 989358 | -733.908
9| .412118 | -639.335
10 | -.544021 | 54.4640

Table 9.1: Ausdruck zum Programm DEMO, Zahlenwerte der Fehler- und
Stellgrenfolge.
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Anhang A

Das Programm pLINSY

A.1 Einleitung und Installationshinweise

Um dem Leser die praktische Anwendung der vorgestellten theoretischen
Methoden zu erleichtern, ist dem Buch eine Diskette mit dem Programm
uwLINSY beigelegt. Es handelt sich dabei um eine ’Public Domain’ Ver-
sion des am Institut fiir Regelungstechnik der Technischen Universitét Graz
entwickelten Programm-Paketes LINSY [10]. In der folgenden Zusammen-
stellung sind die erforderlichen Voraussetzungen beziiglich der Hard- und
Software fiir die Verwendung von pLINSY angefiihrt:

e IBM PC/AT/PS2 kompatibler Rechner

e mindestens 640 kB RAM

e Arithmetik - Coprozessor (8087/80287/80387)

e EGA oder VGA Graphik - Adapter

e Betriebssystem PC-DOS 3.0 bzw. MS-DOS 3.0 oder héher
e ein Diskettenlaufwerk

e Festplattenlaufwerk empfehlenswert aber nicht unbedingt notwendig
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Die mitgelieferte Diskette enthélt fiinf Files:

MLY.EXE exekutierbares Programm pLINSY
LINHELP.DAC Help-File fir uLINSY
LINHELP.DOC Help-File fir uLINSY

8X8.FON Font-File fiir Graphik

READ.ME

Das Programm pLINSY kann von der Diskette aus durch Eingabe von

MLY

gestartet werden.

Hinweise fiir das Installieren des Programms auf einer Festplatte:

1)

Directory fiir uLINSY auf der Festplatte erzeugen und Kopieren der
Files von der Diskette, z.B.

C:
MKDIR LINSY

CD LINSY
COPY A:**

Setzen einer Umgebungsvariablen LINSY mit dem vollstdndigen Pfad
des eben erzeugten Directorys im AUTOEXEC.BAT File unter Ver-
wendung eines Text - Editors, z.B.

SET LINSY=C:\LINSY

Diese Umgebungsvariable wird zum Auffinden der Help Files bzw. des
Font Files benotigt.

Erweitern der PATH Definition mit dem vollstdndigen Pfad des eben
erzeugten Directorys im File AUTOEXEC.BAT mit einem Text - Edi-
tor.

Neue Version des AUTOEXEC.BAT Files einmal exekutieren, danach

kann das Programm pLINSY von jedem beliebigen Directory aus ge-
startet werden.
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A.2 Ein erster Streifzug durch das Programm yLINSY

wLINSY ist ein interaktives Programm zur Manipulation von Objekten, die
folgenden Typen angehoren konnen:

e reelle Zahl
e komplexe Zahl
e Polynom mit reellen Koeffizienten

e gebrochen rationale Funktion mit reellen Koeffizienten

Die Objekte werden dabei vornehmlich durch Zuweisungen in der Form
Name = Ausdruck

erzeugt und sodann in einem programminternen Datenspeicher aufbewahrt.
Der Name, mit dem ein Objekt identifiziert wird, kann maximal 8 Zeichen
umfassen, wobei das erste Zeichen ein Grof) - oder Kleinbuchstabe (Umlaute
ausgenommen) sein muf}. Fiir die restlichen Zeichen sind zusétzlich noch die
Ziffern sowie die Sonderzeichen ’$’, '#’ und ’_’ zulassig. Grofl - und Klein-
buchstaben werden bei Namen unterschieden, bei Befehlen und eingebauten
Funktionen jedoch nicht.

Der wohl wichtigste Objekttyp ist das Polynom mit reellen Koeffizienten.
Will man zum Beispiel das Polynom

1,54 3,25 + 2
unter dem Namen p’ erzeugen, so ist dazu folgende Eingabe erforderlich:

p=<15321>

Formal wird also ein Polynom als Liste mit den nach steigenden Potenzen
der unabhéngigen Variablen geordneten Koeffizienten eingegeben, wobei die
Liste durch die beiden Klammern '<’ bzw. >’ abgeschlossen wird. Die
Listenelemente ( Koeffizienten ) miissen durch Beistriche voneinander ge-
trennt werden. Die Koeffizienten konnen selbst wiederum durch arithmetis-
che Ausdriicke definiert werden.

Die Eingabezeile, die natiirlich durch Driicken der Eingabetaste (RETURN
Taste) abzuschlieflen ist, verursacht folgende Ausgabe am Bildschirm:
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P = POLYNOMIAL (*) DEGREE = 2

Coefficients (in ascending powers):

1.50000 3.20000 1.00000

Roots Omegas Zetas Mult.
-2.62956 +j* .000000 2.62956 1
-.570437 +j* .000000 .570437 1

Vv = 1.50000

Diese Darstellung enthélt neben den Angaben iiber den Namen und den
Typ bzw. Grad des eben erzeugten Operanden noch die Koeffizienten-
liste, die Wurzeln (Roots) des Polynoms sowie die Daten der normierten
Faktorform wie Knickfrequenzen (Omegas), Ddmpfungen (Zetas) und den
Verstarkungsfaktor (V). (Eine genaue Definition des Begriffes 'Faktorform’
findet der Leser im Abschnitt A.3 bei der Behandlung der Objekttypen.)

Das eben erzeugte Polynom mit dem Namen 'p’ steht nun fiir weitere Ope-
rationen zur Verfiigung und konnte z.B. fiir die Eingabe des Nenners der
gebrochen rationalen Funktion

1+%s
1,5+ 3,25 + s2

verwendet werden. Dazu ordnen wir im ersten Schritt durch die Anweisung*
pi = 4 x atan(1)

der Variablen 'pi’ die Zahl 7 zu und definieren im néchsten Schritt die ge-
brochen rationale Funktion mit dem Namen 'G’

G=<1,1/(2%pi)> /p

Man beachte die Klammern beim Ausdruck '1/(2+pi)’, die deshalb notwendig
sind, da gleichrangige Operationen wie ’/” und '+’ in der Reihenfolge von
links nach rechts ausgefiihrt werden (1/2 x pi liefert als Ergebnis 7/2).
Natiirlich antwortet das Programm auch in diesem Fall mit der Ausgabe des
jeweils neu definierten Objekts, d.h. nach der ersten Anweisung erscheint
am Bildschirm

pi =  3.14159

bzw. nach der Definition von 'G’

*Die eingebaute Funktion ’atan’ berechnet den Arcustangens eines Winkels, der im
Bogenmafl gegeben ist.
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G = RATIONAL F(x) DEGREES: 1 / 2

Coefficients (in ascending powers):

1.00000 .159155
1.50000 3.20000 1.00000
Numerator: Roots Omegas Zetas Mult.
-6.28319 +j* .000000 6.28319 1
Denominator: Roots Omegas Zetas Mult.
-2.62956 +j* .000000 2.62956 1
-.570437 +j* .000000 .570437 1

V= .666667

Die Darstellung der gebrochen rationalen Funktion G’ enthilt die Liste der
Zahlerkoeffizienten und davon, durch einen Bruchstrich getrennt, die Liste
der Nennerkoeffizienten, danach erfolgt die Ausgabe der Wurzeln bzw. der
Daten der Faktorform fiir das Zéhlerpolynom (Numerator) und anschlieffend
fiir das Nennerpolynom (Denominator). Durch diese umfassende Ausgabe
148t sich zum Beispiel die Stabilitét eines Ubertragungssystems, das durch
eine gebrochen rationale Ubertragungsfunktion beschrieben wird, sehr leicht
iiberpriifen.

Im néchsten Schritt soll untersucht werden, wie das Ubertragungssystem
mit der Ubertragungsfunktion G’ auf die harmonische Eingangsfunktion

u(t) = sin 3t

im eingeschwungenen Zustand antwortet. Diese Aufgabe 1483t sich mit Hilfe
des Frequenzgangs sehr leicht losen. Die beiden Parameter A und ¢ der
Antwort

y(t) = Asin(3t + ¢)

sind durch die komplexe Zahl G(j3) bestimmt, wobei gilt

A = [G(53)|

¢ = arcG(53) .

Mit den folgenden Anweisungen werden die beiden gesuchten Werte fir die
Amplitude A und die Phasenverschiebung ¢ ermittelt:

G_j3 =wal(G, |0, 3])
G_j3 = -.196505E-01 +j* -.888147E-01
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A = abs(G_j3)

A = .909626E-01

phi = atan2(imag(G_33), real(G_j3))
phi = -1.78854

Die Funktion 'val’ wertet die Ubertragungsfunktion *G’ an der Stelle s =
j3 aus. Man beachte, dafl im vorliegenden Fall das zweite Argument der
Funktion direkt als komplexe Zahl mit der Darstellung

[ Realteil , Imagindrteil |

eingegeben wurde. In der zweiten Anweisung wird der Variablen A’ der Ab-
solutbetrag der komplexen Zahl ’G_j3’ durch die Funktion ’abs’ zugeordnet,
wahrend in der letzten Eingabezeile iiber die eingebaute Funktion 'atan2’
der Winkel von 'G_j3’ berechnet und der Variablen ’phi’ zugewiesen wird.

Um festzustellen, welche Objekte im Augenblick zur Verfiigung stehen, kann
mit dem Befehl ’dir’ (DIRectory) ein Inhaltsverzeichnis des Datenspeichers
ausgegeben werden. Im vorliegenden Fall erhédlt man dabei folgende Bild-
schirmausgabe:

Operands:
# Name Type Sampl.P. Degrees Size

1 p P(*) 2 8
2) pi R 1
3) G F(*) 1/ 2 13
4) G_j3 C 2
5) A R 1
6) phi R 1

Free data-memory : 1974

Das Inhaltsverzeichnis gibt Auskunft iber den Namen, den Typ und den
Speicherplatzbedarf (Size) eines Objekts, bei Polynomen (Type = P) und
gebrochen rationalen Funktionen (Type = F) wird zusétzlich noch die Grad-
information (Degrees) und gegebenenfalls die Abtastperiode (Sampl.P.)
ausgegeben. Am Ende des Inhaltsverzeichnisses wird der noch zur Verfiigung
stehende Speicherplatz (Free data-memory) ausgewiesen. Mit dem Befehl
'del’ (DELete) kénnen Objekte im Datenspeicher geloscht werden. So zum
Beispiel bewirkt der Befehl
del p G_j3
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das Loschen des Polynoms 'p’ und der komplexen Zahl 'G_j3’, wovon man
sich durch Ausgabe des Inhaltsverzeichnisses (Befehl 'dir’) sofort iiberzeugen

kann.

Operands:
# Name Type Sampl.P. Degrees Size

1) pi R 1
2) G F (%) 1/ 2 13
3) A R 1
4) phi R 1

Free data-memory : 1984

Will man genauere Information iiber einen Operanden im Datenspeicher, so
kann tiber den Befehl ’disp’ (DISPlay) die Bildschirmausgabe des betref-
fenden Objektes veranlalt werden. Die Eingabezeile

disp pi A phi

liefert in unserem Fall

pi =  3.14159
A = .909626E-01
phi = -1.78854

Um noch einige weitere Fahigkeiten des Programms pLINSY zu demon-
strieren, soll als niichstes die zur Ubertragungsfunktion 'G’ gehérende z-
Ubertragungsfunktion berechnet werden, wobei eine Abtastperiode T' =
0,5s angenommen wird. Dazu ist folgende Eingabe erforderlich

Gz = Qz(G,0.5)

Bei der darauffolgenden Bildschirmausgabe wird zunéchst eine Kiirzung
(cancel) einer Zahlernullstelle bei Eins gegen eine entsprechende Nenner-
nullstelle mitgeteilt (diese Kiirzung ergibt sich aufgrund der Berechnungsvor-
schrift fir die z-Ubertragungsfunktion), danach erfolgt die Darstellung der
neu erzeugten gebrochen rationalen Funktion Gz’ auf gewohnte Weise. Er-
wahnenswert ist der Umstand, dafl in diesem Fall neben der unabhangigen
Variablen 'z’ auch noch die zugehorige Abtastperiode ausgegeben wird.
cancel ( 1.00000  +j*  .000000 )/( 1.00000  +j*  .000000 )
Gz = RATIONAL F(z) DEGREES: 1 / 2 Sampl. period: .500000
Coefficients (in ascending powers):
.TA80TOE-02 .113528

.201897 -1.02038 1.00000
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Numerator: Roots Omegas Zetas Mult.

-.658928E-01 +j* .000000 .658928E-01 1
Denominator: Roots Omegas Zetas Mult.
.268533 +j* .000000 -.268533 1
.751850 +j* .000000 -.751850 1

Zum Abschluf} dieses einfiihrenden Streifzuges durch das Programm pLINSY
wollen wir uns noch seinen graphischen Fahigkeiten zuwenden und als An-
wendungsbeispiel zunéchst die Sprungantwort des Abtastsystems mit der
eben erzeugten z-Ubertragungsfunktion 'Gz’ zeichnen. Dazu dient der Be-
fehl ’stpg’ (STePresponse Graphic), der als Parameter den Namen der
Ubertragungsfunktion benétigt, d.h. in unserem Fall

stpg Gz

Der Anwender wird nun vom Programm aufgefordert, die Zeitspanne (t-max),
fiir die die Sprungantwort ermittelt werden soll, einzugeben. Aufgrund der
vorliegenden Abtastperiode und der festen Léange des internen Graphik-
Puffers mufl t-max kleiner als 349.5 gewahlt werden.

t-max (t-max < 349.500 )

>>

Wir wollen in diesem Beispiel den Wert von t-max mit
10

festlegen und erhalten damit folgende durch puLINSY getroffene Auswahl
der Parameter fiir die graphische Ausgabe der Sprungantwort:
TERMINAL MENUE :

1...X : Minimum = .00000 Maximum = 10.000
Tic = 1.0000 Y-0ffset= .00000
2...Y : Minimum = .00000 Maximum = .70000
Tic = .10000 X-0ffset= .00000

3...Axes: Initialize device, draw axes
4...Style: Line-colour = 10
Draw sequence

Enter group number for change or press RETURN to continue >

Dieses sogenannte "TERMINAL MENUE’ enthélt vier Gruppen von Para-
metern, wobei sich die erste auf die x-Achse, die zweite auf die y-Achse, die
dritte auf das Zeichnen der Achsen und schliellich die vierte auf die Darstel-
lungsart bezieht. Ist man mit der Parameterauswahl einverstanden, wird
durch Driicken der RETURN - Taste das Zeichnen der Sprungantwort am
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Bildschirm gestartet. Andernfalls kann durch Eingabe der entsprechenden
Gruppennummer jede der vier Parametergruppen angewéhlt und sodann
nach eigenen Wiinschen modifiziert werden. Mit den vorliegenden Para-
meterwerten erhalt man folgendes Bild, das solange eingeblendet bleibt, bis
der Benutzer eine beliebige Taste driickt.

.700

.600

.500

.400

.300

.200

.100

.000

.000 2.000 4.000 6.000 8.000 10.000

Bild A.1: Sprungantwort

Output to graphics-plotter desired 7 (Y/N) >

Auf Wunsch kann das Bild auch auf einem Plotter ausgegeben werden,
wobei dafiir zunéchst ein Datenfile mit der Sprache HP-GL (Hewlett Packard
Graphics Language) erzeugt wird, der dann zum Beispiel mit dem "COPY’
Befehl des Betriebssystems zum entsprechenden Gerat geschickt werden
kann. Durch Driicken der RETURN - Taste oder Eingabe von 'n’ (no)
wird die Plotterausgabe unterbunden.

Das Anfertigen von BODE-Diagrammen erfolgt mit Hilfe des Befehls 'bode’.
Seine Anwendung soll nun an Hand der ¢g-Ubertragungsfunktion ’G#’ demons-
triert werden, wobei ’G#’ durch die Anweisung

G# = Qq(G=z)

aus der z-Ubertragungsfunktion "Gz’ berechnet werden kann. Durch Eingabe
von

bode G+#
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erscheint zunéchst eine Meniizeile am Bildschirm:

D/evice A/xes S/tyle M/agnitude P/hase G/r.Screen E/xit

>>

Die einzelnen Auswahlmoglichkeiten in diesem Menii besitzen dabei folgende
Bedeutung

D/evice: Ausgabegerét (Ersatzwert = Bildschirm)
A/xes: Achsenspezifikationen

S/tyle: Darstellungsparameter (Farbe, Strichart usw.)
M/agnitude: Zeichnen der Betragskennlinie

P/hase: Zeichnen der Phasenkennlinie

G/r.Screen: Einblenden des Graphikbildschirminhalts
E/xit: Verlassen des ’bode’-Meniis

Die Auswahl erfolgt durch Eingabe des ersten Zeichens, wobei die Festle-
gung der Achsen (Eingabe ’a’) beim ersten Aufruf von ’bode’ unbedingt
erforderlich ist. Die Achsen werden im interaktiven Dialog festgelegt, bei
Verwendung der vorgeschlagenen Ersatzwerte kann die Dateneingabe durch
Driicken der RETURN Taste tibersprungen werden, z.B.

Starting frequency, number of decades, number of points/decade :

( .100000E-01) () ( 40)
>>

Magnitude: minimum maximum tic [db]

(' -60.0000 ) ( 60.0000 ) ( 10.0000 )

>>

Phase-angle: minimum, tic [deg.] :
>> =270, 30

Phase-angle: maximum =  90.0000 0K 7 (Y/N)

Es erfolgt nun die Ausgabe des halblogarithmischen Achsenkreuzes mit der
Beschriftung fiir den Betrag in dB am linken und der Phase in Grad am
rechten Rand. Danach wird wieder das ’bode’-Menii aktiviert, von dem
aus der Benutzer das Zeichnen der Betrags - bzw. Phasenkennlinie durch
Eingabe von 'm’ bzw. 'p’ auslosen kann. Mit e’ wird das ’bode’-Menii ver-
lassen und das Programm signalisiert dem Benutzer durch das Prompterze-
ichen seine Bereitschaft fiir weitere Anweisungen.

Der Befehl 'save’ ermoglicht das Abspeichern der augenblicklich vorhande-
nen Objekte in einem Daten - File auf der Diskette bzw. Festplatte. Als
Parameter mufl noch ein Filename nach den Richtlinien des Betriebssystems
angegeben werden, z.B.

save beispiel.dat

Um Rundungsfehler zu vermeiden, werden dabei die Daten unformattiert im
File abgelegt, was allerdings den Nachteil mit sich bringt, dafl der so erzeugte
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Datenfile nicht unmittelbar am Bildschirm oder Drucker ausgegeben werden
kann. Es wird daher dem Anwender nahegelegt, diese Datenfiles durch eine
spezielle Nachsilbe z.B. 'dat’ im Filenamen zu kennzeichnen. Durch den
Befehl 'load’ konnen die Operanden bei Bedarf wieder in den Datenspe-
icher geladen werden, wobei natiirlich auch bei diesem Befehl ein giiltiger
Datenfilename als Parameter erforderlich ist.

Der interessierte Anwender, der Auskunft iiber alle im Programm
uLINSY vorhandenen Moglichkeiten erhalten mochte, sei auf den Befehl *?77’
verwiesen, der folgende Zusammenstellung am Bildschirm liefert:

Commands:

77 BODE CLM CLS DEL DIR DISP
EDIC EDIF EDIR EXIT HELP HIST IMPG
INFC INFF INFR INPC INPF INPR LOAD

OFF ON PRINT  SAVE STACK STPG  XSTO
Operators: + - %/
Functions:
eqQ ez ABS ARC ATAN ATAN2
CAN cos DB EXP IDB IMAG
LAG LEAD LN LOG LOOP REAL
SABS SIN SQRT TAN VAL
[dB] °]
60.00 90.00
50.00 60.00
40.00 30.00
30.00 L1 0.00
20.00 — ~30.00
N
10.00 ™ —60.00
0.00 —90.00
~10.00 T ~120.00
—20.00 U —150.00
TSl
—30.00 — —180.00
—40.00 —210.00
—50.00 —240.00
—60.00 —270.00
1.00E—02 1.00E—01 1.00E+00 1.00E401 1.00E+02

Bild A.2: Frequenzkennlinien
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Prinzipiell stehen dem Benutzer also Befehle, Operatoren und Funktionen
zur Verfligung, wobei kennzeichnend fiir Operatoren und Funktionen ist, dafl
sie in arithmetischen Ausdriicken verwendet werden und stets als Ergebnis
ihrer Ausfithrung ein Objekt erzeugen. Wird eine genaue Auskunft iiber
einen Befehl, eine Funktion oder einen Operator gewiinscht, so steht dazu
der ’'help’ Befehl zur Verfiigung. Zum Beispiel ergibt die Anweisung

help @Qz

folgende Auskunft iiber die Funktion ’@QZ’ am Bildschirm:

@Z ( expressionl {, expression2 } )

Berechnung der z - Uebertragungsfunktion ausgehend von einer

s - oder q - Uebertragungsfunktion. Wird die z - Uebertragungs-

funktion zu einer s - Uebertragungsfunktion ermittelt, so muss

als zweites Argument (expression2) die Abtastperiode angegeben

werden.

Typ der Argumente: expressionl: gebrochen rationale Funktion in

einer Variablen verschieden von z

expression2: reelle Zahl > 0

Typ des Resultates: gebrochen rationale Funktion in z

Das Programm pLINSY wird mit dem Befehl ’exit’ beendet. (Achtung! Es
erfolgt dabei kein automatisches Abspeichern der vorhandenen Objekte in
einem Datenfile.)

A.3 Objekttypen des Programms uLINSY

In der folgenden Aufstellung wird nun eine genaue Definition der vier zul&ssi-
gen Objekttypen gegeben. Allen Typen ist gemeinsam, daf} ihre zugehérigen
Daten programmintern im sogenannten IEEE Double Precision Format [21]
dargestellt werden, wodurch mit etwa 16 signifikanten Dezimalstellen und
folgendem Zahlenbereich

—1.797 x 10°%%  bis — 2.225 x 107308
0
2,295 x1073%  bis  1.797 % 10308

gerechnet werden kann. Ein gegebenenfalls vorhandener Exponent mufl
bei der Eingabe durch das Zeichen e’ bzw. ’E’ und einer entsprechen-
den ganzen Zahl beriicksichtigt werden. Das Typenkurzzeichen, das in der
Zusammenstellung fiir jeden Objekttyp angefiihrt ist, wird bei der Aus-
gabe der Inhaltsverzeichnisse (Befehle ’dir’ bzw. ’stack’) benétigt. Die

172



Angabe des Speicherplatzbedarfes bezieht sich auf den programminternen
Datenspeicher, der in uLINSY als Double Precsion Feld mit insgesamt 2000
Elementen festgelegt ist.

1) Reelle Zahl:

FEingabe : durch Wertzuweisung,
Beispiel:  a = 1.23456789%¢ — 5

Ausgabe : durch den Befehl ’disp’ (Standardausgabe auf 6 Dezimalstellen
gerundet),
Beispiel:  disp a

a = 0.123457E-04

Typenkurzzeichen : R

Speicherplatzbedarf : 1 Element des Speicherfeldes
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2) komplexe Zahl:

Eingabe : durch Wertzuweisung unter Verwendung der Notation
[Realteil , Imaginarteil]
Real - und Imaginarteil konnen selbst wieder arithmetische Ausdriicke

sein
Beispiel: b =[1.23,—0.25]

Ausgabe : durch den Befehl ’disp’ (Standardausgabe auf 6 Dezimalstellen
gerundet),
Beispiel:  disp b
b = 1.23000 +j* -.250000

Typenkurzzeichen : C

Speicherplatzbedarf : 2 Elemente des Speicherfeldes

3) Polynom:

unabhéngigeVariable : * (nicht definierte Variable)

*
S
z
q

Darstellungsformen : ( die Variable x steht stellvertretend fiir ein Element
aus {x,s,2,q} )

o Koeflizientenform:

p(z) =co + 1z + cax? + ...+ cpa”

o Wurzelform:
p(x) =Kz —a)(z —az) - (z —an)

174



e [aktorform:

p(x) = Vat (1—1—%) (14—%)

V... Verstiarkungsfaktor
A ... Anzahl der Wurzeln bei x = 0

w; ... Knickfrequenzen der Linearfaktoren

2
X x
w1 w1

¢i ... Dampfungen und

w; ... Knickfrequenzen der quadratischen Faktoren

Einschrankungen:

n = Grad(p(z)) < 39
Die Koeflizienten miissen reelle Zahlen sein.

Die Parameter der Faktorform (V,w;, (;,@;) miissen reelle Zahlen
sein.

len] > 10730 | K| > 10739 ) |V| > 1073

Eingabe :

e in Koeffizientenform mit einer undefinierten unabhéngigen Variablen
durch die Symbole <’ und ’>’, die Koeffizienten kénnen selbst wiederum
arithmetische Ausdriicke sein

< Cp,Cly--.,Cp >

e in Koeffizientenform durch den Befehl ’inpc’
(INput Polynomial Coefficients)

e in Wurzelform durch den Befehl 'inpr’
(INput Polynomial Roots)

e in Faktorform durch den Befehl 'inpf’
(INput Polynomial Factors)
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Beispiele:
Eingabe des Polynoms z+0, 5 arctan(1)z2—1,3.10°23+2* mit dem Operan-
dennamen ’poly’

poly =< 0,1,0.5 x atan(1),—1.3E — 5,1 >

Eingabe des Polynoms 1 + z + 322 + 423 mit der Abtastperiode T = 0,4
unter dem Operandennamen ’ppz’

mpce ppz

Degree:

>>3

Coefficients:

>>1,1,3,4

Type of variable: *, S, Z, Q (Default = S)
>>z

Samping period:

>> 0.4

Eingabe des Polynoms 10(¢+1—j)(¢+ 1+ j) mit der Abtastperiode T' =1
unter dem Operandennamen ’zza’

NPT TITT

Degree:

>> 2

K-factor:

>> 10

Real-part, Imaginary-part, Multiplicity
>>—1,1,1

Type of variable: *, S, Z, Q (Default = S)
>>q

Samping period:

>>1

Eingabe des Polynoms

S S
100s (1 1— 5
008( + 3,3) ( 10,25)

mit dem Operandennamen ’zyz’

1+3+(8)2
0.45 0.45

inpf xyz
Lambda, Number of lin. factors, Number of quad. factors
>>1,2,1
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V-Factor:

>> 100

Corner-frequency of linear factor:

>> 3.3

>> —10.25

Damping ratio, corner-frequency of quadr. factor:
>>0.5,0.45

Type of variable: *, S, Z, Q (Default = S)

>>

Ausgabe : durch den Befehl ’disp’
Beispiel:

disp ppz

PPZ = POLYNOMIAL(z) DEGREE = 3  Samp. period: .400000

Coefficients (in ascending powers):

1.00000 1.00000 3.00000 4.00000
Roots Omegas Zetas Mult.
-.818000 +j* .000000E+00 .818000 1
.339998E-01 +j=* .551786 .552832 -.615011E-01 1

.339998E-01 +j* -.551786

Diese Standardausgabe von Polynomen enthalt die gesamte Informa-
tion liber ein Polynom in komprimierter Form. Die Kopfzeile gibt
dabei Auskunft iber Namen, Type, unabhéngige Variable, Grad und
gegebenenfalls Abtastperiode. Darunter werden die Koeffizienten des
Polynoms nach aufsteigenden Potenzen geordnet und auf 6 Dezimal-
stellen gerundet ausgegeben. Schliellich erfolgt die Ausgabe der Wurzeln
des Polynoms sowie die Angabe der Knickfrequenzen, der Dampfungen
und der entsprechenden Vielfachheit (Omegas Zetas Mult.). Bei Poly-
nomen mit der unabhangigen Variablen s oder ¢ bzw. mit einer nicht
definierten Variablen wird auch der Verstarkungsfaktor ausgegeben.

Typenkurzzeichen : P

Speicherplatzbedarf : 3n 4 2 Elemente des Speicherfeldes
(n... Grad des Polynoms)
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4) Gebrochen rationale Funktion:

Fiir das Zahlerpolynom und das Nennerpolynom einer gebrochen rationalen
Funktion gelten alle Angaben aus der Beschreibung des Operandentyps
"Polynom’ beziiglich der unabhéngigen Variablen, der Darstellungsformen
und der Einschrankungen. In der internen Darstellung einer gebrochen ra-
tionalen Funktion wird der Koeffizient bei der héchsten Potenz des Nenner-
polynoms stets auf Eins normiert.

Eingabe :

e durch Bildung eines Quotienten mit einer reellen Zahl oder einem Poly-
nom im Zahler und einem Polynom im Nenner

e in Koeffizientenform durch den Befehl ’infc’
(INput Fraction Coefficients)

e in Wurzelform durch den Befehl ’infr’
(INput Fraction Roots)

e in Faktorform durch den Befehl ’infF’
(INput Fraction Factors)

Beispiele:

Eingabe der Funktion
1

142z + a2
mit einer nichtdefinierten unabhéngigen Variablen unter dem Operandenna-
men ’strecke’

strecke =1/ < 1,2,1 >
Eingabe der Funktion
1+ 2s
4+ 35+ 252+ 83
mit dem Operandennamen 'pl’

infc pl
Numerator:
Degree :
>>1
Coefficients:
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>>1,2
Denominator:

Degree :

>>3

Coefficients:

>>4,3,2,1

Typ of variable: *, S, Z, Q (Default = S)
>> 8

Eingabe der Z—Ubertragungsfunktion

10
(z+2)(z —25)(z +29)

mit der Abtastperiode T' = 1.5 unter dem Operandennamen 'G_1’
infr G_1

Numerator:

Degree :

>> 0

K-Factor :

>> 10

Denominator:

Degree :

>>3

Real-part, Imaginary-part, Multiplicity
>>—-2,0,1

>>0,2,1

Typ of variable: *, S, Z, Q (Default = S)
>>z

Sampling period :

>> 1.5

Eingabe der ¢-Ubertragungsfunktion

mit der Abtastperiode T = 0.2 unter dem Operandennamen ’P#’

179



inff P#

Numerator:

Lambda, Number of lin. factors, Number of quad. factors
>>0,2,0

V-Factor

>> 10

Corner-frequency of linear factor

>> —10

>> 15

Denominator:

Lambda, Number of lin. factors, Number of quad. factors
>>0,2,0

Corner-frequency of linear factor

>> 0.5

>> 5.55

Typ of variable: *, S, Z, Q (Default = S)

>>q

Sampling period

>> 0.2

Ausgabe : durch den Befehl ’disp’
Beispiel:

disp P#

P# = RATIONAL F(q) DEGREES: 2 / 2 Sampl. period: .200000

Coefficients (in ascending powers):

27.7500 -.925000 -.185000
2.77500 6.05000 1.00000
Numerator: Roots Omegas Zetas Mult.
10.0000 +j* .000000E+00 -10.0000 1
-15.0000 +j* .000000E+00 15.0000 1
Denominator: Roots Omegas Zetas Mult.
-.500000 +j* .000000E+00 .500000 1
-5.55000 +j* .000000E+00 5.55000 1

V = 10.00000
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Diese Standardausgabe fiir rationale Funktionen enthélt die gesamte
Information in komprimierter Form. Die Kopfzeile gibt dabei Auskunft
iiber Namen, Type, unabhéngige Variable, Grade und gegebenenfalls
Abtastperiode. Darunter erfolgt die Darstellung der rationalen Funk-
tion in Koeffizientenform, wobei die Koeffizienten der Polynome nach
aufsteigenden Potenzen geordnet und auf 6 Dezimalstellen gerundet
ausgegeben werden. Im Anschlufl daran werden die Wurzeln sowie die
normierten Faktoren (Omegas Zetas Mult.) und der Verstarkungsfak-
tor ausgegeben. Die Angabe des Vertarkungsfaktors erfolgt nur, wenn
die unabhéngige Variable entweder nicht definiert oder s bzw. ¢ ist.

Typenkurzzeichen : F

Speicherplatzbedarf : 3(m + n) + 4 Elemente des Speicherfeldes
(m... Zahlergrad, n ... Nennergrad )

A.4 Prinzipielle Arbeitsweise von uLINSY

Wie schon bei der Erlauterung des Befehls 7?7’ (Kurzauskunft) im zweiten
Abschnitt dieses Anhangs erwahnt wurde, hat man beim Umgang mit
wLINSY grundsatzlich zwischen

e Befehlen
e (bindren) Operatoren
e Funktionen

zu unterscheiden. Dabei konnen Operatoren und Funktionen in arithmeti-
schen Ausdriicken verwendet werden. Die Auswertung der Ausdriicke erfolgt
nach den iiblichen Bindungsregeln , d.h. Multiplikation und Division vor Ad-
dition und Subtraktion. Durch Verwendung von Klammern ’(’ und ’)’ kann
natiirlich die Reihenfolge der Auswertung beeinflult werden. Grundsétzlich
sind alle Ausdriicke erlaubt, deren Auswertung einen zulédssigen Objekttyp
ergibt. Insbesondere gilt die Tabelle A.1 fiir die Verkniipfung zweier Objekte
mit einem Operator (4, —, %, /).
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Objektl Objekt2
R C P F
i ja ja ja ja
c ja ja nein nein
P ja nein ja ja
F ja nein ja ja
R ... reelle Zahl C ... komplexeZahl
P ... Polynom F ... rationale Funktion

Tabelle A.1: Verkniipfungsmoglichkeiten

Aus dieser Tabelle liest man zum Beispiel ab, dafl die Verkniipfung eines
Polynoms mit einer komplexen Zahl nicht zuldssig ist, weil dabei im allge-
meinen ein Polynom mit komplexen Koeffizienten entstehen wiirde. Entspre-
chendes gilt fiir gebrochen rationale Funktionen. Weiters muf3 noch beachtet
werden, dal uLINSY bei der Verkniipfung eines Polynoms oder einer ge-
brochen rationalen Funktion einerseits mit einem Polynom oder einer ge-
brochen rationalen Funktion andererseits iiberpriift, ob die unabhéngigen
Variablen der betreffenden Objekte tibereinstimmen. Eine Ausnahme bildet
hier die Variable "’ (nicht definierte unabhéngige Variable), die mit jeder be-
liebigen Variablen kombiniert werden kann. Bei Operanden in der Variablen
'z’ oder ¢’ wird zuséatzlich noch kontrolliert, ob auch die zugehorigen Ab-
tastperioden iibereinstimmen. Das resultierende Objekt erhélt eine nicht
definierte Variable, sofern beide Operanden eine nicht definierte Variable
aufweisen, andernfalls wird die Variable von dem Operand iibernommen,
bei dem sie definiert ist.

Funktionen besitzen mindestens ein Argument oder gegebenenfalls mehrere
Argumente und liefern bei ihrer Auswertung ein Objekt. Der Funktion-
saufruf hat formal folgenden Aufbau

Funktionsname(Argumenty, Arguments, . . .)

Die Argumente konnen selbst wieder arithmetische Ausdriicke sein und miis-
sen in der Argumentenliste durch Kommas voneinander getrennt angegeben
werden.
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Beispiele fir Funktionsaufrufe:
sin(45 x pi/180)

@Qz(G,0.1)

lead(1.5,20 * grad, 2)

Die Befehle des Programms pLINSY dienen vorwiegend der Ein - oder
Ausgabe von Objekten, der Speicherverwaltung sowie der Erstellung von
Bildern. Bei ihrer Verwendung sind gegebenenfalls Parameter anzugeben,
wobei dafiir nur Objektnamen, Filenamen oder Konstanten aber niemals
arithmetische Ausdriicke verwendet werden diirfen. Werden mehrere Pa-
rameter angegeben, so sind diese entweder durch Leerzeichen oder durch
Kommas voneinander zu trennen.

Beispiele fiir Befehlseingaben:
dir

stpg Gz

del A, B, C

Die grundlegende Funktionsweise des Programms pLINSY soll nun an einem
einfachen Beispiel néher erlautert werden. Nehmen wir an, es seien bereits
drei Operanden mit den Namen ’a’, 'b’ und ’c’ eingegeben worden. Diese
drei Operanden befinden sich im Datenspeicher und werden durch das In-
haltsverzeichnis verwaltet. Es soll nun folgende Operation ausgefiihrt wer-
den:

x=(a+b)*xc—1

Der Benutzer gibt diese Zeile ein ( und schliefit die Eingabe durch Driicken
der RETURN - Taste ab), wodurch der Befehlsinterpreter, das ist der zen-
trale Baustein von puLINSY, seine Arbeit aufnimmt. Seine erste Aufgabe
besteht nun darin, diese Eingabezeile in eine Folge von ’Elementarbefehlen’
zu zerlegen. Dabei wird eine syntaktische Uberpriifung der Eingabe durchge-
flihrt. Wird ein Fehler in der Eingabezeile entdeckt, so wird die Ausgabe
einer entsprechenden Fehlermeldung veranlafit und der Befehlsinterpreter
bricht seine Arbeit ab. Das Programm kehrt damit wieder in seinen Ruhezu-
stand zurlick und wartet auf weitere Eingaben des Benutzers. In unserem
Fall lautet die Folge von Elementarbefehlen:
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3. +
4. c
D. *
6. 1
7. —
8. xsto x

Diese Elementarbefehlsfolge wird in einem Befehlspuffer abgespeichert und
der Befehlsinterpreter beginnt mit der Ausfiihrung des ersten Elementar-
befehls. In diesem Beispiel lautet der erste Befehl ’'a’, der jetzt folgende
Operation bedeutet:

a Hole den Operanden mit dem Namen ’a’ aus dem Datenspeicher und
gibt ihn als neues Element auf den Stack. Der Stack ist ein program-
minterner Arbeitsspeicher, in dem die Verkniipfung bzw. Bearbeitung
erfolgt.

Entsprechendes gilt fiir den néchsten Elementarbefehl ’d’. Der dritte Befehl
'+’ hat die Bedeutung;:

+ Addiere die letzten beiden Operanden des Stacks, 16sche beide Operan-
den im Stack und fiige die Summe als neues (letztes) Element dem
Stack hinzu.

Im néchsten Schritt wird der Operand ’¢’ in den Stack geholt und danach
der Befehl ’x’ ausgefiihrt:

x Multipliziere die letzten beiden Operanden des Stacks, 16sche beide
Operanden im Stack und fiige das Produkt als neues (letztes) Element
dem Stack hinzu.

Im sechsten Elementarbefehl '1’ wird die reelle Zahl 1 als neuer Operand
am Stack erzeugt und daraufhin werden im néchsten Schritt '—’ folgende
Operationen ausgefiihrt:

— Subtrahiere die letzten beiden Operanden des Stacks, l6sche beide
Operanden im Stack und fiige die Differenz als neues (letztes) Ele-
ment dem Stack hinzu.
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Der letzte Elementarbefehl 'xzsto 2’ bedeutet nun:

xsto x Nimm den letzten Operanden des Stacks, lege ihn unter dem Namen
'x” im Datenspeicher ab und 16sche den Operanden im Stack.

Bei der Durchfiihrung der Elementarbefehle tiberwacht der Befehlsinter-
preter auch die Zuléssigkeit der Operandentypen. Wird dabei ein Fehler
erkannt ( wenn z.B. ’a’ ein Polynom und ’b’ eine komplexe Zahl wére ), so
bricht der Befehlsinterpreter seine Tétigkeit mit einer Fehlermitteilung ab.
Nach dem Abarbeiten des letzten Elementarbefehls wird die Elementarbe-
fehlsfolge im Befehlspuffer geloscht. Der Befehlsinterpreter hat damit seine
Arbeit beendet und das Programm kehrt in seinen Ruhezustand zuriick.

Im Bild A.3 sind nun die Stack - und Datenspeicherbewegungen fiir das
eben geschilderte Beispiel nochmals zusammengefafit. Dabei ist die Situa-
tion stets nach der Beendigung des jeweiligen Elementarbefehls dargestellt.
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Besteht eine Eingabezeile nur aus einem Ausdruck — wenn also keine Zuwei-
sung des Wertes zu einer Variablen erfolgt — so bleibt das Ergebnis des
Ausdrucks im Stack als namenloses Objekt bestehen. Dies kann auch dann
eintreten, wenn ein Fehler wahrend der Abarbeitung einer Elementarbefehls-
folge auftritt. Mit dem Befehl ’stack’ kann der Benutzer ein Inhaltsverzei-
chnis des Stacks am Bildschirm ausgeben. Das Loschen des Stacks erfolgt
durch die Anweisung ’cls’ (CLear Stack).
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A.5 Liste der Befehle und Funktionen

Folgende Bezeichnungsweise wird in dieser Zusammenstellung verwendet:

name Operandenname

file Name eines Files (gegebenenfalls mit Suchpfad)

{ } Angaben zwischen geschwungenen Klammern sind
entweder optionell oder nur in gewissen Féllen
erforderlich

n Zeilennummer einer Anweisung im History-File

Schlisselwort ~ Name eines Befehls, eines Operators oder einer
Funktion

R_expr arithmetischer Ausdruck mit reellem Wert

C_expr arithmetischer Ausdruck mit komplexem Wert

R/C_expr arithmetischer Ausdruck mit reellem oder
komplexem Wert

F_expr arithmetischer Ausdruck, dessen Auswertung eine
gebrochen rationale Funktion ergibt

P/F_expr arithmetischer Ausdruck, dessen Auswertung

entweder ein Polynom oder eine gebrochen
rationale Funktion ergibt

a) Alphabetisch sortierte Liste aller Befehle

# n Ausfithrung der n-ten Zeile des
History-Files

7?7 Kurzauskunft

BODE name Zeichnen eines BODE - Diagramms
CLM Loschen des Datenspeichers

CLS Loschen des Stacks

DEL namel name2 ... Loschen einzelner Operanden

DIR Inhaltsverzeichnis des Datenspeichers
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DISP namel name2 ...

EDIC name

EDIF name

EDIR name

EXIT

HELP Schlisselwort

HIST

IMPG name

INFC name

INFF name

INFR name

INPC name

INPF name

INPR name

Ausgabe von Operanden am Bild-
schirm

ndern der Koeffizienten eines Poly-
noms oder einer rationalen Funktion

ndern der Faktoren eines Polynoms
oder einer rationalen Funktion

ndern der Wurzeln eines Polynoms
oder einer rationalen Funktion

Beenden des Programms pLINSY

Auskunft iber einen Befehl, einen
Operator oder eine Funktion

Ausgabe des History-Files am Bild-
schirm

Zeichnen der Impulsantwort

Eingabe einer gebrochen rationalen
Funktion in Koeffizientenform

Eingabe einer gebrochen rationalen
Funktion in Faktorform

Eingabe einer gebrochen rationalen
Funktion in Wurzelform

Eingabe eines Polynoms in
Koeflizientenform

Eingabe eines Polynoms in
Faktorform

Eingabe eines Polynoms in
Wurzelform
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LOAD file

OFF

ON

PRINT namel name2 ...

SAVE file

STACK

STPG name

XSTO name

Laden von Operanden aus einem
Datenfile

Loschen des Graphik-Bildschirminhalts
und Umschalten auf den Alpha-Modus

FEinblenden des Graphik-Bildschirm-
inhalts

Ausgabe von Operanden auf den
Druck-File ’linsy.lst’

Speichern aller Operanden in einem
Datenfile

Ausgabe des Stack-Inhaltsverzeichnis-
ses am Bildschirm

Zeichnen der Sprungantwort

Ablegen des letzten Stack-Objekts im
Datenspeicher

b) Alphabetisch sortierte Liste aller Funktionen

< R_expr {, R_expr,...} >

[ R_expr , R_expr ]

@Q ( F_expr {, R-expr})

QZ ( F_expr {, R_expr } )

ABS ( R/C_expr)

Definition eines Polynoms in
Koeffizientenform nach auf-
steigenden Potenzen

Definition einer komplexen Zahl
Reihenfolge: Realteil, Imaginarteil

Berechnung der q—Ubertragungs—
funktion

Berechnung der z-Ubertragungs-
funktion

Absolutbetrag
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ARC ( C.expr)
ATAN ( R_expr )

ATAN?2 ( R_exprl , R_expr2)

CAN ( F_expr {, R_expr } )

COS ( R/C_expr)

DB ( R/C_expr )

EXP ( R/C_expr)

IDB ( R_expr)

IMAG ( C_expr)

LAG (R-expr,R_expr,R_expr)
LEAD (R_expr,R_expr,R_expr)
LN ( R/C_expr)

LOG ( R_expr)

LOOP ( F_expr)

REAL ( C_ezpr)

SABS ( F_exzpr)

SIN ( R/C_expr )

Winkel von C_expr im Bogenmaf
Arcustangens

Arcustangens von
R_exprl/R_expr2

Kiirzen einer gebrochen rationalen
Funktion

Cosinusfunktion

Berechnung des Absolutbetrages
von R/C_expr in Dezibel

Exponentialfunktion
Umkehrfunktion zu 'DB’
Imaginérteil von C_expr
Festlegung eines Lag - Gliedes
Festlegung eines Lead - Gliedes
natiirlicher Logarithmus
Dekadischer Logarithmus
Berechnet F_expr/(1+F_expr)
Realteil von C_expr
Berechnung der unendlichen Sum-
me iiber den Absolutbetrag der

Impulsantwort

Sinusfunktion
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SQRT ( R/C-expr) Quadratwurzel
TAN ( R/C_expr) Tangensfunktion

VAL ( P/F_expr , R/C_expr ) Auswertung von P/F_expr an der
Stelle R/C_expr
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A.6 pLINSY Eingaben fiir die Entwurfsbeispiele

In der folgenden Aufstellung sind die Anweisungen an das Programm puLINSY
zusammengefafit, wie sie zur Losung der Entwurfsbeispiele in den Kapiteln 6
und 7 benotigt werden. Es gilt dabei die Vereinbarung: Besteht die Eingabe
lediglich aus dem Driicken der RETURN-Taste (z.B. bei der Ubernahme von
vorgeschlagenen Ersatzwerten), so wird das im folgenden durch das Symbol

| dargestellt.

Beispiel 6.1 (Seite 93)

G=0.5/<1,2*%0.707,1>
T=0.5
G#=0q(G,T)
wc=0.4
j=sqrt(-1)
grad=4*atan(1)/180
L1#=G#/<0,1>
Li#tc=val (L1#, j*wc)
wz=wc/tan(-120*grad-arc(L1#c))
dummy=Qq (1/<1>,T)
R#=<1,1/wz>/<0, 1>*dummy
V=1/abs (val (R#*xG#, j*wc) )
R#=VxR#
L#=R#xG#
bode L#

al | -240,20 | mp e
Rz=0z (R#)
Tz=0z (Loop (L#))
stpg Tz

20 |

Hinweise:

Die Variable ’grad’ wird zur Umrechnung von Winkeln in Grad auf das
Bogenmaf} verwendet.

Die Variable ’dummy’ dient zur Definition der unabhéngigen Variablen in
der Regleriibertragungsfunktion *R#’.
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Beispiel 6.2 (Seite 96)

G=0.5/<0,1,2*%0.707,1>
T=0.5
G#=0q(G,T)
wc=0.6
j=sqrt(-1)
grad=4x*atan(1)/180
inff L1#

0,2,0

2.5

-4

-7.78237

1,1,0

4

q

0.5
Ri#=can(L1#/G#)
Li#c=val(L1#, j*wc)
phi=130*grad+arc (L1#c)
delta=1/abs(L1#c)
Rlag=lag(wc,phi,delta)
R#=R1#x*Rlag
L#=L1#*Rlag
bode L#

al | -300,20 | mpe
Rz=0z (R#)
Tz=0z (Lloop (L#))
stpg Tz

20 |
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Beispiel 6.3 (Seite 101)

T=0.5
G#=0q(G,T)
wc=0.5
j=sqrt(-1)
grad=4*atan(1)/180
G#c=val (G#, j*wc)
arcG=arc(G#c)-8*atan(1)
dphi=-13b*grad-arcG+10*grad
Rlead=lead (wc,dphi)
L1#=2xG#*Rlead
Li#c=val(L1#, j*wc)
Rlag=lag(wc,10%*grad,1/abs(L1#c))
L#=L1#xRlag
bode L#

al | -300,20 | mpe
R#t=can (L#/G#)
Rz=0z (R#)
Tz=0z (loop (L#))
stpg Tz

20 |
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Beispiel 7.1 (Seite 121)

G=1.2/<0,1,2,4>
T=0.2
G#=0q(G,T)
infc Fz
1
0, 0.008
1
-1, 1
z
0.2
F#=1.5%Qq(Fz)
umax=2
grad=4xatan(1)/180
B#=can (G#/F#) *umax
bode B#
all lme
we=1
x=-2xatan(wc/10)-atan(wc*wc/3.2/3.2)+30*grad
hist
(Bestimmen der Zeilennummer f\"ur die Anweisung
x=-2*atan(wc/10) ... im History-File)
we=1.2
# Zeilennummer
wec=1.4
# Zeilennummer
we=1.5
# Zeilennummer
wn=3.2%3.2/wc
L#=wc*x<1,-1/10>*<1,-1/17.58>%<1,1/17.08>
L#=L#/(<0,1,0.1>*<1,1/wn>)
bode L#
me
R#t=can (L#/G#,0.01)
yyyvy
Rz=0z (R#)
T#=1oop (L#)
Te#=can (T#/L#xF#,0.01)
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Yyyvy
Te=0z(Te#)/1.5

epsi=sabs(Te)

Tu#t=can (T#/G#*F#,0.01)
Yyyy

Tu=0z (Tu#) /1.5

del Te#,Tu#

ux=sabs (Tu)

Hinweise:
Die Bestimmung des Wertes von ¢ erfordert die Losung der nichtlinearen
Gleichung

2 arctan [ € van (€ 2+30°—0
arctan 10 arctan 3’ 2 =

Dies wird im Programm p LINSY behelfsmaflig mit dem sogenannten ” History-
Mechanismus” durchgefiihrt. Jede Eingabezeile wird im History-File unter
einer fortlaufenden Nummer aufbewahrt und kann durch Eingabe des Ze-
ichens ’#’ und der entsprechenden Zeilennummer erneut ausgefithrt werden.
Nach der Eingabe eines Schétzwertes fiir Q¢ (Anweisung we=1) wird der
Wert der linken Seite der nichtlinearen Gleichung der Variablen 'x’ zuge-
ordnet (Anweisung x=-2*atan(wc/10)...). Danach mufl die Zeilennum-
mer dieser Anweisung im History-File ermittelt werden (Anweisung hist).
Damit kann nun die linke Seite der nichtlinearen Gleichung fiir verschiedene
Werte von Q¢ sehr leicht berechnet werden, ohne dafl sie jedesmal neu
eingegeben werden muf.
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Beispiel 7.2 (Seite 128)

inff G

o
[S26)]
(- o
N
= O —

(0]
o

Hh

-
B
_ H — O P, =, OO

|

O~
_ O O 9
“« O~
= o

-

— O = O
(@)
(]

T=0.05
G#=0q(G,T)
P#=0q(P,T)
infc Fz

1

0, 0.005

1

-1, 1

z

0.05
F#=1.5%0q(Fz)
Bu#=can (G#/F#) *2
Bv#=can (G#/P#/F#) *0.025
bode Bu#

a 0.01,5,40 | -280, 40 | m e
bode Bv#

m e
inff L#

0, 2, 1

1.6

-40

-329
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0.565, 20.7

1, 3, O

40

10

10

q

0.05
bode L#

mp e
R#t=can (L#/G#,0.1)

yYyvyy
Rz=0z (R#)
T#=1oop (L#)
Te#t=can (T#/L#xF#)
Te=0z(Te#)/1.5
del Te#
epsi=sabs(Te)
Tu#t=can (T#/G#xF#,0.1)

yyvyy
Tu=0z (Tu#) /1.5
ux=sabs (Tu)
Tv#t=can (Tu#xP#,0.1)

yvyvy
Tv=0z (Tv#)/1.5
del Tu#, Tv#
vx=sabs (Tv)
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