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Kapitel 1

Grundlagen und Begriffe

1.1 Einfiihrung

Die Vorlesungen ,,Control Systems 1”7 und ,,Systemdynamik” verfolgen das Ziel, Studierenden
die Grundlagen der Systemtheorie und der Regelungstechnik zu vermitteln. Eine zentrale Rolle
spielt dabei der Systembegriff, der in zahlreichen Fachdisziplinen von elementarer Bedeutung
ist. Ganz allgemein versteht man unter einem System die Verbindung von interagierenden
Komponenten zu einer zweckgebundenen FEinheit. Im Bereich der Elektrotechnik kann dies
beispielweise eine aus elektronischen Bauteilen bestehende elektrische Schaltung sein. Ein
Beispiel aus der Medizin ist das kardiovaskuldre System, das aus Herz und Blutgefifien besteht
und fiir die Aufrechterhaltung des Blutkreislaufs verantwortlich ist.

Mit Hilfe geeigneter mathematischer Modelle kann das Verhalten von Systemen nachgebildet
werden. Solche Modelle kénnen z.B. bei technischen Systemen durch Anwendung physik-
alischer Gesetzmiiffigkeiten, wie etwa den Newtonschen Axiomen hergeleitet oder aus experi-
mentell gewonnenen Daten abgeleitet werden. Die resultierende mathematische Beschreibung
ermoglicht die Analyse und Simulation der betrachteten Systeme und bildet die Grundlage fiir
zahlreiche Methoden der System- und Regelungstheorie.

1.2 Grundlegende Begriffe

Die Wechselwirkung eines Systems mit seiner Umgebung erfolgt mittels seiner so genannten
Eingangs- und Ausgangsgroflen, siehe hierzu Bild 1.1. Die Eingangsgroflen ug, ..., w,
wirken von der Umgebung auf das System ein und beeinflussen somit dessen Verhalten. Je
nachdem, ob diese Beeinflussung gewollt oder ungewollt ist, spricht man von Stell- oder
Storgroflen. Die Ausgangsgrofien v, ..., y, wirken vom System auf die Umgebung ein und
beeinflussen so diese. In vielen Fillen besitzen Systeme eine Eingangsgrofie v und eine Aus-

gangsgroBe y, man nennt sie Eingréf3ensysteme’.

'In Anlehnung an die englische Bezeichnung ,single input - single output system” spricht man auch von
SISO-Systemen.
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10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

Y2

u Yo
Umgebung

Bild 1.1: Interaktion zwischen einem System und seiner Umgebung

Im vorliegenden Skriptum wird das zeitliche Verhalten von Systemen untersucht. Das be-
deutet, dass die Eingangs- und Ausgangsgrofien Funktionen des Zeitparameters ¢ sind.

Man nennt ein System kausal, wenn die Werte der Ausgangsgrofien zu einem beliebigen Zeit-
punkt ¢; unabhéngig von den zukiinftigen Verldufen der Eingangsgrofien sind. Das bedeutet,
dass die Werte y;(t1),...,y4(t1) ausschlieflich von den Verldufen uq(t),...,u,(t) fir t < ¢;
abhéingen. Bei realen technischen Systemen trifft dies zu, d.h. sie sind kausal.

Systeme, bei denen die Werte y;(t1), ..., y,(¢1) ausschlieBlich von us(t1),...,u,(t1), also von
den Momentanwerten der Eingangsgrofien abhiingen, werden statische Systeme genannt.

Gegeben sei das mathematische Modell
y(t) = Ku(t)

eines System mit der Eingangsgrofle v und der Ausgangsgrofie y. Der Parameter K sei eine
(reelle) Konstante. Offensichtlich handelt es sich hier um ein statisches System.

Im Gegensatz dazu sind kausale dynamische Systeme dadurch charakterisiert, dass die
Werte der Ausgangsgroffen zum Zeitpunkt ¢; nicht nur von den Momentanwerten der Ein-
gangsgrofien abhingen, sondern auch von deren Verldufen in der Vergangenheit, also fiir ¢ < ¢;.

Gegeben sei das mathematische Modell

dy(t) _
o~ 0

eines zeitkontinuierlichen Systems mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y. Zur
Ermittlung des Wertes der Ausgangsgrofle zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, ist die Kenntnis des
Wertes der Ausgangsgrofie zu einem Anfangszeitpunkt ¢, sowie der Verlauf der Eingangsgrofie
im Intervall ¢y < t < t; erforderlich, was unmittelbar aus

it =it + [ oyt

to

ersichtlich ist. Der Anfangswert y(t() repréisentiert gewissermaflen die gesamte ,, Vorgeschichte”
des Systems fiir t < ;.
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1.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 11

[
So genannte Zustandsmodelle spielen in der System- und Regelungstechnik eine besondere

Rolle. Sie stellen eine einheitliche, von der Natur des Systems unabhiingige, mathematische
Beschreibung dar und bilden die Grundlage vieler regelungstechnischer Methoden. Fiir das
Verstidndnis dieser Beschreibungsform ist der Begriff der so genannten Zustandsgroflen es-
sentiell.

Wenn es moglich ist, fiir ein dynamisches System die Zeitfunktionen z;(t),...,z,(t) so
anzugeben, dass die Werte der Ausgangsgrofien y;(t), ..., y,(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt
t1 aus den Verldufen der Eingangsgrofien uy (t), . . ., u,(t) im Intervall ¢y < ¢ < ¢; und den (kon-
stanten) Werten x4 (to), . .., z,(to) berechnet werden kénnen, so bezeichnet man z, ..., z, als
Zustandsgroflen des Systems.

Die natiirliche Zahl n, d.h. die Anzahl der Zustandsgréfien wird auch Systemordnung
genannt. Man beachte, dass die Wahl der Zustandsgrofien fiir ein gegebenes System nicht
eindeutig ist. Vielmehr gibt es fiir ein und dasselbe System unendlich viele Moglichkeiten,
die benétigten n Zustandsgroflen zu wihlen. Diese Freiheiten bei der Festlegung der Zus-
tandsgroflen werden bei zahlreichen Verfahren der System- und Regelungstechnik vorteilhaft
ausgentitzt.

Waihlt man im vorangegangenen Beispiel exemplarisch

so gilt fiir die Systembeschreibung

@—311 —lx
a0 YT 3T

Der Verlauf der Ausgangsgrofie y(t) kann somit iiber die Beziehung

t
y(t) = 1:13(150) +/ u(r)dr.
3 to
ermittelt werden. Offensichtlich kann y(¢) aus dem Verlauf von u(7) im Intervall tp < 7 <'¢
und dem Wert z(tg) eindeutig berechnet werden, d.h. z ist eine Zustandsgrofie des Systems.
Auf analoge Weise kann gezeigt werden, dass sich im vorliegenden Beispiel jede beliebige Wahl
r = ay mit a # 0 als Zustandsgrofie qualifiziert.

In weiterer Folge wird vorausgesetzt, dass die betrachteten Systeme eine endliche Ordnung n
besitzen und durch gewohnliche Differentialgleichungen der Form

dx
d—tl = f1<.fl]1’...,xn7u17"’7up)
(1.1)
dx.,
W - fn(xlu"'vxn7u17""up)

tut fir Regelunds” ““;}5’“
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12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

sowie ¢ algebraische Ausgangsgleichungen

o= gi(x1, .. T, U, Up)
(1.2)

Yg = Gg(T1, . Tp,ur, ... up)
beschrieben werden konnen. Man sagt, dass durch (1.1) und (1.2) ein Zustandsmodell
des betrachteten Systems gegeben ist. Der Zustand des Systems zum Anfangszeitpunkt o,

d.h. die ,Vorgeschichte” des Systems, wird durch die Anfangswerte x;(to), z2(to), - .., zn(to)
reprisentiert.

Fasst man die Zustands-, Fingangs- und Ausgangsgréfien zu Vektoren

z1(t) ui(t) yi(t)
X = : , u = : und y = :
Zn(t) up(t) Yq(t)
zusammen, sowie die (skalarwertigen) Funktionen f,..., f, bzw. g1,..., g, zu den Vektoren
fl (Xv u) g1 (Xv 11)
f(x,u) = : , g(xu) = : :
fn(x; 1) 9q(X, 1)

so erhilt man die Systembeschreibung (1.1) und (1.2) in kompakter Matrixschreibweise

dx

E = f(X, ll), (13)
y = glxu), (1.4)
wobei fiir den Anfangszustand
$1(t0)
xo = X(ty) = : (1.5)
zn(to)

gilt.

Man beachte, dass die rechte Seite der Differentialgleichung (1.3) sowie die Ausgangsgleichung
(1.4) nicht explizit vom Zeitparameter ¢ abhéingen. Solche Systeme nennt man zeitinvariant.
Die Dynamik des Systems, d.h. seine Reaktion auf Eingangsgréfien und Anfangszustéinde
ist somit unabhdngig vom Zeitpunkt der Durchfithrung eines Experimentes. Das bedeutet,
dass bei gleichzeitiger zeitlicher Verschiebung der Verldufe der Eingangsgrofien sowie des An-
fangszustands auch die Ausgangsgrofle die gleiche zeitliche Verschiebung erfihrt. Der An-
fangszeitpunkt kann somit ohne Einschréinkung der Allgemeinheit zu ¢ty = 0 gesetzt werden.
Héngt die rechte Seite der Differentialgleichungen und/oder die Ausgangsgleichung in (1.3)

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.
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1.2. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 13

hingegen explizit vom Zeitparameter ¢ ab, so spricht man von einem zeitvarianten bzw.
zeitvariablen System.

Hiufig werden so genannte Strukturbilder zur Visualisierung von mathematischen Modellen
eingesetzt. Dabei werden mathematische Operationen, wie z.B. Integration, Multiplikation
und Addition durch entsprechende Blocke dargestellt, die geméfl der Modellbeschreibung kom-
biniert werden. Da auch Simulationswerkzeuge, wie z.B. Simulink? auf einer solchen ,block-
orientierten” Eingabe basieren, stellen Strukturbilder oft die Grundlage fiir eine numerische
Simulation des Systemverhaltens dar. Exemplarisch werden an dieser Stelle einige héiufig
verwendete Funktionsblocke angegeben:

Summierer Verstirker Integrierer
U, y }’ol )’ol
- u y u j' y u 1 |y
u, ‘ : S
y(t) = ur(t) — ua(t) y(t) = Ku(t) y(t) = yo + fy ulr)dr
Multiplizierer Funktion
u y u y
* fO
U, U,
y(t) = ua(t) - ua(t) y(t) = f(u1, uz)

Aus (1.3) folgt, dass der Zustandsvektor x(¢) prinzipiell durch Integration der rechten Seite
der Differentialgleichung (1.3) ermittelt werden kann, d.h.

x(t) = %o + /0 £ (x(7), u(r)) dr. (1.6)

Hierbei ist die Integration elementweise auf f (x(7),u(7)) anzuwenden. Aus (1.6) kann auch
der wichtige Schluss gezogen werden, dass die Zustandsvariablen® stetige Funktionen der Zeit
sind. In Bild 1.2 ist das zu (1.3) gehorige Strukturbild dargestellt, wobei vektorielle Groen
iiberlicherweise durch fett gezeichnete Verbindungslinien dargestellt werden.

Die Losungen x(t) der Systemgleichungen (1.3) héngen offensichtlich vom Anfangszustand xg
und vom Verlauf der Eingangsgréflen u(7) im Intervall ¢y < 7 < ¢ ab. Diese Abhiingigkeit
wird im Folgenden durch

x(t)=r<’;0<7)7t0§7§t> oder kurz x:r(’l‘f) (1.7)

symbolisiert. Systeme, deren rechte Seite ausschliellich vom Zustandsvektor x abhingt, wer-
den autonom genannt. Nach einer anfinglichen Anregung durch den Anfangszustand xg

2www.mathworks.de

hierbei werden (praktisch nicht realisierbare) Eingangsgrofien, die so genannte Dirac-Impulse enthalten,
explizit ausgeschlossen.
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14 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

b
I—»

Bild 1.2: Strukturbild zu System (1.3), (1.4)

verlduft die ,Bewegung” eines autonomen Systems ohne weitere Beeinflussung von auflen.
Das System ist ,sich selbst iiberlassen”. Die Beschreibung von autonomen Systemen ergibt
sich unter der Annahme von u(t) = 0 aus (1.3) zu

‘fl—’; =f(x,0), dh. x=T ( o ) (1.8)
Die Zustandsvariablen kénnen als Koordinaten eines n-dimensionalen Koordinatensystems,
dem so genannnten Zustandsraum interpretiert werden. Im Falle n = 2 spricht man von
der Zustandsebene. Die Kurve, die eine Losung x(t) im Zustandsraum beschreibt, wenn
der Zeitparameter ¢ variiert, wird Bahnkurve oder Trajektorie genannt. Der Richtungssinn
von Trajektorien fiir wachsende Zeiten ¢ wird bei der graphischen Darstellung durch Pfeile
gekennzeichnet. In Bild 1.3 ist exemplarisch eine Trajektorie eines Systems dritter Ordnung
im Zustandsraum dargestellt, der Anfangszustand ist durch x, gekennzeichnet.

Bild 1.3: Trajektorie im dreidimensionalen Zustandsraum

1.3 Linearitat

Ein System (1.3) heifit linear, wenn es beziiglich seiner Anfangszustéinde xo und seiner Ein-
gangsgroflen u dem Superpositionsprinzip geniigt. Das bedeutet, dass die zu beliebigen

Instltut fir Regelungs— ‘FTU
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1.3. LINEARITAT 15

Anfangszustinden und Eingangsgrofien gehorigen Losungen (1.7) fiir beliebige Konstanten «
und 3 den folgenden Bedingungen geniigen:

o r(3)-r(%)r(a)
(i) r(o‘xﬂﬁlgﬁx‘” ) :af‘(xg’l ) +BF(X8’2> (1.9)

(i) r(auliﬁm):ar(i)wr(i)

Auflerdem muss gegebenenfalls die Ausgangsgleichung y = g(x,u) ensprechende Eigen-
schaften besitzen. In Analogie zu (1.9) wird die Abhingigheit der Ausgangsgrofien y von

x und u durch
X
y=T ( u ) (1.10)

symbolisiert. Es muss dann gelten:

o (3)-r(5)r(2)
) T(O‘Xlgﬁ"?):w(’g )+5’r<’(‘f) (1.11)

SO ( aulgﬁuz ):aT( ‘?1 >+BT< 32 )

Ein System, das den Bedingungen (1.9) und / oder (1.11) nicht geniigt, nennt man nichtlin-
ear.

Gegeben sei das autonome System
dv
i

Es soll untersucht werden, ob das System linear ist. Da auf das System keine Eingangs-

grofe wirkt, muss lediglich Bedingung (1.9,ii) iiberpriift werden. Die Losung der Differential-
gleichung lautet

—x, z(0) =: xo.

z(t) = e ' .

Daraus ist ersichtlich, dass die Linearitéitsbedingung erfiillt ist. ]

Gegeben sei das System

dz
7 = T x(0) =:
y = a°

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.
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16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

Die Ausgangsgleichung erfiillt die Bedingung (1.11) nicht, das System ist somit nichtlinear. |

Eine grofle Klasse von Systemmodellen, die den Bedingungen (1.9) und (1.11) geniigen, besitzt
die Form

d
d—’t‘ — Ax+ Bu, (1.12)

y = Cx+ Du,

wobei A, B, C und D konstante Matrizen passender Dimensionen sind. Systeme der Form
(1.12) reprisentieren eine wichtige Klasse von linearen, zeitinvarianten Systemen, die
oft auch LZI-Systeme genannt werden. Fiir ein System der Ordnung n ist die System-
oder Dynamikmatrix A eine n x n Matrix?!, die Eingangsmatrix B ist eine n x p Matrix,
wobei p die Zahl der Eingangsgroéfien ist. Unter der Annahme von ¢ Ausgangsgrofien ist die
Ausgangsmatrix C eine ¢ x n Matrix und die Durchgriffsmatrix D hat die Dimension
q X p. Im Falle eines Eingroflensystems, d.h. fiir p = ¢ = 1 lautet die Systembeschreibung

d
d—’t‘ = Ax+ bu, (1.13)
y = clx+du.

Der Eingangsvektor b ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor, der Ausgangsvektor c’ ein

n-dimensionaler Zeilenvektor und der Durchgriff d eine skalare Grofle. Das zu (1.13) gehorige
Strukturbild ist in Bild 1.4 dargestellt.

rm
alp>o— | |5 !

A

Bild 1.4: Sturkturbild eines zeitkontinuierlichen Zustandsmodells der Form (1.13)

Die Griinde, warum diese Systemklasse in der System- und Regelungstechnik eine herausra-
gende Rolle spielt, sind vielfiltig:

e die Systeme sind aus mathematischer Sicht ,gutmiitig”, d.h. die Existenz und Ein-
deutigkeit der Losungen sind gesichert

e viele reale Systeme koénnen hinreichend genau durch Systeme dieser Form beschrieben
werden

4oft wird auch die Schreibweise (n,n)-Matrix verwendet

tut fir Regelunds” ““;}5’“
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1.4. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 17

e es existieren viele bewihrte Verfahren, die fiir diese Systemklasse mafigeschneidert sind

Aus den oben genannten Griinden wird die Klasse der linearen, zeitinvarianten Systeme auch
im Mittelpunkt aller weiteren Ausfithrungen in diesem Skriptum stehen. Wie im folgenden Ab-
schnitt gezeigt wird, konnen nichtlineare Systeme durch lineare Systeme approximiert werden,
was in weiterer Folge die Anwendung von ,linearen” Methoden erlaubt.

1.4 Beispiele fiir dynamische Systeme

1.4.1 Elektrische Systeme

Die Herleitung von Zustandsmodellen zur Beschreibung von idealisierten elektrischen Netz-
werken, bestehend aus Widerstinden, Kondensatoren und Spulen ist ziemlich geradlinig. Die
Systemordnung n wird im Allgemeinen durch die Anzahl der ,Energiespeicher” bestimmt,
also durch die Zahl der Kapazititen und Induktivititen. Es bietet sich an, als Zustands-
variablen die Spannungsabfiille an Kapazitidten und Strome durch Induktivititen zu wihlen.
Das Zustandsmodell ergibt sich dann aus der Anwendung der Kirchhoffschen® Regeln.

Gegeben sei das in Bild 1.5 dargestellte ideale elektrische Netzwerk, bestehend aus einer
Spannungsquelle, zwei Ohmschen Widerstéinden R; und Ry, der Kapazitit C' und der Induk-
tivitdt L. Die Eingangsgrofle sei die Spannung u, die Ausgangsgrofle ist der Spannungsabfall
am Widerstand R.

Bild 1.5: Elektrisches Netzwerk mit zwei Energiespeichern

Als Zustandsvariablen werden - wie oben erldutert - der Strom z; und die Spannung x5 gewihlt.

Offensichtlich gilt dann
dx
To = Ld—tl + RQ.Tl,
d.h. die erste Zustandsdifferentialgleichung lautet
A T
Weiters gilt
u = Ryt + x9,

®benannt nach dem deutschen Physiker Gustav Robert Kirchhoff (1824 - 1887)

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.
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18 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

wobei sich der Strom i geméif3

dx
z':z'c—l—xl:C’d—;—i—xl

errechnet. Daraus folgt

d
u = R10% + Rll’l + T,
und fiir die zweite Differentialgleichung gilt
@ = —i:c — ! To + U
i~ C' RCT T RCT

Die Ausgangsgleichung ist durch
y=Rom

gegeben. Zusammenfassend lautet somit das Zustandsmodell des elektrischen Systems

dCL’l R2 1

I A e

s 1 1 1

o oM T mRo™ T RO™
y = Rgxl.

Das vorangegangene Beispiel verdeutlicht, dass die Komponenten des Zustandsvektors x ver-
schiedene physikalische Dimensionen besitzen kénnen. Im Beispiel ist x; ein elektrischer Strom
(Einheit Ampére) wihrend x5 eine elektrische Spannung (Einheit Volt) darstellt.

1.4.2 Mechanische Systeme

Bei der translatorischen Bewegung von Massen ist es zweckmiiflig, deren Positionen und
Geschwindigkeiten als Zustandsvariablen einzufithren. Analog dazu kénnen bei rotatorischen
Bewegungen von Massen deren Drehwinkel und Winkelgeschwindigkeiten gewéhlt werden.

Gegeben sei das in Bild 1.6, links dargestellte Masse-Feder System, bestehend aus einem
Koper mit der Masse m und einer Feder mit linearer Federkennlinie, charakterisiert durch
die Federkonstante c. Die Position der Masse wird mit y bezeichnet, wobei y = 0 der Lage
bei entspannter Feder entspricht. Fiir die Reibung zwischen Korper und Untergrund wird
Coulombsche® Reibung angenommen, der Reibungskoeffizient wird mit p bezeichnet. Weiters
wirkt auf den Korper eine duflere Kraft . Die Anwendung des zweiten Newtonschen’ Gesetzes
liefert die Differentialgleichungen
dy dv

7 =, mE = —cy — pmgsignv + F

Sbenannt nach dem franzosischen Physiker Charles Augustin de Coulomb (1736 - 1806)
"benannt nach dem englischen Forscher Isaac Newton (1642 - 1727)

Instltut fir Regelungs— ‘FTU
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1.4. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 19

Z )
c :
‘ ‘m —sF
: | ™ |u
77 & 7
mg

Bild 1.6: Mechanische Systeme: Masse-Feder System und Pendel
wobei v die Geschwindigkeit des Korpers ist und g die Erdbeschleunigung représentiert. Fiihrt
man nun die Zustandsvariablen
r1=y und xy=v

ein, so erhilt man mit der Schreibweise u := I’ die Systembeschreibung

d$1
_— = €T s
dt 2
dl@ c .
— = —— I — pugsignr, + —u,
dt m m
Yy = @2i.

Das mathematische Modell des in Bild 1.6, rechts dargestellten Pendels soll aufgestellt
werden.  Dabei wird idealisierend vorausgesetzt, dass das Pendel aus einem drehbar
gelagerten, masselosen Stab der Linge [ und einer punktférmigen Masse m am Stabende
besteht. Das der Pendelbewegung entgegenwirkende Reibungsmoment (Lagerreibung) sei der
Winkelgeschwindigkeit proportional (Proportionalitidtsfaktor k). Mit Hilfe des Drallsatzes
ergeben sich die Differentialgleichungen

do dw

i w, ml2% = —mglsing —kw mit & > 0,

wobei w die Winkelgeschwindigkeit des Pendels ist. Fiihrt man als Zustandsvariablen den
Pendelwinkel und die Winkelgeschwindigkeit ein, d.h.

T =@, Ty = W,

so ergibt sich das folgende Zustandsmodell:

dlj

R f— x

dt 2

ds g . k

— = —5sinxr — —5 o,

dt l Lom?
Yy = 2.

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.
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20 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

Die zum Pendelmodell gehorigen Trajektorien sind in Bild 1.7 fiir £ = 0, d.h. fiir den reibungs-
freien Fall, dargestellt. Die ungedimpften Pendelbewegungen sind hier deutlich zu erkennen.
In Bild 1.8 sind die entsprechenden Trajektorien fiir £ > 0 dargestellt.

SN
N0

12
&)

=~

W)

2n

=o

Bild 1.7: Trajektorien des Pendelmodells fiir £ = 0

b

= O

1

Bild 1.8: Trajektorien des Pendelmodells fiir £ > 0

1.4.3 Réauber-Beute Modell

Nach Volterra und Lotka kann die Réduber-Beute Beziehung zweier (hinreichend grofier) Pop-
ulationen mit Hilfe der gekoppelten Differentialgleichungen

(1371 b

— = ax; — br1x

dt 1 142,
dl@

— = —cx9 +driz
o7 2 1T

mit den positiven Konstanten a, b, c,d > 0 beschrieben werden. Hierbei reprisentiert z; die
»2Anzahl” der Beutetiere und x5y stellt die ,,Anzahl” der Rduber dar. Das Modell beruht auf
der Annahme, dass sich ohne natiirliche Feinde, d.h. fiir x5 = 0, die Beutetiere exponentiell
mit der Rate a vermehren. Umgekehrt nimmt die Population der Réuber fiir x1 = 0 wegen

Ty,

fiir Regelungs
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1.4. BEISPIELE FUR DYNAMISCHE SYSTEME 21

Nahrungsmangels exponentiell mit der Rate ¢ ab. Die Wechselwirkungen zwischen den beiden
Populationen werden durch die Terme bxixo und dxizs charakterisiert. In Bild 1.9 sind die
zeitlichen Verldufe von z; und x5 fiir 21(0) = 40 und z2(0) = 20 und die Modellparameter
a=0.5,b=d=0.01, c = 0.8 dargestellt. Weiters ist fiir die gleichen Anfangswerte der Verlauf
der Trajektorie in der Zustandsebene eingezeichnet. Man erkennt, dass sich eine geschlossene
Trajektorie ergibt. Das bedeutet, dass x; und x5 periodische Funktionen der Zeit sind.

200

150

| | |
| | |
| |
l ‘ l
20 40 60 80 100 120 140 160 180

Bild 1.9: Réuber - Beute Beziehung

Weiters ist in Bild 1.9 eine so genannte Ruhelage des Systems eingezeichnet. Sie ist durch
z1 r(t) = £1(0) =konst. und x5 g(f) = x2(0) =konst. charakterisiert. Das bedeutet, dass sich
die beiden Populationen in einem Gleichgewicht befinden. Dieser spezielle Zustand ergibt sich
aus den algebraischen Gleichungen

dCL’LR
dt

dCL’ZR .
dt

=0= ari R — b$17R T2 R und 0= —CT2 R + d$17R T2 R-
Die Ruhelage 1 p = 2 r = 0 stellt hier den ,trivialen Fall” dar, fiir die praktisch relevante

Ruhelage ergibt sich
c a

T1,R = E’ T2,R = g

1.4.4 Epidemiemodell (,,SIR-Modell”)

Bei vielen klassischen Epidemiemodellen, wie auch bei dem hier vorgestellten Kermack-
McKendrick Modell wird eine Gesamtpopulation in drei unterschiedliche Klassen eingeteilt.
Die erste Klasse ,,S” (=susceptibles) umfasst gesunde und infizierbare, also nicht-immune, Per-
sonen. Die zweite Klasse ,I” (=infectives) umfasst infektitse Personen und die dritte Klasse

t fir Regelungs— TU
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22 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

»,R” (=removals) wird durch Personen gebildet, die (nach einer Erkrankung) dauerhaft immun
sind, wie es zum Beispiel bei Kinderkrankheiten wie Masern der Fall ist. Die ,Anzahl” der
Individuen in ,,S” wird mit x; bezeichnet, zu ,I” gehéren x5 und zu ,R” gehoren x3 Personen.
Es wird vorausgesetzt, dass die Gesamtpopulation konstant ist, d.h.

x1(t) + x2(t) + z3(t) = N = konstant.

Da Elemente der Klasse ,,S” durch Ansteckung zu Elementen der Klasse ,I” werden und nach
Gesundung schliefllich zur Klasse ,,R” gehoren, spricht man auch vom SIR-Modell. Es besteht
aus den drei gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen

dl‘l

— = —aIr1x9,

dt 142

dI‘Q b
— =  aX1T9 — 0T9,
dt 142 2
dI‘3

— = bz,

dt ?

Die positive Konstante a wird Infektionsrate genannt, die positive Konstante b ist die
Immunisierungsrate. Man beachte, dass sich im obigen mathematischen Modell die Tatsache
widerspiegelt, dass die Gesamtpopulation konstant ist, denn es gilt

dry | dry  drs
dt dt dt
Das Strukturbild zum mathematischen Modell ist in Bild 1.10 dargestellt. Wenn ausgehend

=0.

|
e
Xz'ol x3~“i
I

A

A4
S

A
—
iwx

Bild 1.10: Strukturbild zum Epidemiemodell

von den Anfangswerten x1(0) 4+ 22(0) + 23(0) = N die Zahl der Infizierten, also x5, zunimmt,

d.h.
dl’g

dt |,

so spricht man vom Ausbruch einer Epidemie. Dies ist offensichtlich dann der Fall, wenn x4 (0)
grofler als der Schwellwert

> 0,

¢ fiir Regelungs” #“‘;U
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Bild 1.12: Ausbruch einer Epidemie

Bild 1.11: Krankheitsverlauf ohne Epidemie
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24 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN UND BEGRIFFE

ist. In Bild 1.11 sind die Verldufe der Populationsgrofien dargestellt, wobei fiir die Gesamt-
population N = 1000 gilt, die Infektionsrate a betrigt 0.002, die Immunisierungsrate b ist 2.
Wie man leicht iiberpriifen kann, bricht fiir 21(0) = 800 und x5(0) = 200 keine Epidemie aus.
Im Gegensatz dazu bricht fir N = 1000, a = 0.004, b = 0.4 und z1(0) = 999, 22(0) = 1 eine
Epidemie aus, was auch aus Bild 1.12 hervorgeht.

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.
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Kapitel 2

Zeitkontinuierliche Systeme

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden lineare, zeitinvariante Eingroflensysteme der Form

Z—? = Ax+bu (2.1)
y = c'x+du (2.2)
mit dem Anfangszustand
xp := x(tg = 0)

analysiert. Mit x wird der n-dimensionale Zustandsvektor bezeichnet, u ist die Eingangsgrofie
und y die Ausgangsgrofie des Systems. Die Zeitinvarianz von (2.1) impliziert, dass die System-
matrix A, der Eingangsvektor b, der Ausgangsvektor ¢ und der Durchgriff d konstante Grofien
passender Dimensionen sind.

2.2 Losung der Systemgleichungen

Da es sich bei den Zustandsgleichungen (2.1) um lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten handelt, kann die Laplace-Transformation eingesetzt werden. Wendet man (A.9)
auf (2.1) an, so erhilt man

sX(s) —xo = AX(s) +bu(s),

wobei

X(s) =LA{x(t)} und u(s)=L{u(t)}.

Daraus ergibt sich unmittelbar
(sE—A) x(s) =x¢ + bu(s),

wobei E die n X n - Einheitsmatrix repréisentiert. Nach einer Multiplikation mit (sE — A)™"
von links findet man

%(s) = (SE — A)"'x¢ + (sE — A) " b(s). (2.3)

25
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26 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Definiert man die n x n - Matrix
b(s):=(sE-A)"" dh  ¢(t)=L{(SE-A)}, (2.4)

so gilt - nach Anwendung des Faltungssatzes (A.8) - fiir die Losung

x(t) = ¢(t) xo + /0 ¢(t —71)bu(r)dr. (2.5)

Der Losungsvektor x(t) repréisentiert das zeitliche Verhalten des Systems (2.1) als Reaktion
auf einen Anfangswert x, und die Eingangsgrofie u(t). Das Systemverhalten (2.5) kann in zwei
additive Anteile zerlegt werden. Der erste Anteil riihrt von der , Vorgeschichte” des Systems
her, also vom Anfangszustand xo, man spricht von der freien Losung X f,¢;(t). Im Gegensatz
dazu wird der zweite Anteil durch den Verlauf der Eingangsgrofie «(7) im Intervall 0 < 7 <t
gepriigt, man spricht von der erzwungenen Ldsung X.,.,(t). Diese Erkenntnis kann man -
unter Verwendung der in (1.7) eingefiihrten Notation - folgendermafien zusammenfassen:

_ X0 _ ] . Xo 0
X—P(u)—xﬂeﬁxmw—l“(o)—irF(U) (2.6)

Aufgrund der Struktur von (2.5) ist unmittelbar einzusehen, dass auch die restlichen Eigen-
schaften der Linearitétsbedingung (1.9) erfiillt sind.

Die Ausgangsgrofie kann mittels Relation (2.2) berechnet werden, im Bildbereich gilt mit (2.3)
g(s) =c" (SE—A) 'xo+ [¢" (SE — A) ' b +d] a(s), (2.7)

bzw. unter Verwendung von (2.5) im Zeitbereich

y(t) = cTo(t) xo + /Ot clo(t — ) bu(r)dr + du(t). (2.8)

Analog zu (2.5) kann die Ausgangsgrofie also in einen Anteil, der vom Anfangszustand herriihrt
und einen Anteil, der vom Verlauf der Eingangrifle geprigt wird, zerlegt werden. Unter
Verwendung der Notation (1.10) kann man schreiben

RORORE

Wie man sich iiberzeugen kann, sind auch die weiteren Eigenschaften von (1.11) gegeben.

2.2.1 Freie Losung

Unter der freien Losung eines Systems versteht man diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System ausschliefSlich durch den Anfangszustand x, angeregt wird. Somit ist hier
das autonome System

dx

o = Ax (2.10)
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2.2. LOSUNG DER SYSTEMGLEICHUNGEN 27

zu untersuchen. Gemif (2.5) gilt fiir die Losung dann

x(t) = ¢(t) xo. (2.11)

Die Matrix ¢(t) wird Transitionsmatrix! genannt, sie beschreibt den Ubergang des Zu-
standsvektors von seinem Anfangswert zu seinem Wert zum Zeitpunkt ¢. Thre Berechnung
kann mit Hilfe von Formel (2.4) erfolgen.

Fiir das autonome System zweiter Ordnung

x_|11 X mit xg=|
at |2 2 0 Ta0 |

ergibt sich die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix geméf (2.4) zu

- . -1 1 s—2 1
¢<8)_(SE_A) _8(8—3) ) s—1 1"
Eine Partialbruchzerlegung und anschlieBende Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt
2 1 1 1 2 1, 1 1.,
()= Lo s 503 sTs=s |l | 373° 53¢
3 2+ 2 1+ 2 N 2+23t 1+23t
—— -+ — ——+ e —+ e
s s—3 s s—3 3 3 3 3

Fiir den zeitlichen Verlauf des Zustandsvektors gilt somit

2 1., r 14
—+ —e€ ZL‘10+ ——+ = T20
- o 3 3 ’ 3 3 ’
X(t) - ¢(t) Xo = 2 2 5 1 2 5
—g + 56 ) x1,0 + (g + g x2.0

2.2.2 Erzwungene LOsung

Die erzwungene Losung oder Bewegung eines Systems ist diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System bei verschwindendem Anfangszustand® xo = 0 durch die Eingangsgrofie u(t)
angeregt wird. Nach (2.5) gilt unter diesen Umsténden

x(t) = /0 o(t — ) bu(r) dr. (2.12)

Gegeben sei das mathematische Modell

dx

— =—Tr+u
dt

Nat. transire = iibergehen
man sagt: ”Das System befindet sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 in Ruhe”
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28 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

eines linearen, zeitinvarianten Systems erster Ordnung mit der Eingangsgrofie u. Mit Hilfe
von (2.12) findet man mit ¢(t) = e~ fiir die erzwungene Losung

t t
x(t) = / e" 1 u(r)dr = et/ e’ u(r)dr.
0 0
Wihlt man beispielsweise als Eingangsgrofle einen Einheitssprung, d.h. u(t) = o(t), so gilt

r(t)=1-—¢"

2.2.3 Ubertragungsfunktion
Fiir die Ausgangsgrofie folgt unter der Annahme xy = 0 aus (2.7) im Bildbereich unmittelbar
3(s) = [¢" (sSE — A)""'b +d] a(s). (2.13)

Der Ausdruck

G(s) := % =c"(SE—A)'b+d (2.14)

ist die so genannte Ubertragungsfunktion des Systems. Sie beschreibt das Ubertragungsver-
halten eines linearen, zeitinvarianten Systems im Bildbereich.

Gegeben sei das Zustandsmodell

dx 1 2 1
E:[34}x+[2]u, y=1[0 1]x+2u

Fiir die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems gilt dann

=211 2] ] ree el

2|
—~

s)
oo .
Weiterfithrende Informationen iiber die Ubertragungsfunktion finden sich in Kapitel ?7?

2.3 Ruhelagen

Ruhelagen sind spezielle Losungen der Systemgleichungen (2.1), die dadurch charakterisiert
sind, dass fiir den Zustandsvektor gilt:

x(t) = xr = konst. (2.15)

Das bedeutet, dass sich das System in einem ,,Gleichgewichtszustand” befindet, der auch
Ruhelage genannt wird. In einer Ruhelage nehmen alle Systemgrofien, d.h. Eingangsgrofie
und Zustandsgroflen konstante Werte an, d.h. es gilt

dXR
— =0. 2.1
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2.3. RUHELAGEN 29

Da auch die Eingangsgrofle als konstant angenommen wird, d.h.
u(t) = ur = konst.

fithrt die Bedingung (2.16) auf das lineare Gleichungssystem

—AXR = buR (217)
zur Ermittlung der Ruhelagen. Bezeichnet man mit ay, ..., a, die Spalten der n x n - Matrix
A | d.h

A:[al a ... an]
und mit 1 g, ..., 2, r die Komponenten der gesuchten Ruhelage xp, also
T
XR = [ ILR Zlfn7R:| s

so kann (2.17) folgendermaflen dargestellt werden:
— (alscLR + A2T2 R + ...+ an$n7R) = buR

Die Ermittlung moglicher Ruhelagen reduziert sich also auf die Beantwortung der Frage, ob
der Vektor (bug) als Linearkombination der Spaltenvektoren von A dargestellt werden kann.
Ist das der Fall, so gibt es mindestens eine Ruhelage, anderenfalls existiert keine Ruhelage.
Eine geometrische Interpretation fiir n = 2 liefern die folgenden Abbildungen:

1 Ruhelage keine Ruhelagen oo viele Ruhelagen

Uber den so genannten Rang einer Matrix kann die vorliegende Problemstellung prignant
formuliert werden. Er gibt an, wieviele linear unabhéingige Spalten (bzw. Zeilen) eine Matrix
besitzt. Offensichtlich kann der Vektor (bug) genau dann als Linearkombination der Spalten
von A dargestellt werden, wenn gilt:

rang (A) = rang(A :bug)

Das bedeutet, dass die n x (n+ 1) - Matrix, die sich durch das Hinzufiigen des Vektors (b ug)
als zusétzliche Spalte ergibt, den gleichen Rang besitzt wie die Matrix A. Dies trifft auf jeden
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30 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Fall zu, wenn A regulir ist, also den Hochstrang, d.h. rang(A) = n besitzt. Dann gibt es
genau eine Ruhelage, ndmlich
Xp = —-Al_ll)ZLH

Im Falle einer singuléiren Matrix A mit rang(A) = rang(A :bug) < n gibt es unendlich viele
Ruhelagen, man spricht dann von einer Ruhezone.

Die gefundenen Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst.

rang (A) =n rang (A) < n
xp=—A"bug rang(A) = rang(A :bug) rang(A) < rang(A :bug)
genau eine Ruhelage oo viele Ruhelagen keine Ruhelage

Es sollen die Ruhelagen des linearen, zeitinvarianten Systems
d I - -1 1 T 0
alnl-Loa] (a3

-1 1 0
00 UR

ermittelt werden. Es gilt:

(AEbuR):[

Fiir den Fall ugp = 0, d.h. rang(A) =rang(A:bugr) = 1 gibt es unendlich viele Ruhelagen,
nédmlich
1
Xp=w [ 1 } ’

wobei « eine beliebige reelle Konstante ist. Fiir ur # 0, also rang(A) <rang(A:bug) = 2
existiert keine Ruhelage. ]

2.4 Linearisierung um eine Ruhelage

In vielen Fillen fithrt die mathematische Modellierung von Systemen auf nichtlineare Modelle
der Form

dx
dt
y = g(xu). (2.19)

= f(x,u), (2.18)

Eine naheliegende Idee besteht darin, das Verhalten des nichtlinearen Systems durch ein line-
ares System zu approximieren. Eine solche Approximation wird im Allgemeinen nicht global,
d.h. im gesamten Zustandsraum giiltig sein. Eine in der Praxis bewiihrte Methode ist die
so genannte Linearisierung um einen Arbeitspunkt. Ein Arbeitspunkt des nichtlinearen
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2.4. LINEARISIERUNG UM EINE RUHELAGE 31

Systems ist hier dadurch charakterisiert, dass alle Systemgroflen, also Eingangsgrofie, Zus-
tandsgroflen und damit auch die Ausgangsgrofle konstante Werte annehmen, d.h.

u(t) = ug = konst., x(t) = xg = konst. = y(t) = yg = konst.

Das System befindet sich also in einem ,,Gleichgewichtszustand”, der auch Ruhelage genannt
wird. Die konstanten Systemgrofen miissen die aus (2.18) resultierenden Bedingungen

0= f(XR, UR) (220)
erfiillen, fiir die zugehorige Ausgangsgrofie gilt dann

Yr = 9(XR, UR). (2.21)

Da das Systemverhalten ,in der Nidhe” des Arbeitspunktes beschrieben werden soll, ist es
zweckmiiflig, mit Abweichungen aus der betrachteten Ruhelage zu operieren. Aus diesem
Grund setzt man

x =xp+ Ax, u=ugr+ Au, (2.22)

wobei Ax, Awu Auslenkungen aus der Ruhelage repisentieren. Damit lautet die System-

beschreibung (2.18) nun

ddA—tX: f(xp + Ax,ug + Au).

Mit dem Ziel der Linearisierung um den Arbeitspunkt wird die nichtlineare Funktion f in eine
Taylor-Reihe® entwickelt, d.h.

of
f(xp + Ax,up + Au) = f(xg, ug) + Ix

Ax+ﬁ

A T.h.O.
7 U+ O

XRyUR

XRYUR

Unter Vernachléssigung der Terme hoherer Ordnung (T.h.O.) und unter Beriicksichtigung von
(2.20) erhilt man somit das vereinfachte System

dAx  Of of
—_— = = A — Au. 2.23
dt ox X+ ou “ ( )
XRUR XRyUR
Dabei gilt
fr of  Of1 of fr
o0x ox1 Oxre " Oxn ou
o) o) o) 0 )
ofF || | gk gk oo | 224
8X . . ‘. . au . ’ .
Ofn Ofn Ofn Ofn Ofn
o0x oxr1 Oxre " Oxn ou

$benannt nach dem britischen Mathematiker Brook Taylor (1685 - 1731)
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32 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

ox

folgt auf analoge Weise nach einer Taylor-Reihenentwicklung, also

of
wobei die n x n Matrix <—) die so genannte Jacobi*-Matrix ist. Fiir die Ausgangsgrofe y

AXvL@

M Au+ T.h.O.,

0
y = g(xr + Ax,ur + Au) = g(xg, ug) + 8_i

XRyUR XRYyUR

nach Vernachléssigung von Termen htherer Ordnung und unter Beriicksichtigung von (2.21)

_ 9
- Ox

Ax+ 9 Au. (2.25)

A
y ou

XRUR XRYyUR

Man erkennt, dass es sich bei (2.23), (2.25) um ein lineares, zeitinvariantes System der Form
(1.13) handelt, wobei

_of
COx ’

XRYyUR

_of

_of r_9
ou

C _—
’ ox

XRYyUR

dg
d d= =22
un au

XRYyUR XRyUR

A b

gilt. Dieses System approximiert das Verhalten des nichtlinearen Systems (2.18) in einer
Umgebung der betrachteten Ruhelage.

Es wird wieder das in Bild (1.6) dargestellte Pendel untersucht. Wie bereits gezeigt, lautet
das zugehorige mathematische Modell

d o | _ 2 _ | filzr,z2)

= g . k = i

dt | x2 —=sinx — ——=29 fa(x1, x2)
l mil?

Die Ruhelagen des (autonomen) Systems sind durch

Tor =0 und sinzyr =0

charakterisiert. Fiir
r1p=*x2imr, 1=0,1,2,...

befindet sich das Pendel in der ,hiéingenden” Ruhelage, wiihrend
rip==x2i+1)m, i=0,1,2,...

die ,aufrechte” Ruhelage beschreibt. Fiir die Linearisierung um diese Arbeitspunkte berechnet
man die Jacobi-Matrix

of of
of o1 0o 0 1
o = = g ko,
ox f2 f2 —Z oS8T ——

6z1 6952 l ml

“benannt nach dem deutschen Mathematiker Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 - 1851)
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2.4. LINEARISIERUNG UM EINE RUHELAGE 33

d.h. das linearisierte mathematische Modell lautet

0 1
dAx [ Ax

XR

g
—=cosr; ——=

20 = k
dt l ml?

Daraus folgen unmittelbar die linearisierten Systembeschreibungen

0 1 0 1
e I PSS R
[ ml? [ ml?
,hidngende” Position maufrechte” Position

In Bild 2.1 sind die Verldufe des Pendelwinkels von nichtlinearem und linearisiertem Modell
dargestellt. Als Anfangsauslenkungen wurde x;9 = 0.35 rad (=20°) bzw. z;, = 1.05 rad
(=60°) gewiihlt, das Pendel befindet sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Stillstand, d.h. x99 = 0
rads™ 1. ]

60

40

20

=0

-20

-40

-60

Bild 2.1: Gegeniiberstellung des linearisierten Pendelmodells und des nichtlinearen Modell
(rot). linkes Bild: Pendelwinkel iiber Zeit rechtes Bild: Verlauf der Trajektorien

Gegeben sei das mathematische Modell

d
& —(r—-22+9%* y=2"+u

dt
eines Systems mit der Eingangsgrofle u, der Ausgangsgrofle y und der ZustandsgroBle z. Ruhe-
lagen miissen die Bedingung (zp — 2)2 = 9u% erfiillen. Fiir einen vorgegebenen Wert up = 1
ergeben sich somit die beiden Ruhelagen

rpa =95 und xpo=—1.
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34 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Die zugehorigen Ausgangsgrofien nehmen die Werte yp 1 = 26 bzw. yro = 2 an. Mit f(z,u) =
—(z —2)% 4+ 9u? und g(x,u) = 2% + u folgt unmittelbar
of of 99 _

2L = 2p 44, = =18,

dg
Oz ou 2% 5

=1.
ox T Ou

Fiir die (willkiirlich gew#hlte) erste Ruhelage folgt somit die linearisierte Systembeschreibung

ddA—: = —6Ax + 18Au, Ay =10Az + Au.

2.5 Asymptotische Stabilitét

Zur Beurteilung der so genannten asymptotischen Stabilitéit wird das autonome System

d
d_)tc =Ax mit x¢:=x(t=0) (2.26)
betrachtet. Das System (2.26) wird asymptotisch stabil genannt, wenn fiir jeden Anfangszu-
stand xq die Bedingung

lim x(¢) =0 (2.27)

t—o0

erfiillt ist. Das bedeutet, dass jede Trajektorie - unabhéngig von ihrem Startpunkt xq - fiir
t — oo in den Ursprung des Zustandsraumes einléiuft.

Aus obiger Definition geht auch hervor, dass ein asymptotisch stabiles System (2.26) als einzige
Ruhelage xi den Koordinatenursprung des Zustandsraumes besitzt.

Da (2.27) fiir jeden beliebigen Anfangszustand xg gelten muss, folgt aus (2.11) unmittelbar

tlim o(t) = 0. (2.28)
Das bedeutet, dass jedes Element der Transitionsmatrix eines asymptotisch stabilen Systems
fiir t — oo verschwindet. Dies kann mit Hilfe des Endwertsatzes der Laplace-Transformation
iiberpriift werden. Dazu wird die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix

o(s) = (sE — A)_1 (sE—A)

~ det (sE — A) adj *

betrachtet. Dabei ist A(s) = det (sE — A) das charakteristische Polynom der Matrix A,
das den Polynomgrad n besitzt. Die Adjunkte (sE — A)adj ist eine Polynommatrix, deren
Elemente Polynomgrade kleiner oder gleich (n — 1) besitzen. Die Elemente von ¢(s) sind
also gebrochen rationale Funktionen. Gemifl den Ausfithrungen iiber den Endwertsatz im
Abschnitt ?7? ist (2.28) genau dann erfiillt, wenn die Nennerpolynome aller Elemente von ¢(s)

Hurwitzpolynome sind.
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2.5. ASYMPTOTISCHE STABILITAT 35

Bild 2.2: Trajektorien zu (2.29) - man spricht in diesem Zusammenhang von einem (instabilen)
Sattelpunkt

Gegeben sei

dx 1 2
E:[S _4}x. (2.29)

Fiir ¢(s) gilt dann

o

(s) = 1 s+4 2
s$43s—10] 3 s—1]

A(s) (SE:Z)

adj

Die Nennerpolynome der Elemente von ¢(s) sind sicher Hurwitzpolynome, wenn A(s) ein
Hurwitzpolynom ist. Hierbei handelt es sich sogar um eine notwendige und hinreichende
Bedingung. Da die Nullstellen von A(s) die Eigenwerte von A sind, gilt zusammenfassend:

Das System (2.26) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil besitzen. Eine solche Matrix nennt man auch Hurwitzmatrix.

Die Eigenwerte der Matrix A aus (2.29) lauten

$1=2 und sy =-5.

Das bedeutet, dass (2.29) nicht asymptotisch stabil ist, was auch den in Bild 2.2 dargestellten
Trajektorien zu entnehmen ist. ]

Das charakteristische Polynom der Dynamikmatrix des Systems

dx 0 1

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




36 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Bild 2.3: Trajektorien zu (2.30) - man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem
stabilen Knoten

lautet
A(s) = 8> +3s+ 2,

d.h. fiir die Eigenwerte gilt

s1=-—1 und s3=-2.

Das bedeutet, dass das System asymptotisch stabil ist. Dies wird durch die in Bild 2.3
dargestellten Trajektorien bestétigt. ]

2.6 Ubertragungsfunktion

Die Ubertragungsfunktion G(s) beschreibt das Ubertragungsverhalten von linearen, zeit-
invarianten Systemen im Bildbereich. Sie ist definiert als der Quotient der Laplace-
Transformierten von Ausgangs- und Eingangsgrofle, d.h.

G(s) = os). (2.31)

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe befindet. Im
Rahmen dieses Skriptums wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion stets eine
gebrochen rationale Funktion ist. Sie kann somit als Quotient zweier Polynome f(s) und «a(s)
dargestellt werden, d.h.

G(s) = =2, (2.32)

wobei die Koeffizienten der Polynome «(s) und [(s) als reell vorausgesetzt werden. Systeme,
bei denen die Polynomgrade von Zihler- und Nennerpolynom der Bedingung

Grad ((s) < Grad af(s) (2.33)
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2.6. UBERTRAGUNGSFUNKTION 37

geniigen, nennt man realisierbar, siehe auch Abschnitt ?7. Alle praktisch relevanten Systeme
erfiillen die Realisierbarkeitsbedingung. Im Falle

Grad ((s) = Grad «(s)

spricht man von einem sprungfiihigen System. Sprunghafte Anderungen der Eingangsgrofie
v haben hier auch eine sprunghafte Anderung der Ausgangsgrofle y zur Folge.

Fiir Systeme der Form (2.1), (2.2) kann die Ubertragungsfunktion unter der Annahme x, = 0

gemif
y(s) T -1

G(s) = = E—-A) b+d 2.34

()= L =l (B-A) b+ (2.34)

berechnet werden, vgl. (2.14). Aus dieser Berechnungsvorschrift kann unmittelbar gefolgert

werden, dass G(s) eine gebrochen rationale Funktion ist und (2.33) gilt. Man beachte, dass

das System genau dann sprungfihig ist, wenn fiir den Durchgriff d # 0 gilt. Dann gibt es

nédmlich eine direkte Verbindung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofle, siehe hierzu auch
Bild ?7?.

In Strukturbildern wird eine Ubertragungsfunktion G(s) iiblicherweise durch einen Block, wie
er in Bild 2.4 dargestellt ist, repriisentiert.

Sl Gs) [

Bild 2.4: Blockdarstellung einer Ubertragungsfunktion G(s)

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

Cgls) o (s=1)
Gls “a(s) (s+D(s+2)

Die Sprungantwort des Systems, d.h. seine Reaktion auf u(t) = o(t) kann mittels

1 (s—1)

g(s) = G(s)a(s) = G(s) - = - 5+ 1)(s +2)

berechnet werden. Eine Partialbruchzerlegung liefert

12 2 3/2

s s+1 s+2’

y(s) =

was im Zeitbereich der Funktion
1 3

y(t) = -5 +2e7" — 56_%

entspricht. [}
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38 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

2.7 Deutung von G(s) im Zeitbereich

Gemif (2.31) gilt fiir den zeitlichen Verlauf der Ausgangsgréfie y nach Anwendung des Fal-

tungssatzes
t

y(t) = L7 {G(s)u(s)} = /0 gt —7)u(r)dr, (2.35)

wobei
g(t) = L {G(s)}. (2.36)

Die Ausgangsgrofle y entspricht also dem Integral iiber die gewichtete Eingangsgrofie u. Aus
diesem Grund nennt man ¢(t) auch Gewichtsfunktion. Wihlt man als Eingangsgrofie des
Systems einen Dirac-Impuls, also u(t) = §(t), so gilt

y(t) = L7HG(s) L{6()}} = L7H{G(9)} = g(t),

die Ausgangsgrofle entspricht dann g(t). Deshalb wird g(¢) auch Impulsantwort des Systems
genannt.

Die Impulsantwort des Systems mit der Ubertragungsfunktion

1 1 1 1
Gls) = <S+1><3_1>:§(ﬁ‘3+1)

lautet ]
g(t) = 3 (et — e_t) )

2.8 Pole und Nullstellen

Man beachte, dass in (2.32) die Polynome «a(s) und /(s) nicht notwendigerweise teilerfremd
sind. Das bedeutet, dass unter Umstéinden Kiirzungen durchgefiihrt werden konnen, wie das
folgende Beispiel veranschaulicht.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

B(s) s+1
afs)  s2+43s+2°

Gibt man G(s) in der faktorisierten Darstellung an, d.h.

s+1 1

Gls) = (s+1)(s+2) T s+ 2

so erkennt man, dass eine Kiirzung moglich ist.
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2.8. POLE UND NULLSTELLEN 39

Geht man nun von einer teilerfremden Ubertragungsfunktion
G(s)=—= mit pu(s),v(s)...teilerfremd (2.37)

aus, so sind diejenigen Werte von s, fiir die pu(s) = 0 gilt, die so genannten Nullstellen von
G(s). Die Pole oder Polstellen der Ubertragungsfunktion sind durch v(s) = 0 charakterisiert.
In der faktorisierten Darstellung der Ubertragungsfunktion

[T (s—n)
Gis)=K=F——— mit m<n (2.38)

[T (s —px)

k=1
ist s = n; eine Nullstelle und s = p;, eine Polstelle von G(s). Tritt der Faktor (s — n;) bzw.
(s — px) mehrfach auf, so besitzt das System eine mehrfache Nullstelle bzw. einen mehrfachen
Pol. Da die Koeffizienten der Polynome p(s) und v(s) reell sind, treten Pole bzw. Nullstellen
reell und/oder paarweise konjugiert komplex auf. Aus (2.38) folgt unmittelbar.

G(s)=0 fir s=mn; und |G(s)] = o0 fir s— pg (2.39)

Die Ubertragungsfunktion
s —0.5

s2+1
besitzt eine Nullstelle bei s = 0.5 und ein konjugiert komplexes Polpaar bei s = 4. In Bild 2.5

ist |G(s)| iiber der komplexen s—Ebene dargestellt. Die in (2.39) angefiihrten Eigenschaften
sind deutlich zu erkennen.

G(s) =

Bild 2.5: Graphische Darstellung von |G(s)| iiber der komplexen s—Ebene zur Illustration
von Pol- und Nullstellen.
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40 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Die faktorisierte Darstellung der Ubertragungsfunktion

B 252 +4s+4

Gls) s(s+1)2

ist gegeben durch
(s+1—=7)(s+1+7)
s(s+1)(s+1)

Daraus resultiert ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar an der Stelle

G(s) =2

s=—1=+7,
ein reeller Pol bei
s=0
sowie ein doppelter Pol an der Stelle
s=—1

Man beachte, dass die Eigenwerte der Systemmatrix A von (2.1) und die Pole der zugehérigen
Ubertragungsfunktion G(s) in enger Relation zueinander stehen. Die Eigenwerte sind die
Losungen der charakteristischen Gleichung

A(s) = det(sE— A) =0,

die Pole sind die Nullstellen des Nennerpolynoms der gekiirzten(!) rationalen Funktion

G(s)=c" SE—A)'b+d= ' (sE—A),, b+d

adj

1
A(s)
Daraus kann die Schlufffolgerung gezogen werden, dass die Pole von G/(s) eine Teilmenge der
Eigenwerte von A darstellen.

Gegeben sei das mathematische Modell
dx -2 0 0
e e M
y = [ 11 } X + U.

Die zwei Eigenwerte lauten

s1=-—1 und sy=-2.
Aus der Ubertragungsfunktion
s+2
G(s) =

(s) s+1

ist zu erkennen, dass es einen Pol bei
s=-1

gibt. [
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2.9. BIBO-STABILITAT 41

2.8.1 PN-Plan

Die graphische Darstellung der Pole und Nullstellen einer Ubertragungsfunktion in der kom-
plexen Ebene wird PN-Plan genannt. Hierbei werden Pole durch ein X und Nullstellen durch
ein O symbolisiert.

Gegeben sei das System

5 _ 482 + 65 — 4 —2)(s? — 25+ 2
Gls) = 52— 4" +6s - =D -2+2) (2.40)
s5 —4st + 383 + 1452 + 265 s(s%2+ 25+ 2)(s2 — 65+ 13)

mit
Nullstellen {2,1+j}
Pole  {0,—1+j, 342}
Der zugehorige PN-Plan ist in Bild 2.6 zu sehen. Man beachte, dass aufgrund der Symmetrie

des PN-Plans prinzipiell die Darstellung des grau hinterlegten Bereiches ausreicht. ]
Alm
2T b
1-1 0 11 % 3 I:e
X6 |
,,,,,,,,,,,,, s

Bild 2.6: PN-Plan zu der Ubertragungsfunktion (2.40)

2.9 BIBO-Stabilitéit

Ein lineares, zeitinvariantes System mit der Ubertragungsfunktion G(s) wird BIBO-stabil
(,,bounded input - bounded output”) genannt, wenn es auf jede beschrinkte Eingangsgrofie
u(t) mit einer beschrinkten Ausgangsgrofie y(t) reagiert, d.h.

lu(t)] < M < o0 = ly(t)] < N < o0 vt > 0. (2.41)

Mit (2.35) gilt nun unter Annahme einer beschriinkten Eingangsgrofie

()| = / g(r)ult —7)dr| < / 9 Ju(t =) dr < M / 9(r)] dr.
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42 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Offensichtlich tritt der groftmogliche Wert von |y(¢)| fiir ¢ — oo auf, d.h. zur Erfiillung von
(2.41) muss

M/ g(r)| dr < N
0

gelten. Das bedeutet, dass die Impulsantwort absolut integrabel sein muss, d.h.

/000 lg(t)] dt < 0. (2.42)

Man beachte, dass es sich bei (2.42) um eine notwendige und hinreichende Bedingung handelt!

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

1
G(s) = mit s €R,
S—K

die zugehorige Impulsantwort lautet

0 fir t<0
g<t):{e“t fir t>0 °

Das Integral iiber den Absolutbetrag von g(t), also

/Ooo lg(t)] dt=/0m|e”t| dt:/oooe”tdt

existiert offensichtlich nur fiir negative Werte von x. Daraus kann gefolgert werden, dass das
betrachtete System genau dann BIBO-stabil ist, wenn sein Pol s = x in der linken offenen
Halbebene der komplexen s—Ebene liegt, d.h. Re {s} < 0.

Die Erkenntnis aus obigem Beispiel kann auf den allgemeinen Fall ausgeweitet werden. Um
dies zu zeigen wird zuniichst der Zusammenhang zwischen der Impulsantwort g(¢) und der
Ubertragungsfunktion betrachtet, d.h.

Gs) = £ {g(t)} = / " ().

Daraus kann folgende Abschitzung abgeleitet werden

[ st < [T lato e

Gilt Re{s} > 0, so kann weiter geschrieben werden

G(s)| =

G(s)| < / o) dr.
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2.10. DAS ROUTH-SCHEMA 43

Das bedeutet, dass im Falle eines BIBO-stabilen Systems - (2.42) ist also erfiillt - der Ausdruck
|G(s)| fir Re{s} > 0 endliche Werte annimmt. Daraus kann mit Hilfe von (2.39) gefolgert
werden, dass G(s) ausschliefllich Pole in der linken, offenen komplexen Halbebene besitzt.

Ein System mit der Ubertragungsfunktion G(s) ist somit genau dann BIBO-stabil, wenn
alle Pole von G(s) einen negativen Realteil besitzen. Das bedeutet, dass in der gekiirzten
Darstellung (2.37) das Nennerpoynom von G(s) ein Hurwitzpolynom sein muss.

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

s+ 4
s(s+1)(s+2)

G(s) =
Das System ist nicht BIBO-stabil, da es einen Pol mit nicht-negativem Realteil besitzt. ]

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

s—1
G(s) = .
S PR PR PR
Das System ist BIBO-stabil, da alle Pole von G(s) einen negativen Realteil besitzen. ]

2.10 Das Routh-Schema

Die asymptotische Stabilitdt erfordert es, dass alle Eigenwerte der Dynamikmatrix einen
negativen Realteil besitzen. Weiters ist ein Ubertragungssystem genau dann BIBO-stabil,
wenn seine Ubertragungsfunktion ausschliellich Pole mit negativen Realteilen besitzen. Man
beachte, dass die beiden Stabilitéitskriterien die Kenntnis der Lage der Eigenwerte bzw. Pole
nicht erfordern. Vielmehr ist zu iiberpriifen, ob das charakteristische Polynom der Dynamik-
matrix bzw. das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion ein Hurwitzpolynom ist. Hierfiir
gibt es eine Reihe von Verfahren, die ohne die explizite Berechnung der Polynomnullstellen
auskommen. Exemplarisch wird an dieser Stelle das so genannte Routh-Schema® vorgestellt,
wobei auf den Beweis verzichtet wird.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das zu untersuchende Polynom
p(s) = ans™ + an 15" 4.+ ars + ag. (2.43)

Eine notwendige Bedingung dafiir, dass p(s) ein Hurwitzpolynom ist, besteht darin, dass
kein Polynomkoeffizient verschwindet und alle Polynomkoeffizienten das gleiche Vorzeichen
besitzen. Ist diese Bedingung verletzt, so ist p(s) sicher kein Hurwitzpolynom. Man beachte,
dass fiir Polynome mit Grad p(s) < 2 die angegebene Bedingung sogar notwendig und hinre-
ichend ist.

’benannt nach dem englischen Mathematiker Edward Routh (1831 - 1907)
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44 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Gegeben seien die Polynome

p1(s) 25t + 252 + 5+ 1,

pa(s) = s°+3s* =253 + 57+ 1,

pa(s) = 5s®+3s° + 25 + 753+ 57+ 95+ 1,
pa(s) = —28% —2s5—1,

ps(s) = s*+4s—3,

pe(s) = s*+s+1,

pr(s) = s+8.

Die Polynome p;(s), pa(s), ps(s) erfiillen die angegebene notwendige Bedingung nicht, sie sind
also keine Hurwitzpolynome. Das Polynom ps(s) erfiillt die Bedingung, der Nachweis ob es
sich um ein Hurwitzpolynom handelt, erfordert allerdings weitere Schritte (siche weiter unten).
Die Polynome py(s), pe(s) und p7(s) konnen direkt als Hurwitzpolynome klassifiziert werden,
da sie die Bedingung erfiillen und einen Polynomgrad kleiner oder gleich 2 besitzen. ]

Zunichst werden beim Routh-Schema die Koeffizienten des Polynoms (2.43) in folgendem
wZick-Zack-Muster” angeordnet

G, Qp—2 Qp—4 e
[ R R (2.44)
Qp—1 ap—3 Qp—5 e

wobei bei geradem Polynomgrad n die letzte Spalte mit einem Nullelement aufgefiillt bzw. bei
ungeradem Polynomgrad eine Nullspalte hinzugefiigt wird.

Fiir das Polynom
p(s) = s* + 25 4+ 3s* + 45 + 5,

ergibt sich nach (2.44)

Hingegegen ergibt sich fiir
pa(s) = 65° + 7s* + 85> + 9s* + 10s + 11

die Koeffizientenanordnung

Ausgehend von der 2-zeiligen Anordnung (2.44) werden weitere Zeilen nach folgendem Schema
berechnet bis insgesamt (n + 1) Zeilen vorliegen: Der Koeffizient in der k—ten Spalte einer
neuen Zeile entspricht der zweireihigen Determinante aus den Elementen der ersten und
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2.10. DAS ROUTH-SCHEMA 45

(k + 1)—ten Spalte der beiden dariiberliegenden Zeilen, geteilt durch das negative erste Ele-
mente der dariiberliegenden Zeile. Mit Hilfe des so entstehenden Routh-Tableaus kann nun
entschieden werden, ob ein Hurwitzpolynom vorliegt:

Das Polynom (2.43) ist genau dann ein Hurwitzpolynom, wenn alle (n+1) Elemente der ersten
Spalte sich von Null unterscheiden und das gleiche Vorzeichen besitzen.

Gegeben sei das Polynom
p(s) = s* +25% + 3s* + 45 + 5.

Die oben angegebene notwendige Bedingung ist erfiillt. Ob das Polynom tatséichlich ein Hur-
witzpolynom ist, kann nun mit dem Routh-Schema iiberpriift werden. Zunichst werden die
ersten beiden Zeilen gemif (2.44) aufgestellt, d.h.

1 3 5
2 4 0

Der oben angegebenen Berechnungsvorschrift folgend ermittelt man nun die dritte und vierte
Zeile, d.h. es ergibt sich

1-4-
5<—% 4
(=1)

\-/[\:)[\')r—t

3 _ . 1-0-2-
(

Da das erste Element der vierten Zeile ein anderes Vorzeichen hat als die iibrigen Elemente
der ersten Spalte, ist p(s) kein Hurwitzpolynom. Das Routh-Tableau muss hier also nicht
vollstéindig berechnet werden. [

Gegeben sei das Polynom
p(s) = s* +3s> +2s+ 1.

Es soll mit dem Routh-Schema iiberpriift werden, ob ein Hurwitzpolynom vorliegt. Zunéchst
werden wieder die ersten beiden Zeilen gemif (2.44) aufgestellt, d.h.

1 2 0
3 1 0

Gemif} obiger Berechnungsvorschrift erhélt man fiir die dritte Zeile

1
3
1-1-3-2
(=3)

“TU_
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46 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Da das erste Element der dritten Zeile das gleicheVorzeichen hat wie die iibrigen Elemente,
wird die néichste (und hier auch zugleich letzte) Zeile ermittelt und man findet

1 2 0
3 1 0
2 0
3-0—32-1
=1
(—=3)

Alle Elemente der ersten Spalte sind von Null verschieden und haben das gleiche Vorzeichen,
d.h. p(s) ist ein Hurwitzpolynom. |

Besonders von Vorteil ist der Einsatz des Routh-Schemas, wenn die Koeffizienten des zu un-
tersuchenden Polynoms von freien Parametern abhéingen.

Gegeben sei das Polynom
p(s) =5+ Ks*+s+1.

Es soll mit Hilfe des Routh-Schemas iiberpriift werden, fiir welche Werte des reellen Parame-
ters K das Polynom p(s) ein Hurwitzpolynom ist. Aus der Forderung, dass alle Polynomko-
effizienten das gleiche Vorzeichen besitzen, folgt unmittelbar die notwendige Bedingung, dass
K positiv sein muss. Die ersten beiden Zeilen des Routh-Tableaus ergeben sich zu

1 1 0
K 1 0
Fiir die weiteren Zeilen erhilt man
1 1 0
K 1 0
1-1-K-1 K-1 1-0—-K-0
— :0
(—K) K (—K)
K-0-%4 L,
_K-1
K

Damit alle Elemente der ersten Spalte gleiches Vorzeichen besitzen, muss

K—-1

>0
K

gelten. Da K sicher positiv ist, folgt daraus unmittelbar der gesuchte Wertebereich

K > 1.
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2.11. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN 47

2.11 Zusammenschaltung von Ubertragungssystemen

Die Ubertragungsfunktion eines aus mehreren Ubertragungssystemen riickwirkungsfrei(!)
zusammengesetzten Gesamtsystems kann durch Anwendung der folgenden ,,Rechenregeln fiir
Ubertragungsfunktionen” systematisch ermittelt werden.

2.11.1 Reihenschaltung

Fiir die in Bild 2.7 dargestellte Serienschaltung zweier Systeme mit den Ubertragungsfunktio-
nen A(s) und B(s) gilt

A Bis) |2 »

A 4

Bild 2.7: Reihenschaltung von Ubertragungsfunktionen

§(s) = B(s) 5(s) = B(s) A(s) a(s).

Fiir die Gesamtiibertragungsfunktion gilt somit

G(s) = A(s) B(s). (2.45)

Die Ubertragungsfunktion einer Serienschaltung entspricht also dem Produkt der einzelnen
Ubertragungsfunktionen. Man beachte, dass G(s) ausschlieSlich Pole bzw. Nullstellen besitzt,
die auch Pole bzw. Nullstellen von A(s) und/oder B(s) sind.

Aus der Serienschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

1 s+ 2
d B(s) =
s+ 1 b (5) S

A(s) =

ergibt sich ein Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion

s+ 2
Die Pole von G(s) liegen bei s; = 0 und ss = —1, die Nullstelle bei s = —2. [

Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, dass eine ,,Stabilisierung” mittels einer Serienschal-
tung nicht moglich ist.

Gegeben sei ein instabiles® System mit der Ubertragungsfunktion

1
s—5

B(s) =

6unter einem instabilen System verstehen wir hier ein System, das nicht BIBO-stabil ist.
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48 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Mit der Wahl

$—29
Als) =
(5) =<7
gelingt es, ein BIBO-stabiles Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion
(s—=5 1 1

T (s+1)(s—5) s+1

zu erzeugen. Der instabile” Pol von B(s) wird durch eine entsprechende Nullstelle von A(s)
kompensiert, man spricht von einer ,instabilen Kiirzung”. In der Realitit muss allerdings
davon ausgegangen werden, dass das Signal v mit einer Storung iiberlagert ist, was in Bild 2.8
durch eine Storgrofle d angedeutet ist. Damit gilt

Ll As) Hg—v B(s) 2>

Bild 2.8: Zur Serienschaltung von Systemen

y(s) = B(s) [TJ(S) + CZ(S)] = B(s) A(s) u(s) + B(s) d(s).

Das bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen Stérung und Ausgangsgrofie durch die in-
stabile Ubertragungsfunktion B(s) beschrieben wird, das Gesamtsystem ist somit praktisch
unbrauchbar. Diese Problematik tritt auch bei der numerischen Simulation der Serienschal-
tung auf. Aufgrund der numerischen Darstellung von Zahlen mit endlicher Genauigkeit ist die
Grofle v mit einem Fehler iiberlagert, der als Storung d interpretiert werden kann. ]

Das obige Beispiel veranschaulicht, dass instabile Kiirzungen unter keinen Umstdinden
durchgefiihrt werden diirfen. Ein weiterer Grund hierfiir besteht darin, dass Ubertragungs-
funktionen stets nur Modelle der Realitdt darstellen und daher immer mit Unsicherheiten
behaftet sind. Fxakte Kiirzungen sind somit grundsétzlich nicht moglich.

2.11.2 Parallelschaltung

Die Ubertragungsfunktion G(s) der in Bild 2.9 dargestellten Parallelschaltung der Systeme
mit den Ubertragungsfunktionen A(s) und B(s) kann mit Hilfe der Zusammenhiinge

v1(s) = A(s)u(s) und  ve(s) = B(s)u(s)

sowie

ermittelt werden, es gilt

G(s) = == = A(s) + B(s). (2.46)
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2.11. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN 49

u [ 1AW iy,
B(s)

Bild 2.9: Parallelschaltung von Ubertragungsfunktion

Die Ubertragungsfunktion der Parallelschaltung entspricht also der Summe der einzelnen
Ubertragungsfunktionen Man beachte, dass G(s) ausschlieBlich Pole besitzt, die auch Pole
von A(s) und/oder B(s) sind.

Aus der Parallelschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

1 5+ 2
A — B =
(s) P und (s) .
ergibt sich ein Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion
s +4s+2
G(s)=A B(s) = ———.
(5) = A(s) + Bls) = 1

Die Ubertragungsfunktion besitzt Pole bei s = 0 und s = —1 sowie Nullstellen bei s = 24++/2 =
3.4142 und s = 2 — /2 = 0.5858. N

2.11.3 Riickkopplung
Die in Bild 2.10 dargestellte riickgekoppelte Struktur spielt vor allem in der Regelungstechnik

eine bedeutende Rolle.
B(s)

Bild 2.10: Riickgekoppelte Struktur

v

Es gilt

d.h.
y(s) = A(s) u(s) — A(s) B(s)y(s).
Daraus folgt die gesuchte Ubertragungsfunktion

(2.47)
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20 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

Als Hilfestellung fiir die Ermittlung der Ubertragungsfunktion von riickgekoppelten Strukturen
kann die Merkregel

G orwartszwet
= — Vorwlriszweig (2.48)

G ;=
gesam 1+ Gschieife

dienen, siehe hierzu auch Bild 2.11.

Vorwirtszweig

M »
1S »

| Schleife

Bild 2.11: Zur Ermittlung der Ubertragungsfunktion riickgekoppelter Systeme

Aus der Zusammenschaltung der Systeme mit den Ubertragungsfunktionen

1 1
A(s) = = und B(s) = B

gemiif Bild 2.10 ergibt sich ein Gesamtsystem mit der Ubertragungsfunktion

s
G(s) = ———.
&) =Gripe
Bemerkenswert ist, dass die Pole s;5 = —1 von G(s) weder Pole von A(s) noch von B(s)
sind. Diese Moglichkeit, die Pole des ,geschlossenen Kreises” zu beeinflussen, wird in der
Regelungstechnik beim Entwurf von Regelgesetzen ausgeniitzt. ]

2.11.4 Allgemeine Strukturen

Ein Algorithmus zu Berechnung der Ubertragungsfunktion von komplexen Zusammenschal-
tungen von Ubertragungssystemen ist die so genannte Mason-Formel, siche z.B. [?]. Durch
geschickte Anwendung der bereits eingefiihrten Rechenregeln fiir Ubertragungsfunktionen
(Serien-, Parallelschaltung und Riickkopplung) kénnen komplizierte Strukturen auch ohne
den etwas schwerfilligen Algorithmus von Mason problemlos aufgeltst werden.

Die Ubertragungsfunktion des in Bild 2.12 dargestellten Systems soll ermittelt werden. Es
handelt sich um die Reihenschaltung der Ubertragungsfunktion A(s) und einer Riickkopplung
mit

GVorwirtszweig = B(s) + C(s)  und  Gsenieife = [B(s) + C(s)] D(s)E(s).
Fiir die Gesamtiibertragungsfunktion gilt somit

B(s) + C(s)

G(S) = A(S) 1+ [B(S) + C(S)] D(S)E(S)

"benannt nach dem amerikanischen Ingenieur Samuel Jefferson Mason (1921 - 1974)
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2.11. ZUSAMMENSCHALTUNG VON UBERTRAGUNGSSYSTEMEN o1

B(s)
1l AGs) - %%Hy
C(s)

D(s)

A

E(s)

Bild 2.12: Zusammenschaltung mehrerer Ubertragungsfunktionen

Bei der Ermittlung der Ubertragungsfunktion eines komplexen Systems aus den Ubertragungs-
funktionen der Teilsysteme ist unbedingt darauf zu achten, dass die Teilsysteme riickwirkungs-
frei gekoppelt sind. Im folgenden Beispiel wird diese Problematik illustriert.

Gegeben sei das in Bild 2.13 dargestellte Netzwerk, bestehend aus idealen Bauelementen.
Die Eingangsgrofle des Systems ist die Spannung u, die Ausgangsgrofle ist die Spannung .
Diese Schaltung kann als Serienschaltung zweier RC-Tiefpass-Schaltungen interpretiert wer-
den. Fiir den RC-Tiefpass erster Ordnung mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie

Bild 2.13: Netzwerk, bestehend aus zwei RC-Tiefpass-Schaltungen erster Ordnung

xr = xq gilt
dz
=R = RC—
U 1+ o7 +x
und es kann die Ubertragungsfunktion
1
z(s) __RC
G(S) == _ RCI
i) L, L
RC

ermittelt werden. Die Anwendung der Relation (2.45) iiber die Serienschaltung zweier Uber-
tragungssysteme liefert dann die (vermeintliche) Ubertragungsfunktion der Schaltung aus Bild

Ty,
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02 KAPITEL 2. ZEITKONTINUIERLICHE SYSTEME

2.13, ndmlich

H(s) = 555 = Gl) Glo) = (R_lcl) - 2(R_1C) )
Crae) #raet (m)

Zur Kontrolle wird nun die Ubertragungsfunktion der Schaltung aus Bild 2.13 direkt berechnet.

Es gilt
dz

= Ri = RO—2
T 19 + T2 dt + X2
sowie p g
 Rit o — ROTL L podre
u=Ri+z=RC 7 + RC i + x1.
Aus diesen beiden Relationen ergibt sich das mathematische Modell
dt | 2 "6 "we | L %2 0 ’
_ 1
Yy = [ 01 } { . } .
Die zugehorige Ubertragungsfunktion lautet
1
2 1 17hr oL 2
T(s):[01}[3+130 Rq] ch}: (50) .
“me ST RO 0 §2 4+ s—— +
RC  (RC)?

Vergleicht man dieses Ergebnis mit (2.49), so erkennt man, dass

T(s) # H(s),

d.h. die Formel (2.45) darf hier offenbar nicht angewandt werden! Der Grund hierfiir liegt
darin, dass (2.49) impliziert, dass zwei unbelastete(!) RC-Tiefpasschaltungen in Serie geschal-
tet sind. Dies trifft aber bei der betrachteten Schaltung nicht zu. Wird zur ,,Entkopplung”
der beiden Tiefpass-Schaltungen ein Spannungsfolger (Impedanzwandler) eingesetzt, wie in
Bild 2.14 dargestellt, so ist die vorausgesetzte Riickwirkungsfreiheit gegeben und es gilt

T(s) = H(s).

2.12 Wichtige Ubertragungsglieder

An dieser Stelle werden einige wichtige Ubertragungsglieder vorgestellt. In den Blocken, welche
die einzelnen Ubertragungssysteme in Strukturbildern repriisentieren, werden oft auch die
zugehorigen Sprungantworten graphisch angedeutet.
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2.12. WICHTIGE UBERTRAGUNGSGLIEDER 53

L

o k J ’ = [y

R

Bild 2.14: Modifikation des Schaltung durch Einbau eines Spannungsfolgers

2.12.1 Proportionalglied

Beim Proportionalglied (P-Glied) ist die Ausgangsgroéfie y proportional zur Eingangsgrofie u,
d.h.
y(t) = Ku(t) (2.50)

Den (reellen) Proportionalititsfaktor K bezeichnet man auch als Verstérkung oder Ver-
stirkungsfaktor. Aus (2.50) folgt unmittelbar die zugehorige Ubertragungsfunktion

G(s) = K. (2.51)
In Strukturbildern représentieren iiblicherweise die folgenden Symbole ein Proportionalglied:
K

wI—1% %

Wie bereits erwiihnt, ist im linken Block die Sprungantwort des P-Gliedes angedeutet.

2.12.2 Verzogerungsglied erster Ordnung

Das Ubertragungsverhalten eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung (VZ;-Glied oder PT;-
Glied) mit der Eingangsgrofie u und der Ausgangsgrofle y wird durch die Differentialgleichung

d
T2 +y(t) = Ku(?) (2.52)
beschrieben. Hierbei ist der positive Parameter T' die so genannte Zeitkonstante des Systems
und K ist der Verstirkungsfaktor. Die Anwendung der Laplace-Transformation liefert die
Ubertragungsfunktion

K
G(s) = . 2.53
() 14T ( )
Fiir die Sprungantwort eines Verzogerungsgliedes erster Ordnung gilt
h(t) = K (1 - e—%) , (2.54)
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sieche auch Bild 2.15. Daher werden solche Systeme iiblicherweise durch folgendes Symbol

dargestellt:
K T

Ul
Aus Bild 2.15 geht auch hervor, dass zum Zeitpunkt ¢ = T der Wert der Sprungantwort
ca. 63% des stationdren Endwertes ho, = K betriigt. Weiters kann aus dem dargestellten

Verlauf von h(t) die Zeitkonstante 1" als derjenige Zeitpunkt abgelesen werden, bei dem die
rot eingezeichnete Tangente an h(t) den Wert h,, = K annimmt, d.h. es gilt

K
dh

dt 1t=0

T —

In der Praxis wird haufig auf die Faustformel zuriickgegriffen, die besagt, dass der stationére

Bild 2.15: Sprungantwort eines PT; Elementes mit der Zeitkonstante T’

Endwert hy, fiir ¢ > 5T erreicht ist. Durch Einsetzen in (2.54) erkennt man, dass der durch
diese Faustformel entstehende Fehler kleiner als 1% von Ao ist.

2.12.3 Verzogerungsglied zweiter Ordnung

Verzogerungsglieder zweiter Ordnung (VZy-Glied oder PTs-Glied) werden durch die Differ-
entialgleichung
d*y dy
T? — +2dT —= + y(t) = Kul(t 2.55
L oar L (1) = Ku(t) (255)
beschrieben. Hierbei sind die positiven Parameter d und 7' der Ddmpfungsfaktor und die
Zeitkonstante, K ist der Verstirkungsfaktor. Aus obiger Differentialgleichung ergibt sich die

Ubertragungsfunktion
K

T 142dTs + (sT)?

Fiir d < 1 besitzt G(s) ein konjugiert komplexes Polpaar, was zu dem im Block

G(s)

(2.56)

d
K T

Ll
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2.12. WICHTIGE UBERTRAGUNGSGLIEDER 95

angedeuteten ,oszillierenden” Verlauf der Sprungantwort fiihrt. Fiir d > 1 besitzt G(s) zwei
reelle Pole und kann somit als Reihenschaltung zweier Verzogerungsglieder erster Ordnung
interpretiert werden.

2.12.4 Integrator
Der Integrator (I-Glied) wird durch die Differentialgleichung

dy
A 2.57
ikl (2.57)
beschrieben, fiir die zugehorige Ubertragungsfunktion gilt
1
G(s) = 5 (2.58)

Folgende Symbole

R e I I e e

werden in Strukturbildern fiir den Integrator verwendet, wobei im linken Block die Rampe als
Sprungantwort des Systems dargestellt ist

2.12.5 Differenzierer
Ein idealer Differenzierer (D-Glied) bildet die zeitliche Ableitung des Eingangssignales, d.h.

= 2.59
fiir die (nicht realisierbare) Ubertragungsfunktion folgt
G(s) =s. (2.60)

Ublicherweise werden in Strukturbildern die Symbole

d
LN/ AN I

verwendet, wobei im linken Block der Dirac-Impuls als Sprungantwort des Systems angedeutet
ist.

2.12.6 Vorhalteglied

Das dynamische Verhalten des realen Differenzierers (DT;-Glied), auch Vorhalteglied be-
zeichnet, wird durch die Differentialgleichung

_du

dy du
Cdt

T+ (1) (2.61)
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beschrieben. Hierbei ist der positive Parameter T die Zeitkonstante. Fiir die Ubertragungs-

funktion des Systems ergibt sich
s

G(s) = :
(5) 1+sT
Beim DT;-Glied handelt es sich also um ein D-Glied mit Verzogerungsverhalten erster Ord-
nung. Seine Sprungantwort lautet

(2.62)

1 .
h(t) = i;egiT,

sie ist in Bild 2.16 graphisch dargestellt. Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt unabhéngig von

h(t) a
1

T

OT\ t

Bild 2.16: Sprungantwort DT;-Glied

T die Relation [} h(t)dt = 1. Daraus kann man folgern, dass fiir 7 — 0 die Sprungantwort
h(t) dem Dirac-Impuls 0(¢) entspricht, das DT;-Glied geht dann in einen idealen Differenzierer
tiber.
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Kapitel 3

Zeitdiskrete Systeme

3.1 Einfiihrung

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde davon ausgegangen, dass die zeitlich verdnderlichen
Systemgroflen Funktionen des kontinuierlichen Zeitparameters ¢ € R sind. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch von zeitkontinuierlichen Systemen. Im Gegensatz dazu wird
bei einem zeitdiskreten System die Zeitabhingigkeit von Systemgroflien durch einen ganz-
zahligen Index k € 7Z charakterisiert. Die zeitlichen Verldufe der zeitabhiingigen Systemgrofien
werden durch Zahlenfolgen beschrieben. Der Wert der Systemgrofien wird also zu diskreten
Zeitpunkten betrachtet. In vielen Fillen handelt es sich um #quidistante Zeitpunkte, d.h.
der Abstand zweier aufeinanderfolgender Zeitpunkte ist konstant. Das zeitliche Verhalten von
zeitdiskreten System kann mit Hilfe von Differenzengleichungen beschrieben werden. Be-
griffe, wie Linearitit und Zeitinvarianz kénnen vom zeitkontinuierlichen Fall geradlinig auf
zeitdiskrete Systeme iibertragen werden.

In weiterer Folge werden die Betrachtungen auf lineare, zeitinvariante Eingréflensysteme, die
durch lineare Differenzengleichungen der Ordnung n mit konstanten Koeffizienten der Form

AUnYk+n + Op—1Yk+n—1 +...+ QoYr = Bmuker + ﬁmfluk+mfl +...+ ﬁouk (31)

beschrieben werden konnen, beschrinkt. Dabei ist (ug) = (ug,us,...) die Eingangsfolge
und (yx) = (Yo, %1, ..) ist die zugehorige Ausgangsfolge. Es wird vorausgesetzt, dass durch
den Index k Zeitpunkte beschrieben werden, die ganzzahligen Vielfachen einer konstanten
Diskretisierungszeit 7T); entsprechen.

3.2 :—Ubertragungsfunktion

Die z-Ubertragungsfunktion G/(z) beschreibt das Ubertragungsverhalten von zeitdiskreten lin-
earen, zeitinvarianten Systemen. Sie ist definiert als der Quotient der z-Transformierten von
Ausgangs- und Eingangsgrofle, d.h.
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o8 KAPITEL 3. ZEITDISKRETE SYSTEME

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zum Zeitpunkt &£ = 0 in Ruhe befindet, d.h.
in (3.1) sind alle Anfangswerte Null zu setzen. Im Rahmen der vorliegenden Betrachtungen
handelt es sich bei der z-Ubertragungsfunktion stets um eine gebrochen rationale Funktion,
d.h. G(z) kann als Quotient zweier Polynome in der Form

G(z) = %, (3.3)

dargestellt werden, wobei die Polynomkoeffizienten von «a(z) und [(z) als reell vorausgesetzt
werden. Systeme, bei denen die Polynomgrade der Bedingung

Grad 3(z) < Grad a(z) (3.4)
geniigen, werden als realisierbar bzw. kausal bezeichnet. Im Falle

Grad f(z) = Grad o(z)
spricht man von einem sprungfihigen System.

Die Anwendung des Verschiebungssatzes der z-Transformation auf (3.1) fiilhrt auf die z-
Ubertragungsfunktion

_ 3} _9(z) B B2+ Bzt By
3 {(uk)} ﬁ(z) anzn + Ov/n—lzn_l + ...+ a1z + (7)) '

Die Kausalitét ist gemaf (3.4) fiir m < n gegeben.

G(2)

Gegeben sei die Differenzengleichung

Yk+2 = Y1 T Yb = Upy1 — Ug.
Die entsprechende z-Ubertragungsfunktion lautet

z—1

G(2) :—22—2%—1'

Oft sind Differenzengleichungen so angeschrieben, dass man den Wert der Ausgangsgrofie zum
Zeitpunkt k aus vergangenen Werten der Ausgangsgrofle und dem Verlauf der Eingangsfolge
berechnen kann. Die Ermittlung der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion kann natiirlich ana-
log erfolgen.

Gegeben sei die Differenzengleichung
Yk = Yk—1 — Yp—2 T Up—1 — Up—2.
Die Anwendung der z-Transformation liefert

7(2) = 2719(2) — 2729(2) + 2 Ma(z) — 2 %a(z).
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3.3. POLE UND NULLSTELLEN 99

Daraus ergibt sich unmittelbar

(2) zl—22 z-1

(2) T 1-z1+4z2 2241

Glz) = z

das System besitzt also die gleiche z-Ubertragungsfunktion wie im vorigen Beispiel. ]
Gegeben sei die Differenzengleichung

Y = Ygp—1 + Ugt1-

Hierbei handelt es sich offenbar um ein nicht-kausales System, denn zur Ermittlung der Aus-
gangsgrofle zum Zeitpunkt k& wird der zukiinftige Wert der Eingangsgrofie benotigt. Dies
manifestiert sich in der z-Ubertragungsfunktion

gz) _ 2
G = — =
() w(z) z2-1
durch die Verletzung der Kausalitétsbedingung (3.4). [

Die Ermittlung einer Differenzengleichung aus einer z-Ubertragungsfunktion beruht ebenso
auf der Anwendung des Verschiebungssatzes, wie das nachfolgende Beispiel demonstriert.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

7(2) z+0.2

Glz) = u(z) T 22401z +0.15

Daraus folgt
§(z) (24 0.12 4 0.15) = a(z) (z +0.2),

woraus sich die Differenzengleichung
Yk+2 + 0.1ygr1 + 0.15y, = up1 + 0.2uy,

bzw.
Yr = —0.1yp—1 — 0.15yx—2 + up—1 + 0.2up 2

ergibt.

3.3 Pole und Nullstellen

Man beachte, dass in (3.3) die Polynome «(z) und ((z) nicht notwendigerweise teilerfremd
sind. Das bedeutet, dass unter Umstéinden Kiirzungen durchgefiihrt werden konnen, wie das
folgende Beispiel veranschaulicht.
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60 KAPITEL 3. ZEITDISKRETE SYSTEME

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

B(z) z+40.1
az)  2240.3240.02°

G(z) =

Gibt man G(z) in der faktorisierten Darstellung an, d.h.

Glz) = z+0.1 B 1
C (2+01)(2+02)  z+02

so erkennt man, dass eine Kiirzung moglich ist.
|

Geht man nun von einer aus teilerfremden Polynomen gebildeten, d.h. nicht weiter kiirzbaren,
Ubertragungsfunktion

G(z) = nlz) mit  p(z),v(2).. . teilerfremd (3.5)

v(2)
aus, so sind diejenigen Werte von z, fiir die pu(z) = 0 gilt, die so genannten Nullstellen von
G(z). Die Pole oder Polstellen der Ubertragungsfunktion sind durch v(z) = 0 charakter-
isiert. In der faktorisierten Darstellung der Ubertragungsfunktion

=
L3
~
|
S

G(z) = mit m<n (3.6)

=

(z — pr)

£
Il
—

ist z = n; eine Nullstelle und z = pj, eine Polstelle von G(z). Tritt der Faktor (z — n;) bzw.
(z — px) mehrfach auf, so besitzt das System eine mehrfache Nullstelle bzw. einen mehrfachen
Pol. Da die Koeffizienten der Polynome i(z) und v(z) reell sind, treten Pole bzw. Nullstellen
reell und/oder paarweise konjugiert komplex auf. Aus (3.6) folgt unmittelbar

G(z) =0 fir z=mn, und |G(z)] = 00 fiir z — py. (3.7)

3.4 BIBO-Stabilitit

Ein zeitdiskretes lineares, zeitinvariantes System mit der z-Ubertragungsfunktion G(z) wird
BIBO-stabil (,bounded input - bounded output”) genannt, wenn es auf jede beschrinkte
Eingangsfolge mit einer beschrinkten Ausgangsfolge reagiert. Unter einer beschriinkten Folge
versteht man in diesem Kontext eine Folge, deren Elemente betragsmiiflig beschrinkt sind.
Somit muss bei BIBO-Stabilitét

lug| < M < 00 = lyx| < N < o0 Vk > 0. (3.8)

gelten. Aus

k ()
9(z) =G(2)u(z) dh. y= ng,i u;  wobei G(z)= ng P
=0 k=0
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3.4. BIBO-STABILITAT 61

folgt nun unter Annahme einer beschrinkten Eingangsgrofie

k k 5 k
> e Y gl luil < MDY ge-il = MO gl
i=0 i=0 i=0 i=0

Offensichtlich tritt der groBtmogliche Wert von |yg| fiir & — oo auf, d.h. zur Erfiillung von
(3.8) muss

|yk| =

MY lgl <N
1=0

gelten. Das bedeutet, dass die Impulsantwort (g;) absolut summierbar sein muss, d.h.

> gkl < oo (3.9)
k=0

Man beachte, dass es sich bei (3.9) um eine notwendige und hinreichende Bedingung handelt!
Gegeben sei die z-Ubertragungsfunktion

G(z) = mit peR,

mit der zugehorigen Impulsantwort
(91) = (P*) -

Die Summe der Absolutbetriige der Elemente von (gy), also

Sla =D =D Inl
k=0 k=0 k=0

existiert offensichtlich nur fiir Werte von p, die betragsmiiflig kleiner als eins sind. Daraus
kann gefolgert werden, dass das betrachtete System genau dann BIBO-stabil ist, wenn sein
Pol z = p einen Betrag besitzt, der kleiner als eins ist.

Die Erkenntnis aus obigem Beispiel kann auf den allgemeinen Fall ausgeweitet werden. Um
dies zu zeigen wird zunéchst der Zusammenhang zwischen der Impulsantwort (g;) und der
z-Ubertragungsfunktion betrachtet, d.h.

G(z) =3{(g)} =D oz
k=0
Daraus kann folgende Abschitzung abgeleitet werden

S gez < S lanl [ = S gl [
k=0 k=0 k=0

|G (2)] =
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62 KAPITEL 3. ZEITDISKRETE SYSTEME

Gilt |z| > 1, so kann weiter geschrieben werden

GO <Y ol
k=0

Das bedeutet, dass im Falle eines BIBO-stabilen Systems - (3.9) ist also erfiillt - der Aus-
druck |G(z)| fiir |2| > 1 endliche Werte annimmt. Daraus kann gefolgert werden, dass G(z)
ausschliefllich Pole im Inneren des Einheitskreises besitzt.

Ein System mit der Ubertragungsfunktion G(z) ist somit genau dann BIBO-stabil, wenn alle
Pole von G(z) im Einheitskreis liegen. Das bedeutet, dass in der gekiirzten Darstellung (3.5)
das Nennerpoynom von G(z) ein Einheitskreispolynom sein muss.

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

z+0.1
&)= oG D

Das System ist nicht BIBO-stabil, da es einen Pol besitzt, der nicht im Einheitskreis liegt. m

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

z—1
G(z) = .
() = 00 =050 £ 0.9)
Das System ist BIBO-stabil, da alle Pole von G(z) im Einheitskreis liegen. [
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3.5. EINFUHRUNG 65

3.5 Einfiihrung

In allen Bereichen des téglichen Lebens wird vorausgesetzt, dass sich Systeme bzw. Prozesse
genau so verhalten, wie man es von ihnen erwartet. Flugzeuge sind in der Lage, vollautoma-
tisch Kurs und Hohe zu halten und kénnen komplizierte Manover villig ohne menschliche Ein-
flussnahme fehlerfrei ausfithren. Industrieroboter fithren mit hochster Prizision und Wieder-
holgenauigkeit komplexe Bewegungsabldufe aus und verrichten dabei Schweif- oder Schnei-
darbeiten. In Geschiiftlokalen herrscht, vollig unabhéingig von den dufleren Witterungsbedin-
gungen, ein angenehmes Raumklima. Leistungsfihige Assistenzsysteme, wie z.B. Spurhal-
tesysteme oder Tempomat verbessern Sicherheit und Komfort von Fahrzeugen, autonom bzw.
automatisiert fahrende Autos sind keine Zukunftsmusik mehr.

In den angegebenen Beispielen wird das Verhalten der Systeme ,Flugzeug”, ,,Roboter”,
,Geschiftslokal” und ,,Fahrzeug” iiber vorgebbare Groflen, wie z. B. die Ruderstellungen beim
Flugzeug, in gewiinschter Weise beeinflusst. Die hierfiir erforderlichen Ruderstellungen wer-
den aus der messtechnisch erfassten Abweichung des Flugzeugs von seinem vorgegebenen Kurs
berechnet. Es entsteht also ein geschlossener Wirkungskreis, in dem das ,Ist-Verhalten”
fortlaufend mit dem ,Soll-Verhalten” verglichen wird und das System im Sinne einer An-
gleichung an das ,,Soll-Verhalten” beeinflusst wird. Dieses Prinzip der Riickkopplung ist
charakteristisch fiir eine Regelung. Im Gegensatz dazu zeichnet sich eine Steuerung durch
eine offene Wirkungskette aus, bei der ein System auf eine vom aktuellen Systemverhalten
unabhéingige Weise beeinflusst wird. Ein typisches Beispiel hierfiir ist ein Bew#sserungssystem,
bei dem Pflanzen vollig unabhéngig von der Witterung nach einem zeitlich fest vorgegebenem
Schema mit Wasser versorgt werden.

3.6 Begriffe der Regelungstechnik

In Bild 3.1 ist eine sehr allgemeine Darstellung eines Regelkreises zu sehen. Das zu bee-

Ld

Strecke|=»

u

—>| Regler

]

Messgrofien

Bild 3.1: Regelkreis, allgemeine Darstellung

influssende System wird Regelstrecke oder kurz Strecke genannt. Diejenigen Groflen der
Regelstrecke, deren Verlidufe kontrolliert werden sollen, sind die so genannten Regelgroflen.
Diese werden als messbar vorausgesetzt. Die vorgebbaren Eingangsgrofien der Regelstrecke,
also diejenigen Groflen, die eine Beeinflussung der Regelgrofien erlauben, sind die so genannten
Stellgroflen. Im Rahmen dieses Skriptums wird vorausgesetzt, dass es genau eine Stellgrofie
u(t) und eine RegelgroBe y(t) gibt, d.h. die Strecke ist ein Eingréfiensystem. Der Wunschver-
lauf der Regelgroe wird in Form der Fithrungsgrofie oder Referenzgrofie r(t) vorgegeben.
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Der Regelfehler e(t) repriisentiert die Abweichung der Regelgrofie von der Fiithrungsgrofe,
d.h. e(t) = r(t) — y(t). Soll y(t) dem Verlauf von r(t) folgen, so spricht man von einer Fol-
geregelung oder Nachfithrung. Wenn y(¢) hingegen auf einem konstanten Wert gehalten
werden soll - was natiirlich auch als Vorgabe einer konstanten Fiihrungsgroéfie interpretiert
werden kann - handelt es sich um eine Festwertregelung. Der Regler bzw. das Regelge-
setz generiert aus gegebenen bzw. messbaren Signalen die Stellgrofie u(t) so, dass die Regel-
groBe y(t) der Fiihrungsgrofle r(t) trotz des Einwirkens einer Storgrofle d(t) ,moglichst gut”
entspricht. Diese unscharfe Ausdrucksweise soll verdeutlichen, dass die Giite bzw. Qual-
itéit einer Regelung, die so genannnte Regelgiite, nicht eindeutig definiert werden kann. In
spéateren Kapiteln wird sich zeigen, dass es verschiedene Moglichkeiten gibt, die Regelgiite
sinnvoll zu definieren. Allen Definitionen ist allerdings gemeinsam, dass sie die Stabilitit des
Regelkreises voraussetzen.

In weiterer Folge wird angenommen, dass die Regelstrecke im relevanten Arbeitsbereich durch
ein lineares, zeitinvariantes System der Ordnung n hinreichend genau approximiert werden
kann. Das bedeutet, dass der Zusammenhang zwischen y und u bzw. d im Bildbereich durch
die Relation

y(s) = P(s) u(s) + Py(s) d(s) (3.10)
dargestellt werden kann, siehe hierzu auch Bild 3.2, links. Die beiden Ubertragungsfunktionen

Regelstrecke Regelstrecke

Bild 3.2: Einfluss von d und u auf die Regelgrofie y

P(s) und Py(s) sind gebrochen rationale Funktionen, d.h. sie kénnen als Quotienten von Poly-
nomen in s dargestellt werden. Dabei wird im Folgenden vorausgesetzt, dass die so genannte
wStreckeniibertragungsfunktion” P(s), die das Verhalten der stérungsfreien Strecke (d = 0)
beschreibt, nicht sprungfiihig ist, d.h. der Nennerpolynomgrad n der Ubertragungsfunktion
ist grofer als der Zihlerpolynomgrad. Im Gegensatz dazu wird angenommen, dass d einen
unmittelbaren Einfluss auf y besitzt, d.h. P,(s) repriisentiert ein sprungfihiges System, bei
dem der Ziahlerpolynomgrad dem Nennerpolynomgrad entspricht. Sehr hiufig wird auch vere-
infachend angenommen, dass die Stérung d direkt auf die Regelgrofie y wirkt, d.h. Py(s) =1,
siehe Bild 3.2, rechts. Mit dieser Annahme wird der Tatsache Rechnung getragen, dass der
Einfluss einer unbekannten und nicht messbaren ,,inneren” Stérung ohnehin nur mittels des
gemessenen Verlaufs von y erfasst werden kann. Die tatséchliche Storgrofie wird also in eine
dquivalente Storung am Streckenausgang umgerechnet.
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Die Streckenbeschreibung kann auch in Form eines Zustandsmodells der Form

x=Ax+bu+hd

y=clx+gd (3.11)

erfolgen, wobei A eine n x n Matrix ist, b, h und ¢ sind n—dimensionale Spaltenvektoren und
g ist eine reelle Konstante. Der Zustand der Regelstrecke wird durch den Vektor

x(t)=[z1 z ... xn}T

beschrieben. Der Zusammenhang zwischen den Darstellungen (3.10) und (3.11) ist durch die
Relation

P(s)=c'(SE—A)"'b und Pys)=c'(sSE—A) 'h+g (3.12)
gegeben.

In Bild 3.3 ist exemplarisch der so genannte Standardregelkreis dargestellt, er repisentiert

den klassischen Regelkreis schlechthin. Die Eingangsgrofie des Reglers ist hier der Regelfehler,

d.h. die Abweichung zwischen gewiinschtem und tatséichlichem Verlauf der Regelgrofie. Es

wird sich spiter zeigen, dass es oft auch sinnvoll ist, andere Regelkreis-Strukturen zu wihlen.

Die in weiterer Folge fiir den Standardregelkreis eingefithrten Begriffe sind allgemeingiiltig,

die zugehorigen Berechnungsvorschriften miissen allerdings an die jeweilige Regelkreisstruktur
r e

angepasst werden.
4>£Ci
Y
H%%’ R(s) P(s) g

Bild 3.3: Standardregelkreis

Der Regler wird als lineares, zeitinvariantes System angesetzt. Im Fall des Standardregelkreises
bedeutet dies, dass der Regler durch eine Ubertragungsfunktion

u(s)
R(s) = —= 3.13
=22 (313
dargestellt werden kann. Der Regler wird im Allgemeinen als sprungfihiges System angesetzt,
da es wiinschenswert ist, dass sich sprunghafte Anderungen am Reglereingang unmittelbar am
Reglerausgang auswirken. Der Zusammenhang zwischen Regelgrofie y und Fiithrungsgrofie r
sowie Storgrofle d kann im Bildbereich durch die Relation

R(s)P(s) 1 -

g(S) = i—;j}§zgjiszgj'f(5)‘+'1—;j}§zgjiszg5'd(8) (3.14)
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ausgedriickt werden. Wie man erkennen kann, wird das Fiihrungsverhalten durch die so
genannte Fiihrungsiibertragungsfunktion

y(s) R(s)P(s)
T(s) = 222/ _ 3.15
=9, TFREPE) (3:15)
beschrieben, wihrend das Storverhalten durch die Storiibertragungsfunktion
y(s) 1
S(s) = =2 = 3.16
& =5, " TFREPE) (3.16)

charakterisiert ist.

3.7 Beispiele

3.7.1 Drehzahlregelung mit Hilfe des Fliehkraftreglers

Im Jahr 1788 wurde von Watt und Boulton! der in Bild 3.4 dargestellte Fliehkraftre-
gler zur Drehzahlregelung von Dampfmaschinen eingesetzt. Uspriinglich wurde dieses
Regelungskonzept zur Drehzahlregelung bei Windmiihlen mittels mechanischer Fliigelverstel-
lung entwickelt. Der Mechanismus besteht im Wesentlichen aus einem Fliehkraftpendel durch
dessen Bewegung die Dampfzufuhr zur Dampfmaschine iiber einen Hebel verstellt wird. Im
Ruhezustand ist die Dampfleitung vollstéindig gevdffnet, mit der Kolbenbewegung der Dampf-
maschine beginnt sich das Fliehkraftpendel zu drehen. Mit sich éndernder Drehzahl n werden
die zwei rotierenden Gewichte aufgrund der Fliehkraft angehoben bzw. abgesenkt. Uber einen
Hebelmechanismus wird in der Dampfleitung eine Drossel (Klappe oder Schieber) betitigt,
bis sich ein Gleichgewichtszustand von Dampfzufuhr und Drehzahl einstellt. Die Struktur
des Regelkreises ist in Bild 3.5 dargestellt. Der Fliehkraftregler, bestehend aus Fliehkraftpen-
del und Hebelmechanismus fungiert hier als Drehzahlsensor und Regler, die auf diese Weise
generierte Stellgrofie wird durch das so genannte Stellglied, im vorliegenden Fall durch den
Schieber mechanisch umgesetzt. Der gewiinschte Soll-Wert fiir die Drehzahl kann iiber die
Verschiebung des Angelpunktes am Hebel eingestellt werden.

3.7.2 Der Pupillenapparat des Menschen

Der so genannte Pupillarapparat des Menschen hat die Aufgabe, die Intensitéit des auf die
Netzhaut des Auges einfallenden Lichtes konstant zu halten?. Dies wird durch eine gezielte
Verstellung der Pupillenfliiche mittels der Irismuskulatur erreicht. Fotorezeptoren in der Net-
zhaut fungieren als Sensoren, die nicht nur die Lichtintensitit, sondern auch deren zeitliche
Anderung detektieren. Aus den Sensorinformationen werden im Zentralnervensystem (ZNS)
entsprechende Mafinahmen zur Verstellung der Pupillenfliiche abgeleitet. Bei der Pupillen-
regelung handelt es sich somit um eine Festwertregelung, Lichtintesitédtsschwankungen in der

! James Watt (1736 - 1819), Matthew Boulton (1728 - 1809)
bei besonders starken Intensititsschwankungen erfolgt eine zusitzliche Adaption, die auf chemischen Mech-
anismen beruht.
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. e
Fliehkraftpendel
f Hebel ¥
4—;;-» V7]
Getrieb
Drossel elebe n
Kessel - Dampf- ‘ tf\ N
Dampfzufuhr hi ast
P maschine Antriebswelle \/

Bild 3.4: Drehzahlregelkreis mit Fliehkraftregler

Last
Soll- l Ist-
M Fliehkraft- Drossel R Damp'f_ Drehzaill
regler maschine
r Regler Stellglied Strecke

Bild 3.5: Struktur der Drehzahlregelung

Auflenwelt wirken als Storungen. Die Struktur dieses wichtigen biologischen Regelkreises ist
in Bild 3.6 dargestellt.

AuBenbeleuchtung

Lichtintensitit auf

) der Netzhaut
ZNS Iris- Auge >
muskulatur
Regler Stellglied Strecke

- Sensor :

Bild 3.6: Pupillarapparat als Regelkreis
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Kapitel 4

Standardregler

4.1 Einfiihrung

PID-Regler sind dadurch charakterisiert, dass sich ihre Wirkung aus drei Komponenten zusam-
mensetzt, ndmlich einem proportionalen Anteil (,,P-Anteil”), einem integrierenden Anteil (,,I-
Anteil”) sowie einem differenzierenden Anteil (,,D-Anteil”). Aufgrund ihrer strukturellen Ein-
fachheit (und auch aus traditionellen Griinden) sind PID-Regler im industriellen Einsatz oft
die erste - wenngleich in vielen Fillen nicht die beste - Wahl. Die Einstellung der Regler er-
folgt meistens empirisch, unter Zuhilfenahme von Expertenwissen, oder auf Basis so genannter
Einstellregeln, also ,,Kochrezepten” zur Reglerauslegung.

In den folgenden Abschnitten wird davon ausgegangen, dass die zu regelnde Strecke ein Ein-
groflensystem ist, die Regelkreisstruktur ist der Standardregelkreis. Zunéchst werden die
Grundlagen der PID-Regelung erldutert, einige wichtige Begriffe erkldrt und verschiedene
Realisierungsformen vorgestellt. Danach wird der so genannte Windup-Effekt beschrieben
und einfache Gegenmafinahmen werden vorgestellt. Den Abschluss des Kapitels bilden einige
Einstellregeln, mit deren Hilfe geeignete Reglerparameter ermittelt werden konnen.

4.2 Parallelrealisierung - die Lehrbuchform

Diese Reglerform zeichnet sich dadurch aus, dass die Anteile (P, I und D) durch drei parallele
Zweige realisiert sind (siehe Bild 4.1), man spricht daher von der Parallelrealisierung eines PID-
Reglers. Da in dieser Form Modifikationen bzw. Erweiterungen fehlen, die in industriellen
PID-Reglern zu finden sind, spricht man auch von der Lehrbuchform des PID-Reglers.

Die Stellgrofie wu(t) setzt sich aus drei Komponenten zusammen, die proportional zum
Regelfehler e(t), zum zeitlichen Integral iiber den Regelfehler sowie zur zeitlichen Ableitung
des Regelfehlers sind. Es gilt somit

de(t)

dt -’
wobei Kp, K; und Kp reelle Konstanten sind. Durch Veriinderung dieser Gewichtungsfak-
toren konnen die einzelnen Anteile unabhéingig voneinander eingestellt werden, sie sind also

u(t) = Kpe(t) + K; /t e(t)dr + Kp (4.1)
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72 KAPITEL 4. STANDARDREGLER

LJ :
I%,z

Bild 4.1: Parallelrealisierung eines PID-Reglers

entkoppelt!.

Haufig wird auch die in der DIN 19226 vorgeschlagene Realisierung verwendet, némlich

de(t)
dt

u(t) = Kp {e(t) + T—lN /0 e(r)dr + Ty (4.2)

Hierbei bezeichnen die Konstanten Kp, T und Ty, den Proportionalbeiwert, die Nachstellzeit
und die Vorhaltezeit, der Ursprung dieser Bezeichnungen wird spéter erldutert. Man beachte,
dass bei der Realisierung (4.2) die oben erwiihnte Entkopplung der einzelnen Anteile verloren
geht. Vergleicht man némlich (4.1) und (4.2) so findet man die Zusammenhiinge

Kp

K; =
ITN

bzw. KD == KpTv, (43)

d.h. bei einer Anderung von Kp verdindern sich auch die Konstanten K; und Kp. Eine
Vergroflerung der Nachstellzeit T entspricht einer Reduktion der Gewichtung des I-Anteils,
d.h. fiir Ty — oo wird der I-Anteil deaktiviert. In Tabelle 1 sind die iiblicherweise eingesetzten
Konfigurationen von PID-Reglern dargestellt.

Reglertyp Kp K; Kp Kp Ty Ty
P-Regler * 0 0 * 00 0
PI-Regler * * 0 * * 0
PD-Regler * 0 * * 00 *
PID-Regler * * * * * *
Realisierung (4.1) Realisierung (4.2)

Tabelle 1: Konfiguration von Standardreglern

lengl.: non-interacting
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4.2. PARALLELREALISIERUNG - DIE LEHRBUCHFORM 73

Weiters ist zu beachten, dass in (4.1) bzw. (4.2) die - praktisch nicht mégliche - Durchfithrung
einer idealen zeitlichen Differentiation erforderlich ist. Das bedeutet, dass die zugehorige Re-
gleriibertragungsfunktion nicht realisierbar ist, d.h. ihr Zahlergrad ist grofler als ihr Nenner-
grad. Fiir einen PID-Regler gemiif} (4.2) ergibt sich beispielsweise die Ubertragungsfunktion

1+ STN + S2TNTV
STN ’

R(s):@:KP (1+L+3TV>ZKP (4.4)

STN
Ersetzt man das D-Element durch ein so genanntes DT;-Element, also durch einen Differen-
zierer mit Verzogerungsverhalten, so lautet die nunmehr realisierbare Regleriibertragungsfunk-
tion

R(s) = =< = Kp (1 + = + o1y ) = Pl Ty (1 T/ To) + ST Ty (1 + TR/TV).
é(s) sTn 14+ sTg sTn (1 + sTg)
(4.5)
In diesem Zusammenhang spricht man auch von einem realen PID-Regler bzw. von einem
PID-T; Regler. Hierbei ist zu beachten, dass die Konstante Tk hinreichend klein gewéhlt
werden muss, d.h

Tr
— < 1
7, <

Fiir die Sprungantwort, d.h. e(t) = o(t), des realen PID-Reglers gilt

1 TV _t
t)=K l1+—t+—¢ T
u() p( +TN +TR€ R)7

in Bild 4.2 ist der zugehorige Verlauf der Stellgréfie graphisch dargestellt.
u(t)

1

T, kleiner

K,(1+T,/T,)

D-Anteil J I-Anteil
Kp z : : ,,,,,,,,,,,,,,,,
P-Anteil
>t

Bild 4.2: Sprungantwort eines realen PID-Reglers

Nachstellzeit

Der Begriff der Nachstellzeit Ty eines PI-Reglers (d.h. ,D-Anteil=0") kann mittels seiner
Sprungantwort interpretiert werden. Dazu wird als Eingangsgrofle des Reglers der FEin-
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74 KAPITEL 4. STANDARDREGLER

Bild 4.3: Sprungantwort PI-Regler (links) bzw. Rampenantwort PD-Regler (rechts)

heitssprung gewiihlt, also e(t) = o(t). Fiir den zugehorigen Verlauf der Ausgangsgrofie u(t)

gilt dann offensichtlich
1
u(t) P < + TN t)

Das bedeutet, dass sich die Stellgrofie aus zwei Komponenten zusammensetzt. Wihrend der
P-Anteil des Reglers einen konstanten Stellgroflenanteil Kp bewirkt, liefert der I-Anteil einen
rampenférmigen Anteil KP t. Wie leicht zu erkennen ist, siehe hierzu auch Bild 4.3, sind die bei-
den Stellgroflenanteile zum Zeitpunkt ¢t = T genau gleich grof. Somit kann die Nachstellzeit
als diejenige Zeit interpretiert werden, die der I-Anteil bei einer sprungférmigen Anderung des
Regelfehlers braucht, um einen gleich grofien Beitrag zur Stellgréle zu liefern wie der P-Anteil.

Vorhaltezeit

Die Vorhaltezeit Ty, kann auf dhnliche Art und Weise gedeutet werden, wie die Nachstellzeit.
Wiéhlt man nidmlich als Eingangsgrofie eines idealen PD-Reglers eine Rampe, d.h. e(t) = ¢, so
ergibt sich fiir den entsprechenden Verlauf der Stellgréfie

u(t) = Kp (t +Ty).

Wieder setzt sich die Stellgrofie aus zwei Anteilen zusammen, die offensichtlich zum Zeitpunkt
t = Ty den gleichen Wert annehmen. Die Vorhaltezeit ist somit diejenige Zeit, die der P-Anteil
bei einer rampenformigen Anderung des Regelfehlers benotigt, um einen gleich grofien Beitrag
zur Stellgrofle zu liefern wie der D-Anteil, siehe auch Bild 4.3.

4.3 Windup-Effekt und Gegenmafinahmen

Grundsiitzlich ist beim Entwurf von Regelkreisen immer zu beachten, dass in praktischen
Anwendungen die Stellgroie betragsmiiffig beschriinkt ist, also nicht beliebige Werte annehmen
kann. Dieser Effekt kann mit Hilfe der in Bild 4.4 in den Standardregelkreis eingefiigten
Sattigungsfunktion nachgebildet werden, es gilt

£(p _ B u(t) fir  |u(t)| < Umax
w(t) = satu(t) = { Umax Sign u(t) fir  |u(t)| > w ’

Ty,

¢ fiir Regelunds
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4.3. WINDUP-EFFEKT UND GEGENMASSNAHMEN 75

wobei die positive, reelle Konstante wu,., den maximal zulissigen Betrag der Stellgrofie
reprisentiert. Man beachte, dass durch das ,,Ansprechen” der Sittigungsfunktion die Regel-

H%H R(s) [ pisy [

Bild 4.4: Standardregelkreis mit Stellgrofenbeschrinkung

giite des Regelkreises dramatisch verschlechtert werden kann, im schlimmsten Fall kann es
sogar zur Destabilisierung kommen.

Bei Reglern mit Integralanteil, also auch bei PID-Reglern, kann der so genannte ,, Windup-
Effekt” auftreten. Dieser ist dadurch gekennzeichnet, dass es beispielsweise bei einem abrupten
Arbeitspunktwechsel zu inakzeptablem Uber- bzw. Unterschwingen der Regelgroe y kommt
bevor der gewiinschte stationéire Wert erreicht wird. Die Ursache hierfiir besteht darin, dass bei
aktiver Stellgrofienbeschrinkung, also |u(t)| > umax, die Regelstrecke unabhiingig vom Verlauf
von y mit einer konstanten Eingangsgrofie (+umay) gespeist wird. Die Riickkopplung ist somit
unwirksam und der Regelkreis wird ,,offen” betrieben. Obwohl der Betrag von u* nicht weiter
anwachsen kann, kommt es aufgrund der fortwihrenden Integration des Regelfehlers zu einem
weiteren betragsméfiigen Ansteigen des I-Anteils u; der Stellgrofle. Man spricht in diesem
Zusammenhang vom ,Aufwickeln” oder ,,Aufziehen” des Integrators oder kurz vom, Windup-
Effekt”. Erst wenn der Regelfehler sein Vorzeichen éndert, kommt es zu einer betragsméfligen
Verkleinerung von u;. Wenn der Betrag von u; schliellich hinreichend klein ist, spricht die
Stellgroflenbeschréinkung nicht mehr an und der Regelkreis funktioniert wieder in gewiinschter
Weise. Aufgrund der unnétig langen zeitlichen Phase, wihrend der u* = duy., gilt, kommt
es zu dem oben erwihnten ungiinstigen Verlauf der Regelgrofie y.

4.3.1 Anti-Windup-Mafinahmen

Eine naheliegende Mafinahme zur Bekidmpfung des Windup-Effekts besteht darin, das be-
tragsméfige Ansteigen von u; im Falle einer aktiven Stellgréfienbeschrankung, d.h. |u(t)| >
Umax, zU vermeiden. Das bedeutet, dass die Integration des Regelfehlers bei aktiver Stell-
groflenbeschrinkung unterbunden wird, also

dl%
dt

=0 fir |u(t)| > Umax- (4.6)

Eine andere hiufig angewandte Anti-Windup Strategie ist in Bild 4.5 dargestellt. Sie besteht
darin, dass bei aktiver Stellgroflenbeschrinkung die Integration nicht vollstéindig angehalten
wird, sondern dass dem Aufwickeln des Integrators proportional zur ,Verletzung” der Stell-
groflenbeschrinkung entgegengewirkt wird. Fiir den in Bild 4.5 dargestellten PI-Regler gilt
also

dl@‘ 1 «
dt_KIe_fz(u_u)’ (4.7)
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76 KAPITEL 4. STANDARDREGLER

Bild 4.5: PI-Regler mit Anti-Windup Mafinahme (grau hinterlegt)

wobei T}, eine positive Konstante? ist. Die Einstellung von T, erfolgt iiblicherweise empirisch,
in der Literatur existieren aber auch Berechnungsvorschlige, wie z.B.

1
Ta =\ TN TV oder Ta = 5 (TN + Tv)
fiir PID-Regler.

Gegeben sei eine Regelstrecke, deren dynamisches Verhalten im interessierenden Betriebs-
bereich durch die Ubertragungsfunktion

s+0.9
P(s) = 35—+
5+ 0.5s5+1
beschrieben werden kann. Fiir die betragsméflig beschrénkte Stellgrofle u gilt

|u(t)] < Umax = 1.5.

Als Regler wurde ein PI-Regler mit der Ubertragungsfunktion

1
R(S):Kp (]_—I——) mit Kp:3, TN:05
STN

ausgewihlt. Weiters wurde die in Bild 4.5 dargestellte Anti-Windup-Mafinahme realisiert,
wobei
T, =0.1

gesetzt wurde. In Bild 4.6 sind die Verldufe der Regelgréfie y und der Stellgrofie v graphisch
dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass es ohne Anti-Windup-Mafinahme (blaue Kur-
ven) zu einem starken Uberschwingen der Regelgrofie kommt, was auf das oben beschriebene
L»Aufwickeln” des Integrieres zuriick zu fiihren ist.

[ |

4.4 Einstellregeln fiir PID-Regler

Mit Hilfe von so genannten Einstellregeln kénnen die Reglerparameter von PID-Reglern rela-
tiv geradlinig ermittelt werden. Die hierfiir benstigten charakteristischen Streckenparameter

2T, wird auch als "tracking time constant" bezeichnet.
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4.4. EINSTELLREGELN FUR PID-REGLER 7

! 1
S | | ;
-~ | | i
| | | ‘
0-3 i T }# ohne AW-MaBnahme | |
| | | mit AW-MaBnahme
0 | ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
t

u(t)

(075 e N T ohne AW-MafBnahme
i i mit AW-MafBnahme
0 | | | |
0 1 2 3 4 5 6
t

Bild 4.6: Verldufe von Regelgrofie (Bild oben) und Stellgréfle (Bild unten) ohne und mit
Anti-Windup Mafinahme

werden experimentell ermittelt. Die gesuchten Reglerparameter werden dann als Funktion
dieser Streckenparameter angegeben, die entsprechenden Relationen sind tabellarisch zusam-
mengefasst. Man beachte, dass hier nur einige der unzéhligen Einstellregeln fiir PID-Regler
vorgestellt werden. Weiters ist zu beachten, dass die mittels der Einstellregeln gefundenen Re-
glerparameter nur als Ausgangspunkt fiir die Reglerauslegung dienen, die endgiiltigen Werte
der Parameter werden durch nachfolgendes ,,Feintuning” ermittelt.

4.4.1 Einstellregeln nach Ziegler-Nichols

Die beiden Methoden nach Ziegler und Nichols wurden im Jahr 1942 vorgestellt und gehoren
seitdem zu den klassischen Einstellregeln fiir PID-Regler. Man unterscheidet zwischen der
Wendetangenten-Methode (,,open-loop method”) und der Stabilitédtsrand-Methode (,closed
loop method”). Erfahrungsgemif fiihrt die Anwendung der Ziegler-Nichols Regeln im Allge-
meinen zu schwach geddmpften Regelkreisen.

Wendetangenten-Methode

Bei diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dass die Sprungantwort der Regelstrecke gefahrlos
experimentell ermittelt werden kann. Wie in Bild 4.7 angedeutet, wird die Wendetangente
der Sprungantwort eingezeichnet und die Streckenverstirkung Kg, die Verzugszeit T, und die
Ausgleichszeit T, werden abgelesen. Die Reglerdimensionierung erfolgt dann mit Hilfe von
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Bild 4.7: Zur Wendetangenten-Methode nach Ziegler-Nichols

Tabelle 2.

Reglertyp TN Ty
P-Regler Ks 00 0
PI-Regler 0.9 3.337, 0
PID-Regler | 1.2 27T, 057,

Tabelle 2: Reglerparameter, Wendetangenten-Methode

Stabilitdtsrand-Methode

Bei diesem Ansatz werden die benétigten Streckeninformationen aus dem dynamischen Ver-
halten des geschlossenen Regelkreises ermittelt, wobei als Regler zuniichst ein P-Glied verwen-
det wird. Der Verstiarkungsfaktor des P-Reglers wird solange variiert, bis die Regelgrofie y
bei sprungformiger Anderung der Referenzgrofe eine ungedimpfte Schwingung vollfithrt, das
System wird also bis an den ,,Stabilitdtsrand” gebracht. Die Periodendauer T} der Schwingung
wird kritische Periode genannt, der zugehorige Verstirkungsfaktor des Reglers wird mit Kj

Ty,

fiir Regelungs”
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4.4. EINSTELLREGELN FUR PID-REGLER 79

bezeichnet. Die Reglerdimensionierung basiert auf den in Tabelle 3 angegebenen Relationen.

Reglertyp Kp Tn Ty
P-Regler 0.5 K, 00 0
PI-Regler 0.4 K, 0.8 T 0
PID-Regler | 0.6 K 0.57} 0.127;

Tabelle 3: Reglerparameter, Stabilitéitsrand-Methode

Bei "trigen" Regelstrecken, also Systemen mit sehr grofler dominanter Zeitkonstante, kann
die Durchfithrung der Stabilitéitsrand-Methode mit einem grofien zeitlichen Aufwand verbun-
den sein. Durch leichte Modifikationen kann die Methode auch zum "Autotuning", d.h. zur
selbsténdigen Einstellung, von Reglerparametern eingesetzt werden. Dabei wird der P-Regler
durch ein geeignetes nichtlineares Element ersetzt. Dies hat zur Folge, dass sich die Dauer-
schwingung der Regelgrofie automatisch einstellt.

4.4.2 Methode der Summenzeitkonstante (,,T-Summen Regel”)

Aus der Sprungantwort der Regelstrecke wird die Streckenverstirkung Kg und die so genannte
Summenzeitkonstante Ts, abgelesen. Wie in Bild 4.8 zu erkennen ist, sind fiir ¢ = T%, die beiden

Bild 4.8: Zur Methode der Summenzeitkonstante

Flichen A; und A, gleich grofl. Die Erfahrung zeigt, dass die Ermittlung von Ty, auch bei
stark verrauschter Sprungantwort hinreichend genau durchgefithrt werden kann - ganz im
Gegensatz zur Wendetangente beim Ziegler-Nichols Verfahren. Die Summenzeitkonstante ist
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offensichtlich ein Ma# fiir die , Reaktionsfreudigkeit” des Systems, d.h. je kleiner T% ist, umso
schneller reagiert der Streckenausgang auf sprunghafte Anderungen am Streckeneingang. In
Tabelle 4 sind die vorgeschlagenen Reglereinstellungen zusammengefasst.

Reglertyp Kp Ty Ty
P-Regl 1 0
-Regler — 00
PI-Regl ! 0.5 75 0
-Regler .
g 2 Kg b))
1
PD-Regler — o0 0.33 T,
Kg
1
PID-Regler — 0667 0.17Tx
Kg

Tabelle 4: Reglerparameter, T-Summen Regel

fiir Regelungs~ .
tisierungstechm.k

Ty,
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Kapitel 5

Diskretisierung zeitkontinuierliche
Regelgesetze

5.1 Einfiihrung

Sehr h#ufig miissen zeitkontinuierlich entworfene Regelgesetze zeitdiskret realisiert werden.
Das dynamische Verhalten des resultierenden zeitdiskreten Regelkreises soll dann dem Verhal-
ten des urspriinglich entworfenen zeitkontinuierlichen Regelkreises ,,moglichst nahe” kommen.
Diese ,,Giite” der Diskretisierung wird dabei iiblicherweise durch numerische Simulation des
zeitdiskreten Regelkreises bewertet. Eine notwendige Voraussetzung fiir eine zufriedenstel-
lende Diskretisierung ist natiirlich die sinnvolle Wahl der Diskretisierungszeit 7;, wovon in
weiterer Folge auch ausgegangen wird.

Die grundlegenden Ideen der Reglerdiskretisierung werden im Folgenden anhand eines PI-
Reglers mit der Zeitbereichsbeschreibung

u(t) = Kpe(t) + K /0 () dr (5.1)

und der Ubertragungsfunktion

ﬂ(s) . E{U(t)} . KPS—I—KI
e(s)  Lie()} s
demonstriert. Hierbei stellen Kp und K; die reellen Reglerparameter dar, die beispielsweise

mit Hilfe der vorgestellten Einstellregeln ermittelt werden kénnen. Das Regelgesetz (5.1) wird
nun zu den dquidistanten Zeitpunkten

R(s) = (5.2)

t=kT; wobei k=0,1,2,3,... (5.3)
ausgewertet, d.h.

Wk Ty) = Kpe(kTy) + K /0 e ar. (5.4)

81
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82 KAPITEL 5. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHE REGELGESETZE

Mit den Abkiirzungen
up :=u(kTy) and e :=e(kTy)

erhélt man
kTy (k‘—l)Td kTy
uk:erk+KI/ G(T)dT:erk—l—K]/ e(7’)d7‘+KI/ e(r)dr, (5.5)
0 0 (k=1)Ty
was schlussendlich auf die Beziehung
kT,
uk:ukl—erkl—i—erk—i—K]/ 6(7‘)d7’. (56)
(k=1)T4

fithrt. Die nachfolgend angefiihrten Methoden zur Diskretisierung des PI-Reglers unterschei-
den sich durch die Art der numerischen Berechnung des in (5.6) auftretenden Integrals.

5.2 Vorwirts-Euler-Integration

Hier wird die Approximation

kTy
/ 6(7’) dr ~ Td €L—_1 (57)
(k—1)T4

verwendet, d.h. das Integral wird durch ein Rechteck, das in Bild 5.1 schraffiert dargestellt ist,
angenidhert. Die Differenzengleichung, die das zeitliche Verhalten des zeitdiskreten PI-Reglers

e(t)

&DT, kT, !

Bild 5.1: Prinzip der Vorwirts-Euler-Integration

beschreibt, lautet somit
up = up—1+ Kpep + (K] Ty — Kp) €k_1- (58)

Wendet man auf (5.8) die z-Transformation an, so erhilt man die z-Ubertragungsfunktion

a(2)  Kpz+ (K;Ty— Kp)  Kp(z—1)+ KTy Kpip+ K

é(2) z—1 z—1 ZT;dl

Ra(z) = (5.9)
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5.3. RUCKWARTS-EULER-INTEGRATION 83

Der direkte Vergleich von (5.2) mit dem zeitdiskreten Regler (5.9) zeigt, dass
Ri(z) = R(s)|,_z-1 . (5.10)

gilt. Der Zusammenhang zwischen Punkten der komplexen s-Ebene und Punkten in der
komplexen z-Ebene wird also durch die Relation

z=1+sTy (5.11)

beschrieben. Offensichtlich wird die imaginéire Achse der s-Ebene, d.h. s = jw auf z = 1+jwTy
abgebildet. Das bedeutet, dass die linke offene Halbebene Re {s} < 0 abgebildet wird auf die
Halbebene Re {z} < 1, siehe Bild 5.2. Ein stabiler Regler R(s) kann also prinzipiell durch
diese Art der Diskretisierung (5.10) in einen instabilen zeitdiskreten Regler R4(z) tibergehen.

Im Im

.
D,

Bild 5.2: Abbildung von Re {s} < 0 auf Re{z} <1 bei der Vorwérts-Euler-Integration

s-Ebene * z-Ebene

__ '
-

5.3 Riickwirts-Euler-Integration

Bei dieser Art der Diskretisierung wird die Approximation

kT,
/ e(r)dr ~ Tyey (5.12)
(

k—1)Ts

eingesetzt, das Integral in (5.6) wird also durch das in Bild 5.3 schraffiert dargestellte Rechteck
angeniihert.Fiir das zeitdiskrete Regelgesetz ergibt sich somit die Differenzengleichung

Up = Uk_1 + (KP + K Td) er, — Kpep_1 (513)

mit der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion

i Kp+KTy)z—Kp Kp(z—1)+KTyz Kpig +K
Raz) = 22 Kt KT em Kp  RKpGo Dt Bifaz  Zran TR )
é(z) z—1 z—1 T
Der Zusammenhang zwischen R(s) und Ry(z) wird also durch
Ry(z) = R(S)],_z21 (5.15)

2Ty
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e(t)

S~

&DT, kT, !

Bild 5.3: Prinzip der Riickwirts-Euler-Integration

beschrieben. Punkte in der komplexen s-Ebene stehen mit Punkten in der komplexen z-Ebene

iiber die Relation )

° = 1-—-81}
in Beziehung. Die imaginire Achse der s-Ebene, d.h. s = jw geht in den in Bild 5.4 dargestell-
ten Kreis

1
=73

1

2

iiber. Die linke offene s-Ebene geht in das Innere des Kreises iiber, d.h.

Re{s} <0 = (5.16)

Daraus kann unmittelbar gefolgert werden, dass durch diese Art der Diskretisierung die BIBO-
Stabilitdt der Regleriibertragungsfunktion erhalten bleibt.

Im Im
A A
s-Ebene z-Ebene

Bild 5.4: Abbildung von Re {s} < 0 auf }z - %} < 1 bei der Riickwirts-Euler-Integration

5.4 Integration mittels Trapez-Regel - Tustin Formel

Bei der Integration nach der Trapez-Regel wird, wie in Bild 5.5 dargestellt, das Integral in
(5.6) durch das schraffierte Trapez approximiert, d.h.
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5.4. INTEGRATION MITTELS TRAPEZ-REGEL - TUSTIN FORMEL 85

kT Td
/ e(r)dr = 2 (ep 1+ ep). (5.17)
(k—1)T, 2

Fiir die Differenzengleichung ergibt sich somit

e(t)

&-DT, kT, !

Bild 5.5: Prinzip der Trapez-Integration

T.
u, = Kpep,— Kpep_1+up_1+ K[Ed (616,1 + €k) = (518)

T. T.
= Up_1+ (KI?d + Kp)ey + (KI?d — Kp)eg—1,

d.h. z-Ubertragungsfunktion des Reglers lautet

i(z) (KR +Kp)z+ (K% —Kp) Kp(z—D+KR:E+1) Keging+K

R = — _
() é(z) z—1 z—1 )
Es gilt somit
Ry(z) = R(S)|5_z?d =1 (5.19)
Den in (5.19) angegebenen Zusammenhang
2z—-1
2
o ]b z+1 (5 0)

zwischen den komplexen Variablen s und z nennt man auch Tustin-Formel. Die Umkehrre-
lation zu (5.20) lautet

1+32
z = ) 5.21
1-— 5221 ( )

d.h. die imaginéire Achse der s-Ebene geht in den Einheitskreis der z-Ebene iiber bzw. die
linke offene s-Ebene geht in das Innere des Einheitskreises iiber, siche auch Bild 5.6.

fiir Regelungds
tisierungs

Ty,
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KAPITEL 5. DISKRETISIERUNG ZEITKONTINUIERLICHE REGELGESETZE

Im Im

s-Ebene ] z-Ebene

— *Re »Re

Bild 5.6: Abbildung von Re {s} < 0 auf |z| <1 bei der Trapez-Integration
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Kapitel 6

Analytische Reglersynthese

6.1 Einfiihrung

Die Idee der so genannten ,,Analytischen Reglersynthese” besteht darin, dem Regelkreis eine
gewiinschte Fiithrungsiibertragungsfunktion 7'(s) vorzugeben. Aus T'(s) und der gegebenen
Strckeniibertragungsfunktion P(s) wird dann der gesuchte Regler berechnet. Damit unter-
scheidet sich der Entwurfsprozess grundlegend von anderen Entwurfstechniken.

6.2 Implementierbarkeit

Eine Ubertragungsfunktion 7'(s) wird - bei vorgegebenem P(s) - implementierbar genannt,
wenn es eine Regelkreisstruktur mit folgenden Figenschaften gibt:

(i)  T(s) ist die Fiithrungsiibertragungsfunktion des Regelkreises
(ii)  Alle Teilsysteme des Regelkreises sind realisierbar

(iii) Der Regelkreis ist intern stabil

Die Bedingung (ii) besagt, dass jeder ,,Block” im Regelkreis ein realisierbares System sein muss,
d.h. jedes Teilsystem kann in Form eines Zustandsmodells realisiert werden. Die Erfiillung
von (iii) hat zur Folge, dass es im Regelkreis zu keinen unerlaubten instabilen” Kiirzungen
kommt, d.h. jede Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ist BIBO-stabil. Ist
T(s) also nicht implementierbar, so gibt es keinen praktisch sinnvollen Regelkreis mit dieser
Fithrungsiibertragungsfunktion.

Die Implementierbarkeit einer Fiihrungsiibertragungsfunktion
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88 KAPITEL 6. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

bei gegebener teilerfremder (d.h. gekiirzter) Streckeniibertragungsfunktion

P(s) = % 62)

kann leicht iiberpriift werden. 7T'(s) ist némlich genau dann implementierbar, wenn gilt
(a) Das Polynom vp(s) ist ein Hurwitzpolynom
(b) Nullstellen von pu(s) in der geschlossenen rechten Halbebene sind Nullstellen von pip(s)

(¢) Gradvp(s)— Grad ugp(s) > Gradv(s)— Grad u(s)

Gegeben sei die Regelstrecke

s—1
P(s):m.

Es ist zu iiberpriifen, welche der angegebenen Ubertragungsfunktionen implementierbar sind:

(@) (b) (¢)

Ti(s) = 21 i v v X nicht implementierbar
Ty(s) = 52%51%_1 X W nicht implementierbar
Ts(s) = % v < X/ nicht implementierbar
Tu(s) = ﬁ vV VvV implementierbar

Das bedeutet, dass nur Ty(s) eine sinnvolle Wahl fiir die Fiihrungsiibertragungsfunktion eines
Regelkreises mit der vorgegebenen Regelstrecke P(s) darstellt. ]

6.3 Entwurf fiir den Standardregelkreis

Zunéchst wird die wohl naheliegendste Vorgangsweise zur Ermittlung von R(s) aus T'(s) und
P(s) vorgestellt. Es zeigt sich, dass diese direkte Art der Reglerberechnung allerdings nur
eingeschrinkt anwendbar ist und mit Hilfe des Standardregelkreies nicht jede implementierbare
Fiihrungsiibertragungsfunktion realisiert werden kann. Daher beschrinkt man sich bei der so
genannten Polvorgabe auf die Vorgabe der Pole von T'(s).

6.3.1 Direkte Reglerberechnung

Aus der vorgegebenen Fithrungsiibertragungsfunktion T'(s) errechnet sich die Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises gemif3

(6.3)
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6.3. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 89

Man beachte, dass der resultierende Regelkreis genau dann intern stabil ist, wenn alle ,insta-
bilen” Pole bzw. Nullstellen von P(s) auch Pole bzw. Nullstellen von L(s) sind. Anderenfalls
kommt es zu unerlaubten instabilen Kiirzungen bei der Berechnung von L(s). Der gesuchte
Regler R(s) kann iiber die Relation

L(s)
R(s) = 6.4
5= 5 (6.4)
berechnet werden.
Gegeben sei die Regelstrecke
P(s) = _s-1
s (s+2)
und die gewiinschte (implementierbare) Fiihrungsiibertragungsfunktion
-3 (s—1)
T(s) = ——"7"=.
()= 228543
Fiir die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises ergibt sich
-3 (s—1)
I(s) = 2>\ =)
(s) s(s+5.8)’

d.h. L(s) besitzt den instabilen Streckenpol bei s = 0 und die instabile Streckennullstelle bei
s = 1. Das bedeutet, dass der resultierende Regelkreis intern stabil ist und die Regleriibertra-
gungsfunktion lautet

—3(s+2)
R(s) = ———
&) =58
|
Mit der Streckeniibertragungsfunktion
1 1

P(s) =

-1 (s+D(s—1)
und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

3

T(s) = — >
)= 738573

findet man
3

L(s) = ————.
(5) s(s+2.8)
Man erkennt, dass der instabile Streckenpol bei s = 1 kein Pol von L(s) ist, d.h. es kommt zu
einer instabilen Kiirzung im offenen Kreis. Diese Tatsache erkennt man auch an der Regler-
iibertragungsfunktion
3(s+1)(s—1)

R(s) = s(s+2.8)
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90 KAPITEL 6. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

6.3.2 Polvorgabe

Aus dem vorigen Abschnitt geht hervor, dass nicht jede implementierbare Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion mit Hilfe des Standardregelkreises realisiert werden kann. Das hier vorgestellte
Verfahren beschrénkt sich daher auf die so genannte Polvorgabe, d.h. nur die Pole von T'(s)
werden vorgegeben. Fiir die Streckeniibertragungsfunktion gilt

n—1
P(S) — ILL(S) _ Mp—18 + +:U’18+:U’0 ) (65)
v(s) UpS"Hvp st 4. 4+ vis+ g
Setzt man den Regler als Quotienten der Polynome b(s) und a(s) an, d.h.
b b,s” +...+b b
R(s) = (s) _ bpsP A A s+ bo (6.6)
a(s) a4+ ... +a1s+ap
so gilt unter Beriicksichtigung von (6.2) fiir die Fithrungsiibertragungsfunktion
b
T(S) — (S)IU(S) (6-7)

a(s) v(s) + b(s) u(s)

Die Polynome b(s) und a(s) sollen nun so berechnet werden, dass das Nennerpolynom von
T'(s) einem vorgegebenen Hurwitzpolynom

vr(s) = faroS" P+ farpars" T 4+ fis+ fo

entspricht, d.h.

a(s)v(s) +b(s) pu(s) = vr(s). (6.8)

Eine Gleichung mit der Struktur von (6.8) wird auch diophantische Gleichung genannt. Der
Koeffizientenvergleich liefert im vorliegenden Fall ein lineares Gleichungsssystem der Form

[ v Ho Tra7 1 7
vio v ot o f
gt ' M1 :
Vn-1 . Vo Hpn—1 Ho Qp — 6.9
Voo Vn—1 V1 U Ha bo (6.9)
Un, : 0 : by
Vn-1 Hp—1 :
Vn 0 L bP . L fn+p .

Aufgrund der einfachen Struktur der Koeffizientenmatrix, die auch Resultante der Polynome
p(s) und v(s) genannt wird, kann obiges Gleichungssystem mit minimalem Programmier-
aufwand z.B. in Matlab aufgestellt und gelost werden. Die Resultante besitzt (n+ p+ 1)
Zeilen und (2p + 2) Spalten, aufgrund der vorausgesetzten Teilerfremdheit von pu(s) und v(s)
besitzt sie den Hochstrang. Setzt man nun

p=n-—1, (6.10)

Ty,

¢ fiir Regelungs”
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6.3. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 91

so ist die Resultante eine reguléire 2n x 2n—Matrix, d.h. das Gleichungssystem (6.9) kann
eindeutig gelost werden.

Gegeben sei die Streckeniibertragungsfunktion (n = 2)

1

P(s) = ——.
()= %73

Es soll ein Regler der Ordnung p = n — 1 = 1 so ermittelt werden, dass alle Pole von T'(s) an
der Stelle s = —1 liegen, d.h.

vr(s) = (s +1)> = 5% + 35 + 35 + 1.

Fiir das Gleichungssystem (6.9) ergibt sich somit

201 07 [ a 1
0201 |al| |3
1000 [k | [3]
0100] (b 1

als Losung findet man
a0:3, a1:1, b():—5 und 61:1,

d.h.
s—5

s+3
Die resultierende Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet

R(s) =

5—95 5—95
T(s) = = :
(5) s3+3s2+3s+1  (s+1)3
Sie besitzt eine Nullstelle bei s = 5, die sich gemif (6.7) aus dem Entwurf ergibt. [

Wahlt man
p>n—1, (6.11)

so ist das Gleichungssystem (6.9) unterbestimmt, d.h. die Resultante besitzt weniger Zeilen
als Spalten. Durch die Erhohung der Reglerordnung kénnen also zusétzlich zu den gewiin-
schten Polen von T'(s) weitere (p — n + 1) Bedingungen fiir die Reglerkoeffizienten vorgegeben
werden. Dadurch ergeben sich zusitzliche Freiheitsgrade fiir den Reglerentwurf.

Fortsetzung. Gleich wie im vorigen Beispiel sollen alle Pole von T'(s) an der Stelle
s = —1 liegen. Zusitzlich soll der Regler integrierendes Verhalten zeigen, d.h. eine Polstelle
bei s = 0 besitzen. Dieser ,Zusatzwunsch” kann durch die Erhohung der Reglerordnung auf
p = 2 im Entwurf beriicksichtigt werden. Dazu muss lediglich die Gleichung ay = 0 zum
Gleichungssystem (6.9) hinzugefiigt werden. Damit folgt unter Beriicksichtigung von

vp(s) = (s+1)* =s* +4s* + 65> +4s + 1
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92 KAPITEL 6. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

unmittelbar das Gleichungssystem

2001007/ a 1
020010]]|a 4
10200 1| |al| |6
010000/ ]|b | |4]"
001000]]|b 1
(100000 [b| |0

aus dem sich
a0:0,a1:4,a2:1, bgzl,blz—4 und b2:4

ergibt, d.h.
4% — s+ 1
Be)=—a35

Die resultierende Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet

45 —4s+1 4(s — 0.5)?

T — =
(5) st+4s3 4652 +4s+1 (s+1)4

Mit der beschriebenen Methode lassen sich zwar die Pole der Ubertragungsfunktion 7'(s),
nicht jedoch ihre Nullstellen vorgeben. Aus diesem Grund wird im folgenden Abschnitt eine
erweiterte Regelkreisstruktur betrachtet, mit deren Hilfe jede implementierbare Fithrungsiiber-
tragungsfunktion realisiert werden kann.

6.4 Entwurf fiir eine erweiterte Regelkreisstruktur

Fiir die Fiithrungsiibertragungsfunktion der in Bild 6.1 dargestellten erweiterten Regelkreis-

o W) f P(s) j—y»
R(s)

Bild 6.1: Erweiterte Regelkreisstruktur

struktur findet man
V(s) P(s)

§) = ———————.
(5) 1+ R(s)P(s)
Man beachte, dass der Regler im vorliegenden Fall ein System mit zwei Eingangsgréfien y und
r und einer Ausgangsgrofie u ist. Daraus resultiert, dass die beiden Ubertragungsfunktionen

(6.12)
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6.4. ENTWURF FUR EINE ERWEITERTE REGELKREISSTRUKTUR 93

R(s) und V (s) dasselbe Nennerpolynom a(s) besitzen, d.h.

b(s)  bps”+ ... +bis+ by c(s) ¢+ ... +cs+c

R(s) = = und V(s) = = .
a(s) apsP+...+a1s+ag a(s) ap,s"+...+a1s+ap
(6.13)
Fiir T'(s) folgt nun
T(s) = c(s)uls) . (6.14)

a(s)v(s) + b(s) p(s)
Wihlt man nun eine beliebige implementierbare Fiihrungsiibertragungsfunktion gemé#f (6.1),
so miissen die Bedingungen

c(s)uls) = pr(s)  und  a(s)v(s) +b(s) u(s) = vr(s) (6.15)

gelten. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, dass ¢(s) genau dann, wie gewiinscht, ein Polynom
ist, wenn p(s) ein Teiler von pp(s) ist.

Mit der Streckeniibertragungsfunktion

1 1 pi(s)

PO = e = Gan6=1 ~ v

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 pir(s)
T = =
(s) $3+3s2+3s+1  vp(s)

findet man mittels (6.15)
c(s)-1=1 = c(s)=1
und
a(s) - (s* = 1) +b(s) - 1=s>+3s>+3s+ 1.
Die Polynome a(s) und b(s) kénnen aus dem Gleichungssystem (6.9) berechnet werden. Fiir
den Regler findet man
4(s+1) 1

R(s) = s+3

Im nachfolgenden Beispiel ist die Voraussetzung, dass p(s) ein Teiler von up(s) ist, verletzt,
d.h. die beschriebene Methodik kann nicht angewandt werden.

Mit der Streckeniibertragungsfunktion

s+2 s+2 _,U(s)
P(s) = s2—1 (s+1)(s—1) wv(s)’
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94 KAPITEL 6. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 pir(s)
T(s) = — 5 =T
$3+3s2+3s+1  wvp(s)

fithrt (6.15) auf die Bedingung
c(s)(s+2) =1,

d.h. es gibt kein Polynom ¢(s) als Losung dieser Gleichung. ]

Abhilfe schafft eine geringfiigige Modifikation der Vorgangsweise. Zuniichst wird die Ubertra-
gungsfunktion 7'(s) durch das Zéhlerpolynom der Strecke dividiert, also

1 T(S) _ 1 /’LT(S) — /}T(S)'
p(s)vr(s) v
Dabei ist darauf zu achten, dass bei der Berechnung von fij(s) bzw. p(s) gegebenenfalls alle

instabile Kiirzungen durchzufiihren sind, d.h. 77(s) ist jedenfalls ein Hurwitzpolynom. Aus
(6.14) folgt dann unmittelbar

ﬁT(S) o C(S) (6.16)

vr(s)  als)v(s) +b(s) u(s)’

d.h. es ergeben sich die Entwurfsgleichungen

c(s) =pp(s)  und  a(s)v(s) +b(s) u(s) = vr(s). (6.17)

Mit der Streckeniibertragungsfunktion

B 5+2 ~pu(s)
PO = G360 = vs)

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

T(s) 1 pir(s)

(s+1)  vr(s)

fithrt (6.16) zu

—T(s) = 1 — 1 fir(s)

(5+2)(s+1)2 +4s2+55+2  bp(s)

Aus (6.17) folgt nun unmittelbar

6(s+1) 1

R(s) = I und  V(s) = Pl
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6.4. ENTWURF FUR EINE ERWEITERTE REGELKREISSTRUKTUR 95

Man beachte, dass der Polynomgrad von op(s) gemdfl (6.17) genau (n + p) betragen muss.
Gegebenenfalls kann die Erfiillung dieser Bedingung durch eine Erweiterung von T'(s) erreicht
werden, wie das nachfolgende Beispiel verdeutlicht.

Gegeben sei die Streckeniibertragungsfunktion

_ o st2 )
PO =606 -1 = ols)

und die gewiinschte (implementierbare) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 pg(s)
T(s) = s+1  wvp(s)

Es soll ein Regler so entworfen werden, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion des
Regelkreises T'(s) ist und der Regler integrierendes Verhalten hat. Daher wird die Reglerord-
nung p = 2 gewihlt, der Polynomgrad von #r(s) muss also 4 betragen.

Aus (6.16) folgt
i L )

L i) = -
u(s) S (s+2)(s+1) s243s5+2  bp(s)’
d.h. der Polynomgrad von 77(s) betréigt nur 2. Eine Erhohung des Polynomgrads erreicht
man, indem 7'(s) als

1 w(s)
s+ 1w(s)

T(s) =

angeschrieben wird, wobei w(s) ein Hurwitzpolynom vom Grade 2 ist. Die spezielle Wahl
von w(s) hat keinen Einfluss auf das Fiihrungsverhalten des Regelkreises, wohl aber auf sein
Storverhalten. In Form von w(s) ergeben sich also zusitzliche Freiheiten beim Reglerentwurf.
Im vorliegenden Fall wird willkiirlich

w(s) = (s + 3)°

gewihlt, d.h.
2
T(s) = 1 (s+ 3)2.
(s+1) (s+3)
Aus (6.16) folgt nun
L g = 1 (s +3)" _ (s +3)* _ Jir(s)
u(s) (54+2) (s4+1)(s+3)° s'+9s34+2952+395+18  vp(s)’

der Regler kann also mittels (6.17) berechnet werden, d.h.

o(s)=(s+3)7=5246549
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96 KAPITEL 6. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

und ) - )

-1 0 0 2 00 ag 18

0 -1 0 1 20 ay 39

1 0 101 2| al| |2

0 1 0 001 bo | | 9

0O 0 1 000 by 1

| 1 0 0 00 0] | b | 0 ]
Daraus ergibt sich
R(S):732+16s—|—9 und V(s):32+6s—|—9
s(s+2) s(s+2)

6.4.1 Realisierung des Reglers

Die Realisierung des Reglers

ﬁp8p+...+613+ﬁ0
sP+a, 157 Fais+ o

VS 7S+
sP+a, 5P~ L+ ais +ag

R(s) = und V(s) =

als ein dynamisches System kann beispielsweise mit Hilfe der so genannten zweiten Normal-
oder Standardform erfolgen. Bezeichnet man mit

XR = [xRJ ce me}

den Zustandsvektor des Reglers, so lautet die Realisierung

00 —ap Bo — B,a0 Yo — VX0
" 10 — By = Byan Y1~ V01
d_tR = 01 —Q XRp — 52 _ﬁpO{Q y+ Y2 _’YpO{Q T,
i 00 1 —a, ] i 5,071 - ﬁpapfl ] L Vo1 = Tp%p-1 ]
u = [0 0 ... 0 1]XR—pr+7pr.

6.5 Wahl von T(s)

Héufig wird fiir 7'(s) der Ansatz

w2

Tls) = . ' 1 1
(s) P ol sz M w0 und 0<d<1, (6.18)

gewiihlt, wobei w, die so genannte Kennkreisfrequenz und d der Dampfungsgrad ist. Die
angegebenen Wertebereiche fiir w,, und d gewéhrleisten, dass T'(s) BIBO-stabil ist. In Bild 6.2
ist der typische Verlauf der Sprungantwort eines Systems (6.18) dargestellt. Mit M, wird die
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05 ===~ e

0

Bild 6.2: Sprungantwort eines Systems der Form (6.18)

Uberschwingweite (,,maximum peak”) bezeichnet, sie gibt den maximalen Wert der Regelgrofie
an, wenn die Referenzgrofle der Einheitssprung ist. Aus der Uberschwingweite M, kann das
entsprechende prozentuale Uberschwingen gemiifl

i =100 (M, —1) in% (6.19)

ermittelt werden. Mit ¢, wird die so genannte Anstiegszeit (,rise time”) bezeichnet. Man
beachte, dass in der Literatur verschiedene Definitionen fiir die Anstiegszeit zu finden sind,
die sich bei genauerer Untersuchung jedoch nur geringfiigig voneinander unterscheiden.

Bei vorgegebenem M, und ¢, konnen die Parameter w, und d mit Hilfe der in Bild 6.3
dargestellten Kurven leicht ermittelt werden.

Soll die Sprungantwort des Regelkreises ein prozentuales Uberschwingen von i = 10% und
eine Anstiegszeit ¢, = 1 besitzen, so folgt aus Bild 6.3 unmittelbar

M,=11 = d=06 = wyt,=2 = w,=2.

Die gesuchte Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet somit

4
T(s) = s24+24s4+4"
[ |

Man beachte, dass eine Fiithrungsiibertragungsfunktion der Form (6.18) prinzipiell nur dann
implementierbar sein kann, wenn die Streckeniibertragungsfunktion P(s) keine instabilen”
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Bild 6.3: Ermittlung von w,, und d aus M, und ¢,

Nullstellen, d.h. Nullstellen mit nichtnegativem Realteil besitzt. Weiters muss fiir Implemen-
tierbarkeit von (6.18) die Bedingung

Gradv(s) — Grad pu(s) < 2 (6.20)
erfiillt sein. Die Bedingung (6.20) kann gelockert werden, wenn der Ansatz fiir 7'(s) geméf
w? 1

T = n . 6.21
(s) 2 + 2dwy 5 + w? (1+£>k (6.21)
(8%

modifiziert wird. Dabei ist a eine hinreichend grofle positive Konstante und fiir den ganzzahli-
gen Parameter £ gilt
k> Gradv(s) — Grad p(s) — 2. (6.22)

Die im vorigen Beispiel gefundene Fiithrungsiibertragungsfunktion soll so modifiziert wer-
den, dass sie bei gegebener Streckeniibertragungungsfunktion

1
(s—=1)(s—2)(s—3)

implementierbar ist. Um die Implementierbarkeit zur gewéhrleisten, muss der Nennergrad von
T'(s) geméB (6.21) erweitert werden, d.h.

P(s) =

4 1
82+2.4S+4 1_'_2
o

T(s) =
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6.5. WAHL VON T(S) 99

Der reelle Parameter o muss grofl genug gewihlt werden, damit die Sprungantwort der mod-
ifizierten Fiihrungsiibertragungsfunktion die Vorgaben M, = 1.1 und ¢, = 1 hinreichend gut
erfiillt. Es ist allerdings zu beachten, dass eine zu grole Wahl von a zu grolen Werten der
Stellgrofle w fithrt. Berechnet man den Wert der Stellgrofle zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir eine
sprungformige Referenzgrofle, so findet man

T 4(s—1)(s—2)(s—3) 1
up = u(0) = lim sa(s) = lim s (S)f(s) = lim s (s = (s = 2)(s 2) - =4,
500 s—oo - P(s) 570 (§2 4245+ 4)(1+—) S
a
d.h. der Wert ug steigt proportional zu a. ]
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Kapitel 7

Frequenzkennlinien und Ortskurven

7.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt werden in aller Kiirze die mathematischen Grundlagen wiederholt, die
zum Zeichnen von Frequenzkennlinien und in weiterer Folge von Ortskurven erforderlich sind.

Komplexe Zahlen
FEine komplexe Zahl z kann in der kartesischen Darstellung
z=x+jy mit z,y€R (7.1)
oder als komplexer Zeiger, also in der Polardarstellung
Z=|zl e/ mit  |z=+22+y® und tan(argz) = % (7.2)

angegeben werden. Hierbei ist z = Re {2} der Realteil, y = Im {z} der Imaginrteil, |z| ist der
Betrag und arg z ist die Phase der komplexen Zahl z. Fiir das Produkt bzw. den Quotienten
zweier komplexer Zahlen z; und 2z, gilt nun

Z1R9 = ‘2122| ejarg (2122) = |Zl| ejargzl ‘22‘ ejargZQ = |Zl| |22‘ ej(argzlJrargZz)’ (73)
bzw. )
A1 _ | A g2 M _ @ d(arg z1 —arg 22) (7.4)
) 29 |2g| e darez2 |z . '

Rechnen mit Logarithmen

Gegeben seien zwei positive, reelle Zahlen x und y. Berechnet man den (dekadischen) Loga-
rithmus' des Produktes bzw.des Quotienten der beiden Zahlen, so gilt

lg (zy) =lgx +lgy bzw. lgg =lgz —lgy. (7.5)

Fiir zwei beliebige reelle Zahlen z und y gilt weiters

Iglo|” =y lg|z|. (7.6)

!'Natiirlich kann auch log;, = anstelle von gz geschrieben werden.

101
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102 KAPITEL 7. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

7.2 Frequenzgang

Der so genannte Frequenzgang beschreibt den eingeschwungenen Zustand eines linearen, zeit-
invarianten Systems bei harmonischer Erregung. Dabei wird hier vorausgesetzt, dass das be-
trachtete System BIBO-stabil ist, d.h. seine Ubertragungsfunktion G(s) besitzt ausschlieBlich
Pole mit negativem Realteil. Weiters wird vereinfachend vorausgesetzt, dass alle Pole von
G(s) einfach sind, die gefundenen Ergebnisse gelten allerdings auch fiir den allgemeinen Fall
mehrfacher Pole. Als Eingangsgrofie w(t) wird nun die komplexe harmonische Funktion

; 1
t) = et u(s) = 7.7
u(t) = 10— uls) = (7.7)
gewihlt?. Fiir die zugehorige AusgangsgroBe y(t) gilt im Bildbereich
I (s —ni)
_ 1 i=1 1
y(S)IG(S)S_jsz n p—
IT (s —px)
k=1
eine Partialbruchzerlegung liefert
N G - Ci
ls) = §— Jw +;S_pi'
Fiir den Koeffizienten ¢ findet man
tim (5 — ju0) 5) = lim. | (s — jw)Gls) ——— | = Gljw)
co = lim (s — jw) y(s) = lim |(s — jw)G(s) ———= | = w),
0 s—jw J y s—jw J (S — j(,u) J
d.h.
_ G(jw) g
Fiir die zugehorige Zeitfunktion gilt nun
y(t) = G(jw) e+ " ciert.
i=1
Fiir ,,sehr grofle Werte von ¢”, also im so genannten eingeschwungenen Zustand gilt
y(t) = G(jw) e, (7.8)

d.h. die Ausgangsgrofie entspricht der mit G(jw) gewichteten Eingangsgrofie. Diese komplexe

Funktion ‘ '
G(jw) = |G(jw)| e *E8CE) (7.9)

2Man beachte, dass es sich hier um ein reines Gedankenexperiment handelt.
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7.3. FREQUENZKENNLINIEN 103

ist der Frequenzgang des Systems. Salopp formuliert beschreibt er, wie sich im eingeschwun-
genen Zustand die Amplitude und die Phasenlage der harmonischen Eingangsgréfie beim
Durchlaufen des Systems verindern. Man beachte, dass die Eingangsgrofle (7.7) als Lin-
earkombination einer Sinus- und einer Cosinusfunktion dargestellt werden kann, d.h.

u(t) = ™' = coswt + jsinwt.

Nach (7.8) und (7.9) gilt im eingeschwungenen Zustand fiir die zugehorige Ausgangsgrofie
y(t) = |Gjw)| I ECUD) _ | G(juw)| cos (wit + arg G(jw))+J [G(jw)| sin (wi + arg G(jw))
Aus der Linearitét der Laplace-Transformation und des Systems kann daher unmittelbar gefol-
gert werden, dass im eingeschwungenen Zustand gilt:

u(t) = tucos(wt+ @) =  y(t) =10 |G(jw)| cos (wt + ¢ + arg G(jw))

uw(t) = usin(wt+ ¢) = y(t) = 4 |G(jw)| sin (wt + ¢ + arg G(jw))
Gegeben sei das System mit der Ubertragungsfunktion

1

Gls) = s+1

Fiir eine Eingangsgrofe u(t) = 3sint ergibt sich fiir den Verlauf von () im eingeschwungenen
Zustand

y(#) ~ 3 |GG) sin (t + arg G(j)) = \% sin (- 7).

Fiir jeden Wert von w ergibt sich also eine komplexe Zahl G(jw). Die graphische Darstellung
dieser komplexen Zahlen in der komplexen Ebene als Funktion von w wird Frequenzgangs-
Ortskurve, Nyquist-Ortskurve® oder kurz Ortskurve genannt. In den so genannten
(logarithmischen) Frequenzkennlinien werden jeweils Betrag und Phase von G(jw) iiber
w dargestellt, man spricht in diesem Zusammenhang auch von den Bode*-Diagrammen.

7.3 Frequenzkennlinien

Die Frequenzkennlinien eines Systems mit der Ubertragungsfunktion G/(s) erhilt man, indem
man Betrag und Phase des Frequenzganges G(jw) jeweils iiber w darstellt. Die Darstellung
von |G (jw)| iiber w bezeichnet man als die Amplitudenkennlinie bzw. als den Amplitudengang.
Ublicherweise wird dabei auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate der Betrag des Frequenzganges in Dezibel (dB), d.h.

|G(jw)lap = 201g[G(jw]. (7.10)

$benannt nach dem (in Schweden geborenen) amerikanischen Physiker Harry Nyquist (1889-1976).
“benannt nach dem amerikanischen Wissenschaftler Hendrik Wade Bode (1905-1982).
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104 KAPITEL 7. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

aufgetragen. In der folgenden Tabelle sind wichtige Betragswerte in dB umgerechnet.

G (jw)] ‘0.01 01 1 10 100 2

IG(jw)l |40 20 0 20 40 6

Daraus konnen problemlos weitere Werte bestimmt werden, beispielsweise gilt

Vol =

|0'5‘dB

(7.6) 1
— EE kZ\dB — 3(113

93

dB

(

1 7.5)
‘_ = |1‘dB - ‘2|dB = —6dB.

dB

Die Darstellung von arg G(jw) iiber w wird Phasenkennlinie bzw Phasengang des Systems
genannt. Hierbei wird auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate die Phase von G(jw) in Grad oder Radiant dargestellt. Aus den
genannten Griinden spricht man oft auch von den logarithmischen Frequenzkennlinien eines
Systems.

7.3.1 Normierte Darstellung

Der erste Schritt beim héndischen Zeichnen der Frequenzkennlinien ist immer die Normierung
der Ubertragungsfunktion G(s). Es wird dabei - so wie bisher immer - vorausgesetzt, dass
G(s) der Quotient zweier Polynome in s mit reellen Polynomkoeffizienten ist. Eine solche
gebrochen rationale Funktion kann immer in die normierte Darstellung

G(s) = 5_‘{\%

gebracht werden. Hierbei ist die reelle Konstante V' der so genannte Verstdirkungsfaktor des
Systems, A ist eine ganzzahlige Konstante und p(s) bzw. ¢(s) sind Polynome in s, bei denen
die Koeffizienten zu s° auf 1 normiert sind.

mit  p(0) = ¢(0) = 1 (7.11)

Gegeben seien die Ubertragungsfunktionen

s+3 s—1
Gls) = — 279 d  H(s)=—"2>_
() §3 + 252 4+ 25 b (5) s2—3s+2

Fiir die zugehorigen normierten Darstellungen gilt offensichtlich

3 (1+§) 3 s 2
G(s)=-—— 3/ = V=g, A=1Lps)=1+-,q(s)=1+s+—+
= st 2) 2 p(s) a(s) 5
und
1 (1-y9) 1 2
H = —— V=—-Hno \= =1— 1.2 S
) 2(1-3s+%) ~ 2’ 0, p(s) s, q(s) s+

fiir Regelungs™
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7.3. FREQUENZKENNLINIEN 105

Man beachte, dass p(s) und ¢(s) reelle Polynomkoeffizienten besitzen und somit rein reelle
und/oder paarweise konjugiert komplexe Nullstellen haben. Aus diesem Grund kénnen beide
Polynome als Produkte von Linearfaktoren (=Polynome ersten Grades mit reellen Koeffizien-
ten zur Beriicksichtigung von reellen Nullstellen) und quadratischen Faktoren (=Polynome
zweiten Grades mit reellen Koeffizienten zur Beriicksichtigung von konjugiert komplexen Null-
stellen) dargestellt werden.

Gegeben seien die beiden (normierten) Polynome

7 5 1
p(s) s und  ¢(s) =1+ 1357 13° + 3°
Das Polynom p(s) besitzt offensichtlich zwei rein relle Nullstellen bei s; = +1 und s; = —1

und kann daher als Produkt zweier Linearfaktoren dargestellt werden, d.h.

p(s) = (1+s)(1—s).

Im Gegensatz dazu hat ¢(s) eine reelle Nullstelle s; = —1 sowie ein Paar konjugiert kom-
plexer Nullstellen s;3 = 3 £ j2 und kann somit als Produkt eines Linearfaktors und eines
quadratischen Faktors dargestellt werden, d.h.

1

dfs) = (14 5)(1— s+ 7).

7.3.2 Zerlegung von G(s) in ,elementare Bestandteile”

Fiir den Frequenzgang des Systems mit der Ubertragungsfunktion G(s) in normierter Darstel-
lung (7.11) gilt nun

. vV p(jw)
Gw) = —=—F—=.
) (Jw)* q(jw)
Aufgrund der Tatsache, dass der Betrag in dB angegeben wird, gilt nun gemif (7.5) fiir den
Betrag des Frequenzganges

= |v|dB - ‘(jw)/\}dg + |p<jw)‘dB - |Q(jw)‘(1B )
dB

) = |V pUw)
|G(]W)‘dB - ‘(]M)A q(jw)

fiir die Phase gilt gemé$ (7.3) und (7.4)

arg G(jw) = arg V — arg (jw)* + arg p(jw) — argg(jw).

Zur Ermittlung von |G(jw)|,z bzw. argG(jw) miissen also die Frequenzgiinge der einzelnen
,Bestandteile” von G(jw) ensprechend zusammengesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dass
die Polynome p(s) und ¢(s), wie bereits erldutert, in Linearfaktoren und quadratische Faktoren
zerlegt werden koénnen. Somit sind insgesamt vier verschiedene ,elementare Bestandteile” zu
berticksichtigen.
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106 KAPITEL 7. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

I Proportionalfaktor

Die Ermittlung von Betrag und Phase des Frequenzganges eines Proportionalgliedes
G(s)=V  mit VeR (7.12)
ist sehr geradlinig. Geméaf (7.10) ergibt sich der Betrag in dB zu
|Gw)lgp = [V]gp =20 1g [V, (7.13)

fiir die Phase des Frequenzganges gilt

0° fir V>0
arg G(jw) = . (7.14)
—180° fir V<0

IT Term der Form <i/\)
s

Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion

1
G(s) = > mit  A...ganzzahlig (7.15)
ist durch
1
Gjw) = —
)= Gy

gegeben. Fiir den Betrag des Frequenzganges in dB ergibt sich somit

' —201g(jw)* ¥ —2001g|(jw)| Z —20A1gw. (7.16)

(s

1
G(jw = 201g‘ -
| ( )‘dB ( jCU) A
Trégt man den Betrag (7.16) iiber lgw auf, so erhélt man eine Gerade, die die 0dB-Linie
bei w = 1 schneidet und eine Steigung von (—20))dB pro Dekade, also pro Frequenz-
Verzehnfachung besitzt. In Bild 7.1 sind Betragskennlinien fiir verschiedene Werte von A
dargestellt, wobei die Steigungen der Geraden zusitzlich angegeben sind.

Fiir die Phase des Frequenzganges gilt

arg G(jw) = arg ﬁ RS —Aarg (jw) = —A-90°%, (7.17)

d.h. die Phase besitzt einen frequenzunabhingigen, konstanten Wert, was auch Bild 7.1 zu
entnehmen ist.
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7.3. FREQUENZKENNLINIEN 107
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Bild 7.1: Frequenzkennlinien von — fir A= -2, —1, +1, 42
s
III Linearfaktor
Der Frequenzgang eines Linearfaktors der Form
s
G(s)=1+ o mit  wi €R (7.18)
k
ist gegeben durch
. W
Gjw)=1+j—. (7.19)
Wi

Hierbei ist wy, ein konstanter, reeller Parameter. Mit (7.2) und (7.10) findet man fiir den

Betrag des Frequenzganges

\

0 fiir w < |wg|

201g /2 ~ 3 fir w = |wg|

201g 27 = 201gw — 201g |wy| fir w > [wgl

(7.20)

siehe hierzu auch Bild 7.2, wo w; = 1 gesetzt wurde. Hé&ufig - vor allem aber beim hindis-
chen Zeichnen der Frequenzkennlinien - wird vereinfachend der asymptotische Verlauf des
Amplitudenganges dargestellt. Dabei wird der Betrag fiir w < |wy| gleich 0dB gesetzt, ab
w = |wy| entspricht die Betragskennlinie einer Gerade mit einer Steigung von 20 dB pro Dekade.

Ty,

¢ fiir Regelungs”
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108 KAPITEL 7. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

Dadurch ensteht bei w = |wg| ein Knick in der Betragskennlinie, weshalb man wy auch Knick-
frequenz nennt. In Bild 7.2 ist der asymptotische Verlauf des Amplitudenganges rot strichliert
dargestellt. Man erkennt, dass man bei der asymptotischen Darstellung des Betrages an der
Stelle w = |wy| einen Fehler von 3 dB in Kauf nehmen muss.

Fiir den Verlauf der Phasenkennlinie ist, im Gegensatz zur Betragskennlinie, das Vorzeichen
von wy, zu berticksichtigen, gemé$ (7.2) gilt nédmlich

arg G(jw) = arctan “.

Wi
Daraus folgt unmittelbar
(
0° fir w < |wg|
arg G(jw) = ¢ 45° sgn wy, fiir w = |wg| . (7.21)
90° sgn wy, fir w > |wg|

\

Der exakte Verlauf der Phasenkennlinie ist in Bild 7.2 fiir wy = 1 dargestellt. Man beachte,
dass es auch die Moglichkeit gibt, einen linear interpolierten Verlauf der Phasenkennlinie zu
zeichnen. Hierbei wird fiir w < 1—10 |wi| die Phase gleich 0° gesetzt, fiir w > 10 |wg| wird die
Phase gleich 90° sgnw;, gesetzt. Im Bereich zwischen w = %0 |wk| und w = 10 |wg| wird die
Phase linear interpoliert, der entsprechende Verlauf ist in Bild 7.2 rot strichliert dargestellt. Im
Gegensatz zur asymptotischen Darstellung des Betragsganges wird die interpolierte Darstel-
lung des Phasenganges allerdings nur eher selten angewandt.

Bei einem Linearfaktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion éndern sich gemif (7.5) die
Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.

IV Quadratischer Faktor

Der Frequenzgang eines quadratischen Faktors

2
G(s)=14+2c— + (—) mit wp,s €ER - und 0<¢<1 (7.22)

ist gegeben durch

42 (7.23)
w

fiir Regelungs~ .
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Bild 7.2: Frequenzkennlinien eines Linearfaktors <1 + i) mit der Knickfrequenz wy = 1.
Wi

Fiir den Betrag des Frequenzganges gilt somit

27?2 2
w w
' = 201 11— — 26— | =
Glis)ly = 20log [ (2) | +(x2)
(
0 fiir w < |wg|
= 201g 2¢ fir w = |wy| (7.24)
2
201g(wik> =40lgw — 401g |wy| fir w > |wy|
\

d.h. in der asymptotischen Darstellung betrigt der Betrag fiir ,niedrige” Frequenzen 0dB,
fiir ,,hohe” Frequenzen nimmt der Betrag um 40 dB pro Dekade zu. Der Wert des Betrages an
der Stelle w = |wy| héngt offensichtlich vom Wert des Parameters ¢ ab, siehe auch Bild 7.3,
wo die Betragskennlinie fiir verschiedene Werte von ¢ dargestellt ist.

Fiir die Phase des Frequenzganges (7.23) ist nicht nur das Vorzeichen von wy, sondern auch
der Wert des Parameters ¢ von entscheidender Bedeutung. Analog zum Linearfaktor gilt fiir
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110 KAPITEL 7. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

die Phase )
0° fir w < |wy|
arg G(jw) = ¢ 90°sgnwy fir w = |wy| . (7.25)
180° sgn wy, fir w > |wyl

\

Wie man Bild 7.3 entnehmen kann, ergibt sich fiir kleine Werte von ¢ ein ,schirferer” Ubergang
der Phase von 0° zu 180° sgn wy,, fiir ¢ = 0 ergibt sich ein Phasensprung an der Stelle w = |wy].

60

~
<)

Betrag in dB

(=]

Y
S

180

135

Phase in °

2
Bild 7.3: Frequenzkennlinien eines quadratischen Faktors (1 +2c— + 8—2) fur ¢ = 0.1, 0.5,

S

Wi Wi,
0.7,09 und w;, =1

Bei einem quadratischen Faktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion indern sich gem:f
(7.5) natiirlich die Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.

Vorgangsweise beim Zeichnen der (asymptotischen) Frequenzkennlinien

e Normierung von G(s).

e Einzeichnen der Betrags- und Phasenkennlinie von —..
s

e Aufspaltung von p(s) und ¢(s) in Linearfaktoren und/oder quadratische Faktoren.

tut fir Regelunds” “L‘;’,.
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7.4. FREQUENZGANGS-ORTSKURVE 111

e Die Betragsgiinge der zu p(s) gehorigen Linearfaktoren ”knicken” bei der Knickfrequenz
|wk| um 420 dB/Dekade nach ,,oben”, Linearfaktoren von ¢(s) nach ,unten”. Ausgehend
von 0° fiir w < |wg| strebt die Phase von zu p(s) gehorigen Linearfaktoren fiir w > |wy|
zum Wert 90°-sgnwy, an der Stelle w = |wy| lautet die Phase 45°-sgn wy. Linearfaktoren
von ¢(s) sind analog, allerdings mit umgekehrten Vorzeichen zu beriicksichtigen.

e Quadratische Faktoren sind analog zu den Linearfaktoren zu beriicksichtigen, die Stei-
gung betrigt jedoch 40 dB/Dekade und die Phase strebt zum Wert 180°-sgn wy,, an der
Stelle w = |wy| lautet die Phase 90°-sgn wy.

e Betrags- und Phasenkennlinien der einzelnen ,Bestandteile” von G(s) werden additiv
zusammengefiigt.

e Die Betragskennlinie ist um den Wert |V, zu verschieben. Bei negativem V ist die
Phasenkennlinie ebenfalls zu verschieben bzw. die Beschriftung anzupassen.

Die oben beschriebene Prozedur kann etwas vereinfacht werden, indem man im Betragsgang
zunéichst bei w = 1 den Wert |V, einzeichnet und mit derjenigen Asymptote ,anvisiert”,
die fir w — 0 die Betragskennlinie von G(s) dominiert®. Dadurch kann man die sonst er-
forderliche Verschiebung der Betragskennlinien (siehe letzter Punkt oben) um |V|,; umgehen.
Die Phasenkennlinie kann man prinzipiell mit einem so genannten Phasenlineal auch hindisch
sehr genau ermitteln.

Es sollen die zur Ubertragungsfunktion

s+1

Gls) = s(s + 10)

gehorigen Frequenzkennlinien gezeichnet werden. Hierzu wird G(s) zunéchst in die normierte
Form gebracht, d.h.
1 (1
G(s) = _%_
10 S (1 + E)
1
Das bedeutet, dass der Verstiarkungsfaktor V', ein Term der Form — und zwei Linearfaktoren zu

s
berticksichtigen sind. Die entsprechenden Betrags- und Phasenkennlinien sind in den Bildern
7.4 und 7.5 dargestellt.

7.4 Frequenzgangs-Ortskurve

Die Frequenzgangs-Ortskurve oder kurz Ortskurve eines Systems mit der Ubertragungsfunk-
tion G(s) ist die graphische Darstellung des Frequenzganges G(jw) in der komplexen Ebene.

®Man beachte, dass w = 0 aufgrund der logarithmischen Skalierung der Frequenz nicht dargestellt werden
kann.
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Bild 7.4: Betragskennlinie von G(s)

Fiir einfache Ubertragungsfunktionen kann der Verlauf der Ortskurve direkt aus G (jw) ermit-

telt werden.

Es soll die Ortskurve zur Ubertragungsfunktion

gezeichnet werden. Hierzu wird zunéchst der Frequenzgang

1—jw

1+ w?

1
Jw+1

G(jw) =

angeschrieben, offensichtlich gilt

0 fiir w— oo,

G(jw) =
d.h. die Ortskurve beginnt fiir w = 0 bei 1 und endet fiir w — oo im Koordinatenursprung.

und

1

G(50)

so erhilt man

Y

1

Berechnet man nun den Abstand der Ortskurve zum Punkt

Der

Das bedeutet, dass die Ortskurve dem in Bild 7.6 dargestellten Halbkreis entspricht.

eingezeichnete Pfeil zeigt dabei in Richtung wachsender Werte von w.
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7.4. FREQUENZGANGS-ORTSKURVE
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der zugehorige Betrag ist sehr groff und geht fiir w = 0 gegen Unendlich. Mit wachsenden

und arg G(jw) = —135°. Mit diesen Informationen kann

L
V2

man die gesuchte Ortskurve skizzieren, sie ist in Bild 7.7, rechts dargestellt.

-3, dh. |G(jw)]

Frequenzen wird der Betrag immer kleiner und die Phase strebt gegen —180°, bei w = 1 betrigt

‘G(jw)‘dB

) und zugehorige Ortskurve

1

(

Bild 7.7: Frequenzkennlinien zu G(s) =

S(Ss
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Kapitel 8

Das Nyquist-Kriterium

8.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der in Bild 8.1 dargestellte Standardregelkreis. Will man
die Fiihrungsiibertragungsfunktion

R(s)P(s)

T(s) = —————— 8.1
¥ = T ROPE) (8:1)
des Regelkreises hinsichtlich ihrer BIBO-Stabilitéit untersuchen, so ist zu iiberpriifen, ob das

Nennerpolynom von 7'(s) ein Hurwitzpolynom ist. Zur Kontrolle, ob alle Nullstellen des

r e

H}Dﬂ R(s)

Bild 8.1: Standardregelkreis

“S Py [T

Nennerpolynoms von T'(s) in der linken, offenen komplexen Ebene liegen, gibt es natiirlich
mehrere Moglichkeiten. Die naheliegendste Moglichkeit besteht darin, die Pole von T'(s) ex-
plizit zu berechnen, was meistens nur auf numerischem Weg moglich ist. Dieser Zugang zur
Beantwortung des Stabilitédtsproblems scheitert allerdings meistens, wenn die Koeffizienten
des Nennerpolynoms von 7'(s) beispielsweise Funktionen von vorgebbaren Reglerparametern
sind. In diesem Fall kénnen Stabilitétskriterien, wie z.B. das Routh-Schema oder das Hurwitz-
Kriterium angewandt werden, eine explizite Ermittlung der Polstellen ist dort nicht erforder-
lich.

Im Gegensatz zu den genannten numerischen Kriterien ist das Nyquist-Kriterium! ein gra-

phisches Stabilitdtskriterium, bei dem aus dem Verlauf der Ortskurve des offenen Kreises,

also
L(jw) = R(jw)P(jw) (8.2)

'benannt nach dem in Schweden geborenen, amerikanischen Physiker Harry Nyquist (1889 - 1976)
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116 KAPITEL 8. DAS NYQUIST-KRITERIUM

auf die Stabilitit des geschlossenen Kreises geschlossen werden kann. Ein wesentlicher Vorzug
des Nyquist-Kriteriums besteht darin, dass neben dem Verlauf der Ortskurve L(jw), z.B. in
Form von Messwerten, nur wenige Informationen iiber die Ubertragungsfunktion L(s) benotigt
werden.

Man beachte, dass der deutsche Elektrotechniker Felix Strecker (1892-1951) bereits 1930,
also 2(!) Jahre vor Harry Nyquist, ein #hnliches Stabilitétskriterium vorgeschlagen hat.
Aus diesem Grund findet man in einigen deutschen Literaturstellen auch die Bezeichnung
Strecker-Nyquist-Kriterium, siehe z.B. [?].

Fiir die Herleitung des Kriteriums wird der im néchsten Abschnitt erlduterte Begriff der steti-
gen Winkelénderung einer Ortskurve benotigt.

8.2 Stetige Winkeléinderung einer Ortskurve

Zuniichst wird vereinfachend die zur Ubertragungsfunktion

F(s)=s—pf mit pgeC (8.3)

gehorige Ortskurve genauer untersucht. Hierfiir wird der Frequenzgang
F(jw) = jw—p

in der komplexen Ebene dargestellt, wobei der Frequenzparameter w hier ausnahmsweise Werte
von —oo bis +o0o durchléuft. Aus der resultierenden Ortskurve wird nun die so genannte stetige
Winkeldnderung von F'(jw), also

+o0 +0o0
Aarg F(jw) = Aarg(jw—f)

ermittelt. Darunter versteht man die Anderung der Phasenlage des komplexen Zeigers F(jw),
wenn w Werte von —oo bis 400 durchliuft. Phasenspriinge, also Unstetigkeiten im Phasen-
verlauf, werden nicht mitgezihlt. In Bild 8.2 ist die Ortskurve F'(jw) graphisch dargestellt,
wobei die drei Fille Re 3 < 0, Re = 0 und Re 8 > 0 unterschieden werden. Weiters ist der
komplexe Zeiger F'(jw,) eingezeichnet, wobei w, ein beliebiger Frequenzwert ist. Man kann
leicht erkennen, dass fiir die stetige Winkelénderung von F'(jw) gilt:

(

—T fir Re >0

+o00 +oo

Aarg F(jw) = Aarg (jw — ) = 0 fir Ref =0 (8.4)
+7 fir Ref <0
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8.2. STETIGE WINKELANDERUNG EINER ORTSKURVE 117

Im

OO F(jo.)

—/3 > 0=0

0<0 4

F(jw)

Ref>0

Bild 8.2: Zur Bestimmung der stetigen Winkelénderung von F(jw) = jw — 3

Diese Erkenntnisse konnen nun sehr geradlinig auf eine (teilerfremde, also gekiirzte) Ubertra-
gungsfunktion der Form

=
[hemb
=
|
o

—e
2
|
£

s
Il
—

F(s) = mit KeR, « §,€C (8.5)

iibertragen werden. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Ubertragungsfunktion m; Nullstellen
mit negativem Realteil, m, Nullstellen mit verschwindendem Realteil und m, Nullstellen mit
positivem Realteil besitzt, d.h.

m = m; + mg, +m,. (8.6)

Analoges gilt fiir die n Pole von F'(s), d.h.
n=mn;+ng+n,. (8.7)

Weiters wird wieder vorausgesetzt, dass Nullstellen bzw. Pole reell und/oder paarweise kon-
jugiert komplex auftreten. Fiir die Phase des zugehorigen Frequenzganges

I G~ 6)
F(jw) =K =

I1 (jw — as)

1=1

gilt bekanntlich

arg F(ju) = arg K+ arg (jow — ) — > arg (jo — )
1=1 i=1

und in weiterer Folge auch

“+oo +o0 m +oo n +o0
Aarg F(jw) = Aarg K + Zéarg (jw—5;) — Zéarg (Jw — ay) .
i=1 i=1
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118 KAPITEL 8. DAS NYQUIST-KRITERIUM

Mit (8.4) kann nun unmittelbar
—+00 .
AargF(]w) =0+my-0+mym—m,m—n,-0—mym+n,m

gefolgert werden. Eliminiert man nun mittels (8.6) und (8.7) m; und n;, so findet man nach
kurzer Rechnung

+oo
Aarg F(jw) = (m—n) ™ — (mq +2m,) 7+ (ng + 2n,) 7. (8.8)

Dariiber hinaus kann man die Tatsache ausniitzen, dass der ,negative Ast” der Ortskurve
F(jw) (d.h. fiir negative Werte von w) aus dem ,positiven Ast” von F'(jw) durch Spiegelung
an der reellen Achse hervorgeht. Daraus folgt unmittelbar, dass die stetige Winkeldnderung
von F(jw), wenn w (nichtnegative) Werte von 0 bis +oo durchliuft genau die Hilfte von

“+o00
A arg F'(jw) betrégt, d.h.

400 1+oo
Aarg F(jw) = % arg F'(jw) = §—A arg F'(jw). (8.9)

Damit gilt aber auch

Aarg F(jw) = (m —n) 5 = (ma+2m,) 2 + (ng + 2n,) 7.
Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

s24+0.1s+1
Flg) = 2"~ —2 "~
(s) g
mit den Nullstellen und Polen
5172 =—0.05£709987, a1 =0, as =+1, ag=—1,

d.h. m =2, n = 3 sowie my, = m, = 0 und n, = n, = 1. Gemaf (8.10) gilt fiir die stetige
Winkeldnderung

AargF(jw):(2—3)g—(O+O) g+(1+2)g:ﬂ'.

8.3 Formulierung des Nyquist-Kriteriums

Wie bereits in der Einfithrung angedeutet wurde, wird beim Nyquist-Kriterium mit der Orts-
kurve des offenen Kreises operiert. Die Ubertragungsfunktion L(s) = R(s)P(s) des offenen
Kreises ist der Quotient der teilerfremden Polynome p(s) und v(s), d.h.

L(s) = % (8.11)
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8.3. FORMULIERUNG DES NYQUIST-KRITERIUMS 119

wobei vorausgesetzt wird, dass L(s) eine realisierbare Ubertragungsfunktion ist, d.h.
Grad pu(s) < Gradv(s). (8.12)
Zur Uberpriifung der Stabilitit des geschlossenen Kreises muss das Nennerpolynom von

L)l
T =700 = als) +00)

untersucht werden. Der geschlossene Kreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn das Polynom
u(s) + v(s) ein Hurwitzpolynom ist. Man beachte, dass die Ubertragungsfunktion

p(s) +v(s)
v(s)
das zu untersuchende Polynom als Z#hlerpolynom besitzt, d.h. der geschlossene Regelkreis ist

genau dann BIBO-stabil, wenn das Zdhlerpolynom von F(s) ein Hurwitzpolynom ist. Wegen
(8.12) und (8.13) gilt sicher

F(s) =14 L(s) = (8.13)

m =n,
und aus (8.10) folgt nun unmittelbar
Aarg F(jw) = Aarg {1+ L(jw)} = —(m, + 2m,) g + (ng + 2n,.) g

Der geschlossene Regelkreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn m, = m, = 0 gilt, d.h. wenn
die Bedingung (Nyquist-Kriterium)

Aarg {1+ L(jw)} = (ng + 2n,) (8.14)

o3

erfiillt ist.

Das bedeutet, dass T'(s) dann, und nur dann BIBO-stabil ist, wenn die stetige Winkeléinderung
der Ortskurve {1 + L(jw)} dem (nichtnegativen) Ausdruck auf der rechten Seite von (8.14)
entspricht. Es ist also die stetige Winkeldinderung des komplexen Zeigers {1 + L(jw)} zu
untersuchen. Diesen Zeiger erhilt man auch, wenn man den Punkt (—1) mit L(jw) verbindet,
eine Verschiebung der Ortskurve L(jw) nach ,rechts” ist somit nicht erforderlich, siehe hierzu
auch Bild 8.3. Man beachte auch, dass aufgrund von (8.13) die Polstellen von F'(s) identisch
sind mit den Polstellen von L(s), d.h. die nichtnegativen ganzen Zahlen n, bzw. n, geben an,
wieviele Pole des offenen Kreises auf bzw. rechts der imagindren Achse liegen.

Gegeben sei ein Standardregelkreis mit

K
Lis) = s(s+1)

wobei K € R,

d.h. n, =1 und n, = 0. Es soll mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums derjenige Wertebereich von
K ermittelt werden, fiir den der geschlossene Regelkreis BIBO-stabil ist, d.h. gemif (8.14)
muss fiir die stetige Winkeléinderung von {1 4+ L(jw)} die Bedingung

Aarg {1+ L(jw)} = g
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120 KAPITEL 8. DAS NYQUIST-KRITERIUM

Bild 8.3: Zur Bildung des komplexen Zeigers 1 + L(jw)

gelten. Zunichst wird die in Bild 8.4, links dargestellte Ortskurve L(jw) fiir K = 1 skizziert,
Details dazu findet man im Kapitel iiber Ortskurven. Unter Annahme positiver Werte fiir
K bewirkt eine Variation von K eine Skalierung der Ortskurve, d.h. die Form der Ortskurve
bleibt gleich, die Ortskurve wird aber fiir K > 1 ,aufgeblasen” und fiir K < 1 ,,geschrumpft”.
Offensichtlich gilt fiir beliebige positive Werte von K tatséichlich

Im Im
A A

-1

1+L(jw)

L(jw)

Lijo) 1+ L(jw)

Re

Bild 8.4: Ortskurven von L(s) =
Bild)

fir K = +1 (linkes Bild) und K = —1 (rechtes
s(s+1)

Aarg {1+ L(jw)} = g

d.h. das Nyquist-Kriterium ist erfiillt. Fiir negative Werte von K &ndert sich die Phase von

L(jw) um 180°, die entsprechende Ortskurve fiir X' = —1 ist in Bild 8.4, rechts dargestellt.
Fiir beliebige negative Werte von K kann nun die stetige Winkelénderung

Aarg {1+ L(jw)} = =3,

abgelesen werden, d.h. das Nyquist-Kriterium ist nicht erfiillt. Der zulissige Wertebereich fiir
den reellen Parameter K lautet somit

0< K < o0.
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8.4. VEREINFACHTES SCHNITTPUNKTKRITERIUM 121

Dieses Ergebnis kann auch analytisch bestétigt werden. Fiir den geschlossenen Regelkreis gilt
L(s) K

T14L(s) SL2+s+ K

d.h. das Nennerpolynom ist genau fiir den oben angegebenen Wertebereich von K ein Hur-

witzpolynom.

T(s)

8.4 Vereinfachtes Schnittpunktkriterium

Das Nyquist-Kriterium (8.14) wird besonders einfach, wenn die (realisierbare) Ubertragungs-
funktion L(s) vom so genannten einfachen Typ ist, d.h.

1. Der Verstirkungsfaktor V' des offenen Kreises ist positiv.

2. Alle Pole von L(s) haben einen negativen Realteil bis auf moglicherweise einen Pol bei
s =0.

3. Die Betragskennlinie von L(jw) besitzt genau einen Schnittpunkt mit der 0 dB Linie und
verlduft fiir w — oo unter dieser.

Ist L(s) vom einfachen Typ, dann gilt auf jeden Fall n,, = 0 und n, = 0 bzw. n, = 1, d.h. aus
(8.14) folgt

0 wenn L(s) keinen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 0)
Aarg {1+ L(jw)} =
wenn L(s) einen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 1)

MIE]

Dies bedeutet, dass die Phase von L(jw) fiir diejenige (eindeutige, s.0.) Frequenz w., bei der
L(jw) den Einheitskreis schneidet, grofler sein muss als —180°, d.h.

arg L(jw.) > —180°. (8.15)

Zur endgiiltigen, prignanten Formulierung dieses so genannnten vereinfachten Schnittpunkt-
kriteriums ist die Einfiihrung der Begriffe ,,Durchtrittsfrequenz” und ,,Phasenreserve” erforder-
lich.

8.4.1 Durchtrittsfrequenz

Die Durchtrittsfrequenz w, ist diejenige Kreisfrequenz?, bei der die Ortskurve L(jw) des offenen
Kreises den Einheitskreis schneidet, bzw. bei der die Betragskennlinie | L(jw)| ;5 die 0 dB Linie
schneidet, d.h.

|L(jwe)| =1 bzw. |L(jwe)lqp = 0. (8.16)

Die Durchtrittsfrequenz ist in Bild 8.5 im oberen Diagramm beim Schnittpunkt der Be-
tragskennlinie mit der 0 dB Linie eingezeichnet, in Bild 8.6 schneidet die Ortskurve L(jw)
den Einheitskreis (EHK) fiir den Frequenzparameter w = w,.

’Die Bezeichnung w,. ist auf die englische Ubersetzung ,crossover-frequency” zurtick zu fithren.
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122 KAPITEL 8. DAS NYQUIST-KRITERIUM

50 ————— —— T

/

Betrag in dB

n
S

-100

-135

Phase in °

-180

Bild 8.5: Tllustration von Durchtrittsfrequenz und Phasenreserve im Bode-Diagramm

8.4.2 Phasenreserve und Amplitudenrand

Die Phasenreserve ¢, ist der ,Abstand” der Phasenkennlinie von L(jw) an der Stelle w = w,
zu (—180°), d.h.

¢, = arg L(jw.) + 180°. (8.17)
In den Bildern 8.5 und 8.6 ist die Phasenreserve in den Frequenzkennlinien bzw. in der
Ortskurve des offenen Kreises dargestellt.

Bezeichnet man mit w™ diejenige Frequenz, bei der L(jw™) = —180° gilt, so gilt fiir den so
genannten Amplitudenrand
1
A= . (8.18)
LG

Aus der in Bild 8.6 dargestellten Ortskurve ist der Amplitudenrand leicht ablesbar, bei den
in Bild 8.5 dargestellten Frequenzkennlinien gilt A, — oo, da die Phasenkennlinie den Wert
—180° fiir endliche Werte von w nicht erreicht.

8.4.3 Formulierung des vereinfachten Schnittpunktkriteriums

Fasst man die Erkenntnisse und Begriffe der letzten Abschnitte zusammmen, so kann das
vereinfachte Schnittpunktkriterium folgendermafien formuliert werden:

Ist der offene Kreis L(s) vom einfachen Typ, so ist der geschlossene Regekreis genau dann
BIBO-stabil, wenn die Phasenreserve (8.17) positiv ist.

Aus dem vereinfachten Schnittpunktkriterium folgen anschauliche Interpretationen fiir ¢, und
A,. Die Phasenreserve ¢, gibt den ,Spielraum” an, in dem sich die Phase des offenen Kreises
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8.4. VEREINFACHTES SCHNITTPUNKTKRITERIUM 123

(jo)

Bild 8.6: Zur Erléuterung von Durchtrittsfrequenz, Phasenreserve und Amplitudenrand

an der Stelle w, veriindern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird. Der Am-
plitudenrand A, hingegen kennzeichnet den ,Spielraum”, in dem sich der Betrag des offenen
Kreises an der Stelle w™ #@ndern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird.
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Kapitel 9

Das Frequenzkennlinien-Verfahren

9.1 Einfiihrung

Der Entwurf von Regelgesetzen mit Hilfe von Frequenzkennlinien gehort zu den klassischen

Verfahren der Regelungstechnik. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der in Bild 9.1

dargestellte Standardregelkreis, wobei P(s) die gegebene Ubertragungsfunktion der Regel-
r e

e
H?ﬂ R(s) [ P(s) s

Bild 9.1: Standardregelkreis

strecke ist und R(s) die gesuchte Regleriibertragungsfunktion reprisentiert. Diese muss so
bestimmt werden, dass Fithrungs- und Stérverhalten, ausgedriickt durch die Ubertragungs-
funktionen

|  R(s)P(s) . _ 1
r— oy T(s)_m und  d—y: 5(8)—%

so beeinflusst werden, dass vorgegebene Spezifikationen moglichst gut erfiillt werden. Aus (9.1)
geht hervor, dass die Auswirkungen von Modifikationen des Reglers R(s) auf die Ubertragungs-
funktionen 7'(s) und S(s) im Allgemeinen nur sehr schwer abzuschéitzen sind. Dies erschwert
die systematische Vorgangsweise bei der Bestimmung des Regelgesetzes. Erfreulicherweise
konnen gewisse Spezifikationen, die der geschlossene Regelkreis erfiillen muss - wenigstens
niherungsweise - in entsprechende Bedingungen fiir den offenen Kreis

L(s) = R(s) P(s) (9.2)

(9.1)

iibersetzt werden. Wie sich zeigen wird, ergeben sich aus den Vorgaben fiir den geschlossenen
Kreis 1m Zeitbereich mittels einfacher Relationen Vorgaben fiir den offenen Kreis im Fre-
quenzbereich. Der Regler R(s) wird also dazu verwendet, den Frequenzgang L(jw) des offenen
Kreises entsprechend zu ,formen”, oft wird dafiir der Begriff ,loop shaping” verwendet.
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126 KAPITEL 9. DAS FREQUENZKENNLINIEN-VERFAHREN

In weiterer Folge wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion des offenen
Regelkreises L(s) vom einfachen Typ ist, d.h. das vereinfachte Schnittpunktkriterium kann
eingesetzt werden.

9.2 Allgemeine Uberlegungen zum Reglerentwurf
Wie man aus (9.1) leicht erkennen kann, gilt
S(s) +T(s) = 1, (9.3)

d.h. in einem Standardregelkreis ergibt die Summe aus Fiihrungsiibertragungsfunktion und
Storiibertragungsfunktion immer den Wert 1. Daraus folgt unmittelbar, dass in einem (unre-
alistischen) Regelkreis mit idealem Fiihrungsverhalten, d.h. T'(s) = 1, ganz automatisch auch
S(s) = 0 gilt und der Regelkreis somit auch ideales Storverhalten aufweist. In einem realen
Regelkreis ist T'(s) = 1 aufgrund diverser Einschrinkungen (siehe weiter unten) tiberhaupt
nicht erzielbar und, wie sich zeigen wird, auch gar nicht erwiinscht. Der Grund hierfiir sind
bisher unberiicksichtigte Storeinfliisse, wie z.B. das in Bild 9.2 eingezeichnete Messrauschen
n(t). Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt

r e P(S) L y

H?—' R(s)
n

Bild 9.2: Standardregelkreis

n—y: N(s)= —1i(s) P(s)

TIrREPE )

d.h. das Messrauschen wird fiir 7'(s) = 1 in keinster Weise unterdriickt. In den meisten
praktischen Anwendungen sind r, d und n in verschiedenen Frequenzbereichen wirksam. Ver-
glichen mit r und d ist n iiblicherweise ein hochfrequentes Signal. Die daraus resultierenden
geforderten Eigenschaften der Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) kénnen somit besonders
geradlinig mittels des Frequenzganges T'(jw) angegeben werden, es muss gelten:

|T(jw)| ~1  im ,niederfrequenten Bereich”
(9.4)
|T(jw)| <1  im ,hochfrequenten Bereich”

Diese Erkenntnisse sind in Bild 9.3 graphisch zusammengefasst. Fiir ,niedrige” Frequenzen
soll der Betrag von T'(jw) moglichst lings der 0d B—Linie verlaufen, fiir ,hohe” Frequenzen
moglichst weit unter der O0dB—Linie.
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9.2. ALLGEMEINE UBERLEGUNGEN ZUM REGLERENTWURF 127

o), |G,
A

~

nach oben

nach unten

Bild 9.3: Typische Verldufe von |T'(jw)| und |L(jw)]

Mit Hilfe der bekannten Relation

T(s) L(s)

_ - LGw)]

~ T+ LW (5:5)

kann der wiinschenswerte Verlauf von |7'(jw)| leicht auf den offenen Kreis umgerechnet werden,
es gilt

T(jw)| ~ 1 & |L(w)| > 1,
(9.6)
T(jw) <1 & [L(w)| = T (jw)] < 1.

D.h. bei niedrigen Frequenzen muss |L(jw)| moglichst weit iiber der 0d B—Linie verlaufen, bei
hohen Frequenzen moglichst weit unter der 0d B—Linie, siehe Bild 9.3.

Von besonderer Bedeutung fiir das Verhalten des Regelkreises ist der Frequenzbereich nahe
der Durchtrittsfrequenz w,, die bekanntlich durch |L(jw.)| = 1 charakterisiert ist. Aus Bild
9.3 kann gefolgert werden, dass die Durchtrittsfrequenz w. ungefihr der Bandbreite wg des
geschlossenen Kreises entspricht. Diese ist defininiert durch
1
T(jws)lap 3 bzw.  [T(jwp)| v2

Wie leicht einzusehen ist, bedeutet eine grofle Bandbreite, dass der geschlossene Regelkreis
auf schnelle Anderungen der Eingangsgrofien ohne nenneswerte Verzogerung reagieren kann.
Somit stellen wp bzw. w. ein Maf} fiir die ,Reaktionsfreudigkeit” des Regelkreises dar. Die
Phasenreserve ¢, gibt den ,Abstand” der Phasenkennlinie des offenen Kreises an der Stelle
w = w, zu —180° an. Bei kleiner Phasenreserve ist der geschlossene Regelkreis nahe an der
Stabilitéitsgrenze, was sich durch eine verstirkte Schwingneigung manifestiert. Weiters kon-
nen Abweichungen des Streckenmodells von der Realitéit bis zur Instabilitéit des Regelkreises
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128 KAPITEL 9. DAS FREQUENZKENNLINIEN-VERFAHREN

fithren. Somit ist die Phasenreserve ein Maf fiir die Robustheit des Regelkreises und charak-
terisiert dessen Schwingneigung.

9.2.1 Einschriankungen beim Entwurf

Wesentlich fiir den erfolgreichen Reglerentwurf ist die Vorgabe von sinnvollen Spezifikationen.
Aus diesem Grund ist bei der Wahl der Sperzifikationen genau darauf zu achten, ob diese
iiberhaupt erfiillbar sind. Anhand einiger charakteristischer Streckeneigenschaften konnen
mogliche Einschriankungen bei der Vorgabe von Spezifikationen erkannt werden. Dazu zéhlen
Streckenpole und -nullstellen mit positivem Realteil’ sowie Beschrinkungen der Stellgrofe.

Instabile Pole

Instabile Streckenpole erfordern eine Mindestbandbreite wp, woraus auch unmittelbar eine
untere Grenze fiir die Durchtrittsfrequenz w,. folgt. Diese Tatsache kann leicht anhand des
Balancierens eines Stabes auf einem Finger plausibel gemacht werden. Die Stabilisierung des
Stabes ist prinzipiell nur dann moglich, wenn der Finger hinreichend schnell bewegt werden
kann, der Regelkreis also eine gewisse Mindestbandbreite besitzt.

Instabile Nullstellen

Im Gegensatz zu instabilen Polen begrenzen instabile Streckennullstellen die erzielbare Band-
breite wp bzw. die maximale Durchtrittsfrequenz w.. Es ist zu beachten, dass instabile
Streckennullstellen immer auch Nullstellen von L(s) und 7'(s) sind. Anderenfalls kommt es im
Regelkreis zu einer verbotenen instabilen” Kiirzung. Als Beispiel kann wieder das Balancieren
eines Stabes auf dem Finger herangezogen werden. Will man beispielsweise den balancierenden
Finger nach rechts bewegen ohne dass der Stab hinunterfillt, so muss der Finger zunéichst kurz
nach links, also in die Gegenrichtung bewegt werden. Dieses ,,Systemverhalten” ist typisch fiir
Systeme mit einer instabilen Nullstelle. Es veranschaulicht sehr schon, warum die gewiinschte
Endposition des balancierenden Fingers nicht beliebig schnell erreicht werden kann.

Stellgroflenbeschrinkung

Bei praktischen Anwendungen sind de facto immer Beschrinkungen der Stellgrofie zu bertick-
sichtigen. FEine gezielte Einhaltung von Stellgroflenbeschrinkungen ist allerdings bei vielen
giangigen Entwurfsverfahren nur schwer oder gar nicht moglich. Aus diesem Grund werden
oft sehr ,vorsichtige” Reglereinstellungen verwendet. Dies fiithrt zu einer schlechten Aus-
niitzung des Stellbereiches und in weiterer Folge zu einem ,tréigen” Verhalten des Regelkreises.
Hiufige und ldinger andauernde Verletzungen der Stellgrofenbeschrinkung aufgrund zu ,ag-
gressiver” Reglereinstellungen konnen hingegen zu unerwiinschtem dynamischen Verhalten
des geschlossenen Kreises fithren. Ein Beispiel hierfiir ist der bereits ausfiihrlich diskutierte
Windup-Effekt.

In diesem Zusammenhang spricht man auch von ,instabilen,, Polen bzw. Nullstellen.
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9.3. EIN TYPISCHES ENTWURFSVERFAHREN 129

9.3 Ein typisches Entwurfsverfahren

Es wird davon ausgegangen, dass der geschlossene Regelkreis ein System mit dominantem Pol-
paar ist. Das bedeutet, dass das dynamische Verhalten des Regelkreises durch ein konjugiert
komplexes Polpaar dominiert wird. Wie sich zeigen wird, ergeben sich aus dieser Annahme
einfache Richtlinien fiir den Reglerentwurf.

9.3.1 Systeme mit dominantem Polpaar

Aufgrund obiger Annahme kann davon ausgegangen werden, dass das Verhalten des
Regelkreises niherungsweise dem eines System mit der Ubertragungsfunktion

w2

T(s) = n 2dw23 e mit w,>0 und 0<d<1, (9.7)

entspricht, wobei w,, die Kennkreisfrequenz und d der Dampfungsgrad ist. Die angegebenen
Wertebereiche fiir w, und d gewihrleisten, dass die BIBO-stabile Ubertragungsfunktion 7'(s)
ein konjugiert komplexes Polpaar

S12 = —dw, £ jw,V1 — d?

besitzt. Fiir die zugehorige Ubertragungsfunktion des offenen Kreises gilt

2

Ls) = s (s+ 2dw,) (9-8)

Wie bereits erwiihnt wurde, haben Kenngrofien des offenen Kreises, némlich die Durchtrittsfre-
quenz w,, bei der bekanntlich |L(jw.)| = 1 gilt, und die Phasenreserve ¢, =arg L(jw.) + 180°
einen wesentlichen Einfluss auf das dynamische Verhalten des geschlossenen Regelkreises.
Diese Tatsache wird beim vorliegenden Entwurfsverfahren ausgeniitzt, indem das Wunschver-
halten des geschlossenen Regelkreises in entsprechende Werte fiir w, und ¢, umgerechnet wird.

9.3.2 Spezifikation des Wunschverhaltens

Sehr oft wird das Wunschverhalten eines Regelkreises im Zeitbereich spezifiziert. Hierfiir
gibt es eine Vielzahl verschiedener Moglichkeiten. Im vorliegenden Fall wird das dynamische
Verhalten des Regelkreises durch den Verlauf seiner Sprungantwort mit Hilfe der Anstiegszeit
und der Uberschwingweite (siche Abschnitt 6.5) charakterisiert, das asymptotische Verhalten
wird iiber die bleibende Regelabweichung spezifiziert.

Bleibende Regelabweichung

Das asymptotische Verhalten des Regelkreises wird durch die bleibende Regelabweichung e,
charakterisiert, wobei fiir die Fiithrungsgrofie spezielle , Testfunktionen” der Form

()= oy o) o T(s)zs—ly mit =123 . (9.9)
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130 KAPITEL 9. DAS FREQUENZKENNLINIEN-VERFAHREN

gewihlt werden. Geht man von einer normierten Darstellung der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises aus, also

so ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte des Regelfehlers

q(s)
+ Vp(s)

wobei in einem sinnvoll entworfenen Regelkreis das Polynom [s*q(s) + Vp(s)] natiirlich ein
Hurwitzpolynom ist. Setzt man (9.9) in den obigen Ausdruck ein, so erhélt man

o) = o IO L )
A q(s) +Vp(s) v srq(s)+Vp(s)

Vom Endwertsatz der Laplace-Transformation weil man, dass der Grenzwert

1 S

() = L4} = 577 = 7y

7(s),

€oo = lim e(t)

t—o0

genau dann existiert, wenn das Nennerpolynom von

SA—V+1q<S)
s*q(s) + Vp(s)

ein Hurwitzpolynom ist. Dies ist offensichtlich dann der Fall, wenn die Bedingung

se(s) =

A—v+1>0 = A>v-1

erfiillt ist. Es darf dann der Endwertsatz
) ) SAfu+1q(S) ) SAfu+1
oo = Jim e(t) = limy s é(s) = lim =3 TVl STy

angewandt werden. Aus obigem Ausdruck fiir die bleibende Regelabweichung kann die unten
angegebene Tabelle unmittelbar abgeleitet werden.

oo A=0 A=1 A=2
1
v=1 = ’f‘(t):U(t) 1—|——V (1) 0
v=2 = r(t) =to(t) - v 0
2 1
v=3 = r(t)—aa(t) - - v

Aus der Tabelle ist beispielsweise zu erkennen, dass bei sprungformiger Fiihrungsgrofie r die
bleibende Regelabweichung e, verschwindet, wenn der offene Kreis mindestens einfach inte-
grierend ist.
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9.4. KORREKTURGLIEDER 131

9.3.3 Faustformeln fiir den Reglerentwurf

Es kann gezeigt werden, dass bei Systemen mit dominantem Polpaar die beiden Relationen
¢, [in Grad] + 4 [in %)~ 70  und  w.t,~1.5 (9.10)

niherungsweise gelten. Diese beiden ,,Faustformeln” spiegeln die bereits bekannten Tatsachen
wider, dass eine kleine Phasenreserve eine grofie Schwingneigung des Regelkreises zur Folge
hat und dass eine kleine Anstiegszeit eine grofle Bandbreite erfordert.

9.3.4 Durchfiihrung des Reglerentwurfes

Der Reglerentwurf gliedert sich typischerweise in drei Schritte, ndmlich

I Umrechnung der gegebenen Regelkreisspezifikationen auf den offenen Kreis

Das gewiinschte Uberschwingen und die gewiinschte Anstiegszeit werden mittels (9.10) in w,
und ¢, umgerechnet. Weiters werden aus der vorgegebenen bleibenden Regelabweichung A
und gegebenenfalls V' ermittelt.

II Entsprechende Modifikation der Frequenzkennlinien des offenen Kreises

Durch geschicktes Einfiigen von Korrekturgliedern wird der Frequenzgang des offenen Kreises
sukzessive so verdndert, dass er gewiinschte Eigenschaften besitzt.

III Simulation des Regelkreises

Da der Reglerentwurf auf einigen vereinfachenden Annahmen beruht, ist eine Simulation des
geschlossenen Kreises unumgéinglich. Hierbei muss iiberpriift werden, ob die vorgegebenen
Spezifikationen zufriedenstellend erfiillt werden.

9.4 Korrekturglieder

Proportionalglieder
Mit Hilfe eines Proportionalgliedes, d.h.
R(s) =K
kann die Betragskennlinie des offenen Kreises um |K| ;5 angehoben (| K| > 1) bzw. abgesenkt

(|K| < 1) werden, wobei die Phasenkennlinie nicht beeinflusst bzw. bei negativem /K um 180°
abgesenkt wird.
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132 KAPITEL 9. DAS FREQUENZKENNLINIEN-VERFAHREN

Integrierer
Werden m Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt, d.h.

R(s) = —

sm’

so wird die Phasenkennlinie um m - 90° Grad abgesenkt wobei auch die Betragskennlinie
entsprechend verdndert wird. Ublicherweise werden Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt,
um das asymptotische Verhalten des Regelkreises den vorgegebenen Spezifikationen anzu-
passen.

Lead/Lag-Glied
Das so genannte Lead / Lag-Glied besitzt die Ubertragungsfunktion

R(s) = “z mit wz, wy >0,

ist also der Quotient zweier Linearfaktoren mit den (positiven) Knickfrequenzen w; und wy.
Fiir wy < wy spricht man von einem Lead-Glied (phasenanhebend), fiir wy < wz von einem
Lag-Glied (phasenabsenkend). Definiert man die Grofle m geméf3

WN
m:=—,
Wz
so gilt offensichtlich
m >1: Lead-Glied bzw. m < 1: Lag-Glied.

In Bild 9.4 sind die Frequenzkennlinien eines Lead-Gliedes graphisch dargestellt. Man erkennt,
dass die Betragskennlinie angehoben wird, fiir die maximale Anhebung AA gilt

AAgp = mgp = 20logm (AAyp > 0 wegen m > 1).

Das bedeutet, man kann an einer vorgegebenen Frequenz w > wy die Betragskennlinie des
offenen Kreises um AA anheben, ohne die Phasenkennlinie des offenen Kreises nennenswert
zu beeinflussen. Typischerweise wird aber ein Lead-Glied dazu eingesetzt, die Phasenkennlinie
des offenen Kreises anzuheben. Wie man Bild 9.4 entnehmen kann, tritt die grofite Phasenan-
hebung Ay bei der so genannten Mittenfrequenz

Wm = A/ Wz WN

auf, sie kann gemif3
m—1

+1

Ap = arcsin (9.11)

berechnet werden.

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechn1
u




133

9.4. KORREKTURGLIEDER

20

\\\\\ [ E S —— e
[ b e e S . e ——
\\\\\ [P —— [R— e
\\\\\ - — — — - -+ [ 0
\\\\\ [ L [ e
I A | I |
\\\\\ [t o7 e B e o
| A | I |
\\\\\ [ T T I - - - - - - - - -r- - - - -~
L L L » 1 |
| | | 1 |
\\\\\\ L ____1L o L ___vL
e el o s (o e S|
\\\\\ - ----”-¢ - -7 - __-__-_-[f-----Z
\\\\\ e e s T e
\\\\\\ e i - = - - - - - - - - -t
\\\\\\ e e s T e
\\\\\\ 4L/ __ ]
| | | I | |
\\\\\ ey __ 4 ________ L _ 7 _____]
N | , |
A\ | | | I | |
\\\\\ = — — — — - — — — — 4+ o T
N B e W R S ——— i i —————
\\\\\\\\\ [ - = — -~ e e |
\\\\\ N T oot A
\\\\\ [ e A
\\\\\ ,\\\/\,\\\\\ﬂ I L L
\\\\\ ,\\\\/\\\\r __ _ —_—— —_—
| [N | | | |
\\\\\ N N [ A N A S i
| | | I | |
| | | | A |
| | | I | |
i) B nn i S —— [CZZZZDS LT T
\\\\\ I———— -k =--—-—ft-=-X-—9 |j-------gft-------—H
e . |
\\\\\ T T H N |
\\\\\ T O e A T N
| | | I |
\\\\\ === —-—-—- -t - - N - ——————t - == -
| | | I |
\\\\\ l———— = —— ==+ -——H f-—-—-—-——-—-—#+-—-—-—-=-\X--
| | | I |
| | | I |
| | | I |
[CC-C-ZC-C-C-ZZCZZZZf-ZZZ1 [EZZC-C-ZZZ-ZfZZ-Z-Z--Z-2\- %1
e L A - _-_-_---rt---—-—--°Z-
\\\\\ [P —— Ja—— .
\\\\\ [P —— Ja—— .
\\\\\ I S - — - - - L __
| | | I |
\\\\\ [ e e e M
| | | I | |
\\\\\ -~ —- - - -1 - e
| | | I | |
| | | I | |
1 1 1 1 1
) (=] wy (=Nl (=] <
— - ©° el
dp ur Senog peIn) ur oseyq

10

2
10

Bild 9.4: Frequenzkennlinien, Lead-Glied

In Bild 9.5 sind die Frequenzkennlinien eines Lag-Gliedes graphisch dargestellt. Ublicherweise
wird ein Lag-Glied dazu eingesetzt, die Betragskennlinie an einer vorgegebenen Frequenz w >

Wz um

(AAyp < 0 wegen m < 1).

20logm

AAip = mgp

abzusenken, ohne die Phasenkennlinie nennenswert zu beeinflussen.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

Fiir die Sprungantwort des Regelkreises sind die Spezifikationen

1.1 und e =0

M, =

t, = 3s,

vorgegeben. Die Anwendung der Faustformeln (9.10) liefert die Vorgaben

und ¢, = 60°

0.5rads™*

We =

Referenzgrofle ist mindestens ein Integrator im offenen Kreis erforderlich. Aus diesem Grund

fiir den Frequenzgang des offenen Kreises. Zur Erzielung von e,, = 0 fiir eine sprungformige
wird als Ausgangsbasis fiir den Regler die Ubertragungsfunktion

Ri(s) = %
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Bild 9.5: Frequenzkennlinien, Lag-Glied

gewiihlt, fiir den offenen Kreis gilt dann

10
s(1+s)?

Ri(s)P(s) =

Ll(S)

Wie in Bild 9.6 zu erkennen ist, gilt

—143°,

arg L1 (jw.)

d.h. zur Erzielung einer Phasenreserve von 60° muss die Phasenkennlinie des offenen Kreises
an der Stelle w, um Ap = 23° = 0.4rad angehoben werden. Hierzu wird ein Lead-Glied

eingesetzt. Mit Hilfe von (9.11) findet man

2.28

1+sin04
1—sin0.4

m =

und man erhilt mit w,, = w, die Parameter

0.5v/2.28 = 0.76 rads ™!

WN =

0.33 rads™!,

Das gesuchte Lead-Glied lautet somit
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Damit lautet die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises nun

) .
) (L+9)?

s
0.33

s
0.76

(1+

8(1—|—

Ry (s)Ra(s)P(s) = 10

.LQ(S)

In Bild 9.6 erkennt man, dass die gewiinschte Phase an der Stelle w. nun gewéhrleistet ist, fiir

die Betragskennline gilt

27.

| La(jwe)lap

Die entsprechende Absenkung der Betragskennlinie kann mit dem Proportionalelement

10=% = 0.041

]%3(5)

bewerkstelligt werden. Damit lautet der endgiiltige Regler

)
_S_
0.76

s
0.33

(1+
s(1+

7

0.041

}%1(S)f%2(8)f%3(8)

R(s)

In Bild 9.7 ist die Sprungantwort des Regelkreises dargestellt, Uberschwingweite und

Anstiegszeit entsprechen in guter Niheru

orgegebenen gewiinschten Werten.

Vi

den

ng

gp ur Senog

E.&O ur o_mm:n_ _

Bild 9.6: Frequenzkennlinien des offenen Kreises
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1.4

L2y

08-~——"""""""f~""" "oy T

(1)

0.6 S

04/

02/

Bild 9.7: Sprungantwort des Regelkreises
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Kapitel 10

Englische Fachbegriffe

Anfangswertsatz. . ... initial value theorem
Anfangszustand .. ..... ... initial state
asymptotisch stabil ........ ... asymptotically stable
asymptotische Stabilitdt......... ... o asymptotic stability
AUBOIOML . L oot autonomous
Begleitform . ... ..o companion form
beobachtbar . .. ... ... observable
Beobachtbarkeit ... ... ..o observability
Bebachtbarkeitsnormalform ... .... observable-form realization, observable canonical form
BIBO Stabilitat .. ... BIBO stability
Determinante . ....... ... determinant
Diagonalform .......... . diagonal form
Differentialgleichung ....... ... . o differential equation
Dirac Impuls. . ... Dirac delta function
Durchgriffsterm. ... ... .. oo direct transmission term
BAgenwert . . . ... eigenvalue
Eigenvektor. ... ..o eigenvector
Eingroflensystem ... single input - single output system
Einheitskreis. .. ... unit circle
Einheitsmatrix. ... ..o identity matrix
Einheitssprung . . .. ... unit step
Endwertsatz . ... e final value theorem
Erreichbarkeit ... ... reachability
Faltung. . ..o convolution
Faltungsintegral . ... .. ..o i i convolution integral
Faltungssumme. . ... e convolution sum
Frequenzgang ... ... ..o frequency response
ImpulS . oo impulse
110151 1721 0 unstable
Jordan-Form. ... ... Jordan canonical form
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138 KAPITEL 10. ENGLISCHE FACHBEGRIFFE

Jordanblock. .. ... Jordan block
Koeffizient . ... ... coefficient
konjugiert komplex . ..... ... conjugate complex
Knotenpunkt . . . ... node
stabil. ... nodal sink, stable node
instabil ... ... nodal source, unstable node
Q00773 P to cancel
KOrzung . ..o cancellation
Laplace Transformation............ ... o i i Laplace transform
linear, zeitinvariant (LZI)........... ... i, linear, time-invariant (LTT)
linear unabhingig. ... ... . linearly independent
LIneariSiertung . . . .. .ov ot linearization
Losung, frefe. . ... zero-input response
CIZWUIZEIIC . . . vttt ettt ettt it zero-state response
MabliX . oot matrix, pl. matrices
AdJUNGIETTE. . o oo e adjoint matrix
diagonale . ... diagonal matrix
Hurwitz- . ..o Hurwitz matrix
in Begleitform....... ... . companion matrix
ITIVETSE & o v ettt e e e e e e e inverse matrix
quadratische. . ... ..o square matrix
TEGULATE . . oottt nonsingular matrix
schiefsymmetrische ......... ... ..o skew symmetric matrix
SINGULATE . . . .ottt singular matrix
symmetrische . . ... symmetric matrix
transponierte. ........ ... i i i transpose matrix, transposed matrix
MinimalrealiSierung . . . . ....oue it minimal realization
NENDET . ..o e denominator
Normalform . . ... canonical form
Nullstelle . . ..o Zero
Parallelschaltung . ......... ..o parallel connection
Phasenportrait. ... ... ..o phase portrait
PN plan ..o pole-zero map
Pol, Polstelle. . ... pole
Polynom . . ... polynomial
charakteristisches. .......... ... i i characteristic polynomial
Hurwitz- .. Hurwitz polynomial
TNONISCRES . . o oo e monic polynomial
NENNET- . . denominator polynomial
Zahler- . . numerator polynomial
R g . o rank
realiSierbar . ... proper
Reihenschaltung...... .. ... series connection
Routh Schema ... ... Routh test
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RUCKKODDIUNG . . ..o feedback
Ruhelage . . ... equilibrium point
Sattelpunkt . . ... saddle point
SPIUNZANTWOT . . .« oottt e e et et e e step response
SPIUNG NI . . biproper
Sprungfunktion .. ... step function
Stabilitat . . .o stability
asymptotische .. ... ... asymptotic stability
BIBO . . BIBO stability
SEEUETDAT . . o o controllable
Steuerbarkeit . .. ... ..o controllability
Steuerbarkeitsmatrix. .. ... controllability matrix
Steuerbarkeitsnormalform. . ... .. controllable-form realization, controllable canonical form
SYStemMOTANUNG. . . . oottt system order
tellerfremd . . ..o coprime
Trajektorie. . ..o trajectory
TransitionsSmatrix . ......oueinrnnn e e state transition matrix
Ubertragungsfunktion ... ...........o.oeiiiie i transfer function
VK O . vector
SPAltENI- . . o column vector
/7G5 11 PP row vector
Vielfachheit . . ... multiplicity
Wirbelpunkt. .. ... spiral point
StabIl .o spiral sink
Instabil ... spiral source
ZENIET . o oo numerator
ZeitdISKIet . . discrete-time
ZEILINVATIANG . . .. o time-invariant
ZEIEVATIANG . . o oo e time-variant
Zustandsebene . ... ... state plane
Sodell . .o state model
e 5 1 06 state space
SvariAble L L state variable
-transformation ........ ... ... state transformation
SV O .« oo state vector

gitut fiir Regelungs” ““;\;L

ins rungstechnik

und Automatisie




140
KA
PITEL 10. ENGLISCHE FACHBEGRIFFE

Institut fur Regelungs- “TU
Graze

und Automatisierungstechnik




Anhang A

Laplace-Transformation

Die (einseitige) Laplace-Transformation ordnet einer Zeitfunktion f(¢) iiber die Berech-

nungsvorschrift
+oo

f(s) = f(t)ye*dt (A.1)

0
eine Funktion f(s) der komplexen Variable s zu. Dabei wird an dieser Stelle vereinfachend
angenommen, dass f(t) fiir negative Werte des Parameters ¢ verschwindet, d.h.

f(t)=0 fir ¢<O.

Weiters wird vorausgesetzt, dass f(¢) auf jedem endlichen Zeitintervall stiickweise stetig ist
und - fiir geeignet gewéihlte reelle Konstanten M und v - der Ungleichung

f)] < Me (A.2)

geniigt. Dann ist das Integral (A.1) fiir alle s mit Re {s} > ~ absolut konvergent!, man spricht
auch vom Existenzbereich von f(s). Jeder transformierbaren Funktion f(¢) im Zeitbereich
wird durch (A.1) eine Funktion f(s) im Bildbereich zugeordnet. Diese Korrespondenz zwis-
chen der Originalfunktion f(¢) und der zugehorigen Bildfunktion f(s) wird durch

fls)=L{f®)} wd f(t) =L {f(s)} (A.3)

bzw. durch das ,,Hantelsymbol” _
f(t) O—e@ f(s) (A.4)

symbolisiert.

A.1 Linearitat

Die Laplace-Transformation ist eine lineare Transformation, d.h. es gilt

L{an fi(t) + a2 fo(t) } = e LLf(0)} + a2 L{fo(1)} (A.5)

fiir beliebige komplexe Konstanten o und as.

ldas Laplace-Integral ist also in einer rechten Halbebene absolut konvergent. In den meisten Féllen kann
die Funktion f(s) in die gesamte komplexe Ebene analytisch fortgesetzt werden.

141

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechn1
u




142 ANHANG A. LAPLACE-TRANSFORMATION

A.2 Dampfungsregel
Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann
L{IWe) = Fis - a), (A6)

wobei « eine beliebige komplexe Konstante ist.

A.3 Verschiebungssatz

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Fiir die Laplace-
Transformierte der auf der Zeitachse um 7 > 0 (nach rechts) verschobenen Funktion f(t — 7)
gilt

LA =7)p = e L{f(B)}- (A7)

Man beachte hierzu auch die Darstellung in Bild A.1, die nochmals verdeutlichen soll, dass
die verschobene Funktion f(¢ — 7) fiir ¢ < 7 identisch Null ist.

f (-9

A

Bild A.1: zur Illustration des Verschiebungssatzes

A.4 Faltungsregel

Gegeben seien zwei Zeitfunktionen mit den zugehorigen Laplace-Transformierten, also f(s) =
LA{f(t)} und g(s) = L{g(t)}. Es gilt dann

£ () g(s)} = / F(t = r)g(r) dr = / f(r)g(t — ) dr. (A8)

Man spricht in diesem Zusammenhang von der Faltung der Funktionen f(¢) und ¢(¢) und
verwendet hiufig die Kurzschreibweise

F(t) * g(t) = / £(t — r)g(r) dr.
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A.5. DIFFERENTIATION IM ZEITBEREICH 143

A.5 Differentiation im Zeitbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Fiir die Laplace-
Transformierte der zeitlichen Ableitung von f(t) gilt dann

c {@Cd—?} = s7(s) - £(0). (A.9)

Eine wiederholte Anwendung des Differentiationssatzes liefert fiir die n—te Ableitung von f(t)
die Korrespondenz

L { I (1) } =s"f(s) — ni gt ﬂ : (A.10)

dt - dtt |,_,

Man beachte, dass sich im Falle verschwindender Anfangswerte obige Relation zu

c {%@} — " f(s) (A1)

vereinfacht. Eine n-fache Differentiation im Zeitbereich entspricht einer Multiplikation im
Bildbereich mit s".

A.6 Differentiation im Bildbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann die
Relation

df(s
—LA{t f(t)} = % (A.12)
Eine n—facher Differentiation nach s fithrt auf das Ergebnis
24" f ()

L f)} = (=1)

Al
T (A.13)

A.7 Integration im Zeitbereich

Sei f(t) eine Zeitfunktion mit zugehoriger Laplace-Transformierter f(s). Es gilt dann

c { /0 ") dT} - % F(s). (A.14)

A.8 Anfangswertsatz

Gegeben sei die Laplace-Transformierte f(s) einer Zeitfunktion f(t). Der Wert der Zeitfunk-
tion f(t) zum Zeitpunkt ¢t = 0 kann mit Hilfe des Anfangswertsatzes

f(0) = lim s f(s) (A.15)

§—00

berechnet werden.
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144 ANHANG A. LAPLACE-TRANSFORMATION

A.9 Endwertsatz

Gegeben sei die Laplace-Transformierte f(s) einer Zeitfunktion f(t). Der Wert der Zeitfunk-
tion f(t) fiir t — oo kann mit Hilfe des Endwertsatzes

foo = tlim f(t) = lin(l]sf(s) (A.16)
ermittelt werden. Man beachte, dass die Anwendung von (A.16) nur dann zuléssig ist, wenn

der Grenzwert von f(t) fiir t — oo existiert. Dies kann ebenfalls im Bildbereich {iberpriift
werden. Ist die Funktion g(s) = s f(s) eine gebrochen rationale Funktion, d.h.

wobei £(s) und A(s) teilerfremde (gekiirzte) Polynome sind, so existiert f,, genau dann, wenn
das Polynom \(s) ausschliellich Nullstellen mit negativem Realteil besitzt. Ein solches Poly-
nom wird auch Hurwitzpolynom? genannt.

2benannt nach dem deutschen Mathematiker Adolf Hurwitz (1859-1919)
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A.10. KORRESPONDENZTABELLE FUR REELLE FUNKTIONEN

A.10 Korrespondenztabelle fiir reelle Funktionen

f(t) O—@ f(s)
o(t) 1
1
t _
(1) :
! 2
tm 1
EE’ ﬂ,ZiO 5n+1
1
eat
s —«
teat 1 5
(s —a)
t_ Ott’ n Z O 1 e
! (s —a)
cos wt 3 i 3
s 4+ w
sin wt 3 w
52 + w?
o cos wt _(s—a)
(s —a)? + w?
et sin wt v
(s —a)? + w?
2 2
t cos wt 57002
(s2 + w?)
2
t sin wt %
(s2 + w?)
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Anhang B

7z-Transformation

Die (einseitige) z-Transformation ordnet einer Zahlenfolge (f;) iiber die Berech-
nungsvorschrift

f(z) :f0+f12’71+f22’72—l—...IkaZ*/LC (B.1)
k=0

eine Funktion f (z) der komplexen Variable z zu. Dabei wird an dieser Stelle vereinfachend
angenommen, dass die Folgenelemente von (fy) fiir negative Werte von k verschwinden, d.h.

fk =0 fir k<0O.

Fiir Zahlenfolgen (f), deren Elemente - fiir geeignet gewiihlte reelle Konstanten M und + -
der Ungleichung
|fil < M~

geniigen, konvergiert die Summe (B.1) im Gebiet [z| > 7. Jeder transformierbaren Folge
(fx) = (fo, f1, fo, . ..) wird somit durch (B.1) eine Funktion f(z) im Bildbereich zugeordnet.
Diese Korrespondenz wird durch

f) =310 wd () =3"{f(»)} (B:2)

bzw. durch das ,,Hantelsymbol”

(fx) O—@ f(2) (B.3)

symbolisiert!.

B.1 Linearitat

Die z-Transformation ist eine lineare Transformation, d.h. es gilt

3{an (fir) a2 (for) } = a1 3{(fir)} + 2 3{(far)} (B.4)

fiir beliebige komplexe Konstanten a; und as.

"Hiufig wird auch die Schreibweise f(z) = Z{(fx)} und  (fx) = 2! {f(z)} verwendet.
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148 ANHANG B. Z-TRANSFORMATION

B.2 Dampfungsregel

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger z-Transformierter f(z). Es gilt dann

3{("f)} = (%), (B.5)

R |

wobei a eine beliebige komplexe Konstante ist.

B.3 Verschiebung nach rechts

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f (z). Die z-Transformierte der um
n > 0 Schritte (nach rechts) verschobenen Folge (fi_,) lautet

3H{(fien)} = 27" f(2). (B.6)

Man beachte, dass die Elemente der verschobenen Folge fiir £ < n identisch Null sind.

B.4 Verschiebung nach links

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f(z). Die z-Transformierte der um
n > 0 Schritte (nach links) verschobenen Folge (fi+,) lautet

3{(fran)} = 2" f(2) — 2" z_: fiz ™" (B.7)

=0

Sind alle Elemente der Folge (f;) fiir £ < n identisch Null, so vereinfacht sich (B.7) zu

3{(firn)} = 2" J(2). (B.8)

B.5 Faltungsregel

Gegeben seien zwei Zahlenfolgen mit den zugehorigen z-Transformierten f (2) =3{(fx)} und
9(2) = 3{(gx)}. Es gilt dann

37! {f(z)g(z)} = (i fkigi> = (i gkifi) . (B.9)

Man spricht in diesem Zusammenhang von der Faltung der Folgen ( f;) und (gx) und verwendet
die Kurzschreibweise

37730} = (B (9) = (90) * (o)
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B.6. DIFFERENTIATION IM BILDBEREICH 149

B.6 Differentiation im Bildbereich

Sei (fi) eine Zahlenfolge mit zugehoriger Transformierter f(z). Es gilt dann

d f(z)
dz

3{(kfi)} = —= (B.10)

B.7 Anfangswertsatz

Cegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (fi) = (fo, fi.f2...). Das Element f, kann
mit Hilfe des Anfangswertsatzes

fo=lim f(z) (B.11)

berechnet werden.

B.8 Endwertsatz

Gegeben sei die z-Transformierte f(z) einer Folge (f;). Das Folgenelement f;, fiir k — oo kann
mit Hilfe des Endwertsatzes

fooi= Jim fi = lim (= 1) (2) (B.12)

ermittelt werden. Man beachte, dass die Anwendung von (B.12) nur dann zuléssig ist, wenn
der Grenzwert f., existiert. Dies kann ebenfalls im Bildbereich iiberpriift werden. Ist die

Funktion g(z) = (z — 1) f(2) eine gebrochen rationale Funktion, d.h.

e
g(z) = o)

wobei k(2) und A(z) teilerfremde (gekiirzte) Polynome sind, so existiert f,, genau dann, wenn
das Polynom A(z) ausschliefllich Nullstellen besitzt, die betragsméBig kleiner als 1 sind. Das
bedeutet, dass alle Nullstellen von A(z) im Einheitskreis der komplexen z-Ebene liegen. Ein
solches Polynom wird auch Einheitskreispolynom oder Schurpolynom genannt.
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B.9 Korrespondenztabelle

ANHANG B. Z-TRANSFORMATION

(fk) O—e f(z)
(0x) = (1,0,...) )
z
=(1,1,...
(ox) = (1,1,...) -
z
k
(k) o
) S+ 1)
(z—1)°
k z
(") —
za
kak
(ka*) o
(k*a”) izt a)a
(z—a)’
2(z — coswTy)
kT,
(cos wkTy) R
i zsinwTy
kT,
(sinwkTy) 22 —2zcoswTy + 1
k T 2(z — acos wTy
(af coswkTy) P vracosal 1
inwT
ki T zasinwTy
(a sin wk d) F oracosaly ¥ o2
(k coswkTy) z[(2* + 1) coswTy — 22]
(22 — 2z coswTy + 1)
(ksinwkTy) 2(22 — 1) sinwTy

(22 — 2z coswTy + 1)
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