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Schriftliche Priifung aus Signaltransformationen

Teil: Dourdoumas
am 13.10.2022

Name / Vorname(n):

Matrikel-Nummer:
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erreichbare Punkte 5 2,5 2,5

erreichte Punkte

Begriinden Sie Thre Antworten mathematisch!
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Aufgabe 1:

Gegeben seien die gekoppelten Differentialgleichungen

dxy
S —0
a2

d
§+2x2+x1 =4u

mit den Anfangswerten x(0), x2(0) und der Eingangsfunktion u(t).

a) Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die LApLAcE-Transformierten
%1(s) und X, (s) in Abhingigkeit der Anfangswerte x;(0) und x,(0) sowie der LAPLACE-
Transformierten (s).

b) Als Eingangsfunktion dient nun u(t) = K(o(t) — e‘3t) mit der reellen Konstante K
und der Sprungfunktion o (t). Wahlen Sie K durch Anwendung des Endwertsatzes so,
sodass tlim x1(t) = 2 gilt. Begriinden Sie, warum dieser Grenzwert existiert!

¢) Ermitteln Sie fiir x;(0) = x2(0) = 0 durch Anwendung der LapLAce-Transformation
die Losung x (¢).

Aufgabe 2:

Die z-Transformierte der Folge (f) sei gegeben als

3az’

bz5(22 = (c+ 1)z +c)’

f2) =

mit reellen Konstanten a # 0, b # 0 und c. Ermitteln Sie notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz des Grenzwertes f., = lim f; und berechnen Sie diesen.
1—00

Aufgabe 3:
Gegeben sei die lineare Rekursionsgleichung
Xi+l = O.SX,' + 03 i=012,...

Hierbei ist o; die diskrete Sprungfunktion.

a) Ermitteln Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die Losung x; in Abhingigkeit
des Anfangswertes xp mithilfe der z-Transformation.

b) Berechnen Sie den Grenzwert x, = lim x;, falls dieser existiert. Begriinden Sie ihre

11— 00
Antwort!
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BEGRUNDEN SIE IHRE ANTWORTEN
AUFGABE 1:

Gegeben sei die Differentialgleichung

@=—2x+u

dt

mit dem Anfangswertx(0)=2 und u(¢) = o(t—1)e'". Hierbei ist o(¢) die Sprungfunktion.

a) Ermitteln Sie die LAPLACE-Transformierte Xx(s) und daraus die Losung x(¢) in

mathematisch nachvollziehbarer Weise.
b) Ermitteln Sie die stationdre Losung x (¢), falls diese existiert. Begriinden Sie Ihre

Antwort.
AUFGABE 2:
Betrachten Sie die Rekursionsgleichung
x,, =2x =30, i=0,1,2,..

mit dem Anfangswert x, =2 und der diskreten Sprungfunktion o,. Ermitteln Sie durch

Anwendung der z-Transformation den Wert x, .

AUFGABE 3:

Gegeben sei die z-Transformierte der Folge ( f):

z* =81

z4 =37

f(2)=

a) Ermitteln Sie die Folge (/) in mathematisch nachvollziehbarer Weise.
b) Skizzieren Sie die Werte f, der Folge (f) fur 0<i=<11.

AUFGABE 4:

Betrachten Sie die Funktion f(¢#) gemal nachfolgender Abbildung.

Af(t)

1

0 2 3 [ 5 6

Ermitteln Sie in mathematisch nachvollziehbarer Weise die LAPLACE-Transformierte der
Funktiong(¢):=o0(-1)f(t-1).
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Begriinden Sie Thre Antworten mathematisch!
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Aufgabe 1:

Gegeben seien die gekoppelten Differentialgleichungen

dxy
dt

dXQ _
dt

mit den Anfangswerten x(0) = 0, x,(0) = 0 und der Eingangsfunktion u(t) = sin®(¢).

a) Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die LapLACE-Transformierte
der Eingangsgrofie u(s).

b) Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die LApLAcCE-Transformierten
x1(s) und x,(s).

¢) Ermitteln Sie durch Anwendung des Grenzwertsatzes den Grenzwert tlim x1(t), falls

dieser existiert. Begriinden Sie Thre Antwort.

d) Ermitteln Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation die Originalfunktion xi (¢).

Aufgabe 2:
Gegeben sei die lineare Rekursionsgleichung
xi+1 = 0.25x; + u; i=012,...
mit dem Anfangswert xo und der EingangsgroBe u; = (—0.5)".
a) Stellen Sie die Folge u; fiiri = 0, 1, 2, 3 graphisch dar.

b) Ermitteln Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die Losung x; in Abhangigkeit
des Anfangswertes xp mithilfe der z-Transformation.

c) Berechnen Sie den Grenzwert lim x;, falls dieser existiert. Begriinden Sie ihre Antwort!
1—00
d) Nun seien der Anfangszustand xo = 0 und die EingangsgroBe u; = 3(—0.5)"20;_,,
wobei o; die diskrete Sprungfunktion ist. Ermitteln Sie die Losung x; fiir diese Wahl
des Anfangszustandes und der Eingangsgrofie.

Aufgabe 3:

Wodurch unterscheidet sich die stationdre Losung einer skalaren linearen Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten vom Endwert der Losung fiir t — co? Diskutieren Sie
kurz die Unterschiede.
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Begriinden Sie Thre Antworten mathematisch!
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Aufgabe 1:

Gegeben seien die gekoppelten Differentialgleichungen

dxy

— =Xy = -2x
T 2 1
de+

— +x=u
ar

mit den Anfangswerten x(0), x2(0) und der Eingangsfunktion u(t).

a) Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die LApLAcE-Transformierten
%1(s) und X, (s) in Abhingigkeit der Anfangswerte x;(0) und x,(0) sowie der LAPLACE-
Transformierten (s).

b) Als Eingangsfunktion dient nun u(¢) = to(t) mit der Sprungfunktion o(¢). Ermit-
teln Sie fiir x;(0) = x2(0) = 0 die Losung x;(t) durch Anwendung der LAPLACE-
Transformation.

Aufgabe 2:

a) Ermitteln Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die Originalfunktion x(t) der
LapLace-Transformierten 5

s(s2+2s+5)

x(s) =
b) Bestimmen Sie die stationdre Losung x(t), sofern diese existiert. Begriinden Sie Thre
Antwort!

¢) Bestimmen Sie den Grenzwert xo, = tlim x(t), sofern dieser existiert. Begriinden Sie
—00

Ihre Antwort!

Aufgabe 3:

Gegeben sei die z-Transformierte f(z) der Folge (f):

z
(=222 +ajz+ap)(z-1)°

fz) =

mit den reellen Konstanten ag und a;. Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir ap und a; an, so dass der Grenzwert f,, = lim f; existiert und bestimmen Sie diesen.
1—00
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Begriinden Sie Thre Antworten mathematisch!
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Aufgabe 1:

Gegeben sei die LapLace-Transformierte

£(5) X0 +1 S
x(s) = — )
s+1  2(s+1)(s2+1)

a) Ermitteln Sie mathematisch nachvollziehbar die zugehorige Originalfunktion x(t).

b) Bestimmen Sie die stationidre Losung x(t).

¢) Wihlen Sie nun xy so, daB} x(t) = x4(t) fiir alle ¢t > 0.

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die LapLack-Tranformierte f(s) der nachfolgend dargestellten Funktion f ().

of 2 4
L

6
‘ t
_ZM

Gegeben sei die Differentialgleichung
dx

— =—4x+u,

dt
mit dem Anfangswert x(¢ = 0) = xo und der Eingangsfunktion u(t) = ye™* (y, « konstant).

Aufgabe 3:

a) Ermitteln Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die zugehorige LAPLACE-
Transformierte x(s).

b) Ermitteln Sie ausgehend von X(s) die Losung x(t) (Hinweis: Unterscheiden Sie die
Fille « # 4 und a = 4).

c) Stellen Sie den Verlauf von x(¢) fiir @ = 4, y = =2, xo = 0 graphisch dar (qualitativ).
Aufgabe 4:

a) Zeigen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise, dal} die z-Transformierte der
Folge (f) mit den Elementen f; = —i + %iz (miti =0,1,2,...) gegeben ist durch

b) Ermitteln Sie den Grenzwert f, := lim f;, so dieser existiert. Begriinden Sie Ihre
[—00

Antwort mithilfe des Grenzwertsatzes der z-Transformation!
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Begriinden Sie Thre Antworten mathematisch!
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Aufgabe 1:

Bestimmen Sie fiir die unten angegebenen LapLace-Transformierten f;(s) und f(s) auf
mathematisch nachvollziehbare Weise die Grenzwerte der jeweiligen Originalfunktionen fiir
t — oo, d.h. tlim f(t), falls diese existieren.

- s—2
VA=
b) fls) = ——.
) f2(s) s —3s+1
Aufgabe 2:

Ermitteln Sie die Laplace-Transformierte i(s) der graphisch gegebenen Funktion u(t):

2 Lu(t)

Aufgabe 3:

Gegeben sei die Differenzengleichung (rekursive Relation)
Xyl +axi = u;, i=012,...

mit u; = o; + b'. Hierbei bezeichnet o; die diskrete Sprungfunktion; a und b sind reelle
Konstanten. Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise

a) die z-Transformierte 7(z) der Eingangsfolge (u) mit den Elementen u;,

b) die z-Transformierte X(z) der Folge (x) mit den Elementen x;.
Esseinun b =1 und xy = 0.

c) Bestimmen Sie auf mathematisch nachvollziehbare Weise die Losung x; unter Anwen-
dung der z-Transformation.

d) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir a an, sodass der Grenzwert
lim x; existiert und berechnen Sie diesen.

i—o0

Aufgabe 4:

Gegeben sei folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

d? d
—y+4—y+3y:0,

dt? dt

mit den Anfangswerten y(0) = 0 und %(O) = 4. Berechnen Sie die Losung y(t) mit Hilfe
der Laplace Transformation.



