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Kapitel 1

Lineare Systeme im Zustandsraum

1.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden lineare, zeitinvariante Eingroflensysteme der Form

Z—? = Ax+bu (1.1)
y = c'x+du (1.2)
mit dem Anfangszustand
xp := x(tg = 0)

analysiert. Mit x wird der n-dimensionale Zustandsvektor bezeichnet, u ist die Eingangsgrofie
und y die Ausgangsgrofie des Systems. Die Zeitinvarianz von (1.1) impliziert, dass die System-
matrix A, der Eingangsvektor b, der Ausgangsvektor ¢ und der Durchgriff d konstante Grofien
passender Dimensionen sind.

1.2 Losung der Systemgleichungen

Da es sich bei den Zustandsgleichungen (1.1) um lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten handelt, kann die Laplace-Transformation eingesetzt werden. Wendet man (77)
auf (1.1) an, so erhilt man

sX(s) —xo = AX(s) + bu(s),

wobei

X(s) =LA{x(t)} und u(s)=L{u(t)}.

Daraus ergibt sich unmittelbar
(sE—A) x(s) =x¢ + bu(s),

wobei E die n X n - Einheitsmatrix repréisentiert. Nach einer Multiplikation mit (sE — A)™"
von links findet man

%(s) = (SE — A)"'x¢ + (sE — A) " b(s). (1.3)

5
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6 KAPITEL 1. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

Definiert man die n x n - Matrix
b(s) =E—A)"' dh o)=L {(E-A)'}, (1.4)

so gilt - nach Anwendung des Faltungssatzes - fiir die Losung

x(t) = ¢(t) xo + /0 ¢(t —71)bu(r)dr. (1.5)

Der Losungsvektor x(t) représentiert das zeitliche Verhalten des Systems (1.1) als Reaktion
auf einen Anfangswert xo und die Eingangsgrofie u(t). Das Systemverhalten (1.5) kann in zwei
additive Anteile zerlegt werden. Der erste Anteil rithrt von der ,,Vorgeschichte” des Systems
her, also vom Anfangszustand x, man spricht von der freien Losung xy,.;(¢). Im Gegensatz
dazu wird der zweite Anteil durch den Verlauf der Eingangsgrofie w(7) im Intervall 0 < 7 <t
gepréigt, man spricht von der erzwungenen Lésung X.,.,(t). Diese Erkenntnis kann man
folgendermaflen zusammenfassen:

X = Xfrei + Xerzuw (1.6)

Die Ausgangsgrofie kann mittels Relation (1.2) berechnet werden, im Bildbereich gilt mit (1.3)
§(s) = c" (SE—A) ' xo + [¢" (SE — A) "' b +d] a(s), (1.7)

bzw. unter Verwendung von (1.5) im Zeitbereich

y(t) = cTo(t) xo + /Ot clo(t — 1) bu(r)dr +du(t). (1.8)

Analog zu (1.5) kann die Ausgangsgrofie also in einen Anteil, der vom Anfangszustand herriihrt
und einen Anteil, der vom Verlauf der Eingangrofle geprigt wird, zerlegt werden.

1.2.1 Freie Losung

Unter der freien Losung eines Systems versteht man diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System ausschliefSlich durch den Anfangszustand x, angeregt wird. Somit ist hier

das autonome System
dx

;z{ = Ax (1.9)
zu untersuchen. GeméaB (1.5) gilt fiir die Losung dann
x(t) = ¢(t) xo. (1.10)

Die Matrix ¢(t) wird Transitionsmatrix! genannt, sie beschreibt den Ubergang des Zu-
standsvektors von seinem Anfangswert zu seinem Wert zum Zeitpunkt ¢. Thre Berechnung
kann mit Hilfe von Formel (1.4) erfolgen, alternative Berechnungsmethoden folgen spéter.

Nat. transire = tibergehen
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1.2. LOSUNG DER SYSTEMGLEICHUNGEN 7

Fiir das autonome System zweiter Ordnung

dx 11 . . Z1,0
E [2 2} mit XO_[SL’ZO]'

ergibt sich die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix geméf (1.4) zu

. L1 s—2 1
¢<8)_(SE_A) _5(5_3) 2 s—1 .
Eine Partialbruchzerlegung und anschliefende Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt
2 1 11 2 1, 11,
o) = L s 503 sTs=s |l | 373° 53¢
3 2+ 2 1+ 2 a 2+23t 1+23t
—— - ——+ e -+ -e
s s—=3 s s5—=3 3 3 3 3

Fiir den zeitlichen Verlauf des Zustandsvektors gilt somit
2
3t
x(t) = p()xo = | »>,
3

1.2.2 Erzwungene Lésung

Die erzwungene Losung oder Bewegung eines Systems ist diejenige Losung x(t), die sich ergibt,
wenn das System bei verschwindendem Anfangszustand® xo = 0 durch die Eingangsgrofie u(t)
angeregt wird. Nach (1.5) gilt unter diesen Umsténden

= /Ot(,b(t—T)bu(T) dr. (1.11)

Gegeben sei das mathematische Modell

LA
i r+u

eines linearen, zeitinvarianten Systems erster Ordnung mit der Eingangsgrofie uw. Mit Hilfe
von (1.11) findet man mit ¢(t) = e~ fiir die erzwungene Losung

t t
x(t) = / e 1 () dr = e_t/ e u(r)dr.
0 0
Wiéhlt man beispielsweise als Eingangsgrofie einen Einheitssprung, d.h. u(t) = o(t), so gilt
r(t)=1—¢e"

man sagt: ”Das System befindet sich zum Zeitpunkt ¢t = 0 in Ruhe”
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8 KAPITEL 1. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

1.2.3 Ubertragungsfunktion
Fiir die Ausgangsgrofie folgt unter der Annahme xy = 0 aus (1.7) im Bildbereich unmittelbar

3(s) = [¢" (sSE — A)""'b +d] a(s). (1.12)
Der Ausdruck -
G(s) := % =cl'(SE-—A)"'b+d (1.13)

ist die so genannte Ubertragungsfunktion des Systems. Sie beschreibt das Ubertragungsver-
halten eines linearen, zeitinvarianten Systems im Bildbereich.

Gegeben sei das Zustandsmodell

dx 1 2 1
E—[34]x+{2]u, y—[O 1]x+2u.

Fiir die Ubertragungsfunktion G(s) des Systems gilt dann

o =8 oo 1)) 2] ] el

==

Weiterfiihrende Informationen iiber die Ubertragungsfunktion finden sich in Kapitel 3

1.3 Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix ¢(t) prigt das zeitliche Verhalten von linearen Systemen, siehe (1.5).
In diesem Abschnitt werden einige elementare Eigenschaften der Transitionsmatrix vorgestellt.
Zunichst wird ein System erster Ordnung untersucht, die dort gefundenen Erkenntnisse werden
danach auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen.

Gegeben sei das mathematische Modell eines autonomen Systems erster Ordnung

do _ ar mit xo:=xz(t =0),

— =

wobei a eine reelle Konstante ist. Die Losung #(¢) kann mit (1.10) berechnet werden, wobei

o)=L (s =0y = e { I e

S—a

Daraus folgt
x(t) = e™ .
Offensichtlich erfiillt die Transitionsmatrix im skalaren Fall (n = 1) die Bedingungen
de(t)

0 =1, T —ap(t), O =0(-) wd Gt + 1) = 6t)o(t) (114
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1.3. TRANSITIONSMATRIX 9

und kann als unendliche Reihe

t2 t3 Ra)
o(t) = e = 1+at+a2§+a3§+..-= a'= (1.15)
! . i—0 1.

angeschrieben werden. ]

Es wird nun gezeigt, dass die in obigem Beispiel angefiihrten Eigenschaften der Transitionsma-
trix fiir den Fall n > 1 verallgemeinert werden konnen. Aus (1.10) folgt zunichst unmittelbar
die Beziehung

¢(0) = E. (1.16)

Setzt man (1.10) in (1.9) ein, so findet man

dx do¢
E—E Xo = AX - A¢(t) Xo,

woraus sich - xq ist ein beliebiger Anfangszustand - die Beziehung

d¢
= Ae() (1.17)

ableiten ldsst. Wie in Bild 1.1 angedeutet, gelten geméf (1.10) fiir zwei beliebige Zeitpunkte
t =1t; und t = t; 4 15 die Beziehungen

x(t1) = @d(t1)xo und  x(t; + t2) = d(t1 + t2) Xo.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung der Systemgleichungen muss auch die Beziehung

D(1,+1,)

/

&(1)) &,
07 " Nexey T TR

»

0 1 1,+1,
Bild 1.1: Bedeutung der Transitionsmatrix

X(tl + tg) = (ﬁ(tg) X(tl)

gelten, sodass sich unmittelbar die Relation

(1 +12) = P(t2)@(t1) = (1) P(t2) (1.18)
ergibt. Im Speziellen resultiert fiir ¢, = —t; daraus
¢~ (t) = (1), (1.19)
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10 KAPITEL 1. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

d.h. die Transitionsmatrix ist fiir endliche Werte von ¢ regulir.

Aufgrund der Analogien zwischen (1.16), (1.17), (1.18), (1.19) und den Eigenschaften
(1.14) der Exponentialfunktion liegt es nahe, die Transitionsmatrix ¢(¢) als Matrix-
Exponentialfunktion, d.h. als matrixwertige Verallgemeinerung der skalaren Exponential-
funktion, zu interpretieren. Aus diesem Grund wird hiufig die Schreibweise

o(t) := M. (1.20)

verwendet. In Anlehnung an (1.15) wird der Reihenansatz

t3 0 tl
MﬂzE+M+A2 fv§+ }:NE (1.21)
i=0 )
gewiihlt. Hierbei gilt
k
A’=E, A'=A, A>=AA, dh AF=]]JA
i=1

Die Differentiation nach der Zeit bestétigt, dass die Matrix-Exponentialreihe (1.21) die
Beziehung (1.17) erfiillt, denn es gilt:

dg 2, | asl — i U
=A+At+A— L= A’ = A o(t
a Tt AT Z; - Aol

Es sei angemerkt, dass (1.21) in den wenigsten Féllen dazu geeignet ist, eine geschlossene

Darstellung der Transitionsmatrix zu ermitteln. Das folgende Beispiel stellt eine Ausnahme
dar.

Gegeben sei das autonome System
@ 01
dt 00

A'=0 fir i>2,

Fiir die Systemmatrix A gilt?

d.h. die Transitionsmatrix ist geméf (1.21) gegeben durch

¢(t):E+At=H H

Wie man iiberpriifen kann, erfiillt ¢(¢) die Bedingungen (1.16), (1.17), (1.18) und (1.19). m

3eine solche Matrix nennt man nilpotent.

fiir Regelungs
tisierungs
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1.4. ASYMPTOTISCHE STABILITAT 11

Fiir den Fall einer idempotenten Systemmatrix A, d.h. A? = A kann mittels (1.21) eine
Formel zur Berechnung der Transitionsmatrix abgeleitet werden. Es gilt

t2 t3 0 tl X 44 X 44
o(t) :E+At+A§+A§+... = E”;a = E+Az;ﬁ_A =E+A (~o i 1) ,
d.h. mit der Exponentialreihe (1.15) folgt unmittelbar
d(t)=E+A (' —1). (1.22)

Gegeben sei das autonome System

”

{1 1]

Da die Systemmatrix idempotent ist, kann man die Transitionsmatrix mittels (1.22) berechnen
und es gilt

W [0 =

1.4 Asymptotische Stabilitét

Zur Beurteilung der so genannten asymptotischen Stabilitéit wird das autonome System

d

d_}t( =Ax mit xo:=x(t=0) (1.23)
betrachtet. Das System (1.23) wird asymptotisch stabil genannt, wenn fiir jeden Anfangszu-
stand xq die Bedingung

lim x(t) =0 (1.24)

t—o0

erfiillt ist. Das bedeutet, dass jede Trajektorie - unabhingig von ihrem Startpunkt xq - fiir
t — oo in den Ursprung des Zustandsraumes einléuft.

Aus obiger Definition geht auch hervor, dass ein asymptotisch stabiles System (1.23) als einzige
Ruhelage xir den Koordinatenursprung des Zustandsraumes besitzt.

Da (1.24) fiir jeden beliebigen Anfangszustand x, gelten muss, folgt aus (1.10) unmittelbar
lim ¢(t) = 0. (1.25)

t—o00
Das bedeutet, dass jedes Element der Transitionsmatrix eines asymptotisch stabilen Systems
fiir t — oo verschwindet. Dies kann mit Hilfe des Endwertsatzes der Laplace-Transformation
iiberpriift werden. Dazu wird die Laplace-Transformierte der Transitionsmatrix

1

P(s) =(sE—A)"' = detGE— A) (

SE—A),4-
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12 KAPITEL 1. LINEARE SYSTEME IM ZUSTANDSRAUM

betrachtet. Dabei ist A(s) = det (sE — A) das charakteristische Polynom der Matrix A,
das den Polynomgrad n besitzt. Die Adjunkte (sE — A)adj ist eine Polynommatrix, deren

Elemente Polynomgrade kleiner oder gleich (n — 1) besitzen. Die Elemente von ¢(s) sind also
gebrochen rationale Funktionen. Geméifi dem Endwertsatz ist (1.25) genau dann erfiillt, wenn
die Nennerpolynome aller Elemente von ¢(s) Hurwitzpolynome sind.

Gegeben sei

dx 1 2
E_[?) _4])(. (1.26)
Fiir ¢(s) gilt dann
=N 1 s+4 2
¢(S)_§2+38—1Q\|: 3 5_1:|
AE) (sE:A)adj
[ |

Die Nennerpolynome der Elemente von ¢(s) sind sicher Hurwitzpolynome, wenn A(s) ein
Hurwitzpolynom ist. Hierbei handelt es sich sogar um eine notwendige und hinreichende
Bedingung. Da die Nullstellen von A(s) die Eigenwerte von A sind, gilt zusammenfassend:

Das System (1.23) ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von A einen
negativen Realteil besitzen. Eine solche Matrix nennt man auch Hurwitzmatrix.

Die Eigenwerte der Matrix A aus (1.26) lauten

$1=2 und s9=-5.
Das bedeutet, dass (1.26) nicht asymptotisch stabil ist, was auch den in Bild 1.2 dargestellten

Trajektorien zu entnehmen ist. [ ]

Das charakteristische Polynom der Dynamikmatrix des Systems

dx 0 1

lautet
A(s) = 8> +3s+ 2,

d.h. fiir die Eigenwerte gilt

s1=—1 und sy=-2.

Das bedeutet, dass das System asymptotisch stabil ist. Dies wird durch die in Bild 1.3
dargestellten Trajektorien bestitigt. ]
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13

1.4. ASYMPTOTISCHE STABILITAT

Bild 1.2: Trajektorien zu (1.26) - man spricht in diesem Zusammenhang von einem (instabilen)

Sattelpunkt

Bild 1.3: Trajektorien zu (1.27) - man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem

stabilen Knoten
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Kapitel 2

Zustandstransformationen

2.1 Einfiihrung

Wie bereits erwdhnt wurde, ist die Wahl der Zustandsvariablen zur Beschreibung eines dy-
namischen Systems nicht eindeutig, d.h. fiir ein und dasselbe System gibt es unendlich viele
Zustandsbeschreibungen. Der Ubergang zu ,geeigneten” Zustandsvariablen kann viele Auf-
gabenstellungen drastisch vereinfachen.

Bei einer linearen Zustandstransformation sind der urspriingliche Zustandsvektor x und
der transformierte Zustandsvektor z iiber die (lineare) Relation

x=Tz bzw. z=T'x (2.1)

verkniipft, wobei die konstante n x n Matrix T die so genannte Transformationsmatrix ist.
Damit die Transformation umkehrbar eindeutig ist, muss T regulér sein, man spricht deshalb
auch von einer reguldren Zustandstransformation. Man beachte, dass die Transformation
(2.1) einem Wechsel der Basisvektoren des n-dimensionalen Zustandsraumes entspricht, es
handelt sich bei (2.1) also um eine lineare Koordinatentransformation.

Die Anwendung der Transformationsvorschrift (2.1) auf (1.1) bzw. (1.2) liefert zunéchst

d
Td—?:AszLbu, y=c'Tz+du

und in weiterer Folge (Multiplikation mit T~! von links)

dz
dt
y = c!'Tz+du=¢ z+du.

= T 'ATz+T 'bu=Az+bu, (2.2)

Das transformierte System liegt somit in der gleichen Form wie das Originalsystem (1.1) vor,
wobei gilt
A=T'AT, b=T"' und &'=c"T, (2.3)

15
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16 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Bild 2.1: Strukturbild des transfomierten Systems (2.2)

der Durchgriffsterm d bleibt durch die Transformation unveréindert. Das zugehorige Struktur-
bild ist in Bild 2.1 dargestellt.

Es zeigt sich, dass einige wesentliche Systemeigenschaften unabhdngig von der Wahl der Zu-
standsvariablen sind. Man nennt solche Eigenschaften invariant beziiglich einer reguliren
Zustandstransformation. Diese Erkenntnis ist nicht iiberraschend, wenn man bedenkt, dass

das transformierte System (2.2) blof} eine alternative Beschreibung des urspriinglichen Systems
(1.1), (1.2) darstellt.

2.1.1 Invarianz der Ubertragungsfunktion

Fiir die Ubertragungsfunktion des Originalsystems gilt gem:f (1.13)

G(s)=c" (sSE—A) 'b+d.

Wird nun eine reguldre Zustandstransformation der Form x = T z durchgefiihrt, so gilt fiir
die Ubertragungsfunktion des transformierten Systems analog

~ ~\ 1~ _
G(s) =& (sE—A) b+d2 T (sE-T'AT) " T'b+d.
Unter Ausnutzung der Relation
(VW) ' =wv

fiir zwei beliebige reguliire n x n Matrizen V und W kann fiir G (s) auch geschrieben werden:

1

G(s) = cT[SE-TAT)T '] ' T 'b+d=c" [T (sSE-—A)] T 'b+d=

= GE-A)'"TT 'b+d=c' SE—A)'b+d=0G(s).

Offensichtlich iéndert sich also durch eine reguliire Zustandstransformation die Ubertragungs-
funktion nicht.
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 17

2.1.2 Invarianz der Stabilitéitseigenschaft

Wie gezeigt wurde, wird die Stabilitét eines Systems (1.1) durch die Lage der n Eigenwerte
s; der Systemmatrix A geprigt. Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

A(s) = det(sE — A).

Fiir das charakteristische Polynom der Matrix A gilt analog
A(s) = det(sE — A).

Unter Anwendung von (2.3) gilt weiter

A(s) = det(sE — TAT). (2.4)
Da fiir die Determinante des Produktes zweier n x n Matrizen V und W immer

det(VW) = det(V) det(W) (2.5)
gilt, kann (2.4) folgendermafien umgeformt werden:

A(s) = det [T'(sE — A)T] =det T~" det(sE — A) det T.
Aus (2.5) folgt unmittelbar
det(E) = det(T'T) = det(T 1) det(T) =1,

d.h. es gilt

A(s) = det(sE — A) = A(s). (2.6)
Die transformierte Dynamikmatrix A besitzt also das gleiche charakteristische Polynom wie
die Matrix A. Das bedeutet, dass die Eigenwerte des transformierten Systems identisch mit
den Eigenwerten des Originalsystems sind. Erwartungsgeméf éndert sich durch eine lineare
Zustandstransformation der Stabilitéitscharakter eines Systems somit nicht.

2.2 Transformation auf Diagonalform

Bei der Transformation in die so genannte Diagonalform wird das Ziel verfolgt, das Original-
system in ein System von n entkoppelten Differentialgleichungen umzuwandeln. Das be-
deutet, dass in jeder Differentialgleichung nur mehr eine Zustandsgréfle vorkommt. Diese
Zustandsvariable wird nur von der Eingangsgrofie u, nicht jedoch von anderen Zustandsvari-
ablen beeinflusst. Die Entkopplung weist erhebliche Vorziige gegeniiber der urspriinglichen
Struktur des Originalsystems auf. So kann man jede der n Differentialgleichungen erster
Ordnung ohne Riicksicht auf die anderen Differentialgleichungen lésen. Diese Tatsache kann
beispielsweise bei der Berechnung der Transitionsmatrix des Originalsystems vorteilhaft aus-
geniitzt werden.
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18 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Gegeben sei das mathematische Modell

dx _ [ 46 361 [7],
it | —60 47 9 "

y = [-22 17 ] x

eines Systems mit der Eingangsgrofie v und der Ausgangsgrofie y. Nach Anwendung einer
Zustandstransformation der Form (2.1) mit

|3 4 4| -5 4
T—{45} bzw. T —{ 4_3}

ergibt sich das transformierte System
dz 12 0 n 1
7 VI U B I
Yy = [2 —3] Z.

Man beachte, dass das Modell des transformierten Systems aus zwei voneinander entkoppelten
Differentialgleichungen besteht, da die Systemmatrix eine Diagonalmatrix ist. Man sagt, dass
das transformierte System in Diagonalform vorliegt. Es ist offensichtlich, dass in dieser Form
beispielsweise Aussagen iiber die Stabilitét leicht moglich sind, da die (invarianten) Eigenwerte
der Dynamikmatrix in der Hauptdiagonale angeordnet sind. ]

2.2.1 Transformationsvorschrift

Gesucht ist nun ein systematischer Weg zur Ermittlung der Transformationsvorschrift (2.1),
die das System (1.1) in die Diagonalform iiberfiihrt. Gem#f (2.3) muss die Relation

A=T'AT=A (2.7)

gelten, wobei A eine Diagonalmatrix ist. Da die Eigenwerte der Dynamikmatrizen von ur-
spriinglichem und transformiertem System identisch sind, entsprechen die Diagonalelemente
von A den Eigenwerten s; von A, d.h.

S1
52
A= . = diag (s;) .
Sn
Multipliziert man (2.7) von links mit T, so erhélt man (unter Beriicksichtigung von T~!'T = E)
AT = TA. (2.8)

Es erweist sich als sinnvoll, die Transformationsmatrix T durch ihre Spalten darzustellen, d.h.

T=[t t2 ... t,].
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 19

Setzt man diese Darstellung von T in (2.8) ein, so erhilt man

S1
52
At to ooty =t t2 ... t,] :
Sn
bzw. in ausmultiplizierter Form
[ f&tl f&tg ce f&tn } = [ Sltl 52t2 ce Sntn }.
Ein spaltenweiser Vergleich ergibt unmittelbar
bzw.
(s E—A)t,=0 mit i=1,...,n (2.9)

Man beachte, dass es sich bei (2.9) um die bekannte Eigenwertgleichung handelt, d.h. t; ist
ein zum Figenwert s; gehoriger (Rechts-)Eigenvektor p;. Die Transformationsmatrix lautet
somit

T:[pl P2 ... pn]::P. (2.10)

Die bisherige Vorgangsweise setzt voraus, dass die Spalten von P, also die Eigenvektoren der
Matrix A linear unabhiéingig sind. Man nennt die Matrix A dann diagonaldhnlich. Hinre-
ichend hierfiir ist, dass A lauter verschiedene, d.h. einfache Eigenwerte besitzt. Diese Eigen-
schaft von A wird in den folgenden Abschnitten angenommen, der Fall mehrfacher Eigenwerte
wird danach gesondert behandelt.

Gegeben sei das mathematische Modell eines Systems zweiter Ordnung

dx 1 2 1
a‘[s —4]”{0]“’ =01 1>
Die Eigenwerte der Matrix A lauten s; = 2 und s, = —5, die Eigenvektoren werden mittels
(2.9) berechnet, d.h.
1 -2 2.B. 2
s = 2: (SlE—A)Plzl_?) 6}P1=0 =2 P1:[1}>
—6 —2 2.B. 1
S = _5: (SQE_A)pQZl_g _1:|p2:o :'; pQZ[_3:|

Daraus folgt

P2 1] e e[ T)

Wie man leicht iiberpriifen kann gilt

PIAP:[S _g] : Plb:[?’”} und  'P=[3 -2],
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20 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

d.h. das transformierte System lautet

%:lg _g}“lg/qu, y=1[3 2]z

Stellt man die Inverse der Matrix P durch ihre Zeilen dar, d.h.

ol
pi-|” (2.11)

pl

und setzt diese Darstellung in (2.8) ein, so ergibt sich

S1 P; P;
S
AP =P lA = 2 P2l P A
Sn P P
und weiter
s1p1 piA
s25 | | PAA
SnPy, P A

Daraus folgt unmittelbar die Eigenwertgleichung
sipl =p’A mit i=1,...,n,

d.h. p, ist ein zu s; gehoriger Links-Eigenvektor von A. Das bedeutet, dass P Rechts-
Eigenvektoren von A als Spalten besitzt und P! entsprechende Links-Eigenvektoren als
Zeilen. Aus der Relation

pr PiPL PiD2 o Pl P 1
_ 25 P> P1 P3 P2 P3 Pn 1
P'P=|"" |[p1 P2 .- Pn]= . . : =E=

Pr PLPL PLP2 - PLDn 1

folgt unmittelbar

P@'Pk—{o fir ik wobei ,k=1,...,n.
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 21

Das bedeutet, dass der Links-Eigenvektor p, normal auf alle Rechts-Eigenvektoren mit Aus-
nahme von p; steht. Fiir das System in Diagonalform gilt mit (2.11)

51 pi b
dz S2 pIb
- . z+ : u,
s, oTb (2.12)
y=[c"p1 ¢"py ... ¢"py]z+du

Das zugehorige Strukturbild ist in Bild 2.2 dargestellt. Das System besteht aus n entkoppelten

Bild 2.2: Struktur der Diagonalform

Differentialgleichungen der Form

dz; L
dzt =sizi+pibu mit i=1,...n, (2.13)
fiir die Ausgangsgleichung gilt
Yy = ZCTPi 2 +du. (2.14)
i=1

t fir Regelungs— TU
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22 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Wie man aus Bild 2.2 bzw. den Relationen (2.13) und (2.14) erkennt, kann der Verlauf der
Zustandsvariable z; fiir
pi b =0, (2.15)

d.h. b ist orthogonal zum Links-Eigenvektor p,, durch die Eingangsgrofie u nicht beeinflusst
werden. Weiters leistet im Falle
c’'p; =0, (2.16)

d.h. c ist orthogonal zum Rechts-Eigenvektor p;, die Zustandsvariable z; keinen Beitrag
zur Ausgangsgrofie y. Tritt also (2.15) und / oder (2.16) ein, so spielt die entsprechende
Zustandsvariable z; keine Rolle fiir das Ubertragungsverhalten des Systems. Dies manifestiert
sich auch in der Ubertragungsfunktion G(s). Transformiert man (2.13) und (2.14) in den
Bildbereich, so findet man unter Annahme verschwindender Anfangswerte

Zi(s) = pi—bﬂ(s) und Zc pi Zi(s) + du(s).

S — S;

Daraus folgt fiir die Ubertragungsfunktion

(5) Zc pip b, (2.17)

‘Qﬂ

|

s) s —8;

Nur wenn weder (2.15) noch (2.16) gilt, liefert der entsprechende Summand in obiger Formel
einen Beitrag zur Ubertragungsfunktion. Gibt es Summanden, die keinen Beitrag zu G(s)
leisten, so hat dies zur Folge, dass der Grad des Nennerpolynoms von G(s) kleiner ist als die
Ordnung n des Zustandsmodells.

Fiir die Ubertragungsfunktion des in Diagonalform vorliegenden mathematischen Modells
dz 2 0 0
E_[O _5}z+[1}u, y=1[3 -2]z

3-0 2-1 2
G(s) = — = — .
<8) s—2 s+5 s+5

findet man mit (2.17)

2.2.2 Berechnung der Transitionsmatrix

Die Transitionsmatrix &(t) des transformierten Systems (2.12) kann miihelos ermittelt werden,
da die Matrix A eine Diagonalmatrix ist. Unter der Annahme von u = 0 gilt
dZi . .
— =52 mit i=1,...,n.
dt

Daraus folgt unmittelbar

fiir Regelungs
tisierungs
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 23

bzw. in Vektorschreibweise

z(t) = p(t) 2o = zo = diag (¢*") zq. (2.18)

€S"t

Das bedeutet, dass die Transitionsmatrix des transformierten Systems ebenfalls eine Diagonal-
matrix ist. Fiir den Zustandsvektor des Originalsystems ergibt sich unter Anwendung von
(2.1)

x(t) = Pz(t) = Pdiag (") zo = P diag (e*") P~ xq, (2.19)

d.h. fiir die Transitionsmatrix des Originalsystems gilt

@(t) = Pdiag (¢*') P~ (2.20)

dx [4 -3
a2 -1 |™

Die Eigenwerte des Dynamikmatrix lauten s; = 2 und s, = 1, fiir die Matrix der Eigenvektoren

gilt )
31 L1 A
P—{zl_,d.h. P —{_2 3}.

Gegeben sei das System

Fiir die Transitionsmatrix findet man mit (2.20)

(1) = 3 1][e* 0] 1 —1] [ 3e*—2et —3e* + 3¢!
1201 0 e || -2 3| |2%—2" —2*+3¢ |

Aus (2.18) ist weiters zu erkennen, dass die Bedingung

lim ¢(t) = 0 22 lim (1) = 0
erfiillt ist, wenn alle Eigenwerte s; der Dynamikmatrix einen negativen Realteil besitzen. Dies
entspricht dem bereits bekannten Kriterium fiir die asymptotische Stabilitdt. Unabhingig
vom Anfangszustand streben dann alle Trajektorien des autonomen Systems asymptotisch in
den Ursprung des Zustandsraumes.

2.2.3 Komplexe Eigenwerte

Besitzt die diagonaldhnliche Matrix A komplexe Eigenwerte, so kann die Diagonalisierung
prinzipiell wie in Abschnitt 2.2.1 beschrieben durchgefiihrt werden. Wie man zeigen kann, sind
die zu konjugiert komplexen Eigenwertpaaren gehorigen Eigenvektoren ebenfalls konjugiert
komplex. Da die Matrix P somit komplexe Elemente besitzt, erhilt man ein transformiertes
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24 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

System, bei dem A eine Diagonalmatrix mit komplexen Elementen ist und die Vektoren b
und ¢ ebenfalls komplexe Elemente besitzen kénnen. Da man iiblicherweise an einer System-
beschreibung interessiert ist, bei der A, b und ¢ ausschliellich reelle Elemente besitzen, muss
die Transformationsvorschrift leicht modifiziert werden. Die prinzipielle Vorgangsweise wird
zunéchst fiir ein System zweiter Ordnung demonstriert und danach verallgemeinert.

Fiir ein System zweiter Ordnung mit dem konjugiert komplexen Eigenwertpaar
S12 =0 ﬂ:(ju]
lautet die Dynamikmatrix des transformierten Systems

o+ Jw 0

~ o
A=P "AP=A= 0 o—jw | (2.21)

wobel fiir die Transformationsmatrix
P:[Pl p2}:[P1 pf] (2.22)

gilt. Die Transformationsvorschrift wird nun so erweitert, dass die Dynamikmatrix des trans-
formierten Systems anstelle der komplexen Diagonalform (2.21) die ebenfalls sehr anschauliche
und aufschlussreiche, reelle Form

A= l v } (2.23)

—WwW O

annimmt. Aus A konnen nimlich die Real- und Imaginérteile der Eigenwerte direkt abgelesen
werden. Hierfiir wird fiir die Transformationsmatrix (2.1) der Ansatz

T = PQ (2.24)

gewihlt, d.h. fiir die Dynamikmatrix des transformierten Systems gilt nach (2.3)

(2:21

A=T 'AT=(PQ)'APQ)=Q 'P'APQ"2"Q'AQ.

Die gesuchte Matrix Q ist also so zu bestimmen, dass

—WwW O

A=Q 'AQ= l 7w } (2.25)
erfiillt ist. Die Ermittlung von Q erfolgt iiber die Relation

] I M AR i B bl | B

—w g o — jw d12  G22 d12 G422 —w o

Daraus folgen nach kurzer Rechnung die Zusammenhénge

gi2=—Jqu und @21 = —jqa2,
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 25

d.h. die Matrix besitzt die Form

Q1 —Jjqu
= . . 2.26
Q [ —J422 q22 } ( )

Fiir die Determinante von Q gilt
det Q =2q11¢22,

d.h. die Matrix ist fiir g;; # 0 und oo # 0 reguléir. Das bedeutet, dass prinzipiell jede Matrix
Q der Form (2.26) mit g1; # 0 und ¢92 # 0 die Systemmatrix in die gewiinschte Form (2.25)
transformiert. Es wird nun gezeigt, dass die Freiheiten bei der Wahl von Q dahingehend
ausgeniitzt werden konnen, dass die resultierende Transformationsmatrix (2.24)

T=PQ=[p: pj] { i ] = [ qup1 — jgop; — jqup1 + q2p} |- (2:27)
—J4q22 q22

reell und strukturell stark an die Matrix P angelehnt ist. Bei der Wahl der freien Parameter

¢q11 und g9o wird die Tatsache ausgeniitzt, dass fiir die konjugiert komplexen Vektoren die

Relationen ) )

gelten. Wahlt man nun

= 1 d = J
=— un ==
q11 5 q22 9

_ﬂ:%“ —” (2.28)

2

d.h.
a-|

N[N0 =

so ergibt sich mit (2.27) fiir die reelle Transformationsmatrix
T=PQ=[ Rep; Imp, ]. (2.29)

Die modifizierte Transformationsmatrix (2.29) ist also #hnlich aufgebaut wie die Matrix P.
Anstelle der konjugiert komplexen Eigenvektoren p; und py besitzt T nun Real- und Imaginéir-
teil des Vektors p; als Spalten.

Gegeben sei das System

d 0 1 0
SRR A

Die Eigenwerte der Matrix A lauten
s1=—14+3j2 und Sg =587 =—1—j2,

zugehorige Eigenvektoren lauten

—1—342 N —14 32
e [17] mewe[ 57
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26 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

Fiir die Transformationsmatrix (2.29) gilt somit

-1 -2
T = [ I{GI)l In11)1 ] = { 5 0 }
und fiir das transformierte System ergibt sich

dz -1 2 0.2
E:[—Q _1}z+[_0.1}u, y:[4 —2}z.

Die beschriebene Vorgangsweise kann problemlos auf Systeme hoherer Ordnung iibertragen
werden. Die Transformationsmatrix wird dabei nach folgendem Schema aufgebaut: Zu jedem
reellen Eigenwert wird ein zugehoriger Eigenvektor als Spalte zu T hinzugefiigt. Bei kon-
jugiert komplexen Eigenwertpaaren werden den obigen Ausfiihrungen entsprechend Real- und
Imaginirteil eines zugehorigen Eigenvektors als Spalten zu T hinzugefiigt.

Gegeben sei das mathematische Modell

Jx 1 0 1
i 0 1 |x+]|1]u, y=[2 -1 0]x
13 -9 -3 1

Die Eigenwerte der Matrix A lauten
s1=—2+ 33, Sg=8=—2—33 und s3=1,

fiir die zugehorigen Eigenvektoren gilt

1 1 —1
pi=| —2+j3 |, p2=pi=| —2-73 und  p3= | —1
5 12 54412 1

Fiir die Transformationsmatrix gilt also

1 0 —1
T=[Rep; Imp; ps|=| —2 3 —1
-5 =12 -1
und fiir das transformierte System ergibt sich
-2 3]0 0
dz
2= |23 =210 Ja+| 0 | y=1[4 -3 -1]z
0 0[1] -1
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2.2. TRANSFORMATION AUF DIAGONALFORM 27

2.2.4 Mehrfache Eigenwerte

Bisher wurde vorausgesetzt, dass die n x n Matrix A lauter verschiedene Eigenwerte besitzt,
was hinreichend fiir die Existenz von n linear unabhiéingigen Eigenvektoren ist. Aber auch
im Falle mehrfacher Eigenwerte kann es moglich sein, dass A diagonalidhnlich ist und eine
Diagonalisierung durchgefiihrt werden kann. Die Voraussetzung hierfiir ist, dass es zu jedem
Eigenwert s; mit der Vielfachheit m; > 1 (man sagt: ,die algebraische Vielfachheit be-
tragt m;") auch m; linear unabhéingige Eigenvektoren gibt (man sagt: ,die geometrische
Vielfachheit betrigt m;"). Das bedeutet, dass die Bedingung

rang(A — s;E) =n —m; (2.30)
erfiillt sein muss.
Das autonome System
4 9 —12
(2—)( =15 16 —20 | x
Eola 12 -5

soll mittels einer reguliiren Zustandstransformation in die Diagonalform iibergefiihrt werden.
Die Eigenwerte der Systemmatrix lauten

s1=8 =1 und s3 = 3.

Das bedeutet, dass die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s; gleich 2 betrigt. Wie man
leicht iiberpriifen kann, ist die Bedingung (2.30) erfiillt, d.h.

rang (A — 51E) =1,

die geometrische Vielfachheit betrégt somit ebenfalls 2. Zwei linear unabhiingige Eigenvek-
toren sind beispielsweise durch

-3 4
pP1 = 1 und p2= |0
0 1

gegeben. Zusammen mit dem zum Eigenwert s3 gehorigen Eigenvektor

3
pPs= |9
4
ergibt sich die Transformationsmatrix
-3 4 3
P = 1 05
01 4
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28 KAPITEL 2. ZUSTANDSTRANSFORMATIONEN

und das transformierte System lautet

dz 1
a0
0

o = O
w o O
N

Man beachte, dass die Ubertragungsfunktion eines diagonalisierbaren Systems - auch bei
mehrfachen Eigenwerten von A - immer nur einfache Pole besitzt. Hat also die diagonaldhn-
liche Matrix A mehrfache Eigenwerte, so hat dies zur Folge, dass der Grad des Nennerpolynoms
von G(s) auf jeden Fall kleiner ist als die Ordnung n des zugehorigen Zustandsmodells.

Gegeben sei das diagonalisierte System

-1 000 O 1

dx 0O -1 00 O 1
il 0 020 O0|x+]|1]u,

0 002 O 1

0 000 =3 1

y = [1 -2 3 4 -5 ]x
Fiir die Ubertragungsfunktion ergibt sich
1 2 3 4 5) 5?2 — 45— 12

G(S):s+1_s+1+8—2+s—2_5+3: (s+1)(s—2)(s+3)

Ist fiir einen mehrfachen Eigenwert die geometrische Vielfachheit kleiner als die algebraische
Vielfachheit, so ist eine Diagonalisierung nicht moglich. Das System kann dann in die so
genannte Jordan!-Form transformiert werden, die eine Verallgemeinerung der Diagonalform
darstellt.

benannt nach dem franzosischen Mathematiker Marie Ennemond Camille Jordan, (1838 -1922)
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Kapitel 3

Lineare Ubertragungssysteme

3.1 Einfiihrung

Die Ubertragungsfunktion G(s) beschreibt das Ubertragungsverhalten von linearen, zeit-
invarianten Systemen im Bildbereich. Sie ist definiert als der Quotient der Laplace-
Transformierten von Ausgangs- und Eingangsgrofle, d.h.

G(s) = 1) (3.1)

Dabei wird vorausgesetzt, dass sich das System zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Ruhe befindet. Im
Rahmen dieses Skriptums wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion stets eine
gebrochen rationale Funktion ist. Sie kann somit als Quotient zweier Polynome (s) und «a(s)
dargestellt werden, d.h.

G(s) = ==, (3.2)

wobei die Koeffizienten der Polynome «(s) und 3(s) als reell vorausgesetzt werden. Systeme,
bei denen die Polynomgrade von Zéhler- und Nennerpolynom der Bedingung

Grad 5(s) < Grad a(s) (3.3)

geniigen, nennt man realisierbar, siche auch Abschnitt 3.2. Alle praktisch relevanten Systeme
erfiillen die Realisierbarkeitsbedingung. Im Falle

Grad f(s) = Grad a(s)

spricht man von einem sprungfiihigen System. Sprunghafte Anderungen der Eingangsgrofie
v haben hier auch eine sprunghafte Anderung der Ausgangsgrofle y zur Folge.

Fiir Systeme der Form (1.1), (1.2) kann die Ubertragungsfunktion unter der Annahme x, = 0
gemif

G(s) = 9s) _ o (SE—A)'b+d (3.4)

29
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30 KAPITEL 3. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

berechnet werden, vgl. (1.13). Aus dieser Berechnungsvorschrift kann unmittelbar gefolgert
werden, dass G(s) eine gebrochen rationale Funktion ist und (3.3) gilt. Man beachte, dass das
System genau dann sprungfiihig ist, wenn fiir den Durchgriff d # 0 gilt. Dann gibt es némlich
eine direkte Verbindung zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofle, siehe hierzu auch Bild ?7?.

In Strukturbildern wird eine Ubertragungsfunktion G(s) iiblicherweise durch einen Block, wie
er in Bild 3.1 dargestellt ist, repréisentiert.

Ll G [

Bild 3.1: Blockdarstellung einer Ubertragungsfunktion G/(s)

Gegeben sei ein System mit der Ubertragungsfunktion

g (- 1)
u(s) (s+1)(s+2)

G(s)

Die Sprungantwort des Systems, d.h. seine Reaktion auf u(t) = o(t) kann mittels

I (s—1)
s s(s+1)(s+2)

berechnet werden. Eine Partialbruchzerlegung liefert

1/2 n 2 3/2
s s+1 s+2’

was im Zeitbereich der Funktion

1 3
y(t) = 5+ 2e " — 56’%

entspricht. [}

3.2 Ubergang von G(s) zu einem Zustandsmodell

Es gibt prinzipiell unendlich viele Moglichkeiten, Zustandsmodelle anzugeben, die eine
vorgegebene Ubertragungsfunktion

a(s)
besitzen. Solche Zustandsmodelle nennt man Realisierungen von G(s). Eine Minimal-

realisierung zeichnet sich ferner dadurch aus, dass die Zahl der Zustandsgréfen minimal ist.
Man beachte, dass genau dann eine Realisierung von G(s) existiert, wenn (3.3) erfiillt ist.
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3.2. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 31

An dieser Stelle werden zwei wichtige Normalformen vorgestellt. Dabei wird ohne FEin-
schrinkung der Allgemeinheit davon ausgegangen, dass das Nennerpolynom der Ubertra-
gungsfunktion ein so genanntes monisches Polynom ist, der hichstwertige Koeffizient des
Nennerpolynoms ist also auf 1 normiert, d.h. es gilt

B+ Bpas™ T 4 Bis + By
St a, ST 4+ ags 4 g

G(s)

Im Falle eines sprungfiihigen Systems (m = n) ist eine Polynomdivision durchzufiihren, d.h.

(671—1 B an—lﬁn) s +.o..F (ﬁl B alﬁn) 5+ (BO B QOBn)

S+ 1"+ s+ o

G(s) =0, +

3.2.1 Erste Normalform

Die Dynamikmatrix A des Zustandsmodells sowie der Eingangsvektor b besitzen eine sehr
einfache Struktur, es gilt ndmlich

[0 1 0 ... 0 [ 0]
i . . . . .
dt : . . 0 Xt | (3.5)
0 N 1 0
L & —&1 ... ... —Qp-1 | L 1 |

Fiir die Ausgangsgleichung gilt:
y=[Bo—ab, Bi—aiB, .. . Bu—anaB, |xt6,u (3.6)
In Bild 3.2 ist das Strukturbild eines mathematischen Modells in erster Normalform dargestellt.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

B 45% + 6s B 25% + 3s 9y s — 2
2824 925+2  s24s+1 24541

G(s)
Das zugehorige Zustandsmodell in der ersten Normalform lautet

dx 0 1 0
E_{—l _l}x—l—{l}u, y—[—2 1]x+2u

Besonders einfach kann die erste Normalform aufgestellt werden, wenn das betrachtete System
nicht sprungfiihig ist, denn dann gilt 3, = 0. Die Ausgangsgleichung (3.6) vereinfacht sich dann
zu

y:[ﬁo 61 /Bn71:|X.
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32 KAPITEL 3. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Das zu der Ubertragungsfunktion

G(s)

gehorige Zustandsmodell in erster Normalform lautet

B 21 B 7
0 38346s+9 $3+25+3

dx 0 1 0 0
= 0 0 L|x+]|0u y=[7 0 0]x
-3 -2 0 1
|
Herleitung der ersten Normalform
Zur Herleitung der ersten Normalform wird G(s) in der folgenden Form dargestellt
G(s) = yls) _ ! (Bps™ + Burs™ H 4o+ Bis + By) - (3.7)
u(s) st ap_ s+ +as+ap " ne
:E;(s)

Die erste Zustandsvariable z; des gesuchten Zustandsmodells wird so eingefiihrt, dass die

Bedingung )
Gr(s) = Tls) _ ! (3.9)

u(s) S" 4+ 18" 4+ ags 4 ag

erfiillt wird, d.h.

1

$"T1(8) + 18" T1(s) + ...+ 18T (s) + apZi(s) = uls)

Die restlichen Zustandsvariablen x5 bis z,, werden nun so definiert

To(s) : = szy(s), (3.9)
T3(s) : = sTo(s) = 5271 (s),
Zn(5) = 8Tn_1(8) = s" 171 (s),
dass die Relation
s"T1(8) = sTy(s) = —apT1(s) — arTa(s) — ... — ap_1Tn(s) + u(s) (3.10)

gilt. Im Zeitbereich konnen (3.9) und (3.10) folgendermafen zusammengefasst werden:

[ 0 1 0o ... 0 7 [0 ]
0 0 1 . : :
dx
- = S B (3.11)
0 1 0
| —Qp —(p —Qy ... —0p_1 | L 1 |
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3.2. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 33

Man beachte, dass gemif (3.8) die Relation Z1(s) = G*(s) u(s) gilt und mit (3.7) folgt
g(s) = G(s)u(s) = G*(s) (Bus" + Bpo1s" ™ + ..o+ Bis + o) als) =
= (B,8" 4 Bp1s" .+ Bs+ By) Za(s).
Mit (3.9) und (3.10) folgt
§() = Bus"B1(5) + B a8 Fa(s) + o+ Brstils) + Bya(s) =
= B [=a0T1(s) = onFa(s) = ... = anaZ(s) + ()] + (B8 o+ + Bis+ o) Ta(s) =
= (Bo = Bnaw) T1(s) + (By = Bra1) Za(s) + ... + (Bny — Buon-1) Tu(s) + Buu(s).

Das bedeutet im Zeitbereich
y(t) = [ (ﬁO - ﬁnaﬂ) (ﬁl - ﬁnal) et (ﬁn—l - Bnanfl) } X(t) + 6nu(t)? (312)
d.h. (3.11) und (3.12) ergeben die erste Normalform.

Bild 3.2: Strukturbild zur ersten Normalform, wobei BZ =B, — a;3,, gilt

3.2.2 Zweite Normalform

Die so genannte zweite Normalform kann aus der ersten Normalform gewonnen werden, in-
dem die Dynamikmatrix transponiert wird und die Vektoren b und ¢ miteinander vertauscht
werden, d.h.

0 ... ... 0 - [ By — B, ]
1 - : —Qq [31 - Cyllan
dx ) ,
: 00 : :
0 ... 0 1 —apg [ Brr — omafy,
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34 KAPITEL 3. LINEARE UBERTRAGUNGSSYSTEME

Bild 3.3: Strukturbild zur zweiten Normalform, wobei BZ =0, — a3, gilt

und
y=[0 ... ... 0 1]x+B,u (3.14)

In Bild 3.3 ist das Strukturbild eines mathematischen Modells in zweiter Normalform
dargestellt.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

252 4 3s

G<S):s3+s+2'

Ein zugehoriges Zustandsmodell in der zweiten Normalform lautet dann

i 00 —2 0
T L0 L xk 3 y=[0 0 1]x
01 0 2

Hinweise zur ersten und zweiten Normalformen

Der Zusammenhang zwischen erster und zweiter Normalform hat zur Folge, dass die zwei
Zustandsmodelle

dx dz T
Mys g = AXEPI gy = AT e
y1 =clx+duy Yo = bz + duy

die gleiche Ubertragungsfunktion

fiir Regelungs” d“‘;}é’zl
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3.2. UBERGANG VON G(S) ZU EINEM ZUSTANDSMODELL 35

besitzen. Dieses Ergebnis ist leicht zu erkennen, da fiir die (skalare) Ubertragungsfunktion

G(s) =" (SE— A) 'btd = G"(s) =b" [(sSE— A)!]" c+d =b" (sE — A7) ' c+d

gilt. Wenn man die Strukturbilder 3.2 und 3.3 miteinander vergleicht, so erkennt man, dass
sich ein Strukturbild aus dem anderen ergibt, wenn man

e Eingangs- und Ausgangsgroflen vertauscht, d.h. u Sy
e alle Pfeilrichtungen umkehrt

e Summationen und Abzweigungen vertauscht, d.h. () & -

Man beachte weiters, dass die Dynamikmatrizen der beiden Normalformen in so genannter
Begleitform vorliegen. Das bedeutet, dass man die charakteristischen Polynome der Ma-
trizen direkt ablesen kann. Aus den obigen Ausfithrungen folgt ndmlich unmittelbar, dass die
Matrizen

0 1 0 0 0 0 —a
0 0 1 " : 1 —o
A= : 0 und AT =]
0 1 : 0
L —p —Q1 —Q2 ... —Op_1 | [0 ... 0 1 —ap1 |

das gleiche charakteristische Polynom
A(s) = 8"+, 15" 1+ as+ag
besitzen.

Gegeben seien die Matrizen

A= 0 01 und B =
1 9 3 010 -3
001 5

Beide Matrizen liegen in Begleitform vor, d.h. fiir die charakteristischen Polynome gilt
Aa(s) =det (sE— A) = s* — 35> — 25+ 1

und
Ag(s) = det (sE — B) = s* — 55® 4+ 35% — 25 + 1.
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Kapitel 4

Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

4.1 Einfiihrung

Wie sich zeigen wird, sind die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit beim Entwurf
von Zustandsreglern und Zustandsbeobachtern von entscheidender Bedeutung. Stark verein-
facht besagt die Steuerbarkeit eines Systems, dass iiber seine Eingangsgrofie jede Zustandsvari-
able beeinflusst werden kann. Im Gegensatz dazu bedeutet die Beobachtbarkeit eines Systems,
dass in seiner Ausgangsgrofie Information iiber jede Zustandsvariable enthalten ist.

4.2 Steuerbarkeit

Man nennt das System

d
d—}; = Ax + bu (4.1)

steuerbar, wenn durch geeignete Wahl der Eingangsgrofie u(t) der Zustandsvektor x(t) in
endlicher Zeit T aus einem beliebig vorgebbaren Anfangszustand xo = x(0) in den Endzustand
x(T') = 0 bewegt werden kann.

Man beachte, dass die Eigenschaft der Steuerbarkeit lediglich aussagt, ob ein Ubergang von
xo nach x(7") = 0 in endlicher Zeit prinzipiell moglich ist. Wie u(t) zu wihlen ist und wie der
zugehorige Verlauf von x(t) fiir 0 < ¢ < T aussieht, bleibt offen.

4.2.1 Kriterium nach Kalman

Der Zustand x(7") kann fiir das System (4.1) geméf

x(T) = d(T)xo + /0 ¢(T —7)bu(r)dr (4.2)

ermittelt werden. Ist das System steuerbar, so kann die Eingnagsgrofle so gewihlt werden,
dass die Bedinung x(7") = 0 erfiillt ist. Aus (4.2) folgt daraus unmittelbar

(T) / $(—1) bu(r) dr = —$(T)xo. (4.3)

37
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38 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

Da die Matrix ¢(7') jedenfalls regulir ist, folgt aus (4.3) die Bedingung

/0 ¢(—7)bu(r)dr = —xo. (4.4)

Stellt man die Transitionsmatrix ¢(—7) als Matrix-Exponentialreihe dar, d.h.
¢(—T):E—AT+A2T—2:F :iAi(_—T)i (4.5)
20 — il '
so erhélt man die Beziehung

/ZAZ dT—ZAZ/ _T)

Definiert man die - bei vorgegebener Wahl von u - konstanten Groflen

Q; = /OT <_—T)Zu(7') dr,

7!

7

( )(ﬂT = Xp- (4.6)

so lautet die Bedingung fiir Steuerbarkeit

:E:: (EifXFl) = —Xp. (4.7)
1=0

Da xg ein beliebig vorgebarer Vektor ist, miissen die Vektoren b, Ab, A’b, A®b,... den
gesamten n-dimensionalen Raum aufspannen. Das bedeutet, das es n linear unabhingige
Vektoren der Form A’b mit ¢ = 0,1,2,... gibt. Man kann zeigen, dass dies nur die ersten n
Vektoren b, Ab, A%b,..., A" 'b sein konnen. Nimmt man nimlich an, dass fiir 6 < n die
Bedingungen

rang[ b Ab ... A%b } =0 und rang[ b Ab ... A% } =0
gelten, d.h. A°b ist linear abhiingig, also
A’b = kob+kAb + ... + ks_1 A’ 'b, (4.8)
so ist auch A’*'b linear abhiingig, denn es gilt

A’b= A (kob+kiAb + ...+ ks_1 A’ 'b) = koAb+k;A’b + ... +k;_1A’b =
= kob+kiAb+ ... +ks_1A%'b

Die Steuerbarkeit ist somit gegeben, wenn die Bedingung

rang[ b Ab ... A"'b]|=n (4.9)

Ty,
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4.2. STEUERBARKEIT 39

erfiillt ist. Hierbei handelt es sich um eine notwendige und hinreichende Bedingung. Definiert
man nun die so genannte Steuerbarkeitsmatrix

S,:=[b Ab ... A"'b], (4.10)

so kann das Steuerbarkeitskriterium nach Kalman prégnant formuliert werden: Das System
(4.1) ist genau dann steuerbar, wenn die Steuerbarkeitsmatrix (4.10) reguldr ist. Man sagt
dann auch, dass das Paar (A, b) steuerbar ist.

dx _[1 3] [0
a2 =11

soll auf Steuerbarkeit untersucht werden. Fiir die Steuerbarkeitsmatrix findet man

0 3

aus ihrer Regularitit folgt die Steuerbarkeit des Systems. ]

Die Systembeschreibung

Invarianz beziiglich einer reguliren Zustandstransformation

Fithrt man eine regulére Zustandstransformation der Form x = T z durch, so erhilt man die
transformierte Systembeschreibung

dz

i T 'ATz + T 'bu. (4.11)
A b

Die zugehorige Steuerbarkeitsmatrix gilt dann

S, = [b Ab ... A= ]™“[T b T'Ab ... T'A" b ] =
— T'[b Ab ... A"'b]=T"TS,.

Das bedeutet, dass S, genau dann regulédr ist, wenn die Steuerbarkeitsmatrix S, des Original-
systems regulér ist.

Ein Sonderfall liegt vor, wenn die Systembeschreibung (4.1) in erster Normalform vorliegt, da
dann das System jedenfalls steuerbar ist. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

dx 0 1 0 0
— = 0 0 1 x+ | 0 | w.
dt

—CQyp —O1 —Q9 1

veranschaulicht werden. Fiir die Steuerbarkeitsmatrix folgt dann

0 0 1
Su = 0 1 — Qg s
1 —ay —a;+ a2
man erkennt, dass diese auf jeden Fall regulir ist. Aus diesem Grund wird die erste Normal-
form auch Steuerbarkeitsnormalform genannt. Es kanngefolgert werden, dass ein System

offenbar genau dann in die Steuerbarkeitsnormalform transformiert werden kann, wenn es
steuerbar ist.
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40 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

4.2.2 Kriterium nach Hautus

Es wird an dieser Stelle vorausgesetzt, dass die Systemmatrix A lauter verschiedene Eigenwerte
besitzt. Zu jedem der n Eigenwerte s; gibt es je einen (Rechts-) Eigenvektor p; bzw. einen
Links-Eigenvektor p!, d.h. es gilt

rang (s E—A)=n—1 wobei i=1,...,n. (4.12)

Da die n Eigenvektoren linear unabhéingig sind, kann das System (4.1) mittels der reguléren
Zustandstransformation x = T z, wobei. T =P = [ P1 --- Pn } in die Diagonalform

$1 pTb
: z+ : u (4.13)
Sn, prb

dz _
dt

transformiert werden. Gilt fiir die i-te Komponente des (transformierten) Eingangsvektors

pib=0, (4.14)

so kann offensichtlich der Verlauf der i-ten Zustandsgrofle des transformierten Systems durch
u nicht beeinflusst werden und es liegt sicher kein steuerbares System vor. Gilt hingegen

pib#0 fir i=1,...n, (4.15)

so lautet die Steuerbarkeitmatrix des transformierten Systems

pgb 51 pgb . s?’i pgb

~ b sypyb Sy~ b

S, — P2. 2 P2 2 .P2 (4.16)
Pr'b s,pfb ... s lplb

Da die Eigenwerte sq, ..., s, voraussetzungsgeméifl voneinander verschieden sind, ist S, reg-

uldr, das System (4.1) ist somit steuerbar.

Man beachte, dass die hier fiir den Fall verschiedener Eigenwerte hergeleiteten Ergebnisse
auch uneingeschriankt fiir den Fall mehrfacher Eigenwerte gelten. Fiir den Fall mehrfacher
Eigenwerte ist (4.12) eine notwendige Bedingung fiir die Steuerbarkeit des Systems. Das
bedeutet, dass zu jedem mehrfachen Eigenwert nur ein linear unabhéngiger Eigenvektor ex-
istieren darf und in weiterer Konsequenz in der Dynamikmatrix des transformierten Systems
nur ein entsprechender Jordanblock vorkommt. Die Bedingung (4.15) bedeutet, dass das zur
letzten Zeile eines Jordanblocks gehorige Element des (transformierten) Eingangsvektors von
Null verschieden sein muss.

Zusammenfassend kann das Hautus-Kriterium folgendermafien formuliert werden: Das Sys-
tem (4.1) ist genau dann steuerbar, wenn kein Links-Eigenvektor der Matrix A auf den Ein-
gangsvektor b normal steht.
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4.3. BEOBACHTBARKEIT 41

Alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums

FEiner alternativen Formulierung des Kriteriums liegt die Betrachtung der Eigenwertgleichung
p! (s E—A)=0" (4.17)

zugrunde, d.h. der Links-Figenvektor p, steht normal auf die Spalten der Matrix (s;E — A),
wobei i = 1,...n. Aufgrund von (4.12) wird durch die Bedingung

rang (SZ'E —A: b) =n (4.18)

gewihrleistet, dass der Links-Eigenvektor nicht orthogonal zu b ist.

Damit lautet die alternative Formulierung des Hautus-Kriteriums: Das System (4.1) ist genau
dann steuerbar, wenn fiir jeden Eigenwert s; der Matrix A die Bedingung (4.18) erfiillt ist.

4.2.3 Steuerbarkeit eines Systems in der ersten Normalform

Wenn die Systembeschreibung in erster Normalform vorliegt, dann ist das System auf jeden
Fall steuerbar. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

dx 1 0 0
— = 0 1 x+ |10 | u
dt

—CQyp —Q1 —Q9 1

veranschaulicht werden. Verwendet man das Kalman-Kriterium, so besitzt die Stuerbarkeits-
matrix die ausgezeichnete Struktur

0 O 1
Su = 0 1 —Qlg s
1 —ay —a;+a3

d.h. sie ist auf jeden Fall regulér. Aus diesem Grund wird die erste Normalform auch Steuer-
barkeitsnormalform genannt.

4.3 Beobachtbarkeit

Man nennt das System

(;—); =Ax+bu, y=c'x+du (4.19)

beobachtbar, wenn aus der Kenntnis von u(t) und y(¢) in einem endlichen Zeitintervall [0, 7]
der unbekannte Anfangszustand x, bestimmt werden kann.!

IMan beachte, dass dabei T prinzipiell beliebig klein gemacht werden kann.
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42 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

Der Verlauf der Ausgangsgrofie als Reaktion auf den Anfangszustand und die Eingangsgrofie
lautet

y(t) = cTo(t)xo + /t clo(t — 7)bu(r)dr + du(t),

0

wobei ¢(t) die zu (4.19) gehorige Transitionsmatrix ist. Die von der (gegebenen) Eingangs-
groffe u abhéngigen Anteile des Ausdruckes sind ebenso bekannt wie die Ausgangsgrofie y.
Stellt man die obige Gleichung entsprechend um, so erhélt man

clp(t)xo = y(t) — /0 clp(t — 7)bu(r)dr — du(t).

N

-~

=h(t)

Das bedeutet, dass aus der Relation ¢’ ¢(t)xo = §(t) (iiber ein endliche Intervall betrachtet)
der Anfangszustand ermittelt werden soll. Diese Aufgabenstellung entspricht formal der Auf-
gabe, aus dem Verlauf der Ausgangsgrofle des autonomen Systems

Z—? =Ax, y=c'x (4.20)

den Anfangszustand x( zu ermitteln. Die Beobachtbarkeit von (4.19) kann also anhand des
Systems (4.20) untersucht werden.

4.3.1 Kriterium nach Kalman

Differenziert man die Ausgangsgrofie

y(t) = c'x
nach der Zeit, so erhélt man mit (4.20)
dy T d*y T A2 d" Yy T An—1
E—C AX, E—C AX, W—C_A X,
bzw. in Matrixnotation
Yy c’
% c’A
= _ X.
d<";1>y CTAn—l

dt(n—1)
Dieses Ergebnisse besagt, dass der Zustand zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢, also auch fiir t = 0
genau dann eindeutig ermittelt werden kann, wenn die so genannte Beobachtbarkeitsmatrix

B, = (4.21)
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4.3. BEOBACHTBARKEIT 43

den Hochstrang besitzt. Damit lautet das Beobachtbarkeitskiterium nach Kalman: Das Sys-
tem (4.19) ist genau dann beobachtbar, wenn die Beobachtbarkeitmatrix (4.21) regulér ist.
Man sagt dann auch, dass das Paar (A, c) beobachtbar ist.

Die Systembeschreibung
dx 1 3 0
E_[Q _1}X+[1}u, y—[l 2}x
soll auf Beobachtbarkeit untersucht werden. Fiir die Beobachtbarkeitsmatrix findet man
1 2
N
aus ihrer Regularitéit folgt die Beobachtbarkeit des Systems. [ ]

Invarianz beziiglich einer regulidren Zustandstransformation

Die reguléire Zustandstransformation der Form x = T z fiihrt auf die Beschreibung

d
& T ATz, y=c'Tz (4.22)
dt  ~—— ot

A ¢

Die zugehorige Beobachtbarkeitsmatrix gilt dann

~T
c cI'T

~ ETA (4.22) CTAT

B, = , = - B,T

e An—1 cT An—1T
Das bedeutet, dass ]§y genau dann regulédr ist, wenn die Beobachtbarkeitsmatrix B, des Orig-

inalsystems regulér ist.

4.3.2 Kriterium nach Hautus

Mit analogen Uberlegungen wie bei der Steuerbarkeit kann das Beobachtbarkeitskriterium
nach Hautus hergeleitet werden. Es zeigt sich, dass das System (4.19) genau dann beobachtbar
ist, wenn kein Eigenvektor p; der Matrix A normal auf den Ausgangsvektor ¢’ steht.

Aquivalent ist die alternative Formulierung des Kriteriums nach Hautus: Das System (4.19)
ist genau dann beobachtbar, wenn die Bedingung

o
rang ( SE— A ) =n (4.23)

fiir alle Eigenwerte s; von A erfiillt ist.
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44 KAPITEL 4. STEUERBARKEIT UND BEOBACHTBARKEIT

4.3.3 Beobachtbarkeit eines Systems in der zweiten Normalform

Wenn die Systembeschreibung in zweiter Normalform vorliegt, dann ist das System jedenfalls
beobachtbar. Dies soll fiir ein System dritter Ordnung

ix 00 —ag By
i 0 —ay | x+| B |u y=[00 1]x+8,u
01 — Q9 Z§2

veranschaulicht werden. Fiir die Beobachtbarkeitsmatrix folgt némlich (vgl. Steuerbarkeits-
matrix der ersten Normalform!)

0 0 1
I3y = 0 1 —0Q )
1 —ay —a;+ a2

diese ist auf jeden Fall reguléir. Aus diesem Grund wird die zweite Normalform auch Beobach-
barkeitsnormalform genannt.
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Kapitel 5

Entwurf von Zustandsreglern

5.1 Einfiihrung

Gegeben sei das lineare und zeitinvariante Zustandsmodell n-ter Ordnung

dx = Ax + bu, y=clx (5.1)
dt

einer Regelstrecke. Fiir den Durchgriffsterm wird hier d = 0 angenommen, wie es bei realen

technischen Systemen hiufig der Fall ist. Das Verhalten der Regelstrecke kann mittels der

Stellgrofle u beeinflusst werden. Weiters wirkt auf die Strecke der Anfangszustand x; ein, der

auch als unbekannte ,Anfangsstorung” interpretiert werden kann.

Durch geeignete Wahl der Stellgréfie u soll der Regelstrecke ein gewiinschtes dynamisches
Verhalten verliehen werden. Dies umfasst einerseits die Beseitigung der Wirkung des An-
fangszustandes xq durch eine Stabilisierung des geschlossenen Regelkreises. Andererseits ist
man hdufig daran interessiert, dass die Ausgangsgrofle y einem in Form der Referenzgrofle r
vorgegebenen Wunschverlauf ,,moglichst gut” folgt. Damit gliedert sich der Reglerentwurf in
zwei Schritte, ndmlich in die Stabilisierung und die Nachfiihrung.

5.2 Stabilisierung des Regelkreises

Die Stabilisierung des Regelkreises erfolgt durch eine geeignete Riickfithrung des als messbar
vorausgesetzten Zustandsvektors x. Im vorliegenden Fall handelt es sich um eine Zustands-

riickfithrung der Form
u=—k'x. (5.2)

Hierbei umfasst der Vektor
K'=[k ko ... k| (5.3)

die zu bestimmenden (konstanten) reellen Reglerparameter. Die Stellgrofie u wird demnach als
Linearkombination der ZustandsgroBen angesetzt, man nennt (5.2) daher auch einen linearen
Zustandsregler.

45
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46 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

u Regel-
- strecke

Regler

Bild 5.1: Stabilisierung mit Hilfe einer Zustandsregelung

In Bild 5.1 ist der Regelkreis, bestehend aus Regelstrecke und Zustandsregler dargestellt. Das
mathematische Modell des Regelkreises ergibt sich aus (5.1) und (5.2) zu

‘fl—j = Ax —bk'x = (A —bk") x. (5.4)
Da die Ausgangsgleichung bei der Stabilisierung des Regelkreises keine Rolle spielt, bleibt sie
hier auch unberiicksichtigt. Das Ziel des Entwurfes besteht nun darin, den Vektor k’ so zu
bestimmen, dass der Regelkreis asymptotisch stabil ist. Das bedeutet, dass die Dynamikma-
trix (A — ka) des Regelkreises eine Hurwitzmatrix sein muss, all ihre Eigenwerte besitzen
also einen negativen Realteil. Der Entwurf des Zustandsreglers liuft somit darauf hinaus,
durch geschickte Wahl von k” die Eigenwerte der Matrix (A — ka) in gewiinschter Weise zu
platzieren, man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Eigenwertvorgabe.

5.2.1 Prinzip der Eigenwertvorgabe

Die Aufgabe besteht darin, den Vektor k? so zu bestimmen, dass die n Eigenwerte der Matrix
(A — ka) vorgebbare Werte )\; annehmen. Das bedeutet, dass das charakteristische Polynom

von (A — ka) einem vorgegebenen Wunschpolynom w(s) ensprechen muss, d.h.

n

det(sE — (A — bkT)) = w(s) = [[G=X)=s"+wuas"" + . +wis+w.  (55)

i=1
Hierbei sind wy, ..., w,_1 die reellen Koeffizienten des Wunschpolynom, d.h. die vorgebbaren

Eigenwerte von (A — ka) miissen reell und/oder paarweise konjugiert komplex sein.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke und ein Zustandsregler der Form
(5.2), d.h.

%:2x+u und u=—kx.
Das Modell des Regelkreises lautet somit
dx
— =(2—-kK)x.
5= @2-k
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5.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 47

Wahlt man
E=2-—M\,

so besitzt der Regelkreis einen Eigenwert an einer beliebig vorgebbaren Stelle s = . ]

Es stellt sich die Frage, ob stets alle Eigenwerte von (A — ka) beliebig platziert werden
konnen. Zur Beantwortung dieser Frage wird angenommen, dass s; ein Eigenwert von A ist
und p! ein zugehoriger Links-Eigenvektor, d.h. es gilt die Eigenwertgleichung

piA=sip]. (5.6)
Multipliziert man nun die Dynamikmatrix des Regelkreises mit dem Vektor p!, so findet man
pl(A —bk") = pT A — plbk” = s, pl —pTbK". (5.7)

Wenn der Vektor p, normal auf den Eingangsvektor steht, d.h.
pib=0, (5.8)

so vereinfacht sich (5.7) zu
pi (A —bk') =sip]. (5.9)

Das bedeutet, dass s; auf jeden Fall, d.h. fiir jede beliebige Wahl von k” auch ein Eigenwert
von (A — bk”) ist. Die Eigenwerte von (A — ka) sind in diesem Fall somit nicht beliebig
vorgebbar! Dies ist offensichtlich auf (5.8) zuriickzufiihren, was gem#fi dem Hautus-Kriterium
bedeutet, dass die Regelstrecke nicht steuerbar ist. Erst die Eigenschaft der Steuerbarkeit der
Strecke erlaubt die beliebige Vorgabe aller Eigenwerte des Regelkreises.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke und ein Regler der Form (5.2),

d —
d—};:{(l) _(l)]xjt{ }]u und u:—ka:—[kj k«‘z}X-

Wie man mit Hilfe der Steuerbarkeitmatrix

S.=[b Ab}:[_} _g}

leicht iiberpriifen kann, ist die Regelstrecke steuerbar, die Eigenwerte des Regelkreises kénnen
also beliebig vorgegeben werden. Die Dynamikmatrix des Regelkreises lautet

oor_ [0 0] [-1 | K ko
A bk‘[1 —1} [ 1][]“1 k2]_[1—/{31 —1—ky |

Ihr charakteristisches Polynom soll einem Wunschpolynom

w(s) = (s — A1) (58— X)) =52 — (A1 +A2) s+ Ao
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48 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

entsprechen, d.h.

S — kl —1{32

_ 2 B B :
bi—1 stl4k | =5 T Ritk)s—(htk)=wls).

det

Der Koeffizientenvergleich
1=t k=—O+X) und — (ki +ks) = Ao
liefert die Relationen

1 1
/{31:§<1+)\1+)\2—)\1)\2) und k2:—§ <1+)\1—|—)\2—|—)\1)\2)

zur Berechnung der Reglerparameter. [ ]

Ublicherweise wird zunéichst {iberpriift, ob das Streckenmodell (5.1) steuerbar ist. Ublicher-
weise wird dabei aber nicht hinterfragt, wie ,gut” oder ,schlecht” das betrachtete System
steuerbar ist, man begniigt sich mit einer ja/nein-Aussage. Intuitiv wird man ein steuerbares
System als ,schlecht” steuerbar klassifizieren, wenn es eines unverhiltnismiflig grolen Stel-
laufwandes bedarf, um die ZustandsgréBen gezielt zu beeinflussen!. Dies manifestiert sich im
Regelgesetz (5.2) durch betragsmiBig grofie Elemente im Vektor k”.

Gegeben sei das (steuerbare) mathematische Modell einer Regelstrecke

dx [ 5 15] [ 447
a | -2 —6|* 179 | %

Wihlt man fiir die Eigenwerte des geschlossenen Kreises beispielsweise s; = so = —3, so erhilt
man
k" = [ 1795.56 4486.67 ].

Der im obigen Beispiel beobachtete Effekt grofler Reglerparameter lisst sich anschaulich
deuten. Vereinfachend wird hierzu angenommen, dass die Dynamikmatrix der steuerbaren
Regelstrecke (5.1) lauter verschiedene Eigenwerte si, sy ...,s, besitzt. Die zugehorigen
Links-Eigenvektoren werden mit p?, pZ ... pl' bezeichnet, gemif dem Hautus-Kriterium gilt
pFb #0 fiiri = 1,...n. Es soll nun ein Zustandsregler (5.2) entworfen werden, der den Eigen-
wert s; an die Stelle s = X verschiebt, die restlichen Eigenwerte jedoch unveréindert lésst, d.h.
die Eigenwerte des geschlossenen Kreises lauten A, s, ..., s,. Es gilt nun

pl (A—Dbk") = p] A — p{ bk’ =5, p{ — p{ bk".

Setzt man nun \
k' = —— 5.10
' Mit Hilfe so genannter Steuerbarkeit-Mafe kann die Eigenschaft der Steuerbarkeit beziiglich ihrer ,,Giite”
quantifiziert werden.
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5.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 49

so erhilt man

P (A —bKT) = \pl.

d.h. )\ ist wie gewiinscht ein Eigenwert des geschlossenen Regelkreises. Offensichtlich nehmen
gemif (5.10) die Elemente von kT betragsméiBig grofie Werte an, wenn das Skalarprodukt
pT b betragsmiiBig sehr klein ist, was auf ,,schlechte Steuerbarkeit” des Eigenwertes s; schlieflen
léisst. Transformiert man die Regelstrecke auf Diagonalform, so erkennt ;man, dass der Einfluss
von u auf das zum Eigenwert s; gehorige Teilsystem aufgrund des kleinen Betrages von p! b
nur sehr gering ist.

Fortsetzung. Die zu den Eigenwerten s; = 0 und sy = —1 der Dynamikmatrix A
gehorigen Links-Eigenvektoren sind durch

pi=[25] ud p;=[2 6]
gegeben. Fiir die Skalarprodukte p! b findet man
pib=0.01 und pib=18 .
Daraus kann gefolgert werden, dass die groflen Werte der Reglerparameter auf die ,;schlechte

Steuerbarkeit” des Eigenwertes s; = 0 zuriickzufiihren sind. ]

5.2.2 Stabilisierbarkeit

Ein System der Form

d
d—)t{:Ax+bu

heisst stabilisierbar, wenn der Vektor k” so bestimmt werden kann, dass (A — ka) eine
Hurwitzmatrix ist.

Man beachte, dass die Steuerbarkeit des Systems eine hinreichende, nicht jedoch eine
notwendige Bedingung fiir die Stabilisierbarkeit darstellt.

Gegeben sei die (nicht steuerbare) Systembeschreibung

dx |1 0 + 1
T2 —1|¥ 1w
Fiir die Matrix (A -b kT) ergibt sich

ry_ | 1=k ko
TR E e

ihr charakteristisches Polynom lautet
det (SE — (A —bk")) =s*+s (k1 + ko) + (ki + ko — 1) = (s + 1) (s + k1 + ko — 1).

Fiir k1 + ky > 1 ist die Matrix (A - ka) somit eine Hurwitzmatrix, d.h. das System ist
stabilisierbar. [}
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20 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

5.2.3 Entwurf fiir ein System in Regelungsnormalform

Besonders elegant ist die Ermittlung des Reglers, wenn das Modell der Regelstrecke in erster
Normalform vorliegt. Zum einen ist das Modell dann jedenfalls steuerbar, zum anderen erlaubt
die Tatsache, dass die Dynamikmatrix des Regelkreises in Begleitform vorliegt eine besonders
einfache Berechnung der Reglerparameter. Aus diesem Grund nennt man die erste Normalform
hiufig auch Regelungsnormalform.

Das Modell der Strecke n—ter Ordnung liege in erster Normalform vor, d.h.

0 1 ... 0 0
dx : S : :
a0 o0 1 | ol"

—g —Q1 ... —Q_1 1

Fiir einen Zustandsregler der Form (5.2) folgt dann fiir die Dynamikmatrix des Regelkreises

0 1 0
A—bk! = 5 . :
0 0 1

—Oéo—k?l —Qq —/{72 co. —0p —kn

Man erkennt, dass die Matrix (A — ka) wiederum in Begleitform vorliegt, d.h. ihr charak-
teristisches Polynom

det (SE — (A — ka)) = 5"+ (ap_y + kn) 8" (an F kg) s+ (o + Ky)

kann direkt abgelesen werden. Im Sinne der Eigenwertvorgabe muss das charakteristische
Polynom von (A — ka) einem vorgebbaren Polynom (5.5) entsprechen, d.h.

det (sE — (A — bk")) = w(s) = " +w,_18" ...+ wis + wo.
Der Koeffizientenvergleich liefert
wo=0ap+ k1, wi=a;+ky, ... LW,_1=0a,1+k,,
woraus sich unmittelbar die gesuchten Reglerparameter
ki = w;—1 — o1 wobei i1=1,....n (5.11)
ergeben.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke in erster Normalform und ein
Zustandsregler der Form (5.2), d.h.

é—j:[?}}xjtl(l)}u ud  u=-k'x=-[hk k|x
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5.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES o1

Die Dynamikmatrix des Regelkreises lautet

LT 0 1
R PR

Unter der Annahme, dass (A — ka) zwei Eigenwerte an der Stelle s = —1 besitzen soll, d.h.
w(s) = (s+ 1) = s> +ws+wy=5"+2s+1
ergeben sich gemif (5.11) die Reglerparamter
ki=wy—ay=1+1=2 und ke =w; —a1 =2+1=3.
Der lineare Zustandsregler (5.2) lautet somit
u=—2x1 — 3.
|

Liegt das Modell der (steuerbaren) Regelstrecke nicht in Regelungsnormalform vor, so bietet
sich im Sinne einer systematischen Berechnung der Reglerparameter eine regulire Zustand-
stransformation in diese vorteilhafte Normalform an. Fiir das transformierte System kann der
Zustandsregler mit Hilfe (5.11) problemlos angegeben werden. Der gesuchte Zustandsregler
fiir das Originalsystem errechnet sich mit Hilfe der Transformationsmatrix T. Wie in den
niichsten Abschnitten gezeigt wird, kann der beschriebene Reglerentwurf sehr effizient mit
Hilfe der Formel von Ackermann bewerkstelligt werden.

5.2.4 Transformation auf Regelungsnormalform

Unterwirft man das Modell der Regelstrecke (5.1) einer Zustandstransformation der Form

z = Tx, (5.12)
so ergibt sich das transformierte Modell
d
d—i — TAT 'z + Thu. (5.13)
Dieses Modell soll in Regelungsnormalform vorliegen, d.h. es miissen die Relationen
0 1 ... 0 0
TAT '= | = - und  Th=|° (5.14)
0 .. 0 1
-y —Q1 ... —0Qp_1 1

gelten. Aus der ersten Bedingung in (5.14) folgt nach Multiplikation mit der Transformations-
matrix T von rechts

0 1 ... 0
TA=| ° - " i |T (5.15)
0 ... 0 1
—Qp —Oq —Qp—1
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02 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Stellt man nun die Matrix T durch ihre Zeilenvektoren dar, d.h.

b
T_| "
&7
so geht (5.15) in die Form
t1 0 1 ... 0 t
td A : : tg
0 0 1
tg —Qp —Q1 ... —0p_1 tz
bzw. o )
tTA t2
t2 A td
: = : (5.16)
t, 1A t,
tTA —apt! —agtd — .. —a, tT
iiber. Ein Vergleich der ersten (n — 1) Zeilen ergibt
t2 =tTA, tI=tIA ... t/=tl A
woraus durch Einsetzen unmittelbar der Zusammenhang
t2 =tTA, tI =t]A% ... tI=t]A"! (5.17)
folgt. Das bedeutet, dass die Transformationsmatrix den bemerkenswerten Aufbau
t]
tTA
T=| t{iA? (5.18)
tTA"!

besitzt. Aus der ersten Zeile tI von T konnen somit alle iibrigen Zeilen durch sukzessive
Multiplikation mit A berechnet werden. Die zweite Bedingung in (5.14) nimmt nun die Form

t7 tib 0
—_ tTA _ tTAb _
tTAn! tF A" b 1
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5.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 53

an. Durch Transposition obiger Gleichung erh&lt man
[t{b tfAb ... t{A"'b|=[0 ... 0 1]

bzw.
ti [b Ab ... A"'b|=[0 ... 0 1].

Man beachte, dass in obiger Relation der Zeilenvektor t7 mit der in (4.10) eingefiihrten Steuer-
barkeitsmatrix S,, multipliziert wird, d.h.

t1S,=[0 ... 0 1].
Da die Regelstrecke voraussetzungsgemifl steuerbar ist, kann die erste Zeile von T mittels

ti=[0 ... 0 1]S;" (5.19)

u

berechnet werden. Das Ergebnis in (5.19) bedeutet, dass t7 die letzte Zeile der inversen
Steuerbarkeitsmatrix ist. Somit kann die Transformationsmatrix T geradlinig ermittelt wer-
den. Zunichst wird ihre erste Zeile gemif (5.19) berechnet, die restliche Zeilen ergeben sich
nach dem in (5.18) angegebenen Bildungsgesetz.

Man beachte, dass die letzte Zeile der ersten Bedingung in (5.16), also
tTA = —apt] —aqtl — .. —a, t? (5.20)

bisher nicht betrachtet wurde. Setzt man die in (5.17) gefundenen Zusammenhéinge ein, so
erhédlt man

tTA" = —agt] —aitTA — ... —a, tT A"

bzw.
t] (aE+aA+.. 4+, A"+ A") =0. (5.21)

Gemifl dem Satz von Cayley und Hamilton erfiillt jede quadratische Matrix ihre eigene charak-
teristische Gleichung. Das charakteristische Polynom von A lautet

A(S) =3s" + Oén,18n71 + ... +as+ Q, (522)
d.h. fiir Klammerausdruck in (5.21) gilt
A(A) = B+ A+t ... +a, A"+ A" =0, (5.23)

die Bedingung (5.20) ist somit auf jeden Fall erfiillt und bedarf keiner weiteren Beachtung.

Gegeben sei das steuerbare mathematische Modell einer Regelstrecke

dx _[22] .1
ad 1o o™
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o4 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

das in die Regelungsnormalform transformiert werden soll. Dazu wird die Steuerbarkeitsmatrix
und deren Inverse ermittelt, d.h.

12 o [1 =2
su_{()l] - su_{o 1].

Die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix lautet
ti=[0 1],

woraus unmittelbar

¢ —tTA=[ 0 1}[2 2]:[1 0]

10
folgt. Die Transformationsmatrix T lautet somit
01
T { 0! } .
Diese besagt, dass man beim vorliegenden System nur die beiden Zustandsgrofien vertauschen
muss, um die Beschreibung in die erste Normalform iiberzufiihren. ]

5.2.5 Formel von Ackermann

In den bisherigen Ausfithrungen wurde gezeigt, wie ein beliebiges (steuerbares) System (5.1)
in die Regelungsnormalform transformiert werden kann. Fiir das zugehorige transformierte
System (5.13) gestaltet sich der Zustandsreglerentwurf

u=—h'z (5.24)

dann duBerst einfach. Die Ermittlung des Zustandsreglers fiir das Originalsystem (5.1) mittels
(5.12) liefert schliefllich
u=—-h"TTx = —k'x. (5.25)

Fasst man die soeben beschriebenen Verfahrensschritte geschickt zusammen, so zeigt sich, dass
fir die Ermittlung von k' in (5.25) die Ermittlung von T bzw. die explizite Durchfithrung
der Zustandstransformation gar nicht erforderlich ist.

Der Reglerentwurf fiir das transformierte System in Regelungsnormalform kann analog zu
(5.11) durchgefiihrt werden, d.h. fiir den Vektor h” in (5.24) gilt

hT:[’lUQ—O!Q wy — oy ... ’LUn_l—O!n_1:|. (526)

Hierbei sind wy, ..., w,_1 die Koeffizienten des Wunschpolynoms (5.5) und «ay, ..., a,_1 die
Koeffizienten des charakteristischen Polynoms (5.21) von A. Die Berechnung von k” erfolgt
geméB (5.25), d.h. mit (5.26) und (5.18) folgt

t7
G,
kT:hTT:[wg—ozg Wy — Q... wn_l—an_l} t A

| tTA!
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5.2. STABILISIERUNG DES REGELKREISES 95

Nach Ausfithrung der Multiplikation
kK'=t] (wE +wiA+ ... +w, 1A"") —t] (mE+ A+ ... +a, A"
und Addition des ,Nullterms” t¥ (A" — A™) erhilt man schlieBlich
k'=t] (wE+wiA+...+w, A" " +A") —t] (E+a1A+...+a, A" +A").

Ein Vergleich mit (5.23) zeigt, dass der zweite Klammerausdruck in obiger Gleichung dem
Matrixpolynom A(A) entspricht, d.h. es gilt

k'=t{ (woE + wiA + ...+ w, A"+ A").

Der Vektor k' entspricht also dem Produkt aus t7 und dem Wunschpolynom w(s), in dem s
durch A ersetzt wird. Diese Erkenntnis wird durch die so genannte Formel von Ackermann?®

k'=tTw(A) (5.27)

in priagnanter Weise widergespiegelt.

Gegeben sei das steuerbare mathematische Modell einer Regelstrecke

dx 1 2 0

E:[O 1]x—|—[1}u.
Es soll mit der Formel von Ackermann ein Zustandsregler der Form (5.2) so berechnet werden,
dass die Eigenwerte der Matrix (A — ka) bei

A =X =-3
liegen, d.h. das Wunschpolynom lautet
w(s) = (s +3)% = s>+ 65+ 9.
Die Steuerbarkeitsmatrix und ihre Inverse lauten
S“:H ﬂ bzw. sulzlé H

d.h. die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix ergibt sich zu

o143 0]
Der Ausdruck w(A) berechnet sich zu

w(A)=A2+6A+9E:{106 }g ]

d.h. die Auswertung von (5.27) liefert

k'=t] w(A) =3 o}[lo‘3 12}:[8 8].

Der gesuchte Zustandsregler lautet somit

u:—[S 8}x:—8:ﬂ1—8:ﬂ2.

2benannt nach dem deutschen Regelungstechniker Jiirgen Ackermann (geboren 1936)
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o6 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

5.2.6 Stabilisierung beliebiger Arbeitspunkte

Mit dem vorgestellten Konzept des Zustandsreglers (5.2) kann man prinzipiell beliebige Ar-
beitspunkte, also Ruhelagen der Regelstrecke (5.1) stabilisieren. Ein solche Ruhelage ist durch
die konstanten Groflen xi und up charakterisiert, wobei bekanntlich Axgr + bur = 0 erfiillt
sein muss. Mit

E=x—xp und v=u—ug (5.28)

werden die Abweichungen des Zustandes x und der Stellgréfie u von ihren konstanten Werten
im Arbeitspunkt bezeichnet. Fiir (5.1) ergibt sich dann

€ _

i = A (£ +xp)+b(v+ugr) = A€+ bu. (5.29)
Mit der Zustandsriickfithrung
v=-kT¢ (5.30)
erhélt man p
d—f = (A -bk") ¢ (5.31)

Genau dann, wenn (A — ka) eine Hurwitzmatrix ist, gilt fiir jeden beliebigen Anfangswert
&, :=&(t=0), also xg = xg + &,

lim&(t) =0 = lim x(t) = xp. (5.32)

t—o00 t—o0

Das bedeutet, dass der durch xz und ug charakterisierte Arbeitspunkt asymptotisch stabil
ist. Aus (5.30) und (5.28) erhilt man den Zustandsregler

u=up—k’ (x—xg), (5.33)

siehe auch Bild 5.2.

Regel- y

strecke

Regler

Bild 5.2: Stabilisierung eines beliebigen Arbeitspunktes

Fiir die Regelstrecke

dx _[12] [1
a2 a1 Y
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5.3. NACHFUHRUNG 57

soll ein Zustandsregler (5.33) so entworfen werden, dass die Eigenwerte des geschlossenen
Regelkreises bei s; = so = —2 liegen, d.h.

k'=[12 71 ].
Fir ¢ < 1 soll die Ruhelage x4 = [ -2 1 }T, uy = 0 stabilisiert werden, fiir ¢ > 1 soll die

Ruhelage xg = [ 1 —-0.5 ]T, up = 0 angefahren und stabilisiert werden. Das bedeutet, dass
fiir die in Bild 5.2 eingezeichneten Groflen xi und ug gilt

] X4 fir t<1 b CJug fur t<1
B xp fir t>1 - URT ugp fir t>1

In Bild 5.3 sind die resultierenden Verlidufe der Zustandsgréfien und der Stellgrofle dargestellt,
der gewiinschte Arbeitspunktwechsel ist deutlich zu erkennen. ]

T T T T T T
| | | | |
| | | | | |
I—= === i + i - === | |
| | | | | |
| | | | | |
o Al [t AT R el AT T i
| | | | | |
| | | | | |
2 | N P i e E
| | | | | | | | |
3 | | | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5
t
1 I T T T
| | | | |
05F-—---- - === = 4 A= - - - e = = e === ==
| | | | |
~ | | | | |
o< 0 777777 - - - -~ L R - - -7~ -~ -~ -~ - T~ - - - ~-r----° |
| | | | |
| | | | |
>05 777777 \777777\ 77777 T~ T 77777 \77777777777777777\7 77777 \7777
| | | | | | | | |
_1 L L L L L L L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5

e

G
b
[
W

Bild 5.3: Ubergang von x4 nach xz mit Hilfe eines Zustandsreglers

5.3 Nachfiihrung

Zusétzlich zur Stabilitéit des Regelkreises wird nun gefordert, dass die Ausgangsgrofie y(t)
asymptotisch gegen einen vorgebbaren konstanten Wert 7 strebt. Die Grofle y(t) wird also
einer konstanten Referenzgrofle r(t) = ry asymptotisch nachgefiihrt. Dazu wird das Regelge-
setz (5.2) um einen zu r proportionalen Anteil ergéinzt, d.h.

u=—k'x+Vr. (5.34)
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o8 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Dabei ist V' ein entsprechend zu bestimmender reeller, skalarer Reglerparameter. Das mathe-
matische Modell des in Bild 5.4 dargestellten Regelkreises lautet somit

d
d_}t( = (A-bk")x+bVr, y=c'x (5.35)

Man beachte, dass die oben formulierte Forderung

Regel-
strecke

Regler

Bild 5.4: Prinzip der Nachfithrung

tlim Y(t) = Yoo = tlim cTx = ¢ %00 = 1g (5.36)

impliziert, dass der Zustandsvektor x fiir ¢ — oo ebenfalls gegen einen konstanten Wert x,
strebt, d.h. die Trajektorie x(¢) strebt asymptotisch in die Ruhelage x.,. Aus (5.35) folgt

dann unmittelbar
dX oo

dt

da (A — ka) als Hurwitzmatrix vorausgesetzt werden kann, gilt fiir die Ruhelage

=0 = (A —bk") xs+bV 1y,

Xeo = — (A —bK") " bV 1. (5.37)
Durch Einsetzen in (5.36) findet man
Yoo = €700 = —T (A —bK") bV g = 1,

Daraus ergibt sich unmittelbar die Berechnungsvorschrift

Voo S (5.38)
c” (A—-bk") b

fiir den gesuchten Reglerparameter. Eine Verinderung von k? macht also eine entsprechende
Anpassung von V erforderlich.

Hinweis: Bei Regelstrecken mit einer Nullstelle bei s = 0 ist die beschriebene Nachfiihrung
nicht anwendbar. Um die Ausgangsgrofle y auf einem konstanten Wert zu halten ist hier eine
rampenférmig ansteigende Stellgrofie erforderlich, was aufgrund von Stellgrélenbeschrinkun-
gen praktisch nicht realisierbar ist.
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5.3. NACHFUHRUNG 99

Fortsetzung. Der Zustandsregler aus dem vorangegangenen Beispiel wird geméfl (5.34)
erweitert. Die Ausgangsgrofie
Y=o+ a9 = [ 11 ]x

soll einer (konstanten) Referenzgréfie asymptotisch nachgefiihrt werden. Die Auswertung von
(5.38) ergibt den Reglerparameter

Mit Hilfe des Parameters V' wird also der Verstirkungsfaktor der Fithrungsiibertragungsfunk-
tion

T(s) = %) _ 7 (4B~ (A - bKT)) bV (5.39)

des Regelkreises (5.35) auf den Wert eins korrigiert, d.h.
T(0) = —c” (A —bk") bV £ 1,
woraus unmittelbar (5.38) folgt.

Man beachte, dass die Nachfithrung (5.36) nur bei evakter Kenntnis von A, b und c”
gewihrleistet ist. Bei Variationen von Streckenparametern oder aufgrund von Modellierung-
sungenauigkeiten geht im praktischen Einsatz die Eigenschaft (5.36) des Regelkreises verloren.
Eine ,robuste” Nachfiihrung kann hingegen mit dem im folgenden Abschnitt vorgestellten PI
- Zustandsregler erzielt werden.

Gegeben sei das steuerbare Modell

dx 1 0 1
E_[l _1]x+{1}u, y—[lO —10}x

einer Regelstrecke. Es wird ein Zustandsregler der Form (5.34) so entworfen, dass die Eigen-
werte des Regelkreises bei s; = so = —2 liegen und die Bedingung (5.36) erfiillt ist. Die zuvor
beschriebenen Methoden lieferen die Reglerparameter

k'=[5 —-1] und V=04 (5.40)
Zunichst wird das Verhalten des Regelkreises fiir den Anfangszustand
xg =] —08 —25 |

und die Referenzgrofie r(t) = 0 untersucht. Die zugehorigen Verldufe der Zustandsvariablen
x1 und x5 sind in Bild 5.5 dargestellt. In Bild 5.6 ist fiir xo = 0 und r = o(t) der Verlauf der
Ausgangsgrofle y dargestellt. In der oberen Abbildung ist zu erkennen, dass y wie gewiinscht
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- rFr-——rF-—=-F-=-F-=-r-—

Bild 5.5: Verlauf der Zustandsgrofien fiir xi = [ —-0.8 =25 } und r(t) = 0 bei Verwendung
eines Zustandsreglers der Form (5.34)

asymptotisch den Wert der Referenzgrofle annimmt. Der in der unteren Abbildung dargestellte
Verlauf von y ergibt sich, wenn bei Verwendung des Reglers (5.40) im Simulationsmodell der
Regelstrecke das erste Element der ersten Zeile von A auf den Wert 0.9 geéindert wird. Man
erkennt, dass in diesem Fall die stationdre Genauigkeit verloren geht. [ ]

Mit Hilfe des Zustandsreglers (5.34) werden die Eigenwerte der Dynamikmatrix des geschlosse-
nen Regelkreises platziert und die stationiire Verstirkung wird entsprechend angepasst. Das
bedeutet, die Fithrungsiibertragungsfunktion des Regelkreises lautet

T(s) = VcP(sE — (A — bk?))"'b =V Zg

(5.41)

Das Zihlerpolynom der ungekiirzten Fiithrungsiibertragungsfunktion entspricht - bis auf den
Faktor V' - dem Z#hlerpolynom der Regelstrecke. Das Nennerpolynom w(s) ist das charak-
teristische Polynom von (A — ka) und kann beliebig gewihlt werden. Die Nullstellen von
T(s) entsprechen also den Streckennullstellen, ggf. sind Kiirzungen von Streckennullstellen
mit entsprechenden Nullstellen von det(sE — (A — bk”) zu beriicksichtigen. Diese Tatsache
ist besonders leicht zu erkennen, wenn das Streckenmodell in Regelungsnormalform vorliegt.

Gegeben sei das Streckenmodell

fz_? HH”[HU y=[3 1]x dh P<s>=£’; _st3

52 -1

Ty,

fiir Regelungs”
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Bild 5.6: Verlauf der Ausgangsgrofe fiir xo = 0 und r(t) = o(t) bei Verwendung eines Zus-

tandsreglers der Form (5.34)

Fiir den geschlossenen Regelkreis, bestehend aus Strecke und Regler (5.34) gilt dann

dx 0 1 0
E_ll—/ﬁ _b}x—i-[v}r, y—[3 1]x,

d.h. die Fiithrungsiibertragungsfunktion lautet

V(s+3)
$2 + kos+ (ky — 1)

T(s)=

Fiir die Wahl k; = ko = 2 besitzt der geschlossene Regelkreis zwei Eigenwerte bei s = s =

und es gilt mit V = %
(s +3)

1
T(s) = 5(8 +1)2

—1

Wé&hlt man hingegen ky = ky = 4, so gilt s; = —1 und s = —3 und mit V' = 1 folgt fiir die

Fiihrungsiibertragungsfunktion
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(sSE-A)'b

@—y»

Regler

Bild 5.7: Regelkreis mit Zustandsregler

5.3.1 Deutung des Regelkreises im Frequenzbereich

Der in Bild 5.7 dargestellte Regelkreis wird nun im Frequenzbereich analysiert. Dabei wird
wie gewohnt vorausgesetzt, dass fiir den Anfangszustand xo = 0 gilt. Aus (5.1) folgt

%(s) = (sE — A) 'bu(s), (5.42)
wobei fiir die Stellgrofie

u(s) = Vi(s) — kTx(s) = V7(s) — kT (sE — A) 'bau(s),

also v
u(s) = r A4
W) = T GE—A) b ) (543)
gilt. Mit (5.42) erhélt man fiir den Zustandsvektor
%(s) = V (sE — A)'b(s)
 1+Kk7(sE—A)"'b
und die Regelgrofie
T(sE—-A)"'b
_ _ oIx _ Vv (¢ (S .
i) = €"%00) = Vg A p )
Das bedeutet, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion (5.39) auch in der Form
T(sE—-A)"'b
T(s) = v—C-U ) (5.44)

- 1+KkT(sE—-A)'b

angeschrieben werden kann. Aus der Forderung 7'(0) = 1 folgt aus (5.44) die alternative
Berechungsvorschrift
kTA b -1
V=
c’A-b
fiir den Parameter V, die allerdings nur bei reguléirer Matrix A anwendbar ist. Bezeichnet
man mit P(s) die Streckeniibertragungsfunktion, d.h.

(5.45)

P(s)=c'(sE—A)™'b :%
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5.4. PI - ZUSTANDSREGLER 63

und mit K (s) die Ubertragungsfunktion

so gilt fiir die Fiithrungsiibertragungsfunktion

_ . Pls) fi(s)
Ts) =V 1+ K(s) v v(s) +(s)

(5.46)

Man erkennt hier deutlich, dass mittels k? nur das Nennerpolynom von 7'(s) versindert werden
kann, wihrend das Zidhlerpolynom fest vorgegeben ist. Die Eigenwerte des geschlossenen
Regelkreises sind die Nullstellen der Ubertragungsfunktion 1 + K (s), also die Nullstellen des
Polynoms v(s) + v(s). Die Pole von T'(s) sind im Allgemeinen eine Teilmenge davon.

Fiir das vorhergehende Beispiel erhilt man fiir k7 = [ 2 2 } die Ubertragungsfunktion

K(s)=]2 2][_51 —81}1{2]:25+2_ (s)

s2—1  w(s)’
d.h. fiir die Fiihrungsiibertragungsfunktion ergibt sich

s+3 s+ 3

)=V a7t (s+1)%

Fiir kT = [ 4 4 } erhilt man

4s+4 A(s)
K(s) s2—1  wv(s)
und
5+3 s+3 1

T(s)=V

2—1+4s+4  (s+1)(s+3) s+1°

5.4 PI - Zustandsregler

Die Struktur eines Regelkreises mit einem PI - Zustandsregler ist in Bild 5.8 dargestellt. Zur
Erzielung der stationéren Genauigkeit (5.36) wird in den offenen Kreis ein Integrator eingefiigt.

Bezeichnet man die Ausgangsgrofie des Integrators mit e, so gilt

%:ﬁ—y:r—ﬁk. (5.47)

Die Stellgrofle wird iiber die Relation

u=-k"x—kie—k, (r —c'x) = — (kT — kyc") x—kic — kyr (5.48)
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Regler

Regel- y
strecke

v

Bild 5.8: Regelkreis mit PI - Zustandsregler

gebildet, wobei kT, k; und k, die (n + 2) Reglerparameter repésentieren. Durch Einsetzen in
(5.1) erhilt man

dx
- = (A —b (k" = k,c")) x — kibe — k,br- (5.49)
Fasst man ¢ und x zu einem Vektor zusammen, so erhilt man das Zustandsmodell
dix| |[A-b (kT — kch) —k;b X —k,b
ﬂg]_[ o b ][] | kb T, (5.50)

fir den in Bild 5.8 dargestellten Regelkreis. Ist die Dynamikmatrix des Regelkreises eine
Hurwitzmatrix, so ist aufgrund der Regelkreisstruktur die stationdire Genauigkeit (5.36)
gewdhrleistet. Die Reglerparameter sollen nun so bestimmt werden, dass die Dynamikma-

trix
A —b (k" —k,c") —kb | A 0 b
[ (_CT ) 0 __[_CT 0]—[0][kT—k‘ch ki |

beliebig vorgegebbare Eigenwerte besitzt. Mit den Definitionen

X A 0 = _[b -
A::[_CT 0}, b::_o} L N I O (5.51)

ist der Entwurf des PI - Zustandsreglers auf ein Eigenwertvorgabeproblem wie in den vorigen

Abschnitten zuriickgefiihrt. Damit die Eigenwerte der Matrix (A — BRT) beliebig vorgegeben
werden konnen, muss also das System

il 2=l oz ]

d.h. die Serienschaltung aus Strecke und Integrator steuerbar sein. Das ist genau dann der
Fall, wenn die steuerbare Strecke (5.1) keine Nullstellen bei s = 0 besitzt.

Zu beachten ist, dass nun (n+ 1) Eigenwerte vorgegeben werden miissen. Der Vektor k” kann
mit den bereits bekannten Methoden zur Eigenwertvorgabe ermittelt werden. Wie aus (5.51)
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5.4. PI - ZUSTANDSREGLER 65

hervorgeht, entspricht die letzte Komponente von k7 dem Reglerparameter k;. Im Gegensatz
dazu gehen k” und k,, aus den ersten n Komponenten von k” nicht eindeutig hervor. In vielen
Fillen wird zun#chst der Parameter k, gewiihlt und danach der Vektor k” gemif

K'=[h ... k] +ke” (5.52)
berechnet. Fine mogliche Wahl von k, lautet® beispielsweise
_
c’A-1b’
Dadurch wird erreicht, dass der Regler bei einer konstanten Referenzgrofie r(t) = ry zum

Zeitpunkt t = 0 denjenigen Stellgroflenwert generiert, der dem konstanten Wert der Stellgrofie
u im stationdren Zustand entspricht.

ky = (5.53)

Fiir das Modell

Z—?:li_g}ij[}}u, yz[lO —10]x
einer Regelstrecke wird ein PI - Zustandsregler so entworfen, dass die drei(!) Eigenwerte des
Regelkreises bei s; = s = 53 = —2 liegen. Der Vektor k7 ist also so zu bestimmen, dass die
Matrix
oy 1 00 1 o
A -bk = 1 =1 0| —| 1| [k Kk ksl
—10 10 O 0

die gewiinschten Eigenwerte besitzt. Diese Berechnung liefert
k" =[13 -7 —-08],

d.h. es gilt k; = —0.8. Fiir den Parameter k, wird der Wert k, = —0.3 gewihlt, woraus sich
iiber (5.52) der Vektor

kK"=[13 =7]-03-[10 -10 ] =[10 —4 ]

ergibt. In Bild 5.9 ist der Verlauf der Ausgangsgrofie y fiir xo = 0 und r = o(t) dargestellt.
Der oberen Abbildung ist zu entnehmen, dass y asymptotisch den Wert der Referenzgrofie
annimmt. Der in der unteren Abbildung dargestellte Verlauf von y ergibt sich, wenn bei
Verwendung des gleichen Reglers im Simulationsmodell der Regelstrecke das erste Element
der ersten Zeile von A auf den Wert 0.9 geéindert wird. Man erkennt deutlich, dass in diesem
Fall die stationire Genauigkeit erhalten bleibt. ]

Eine weitere Moglichkeit, einen PI-Zustandsregler auszulegen, besteht darin, seine (n + 2)
Reglerparameter so zu bestimmen, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) derjeni-
gen Fiihrungsiibertragungsfunktion entspricht, die sich mit einem klassischen Zustandsregler
ergibt. Gemif} (5.41) soll also

T(s) Ly 1) (5.54)

3dabei wird vorausgesetzt, dass die Strecke keinen Eigenwert bei s = 0 besitzt, d.h. A ist regulr.
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66 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Bild 5.9: Verlauf der Ausgangsgrofie y fiir xo = 0 und 7(¢) = o(t) bei Verwendung eines PI -
Zustandsreglers

gelten. Hierbei ist p(s) das Zdhlerpolynom der Regelstrecke und w(s) ist ein frei vorgebbares
Hurwitzpolynom. Mit dem reellen Faktor V' wird gewéhrleistet, dass 7'(0) = 1 gilt, d.h.

_ w(©)
V= 0 (5.55)

Der in Bild 5.8 dargestellte Regelkreis entspricht einem Standardregelkreis, bei dem der offene
Kreis die Serienschaltung des PI-Reglers

_k?pS + k?z
S

R(s) =

und der Regelstrecke mit Zustandsriickfithrung, also

G(s) =cT (sE— (A —Dbk")) b _ i(s)

ist. Das Zihlerpolynom der ungekiirzten Ubertragungsfunktion G(s) entspricht dabei dem
Zihlerpolynom der Regelstrecke, das Polynom 0 (s) kann mittels k7 beliebig vorgegeben wer-
den. Fiir die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises gilt somit

k.
N —kp [ s+ — ) p(s)
L(s) = R(s)G(s) = — (kpsj ) ZJ((S)) = (Sw(]z’;) : (5.56)
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Um die in (5.54)angegebene Forderung zu erfiillen, muss L(s) der Bedingung
Ts) o Vals)

TL-T(s)  wls) ~Vals)
geniigen. Ein Vergleich von (5.56) und (5.57) verdeulicht, dass

L(s)

ky =~V

ki .o . :
und dass der Linearfaktor (s + k_) ein Teiler von w(s) sein muss, d.h.
p

w(s) = (S + &> w*(s).
kp
Setzt man (5.58) und (5.59) in (5.56) ein, so erhilt man

‘/(&+%>M@)mgygVﬂw)

L(s) =

67

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

Man beachte, dass die in (5.60) angedeutete Kiirzung natiirlich nur dann zuléssig ist, wenn

die Bedingung

2>
erfiillt ist. Aus (5.57) und (5.60) folgt nun unmittelbar, dass
N
sw'(s) = w(s) =V p(s)

(5.61)

w
gelten muss. Da das Polynom (w(s) —V u(s)) wegen 7(0) = 1 eine Nullstelle bei s = 0

besitzen muss, kann w*(s) iiber die Relation
vy
(o) = L =V als)
s
ermittelt werden. Mit (5.59) gilt fiir das Polynom (s) somit

w(s) =V p(s)

w(s) = (s +7) w(s) = (s +7) .

Der beschriebene Entwurfsprozess kann folgendermaflen zusammengefasst werden:

w(0)
I Setze k, = -V = ——=
: P u(0)
II) Wihle v > 0 und berechne k; = &,y
w(s) + ky p(s)
. (

ITT) Setze w(s) = s+7)

IV) Berechne k” so, dass det(sE — (A — bk")) = a@(s)

iir Regelunds”
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Gegeben sei das Modell

dx 1 0 1
e F S CA R S OO

einer Regelstrecke mit der Ubertragungsfunktion

10

P(s) = 2 1

Es soll ein PI - Zustandsregler so entworfen werden, dass der Regelkreis die Fiithrungsiibertra-

gungsfunktion
4

s2+24s+4
besitzt. Geméf obigem Entwurfsschema (I) setzt man zunéchst

T(s) =

= —% - —1% = —04.
Mit der Wahl 7 = 2 erhilt man mit (II) dann
k; = —0.8.
Fiir das Polynom w(s) ergibt sich nach (III)
s) = S 2ASHAZ0410 oo a5 4 9).

S

Aus (IV) folgt dann
k' =[58 —14].

5.5 Wahl der Eigenwerte

In diesem Abschnitt werden Hinweise zur Wahl der Eigenwertkonfiguration des geschlossenen
Regelkreises gegeben. Es wird die Vorgabe eines so genannten dominanten Eigenwertpaares
erliutert. Aus dem gewiinschten prozentualen Uberschwingen und der Anstiegszeit fiir die
Sprungantwort des Regelkreises kann die erforderliche Lage der Eigenwertpaares ermittelt
werden.

5.5.1 Dominantes Eigenwertpaar

Eine Moglichkeit, die Eigenwerte des geschlossenen Kreises zu wihlen, beruht auf der An-
nahme, dass das dynamische Verhalten des geschlossenen Regelkreises durch ein dominantes
Eigenwertpaar geprigt ist. Hierbei ist zu beachten, dass bei dieser Vorgangsweise prinzipiell
vorausgesetzt werden muss, dass die Regelstrecke keine Nullstellen besitzt.
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 69

Man geht davon aus, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion des Regelkreises niherungsweise
die Form

T(s) = 28) _ Wi mit 0<d<1undw, >0 (5.64)
T P(s)  s2+2dw, s + w2 " '

besitzt. Die dominanten Eigenwerte s; 5 sind die Pole von T'(s), d.h.
S12 = —dwp, £ jw, V1 — d2. (5.65)

Das gewiinschte Verhalten des Regelkreises bei einem Sprung der Referenzgrofie » wird durch
das prozentuale Uberschwingen i und die Anstiegszeit ¢, spezifiziert. Die ,,Form” der Sprun-
gantwort wird dabei ausschliellich durch den Parameter d festgelegt, d.h. der Zusammenhang
zwischen Uberschwingen i und Dampfungsgrad d ist eindeutig. Aus dem Bild 5.10 (oben) kann
zu vorgegebenem Uberschwingen der zugehorige Dimpfungsgrad d abgelesen werden. Der Pa-
rameter w, ist ein Maf fiir die , Reaktionsfreudigkeit" des Systems. Eine Verzehnfachung von
w, bedeutet beispielsweise, dass die Sprungantwort um den Faktor 10 ,gestaucht” wird, eine
Verkleinerung des Parameters entspricht einer Verlangsamung, d.h. einer ,Streckung” der
Sprungantwort. Mit Hilfe von Bild 5.10 (Mitte) kann bei bekanntem d und vorgegebenem ¢,
der Parameter w,, ermittelt werden.

30

Bild 5.10: Zur Ermittlung von d, w, und # aus @ und ¢,

Die Parameter d und w, sollen so bestimmt werden, dass die Sprungantwort von (5.64) ein
prozentuales Uberschwingen ii = 10% und eine Anstiegszeit t, = 2 besitzt.
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GemiB Bild 5.10 folgt aus der vorgegebenen Uberschwingweite unmittelbar d = 0.6 und
wpt, =~ 2, d.h. w, ~ 1. ]

Die Lage der dominanten Eigenwerte s 5 in der komplexen Ebene ist in Bild 5.11, links eingeze-
ichnet. Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt |s; 2| = w,, und es folgt fiir den eingezeichneten

N Im A Im A Im
N - gl
: FH > (;30 > — >
4 Re i< 10% Re .| Re
. -

Bild 5.11: Zur Lage der dominanten Eigenwerte in der komplexen Ebene

Winkel © unmittelbar
© = cos 'd. (5.66)

Das bedeutet, dass zu jedem Wert von i ein Winkel © berechnet werden kann, siehe Bild 5.10,
unten. Will man also beispielsweise erreichen, dass fiir die Sprungantwort des Regelkreises
i < 10% gilt, so miissen die dominanten Eigenwerte in dem im mittleren Bild 5.11 grau
dargestellten Bereich liegen. Haufig wird auch noch die so genannte Ausregelzeit t, (,settling
time”) angegeben, ab der sich die Regelgrofle y in einem 2%-Band um ihren stationiren
Endwert y., befindet, d.h. 0.98y, < y(t) < 1.02y., fir ¢t > t,. Wie man zeigen kann,
miissen - unter Annahme von d < 0.9 - die Parameter d und w,, der Bedingung

4.7
ts

dw, > (5.67)

geniigen. Die zusétzliche Forderung (5.67) schrinkt den zuléissigen Bereich fiir die Lage der
dominanten Eigenwerte weiter ein, siehe rechtes Bild 5.11.

Fiir das Modell

Z—j:l} _?:|X+[}}u, yz[lO —10}x

einer Regelstrecke soll ein PI - Zustandsregler so entworfen werden, dass die Sprungantwort
des Regelkreises die Eigenschaften i = 10% und ¢, = 1 erfiillt. Man beachte, dass der offene

Kreis fiir k, # 0 eine Nullstelle an der Stelle s = —% besitzt. Um die beschriebene Methodik

P
der Wahl verwenden zu koénnen, wird daher k, = 0 gew#hlt?.

4 Alternativ konnte auch das im vorigen Abschnitt beschriebene Entwurfsschema verwendet werden.
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 71

Aus Bild 5.10 kénnen die Parameterwerte
d=10.6 und Wy, = 2
abgelesen werden, d.h. das dominante Eigenwertpaar soll bei
S120=—12=£71.6

liegen. Der dritte Eigenwerte s; darf das Ubertragungsverhalten des Regelkreises nicht sig-
nifikant beeinflussen, d.h. er muss hinreichend weit nach ,links” geschoben werden. Wie Bild
5.12 zu entnehmen ist, fithrt eine betragsméfige VergéBlerung von sz zu einer Erhohung der
Stellgrofie. Im vorliegenden Fall stellt s3 = —4 einen guten Kompromiss dar, die vorgegebenen
Spezifikationen werden zufriedenstellend erfiillt.Fiir den Vektor der Reglerparameter k' erhiilt

1.5

Bild 5.12: Sprungantwort des Regelkreises fiir verschiedene Werte von s;.

marn
k" =[146 —82 —16],

d.h. der PI-Zustandsregler ist durch
k"=[146 —82], k,=0 und k =-1.6

gegeben. ]

Institut £ir Regelungs® “1;‘;!.

ik
nd Automatisierungstechm.
u




72 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

5.5.2 Linear-Quadratischer Regler

Bisher wurden die Parameter eines Zustandsregler aus den explizit vorgegebenen Eigenwerten
der Dynamikmatrix des geschlossenen Regelkreises berechnet. Im Gegensatz dazu ergeben sich
beim so genannten Linear-Quadratischen-Regler (LQR) die Reglerparameter aus der Losung
einer Optimierungsaufgabe. Dabei wird vorausgesetzt, dass das Modell der Regelstrecke

dx
— =A b )
= Ax+bu (5.68)

steuerbar ist und der Anfangszustand durch xq beschrieben wird.

Zunichst werden einige wichtige Begriffe, die fiir das Verstéindnis der Reglerentwurfsaufgabe
wesentlich sind, erldutert. Danach werden das zu losende Optimierungsproblem und der daraus
resultierende optimale Zustandsregler ausfiihrlich diskutiert.

Positive Definitheit einer Matrix

FEine symmetrische n x n Matrix S wird positiv definit genannt, d.h. S >0, wenn die
zugehorige quadratische Form z” S z fiir alle z # 0 positive Werte annimmt, d.h.

z'Sz>0 VzeR"\{0} <& S0

Man kann zeigen, dass S genau dann positiv definit ist, wenn alle Eigenwerte der Matrix pos-
itiv sind. Mit dem Sylvester’-Kriterium kann die positive Definitheit einer symmetrischen
Matrix auch ohne explizite Berechnung der Eigenwerte iiberpriift werden. Die symmetrische
Matrix S ist néamlich genau dann positiv definit, wenn alle ,nordwestlichen Unterdeterminan-
ten” von S positiv sind.

Gegeben seien die Matrizen

3 1 2
Sl:[é;}’&:{?é] und 83: 1 2 3
2 36

Fiir positive Definitheit von S; miissen nach dem Sylvester-Kriterium die Bedingungen 1 > 0
und det S; > 0 erfiillt sein. Wegen det S; = —1 kann gefolgert werden, dass S; nicht positiv
definit ist. Im Gegensatz dazu ist S, positiv definit, da 2 > 0 und det Sy = 5 > 0 erfiillt ist.

Fiir positive Definitheit von S3 miissen die Bedingungen 3 > 0, i’ ; > 0 und det S3 > 0
erfiillt sein, d.h. S; ist eine positiv definite Matrix. ]
Vorbetrachtungen

Zur besseren Nachvollziehbarkeit der nachfolgenden Abschnitte wird zunéchst eine vereinfachte
Aufgabenstellung betrachtet. Ausgangspunkt ist das asymptotisch stabile System der Form

d
d_}t( =Ax mit x:=x(t=0). (5.69)

’benannt nach dem britischen Mathematiker James Joseph Sylvester (1814 - 1897)
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 73

Jeder Trajektorie x(¢) wird eine Mafizahl

J=3 / x ()T Qx(t)dt (5.70)
0

zugeordnet, wobei Q eine vorgebbare positiv definite Matrix ist. Das bedeutet, dass J aufler

fiir einen verschwindenden Anfangszustand xg sicher immer positive Werte animmt. Setzt

man nun in (5.70) die Losung von (5.69) ein, also

x(t)= ¢(t)xo, (5.71)
wobei ¢(t) die Transitionsmatrix ist, so erhélt man
L[ o7 Lo [% 7 L r
J = 3 Xg ¢ (1)Q @(t)xodt = 5%o ¢ (1)Q @(t)dtxo = 5% Px, (5.72)
0 0

wobei die konstante Matrix

P [ ¢ Qo (5.73)

gemiif obiger Uberlegungen eine positiv definite Matrix sein muss und offensichtlich von A
und Q abhéngt. Das Integral (5.73) kann mittels partieller Integration berechnet werden. Es
gilt

B 0o T B o o
P—/0 [0) <t)8$<—t2dt_ uvl, /0 u v dt, (5.74)

wobei aus bekannten Eigenschaften der Transitionmatrix unmittelbar

u =AT¢"(t) und v=Qo(t)A™! (5.75)
folgt. Fiir P ergibt sich somit

P—o"(Qo(A - AT [ ¢T(0Qe(dA
0
Aus der asymptotischen Stabilitdt von (5.69) und mit ¢(0) = E folgt somit
P=-QA'"—A"PA"!
bzw. nach Multiplikation mit A von rechts und einer Umsortierung
AP + PA = Q. (5.76)

Die lineare Matrizengleichung (5.76) ist die so genannte Ljapunov-Gleichung®. Man kann
zeigen, dass diese Gleichung bei vorgegebener Hurwitzmatrix A und vorgegebener positiv

®benannt nach dem russischen Mathematiker und Physiker Alexander Michailowitsch Ljapunow (1857 -
1918)
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74 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

definiter Matrix Q eine eindeutige, positiv definite Losung P besitzt. Das Fazit der bisherigen
Uberlegungen ist, dass
d
= fo ()T Qx(t)dt und d_X =Ax mit xg:=x(t=0)
t (5.77)

Q>0 wund A.. .Hurwitz

dquivalent zu

1
T = 5% IPxo wobei ATP4+PA=-Q (5.78)

ist.

Optimaler Zustandsregler

Die Idee der Entwurfsmethodik besteht darin, die ,Kosten” fiir die Uberfithrung eines An-

fangszustands x(0) = x¢ der Regelstrecke (5.68) nach tlim x(t) = 0 zu minimieren. Die
entstehenden Kosten werden dabei durch die Mafizahl
L[ T 2
J = 3 x(t)" Qx(t) + pu(t)” dt, (5.79)
0

quantifiziert. Hierbei ist Q eine konstante positiv definite Matrix und p ist eine positive reelle
Konstante, d.h.
Q >0, p>0. (5.80)

Mittels des Faktors p wird das Gewicht der Stellgrofle, also ihr Einfluss auf J eingestellt. Ein
sehr kleiner Wert von p hat zur Folge, dass selbst sehr grofle Werte der Stellgrofie « den Wert
von J nur unbetréichtlich erhhen. Es ist also zu erwarten, dass in der optimalen Lésung von
(5.79) der Betrag der Stellgrofie u auch grofie Werte annehmen kann. Umgekehrt bedeutet
ein sehr grofler Wert von p, dass die Stellgrofle den Wert von J stark beeinflusst, d.h. in der
optimalen Losung sind betragsmiiflig kleine Wert fiir v zu erwarten.

Uber die Gewichtungsmatrix Q kann Einfluss auf den Verlauf der Trajektorie x(t) des
geschlossenen Regelkreises genommen werden. Um gezielt auf die Verldufe der einzel-
nen ZustandsgroBen Einfluss zu nehmen, wird meistens vereinfachend eine Diagonalmatrix
Q =diag(qi1, g2, - - - , @un) mit positiven Diagonalelementen gewihlt, wie das nachfolgende
Beispiel verdeutlicht.

Gegeben sei eine steuerbare Regelstrecke zweiter Ordnung, d.h. n = 2. Das zu min-
imierende Giitemaf} (5.79) ist durch

1 o
J = 3 / quTT + goaxs + pu’ dt
0

gegeben, wobei

g 0
>0 und Q=
p>0md Q=4

}>—0 d.h. g1 >0 und g9 > 0.
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 75

Es ist leicht zu erkennen, dass iiber die positiven Gewichtungsfaktoren p, ¢;; und ¢oo Einfluss
auf die Verldufe von u, 1 und x5 genommen werden kann. ]

Die Entwurfsaufgabe besteht nun darin, den Stellgréflenverlauf u(t) so zu berechnen, dass das
Giitekriterium (5.79) minimal wird. In den Wert von J gehen () und der daraus gemif (5.68)
resultierende Streckenzustand x(t) quadratisch ein. Bei der vorliegenden Aufgabe handelt es
sich also um ein Problem der optimalen Steuerung, d.h. das Ergebnis der Optimierung ist
der optimale zeitliche Verlauf von w(t) im Intervall [0,00). Man kann nun zeigen, dass das
optimale Steuergesetz auch in der Form5.68

u=—k'x, (5.81)
d.h. als linearer Zustandsregler, angeschrieben werden kann.

Setzt man das Regelgesetz (5.81) in (5.68) ein, so erhilt man mit (5.79)

J = 3 /000 x(t)" (Q+pkk") x(t)dt  und Cfl_}; = (A —bk")x. (5.82)

Da J minimiert wird, kann vorausgesetzt werden, dass (A — ka) eine Hurwitzmatrix ist.
Aus (5.77, 5.78) folgt dann der zu (5.82) dquivalente Ausdruck

J= %xg Px, wobei (AT-kb")P +P(A —bk")=-Q-pkk’. (5.83)
Der Vektor kT = [ ki ... ky, } der Reglerparameter soll nun so bestimmt werden, dass die
Kosten J minimal werden. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist
%:[g—gl o2 1=]0 ... 0], dh gliéo fir i=1,...n (5.84)
Das bedeutet weiter 97 1 0P oP |
o %0 a—kixo =0, d.h o 0. (5.85)

Der Zusammenhang zwischen P und den Reglerparametern ist durch die Ljapunovgleichung
in (5.83) gegeben. Leitet man diese nach den Elementen von k7 ab, so erh#lt man

ok 0P OP T okT Ok okT
8kib P+(A — bk") o + 5’/<;Z-(A bk™) — Pb o pakik pk o
Unter Beriicksichtigung von (5.85) ergibt sich dann
ok ok” ok ok’
——b"P-Pb—— = —p—k" —pk
Ok; ok Tok "ok
bzw. nach einer einfachen Umformung
ok ok’
(b"P—pk”") = (pk — Pb) fir i=1,...n. (5.86)

é?ki éaki
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76 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Da 2% = e; und %L]f =e! gilt, kann (5.86) nur erfiillt sein, wenn
b’P—pk” =0 und pk - Pb=0. (5.87)

Man beachte, dass die beiden Bedingungen in (5.87) #quivalent sind, weil (pk —Pb)" =
— (b"P—pk”) gilt. Fiir die Parameter des optimalen Zustandsreglers gilt somit

kK’ = %bTP. (5.88)

Die Berechnungvorschrift der zur Ermittlung von k? benotigten Matrix P erh:lt man, wenn
man in die Ljapunov-Gleichung aus (5.83) das Ergebnis (5.88) einsetzt:

ATP_1pbbTP + PA—1pbbTP — —Q—lebTP,
P P P

d.h.

1
AP + PA—-Pbb’P = —Q. (5.89)
P

Die (quadratische) Matrizengleichung (5.89) ist die so genannte algebraische Riccati’-
Gleichung. Man kann zeigen, dass genau eine der Losungen P dieser Gleichung unter den
getroffenen Annahmen (Strecke ist steuerbar, Q > 0) positiv definit ist.

Gegeben sei das Modell einer Strecke erster Ordnung

d—x—x—i—u
dt ’

Das zu minimierende Giitekriterium (5.79) lautet
J:/ qx® + pu?dt  wobei ¢>0, p>0.
0

Gesucht ist nun die einzige positive Losung der Riccati-Gleichung (?7?), die im vorliegenden

Fall
1

~p* =2p—q=0

P

lautet. Lost man obige quadratische Gleichung nach p auf, so lautet die gesuchte Losung
p=p+p+ar

Fiir den optimalen Zustandsregler (??) findet man

1 1
u:—;px:—; <p—|—\/p2—|—q,0)l‘:—<1+1/1+%)I:—/€ZL‘.

"benannt nach dem italienischen Mathematiker Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754)
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 7

Man erkennt, dass der Reglerparameter £ nur vom Verhéltnis der Gewichtungsfaktoren ¢ und p
abhéngt, was angesichts des gewiihlten Giitekriteriums plausibel ist. Multipliziert man ndamlich
das Giitekriterium J mit einer Konstanten, so hat dies keinen Einfluss auf den minimierenden
Verlauf der Stellgrofie. Das bedeutet, dass die Minimierung der Giitekriterien

Jq :/ x2+£u2dt, Joy = —/ 932+/—)u2 dt und J3= —/ g:U2+u2 dt
0 q 2 Jo q 2Jo p

zu gleichen Stellgroflenverlidufen fithrt wie die Minimierung des urspriinglichen Giitemafles J.

Das mathematische Modell des geschlossenen Regelkreises, bestehend aus Strecke und Regler,

lautet somit J
X q
— =—/1+ =z
il A1+ p T

Fiir % — 0, d.h. der Verlauf der Stellgrofle wird viel stirker gewichtet als der Verlauf der
Zustandsgrofle strebt der Eigenwert des geschlossenen Kreises gegen s = —1. Fiir % — 00,
d.h. der Verlauf der Stellgrofie hat de facto keinen Einfluss auf J, strebt der Eigenwert des
geschlossenen Kreises gegen s = —oo. Das bedeutet, dass in diesem Fall der Regelkreis
yunendlich schnell” wird, was sich natiirlich auch in entsprechend grofien Stellamplituden
manifestiert. [

Fiir den Fall n > 1 wird die Riccati-Gleichung iiblicherweise mit Hilfe ausgereifter Algorithmen
numerisch gelost. In Matlab kann mit Hilfe des Befehls 1qr der Riccati-Regler direkt berechnet
werden.

Gegeben sei das steuerbare Modell einer Regelstrecke

dx 10 1 4 0
T 1 1 |¥ L
Zunichst werden die Gewichtungen Q = E und p = 1 gewihlt. Der zugehorige optimale

Zustandsregler lautet
k" =[ 24142 1.6131 |

und die Eigenwerte des geschlossenen Kreises liegen bei
s1 = —0.7654, sy = —1.8478.

Die Verldufe der Zustandsgréfien x1, zo und der Stellgrofie u sind fiir einen Anfangszustand

xro = [ 2 -1 }T in Bild 5.13 in blauer Farbe dargestellt. Andert man die Gewichtungen nun
zu Q =diag(10, 1) und p = 0.1, so lautet der Zustandsregler

k" = 11.0499 4.7532 |
und die Figenwerte des Regelkreises liegen bei

S12 = —2.8766 £ j1.3323.
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78 KAPITEL 5. ENTWURF VON ZUSTANDSREGLERN

Bild 5.13: Verldufe von z, x5 und u fir Q =diag(1,1), p = 1 in blauer Farbe bzw. fiir
Q =diag(10,1), p = 0.1 in roter Farbe

Fiir Zustands- und Stellgroflen ergeben sich die in Bild 5.13 in roter Farbe dargestellten Ver-
liufe. Wie erwartet nimmt u aufgrund des verkleinerten Gewichts groflere Werte an, was
zu schneller abklingenden Vorgéingen im Regelkreis fithrt. Die vergroflerte Gewichtung g1
fithrt dazu, dass x; sich schnell betragsméflig kleinen Werten néhert, wihrend o aufgrund
des kleineren Gewichts zunéchst betragsmiiflig groflere Werte annimmt. [ |

Anmerkungen:

e Das oben vorgestellte Entwurfsverfahren kann ohne Modifikation auf steuerbare
Mehrgrofiensysteme der Form

(fl—};:Ax—i—Bu x €R", u eR™

iibertragen werden. Das Giitekriterium lautet dann
J:/jx@TQﬂw+uanu@ﬁ mit  Q >=0, R =0,
0

der optimale Zustandsregler ist durch

u=-R'B"Px
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5.5. WAHL DER EIGENWERTE 79

gegeben, wobei P die einzige positiv definite Losung der algebraischen Riccati-Gleichung
PA + ATP —PBR'B'P = —Q.
ist.

e Die Forderung nach positiver Definitheit von Q im Giitekriterium (5.79) kann auch
abgeschwicht werden, indem nur die positive Semidefinitheit gefordert wird, d.h.

x! Qx>0 VxeR" & Q >0.

Dies erfordert allerdings die Beobachtbarkeit des Paares (A, C), wobei A die Dynamik-
matrix der Regelstrecke ist und C sich aus der Faktorisierung Q = CT'C ergibt.
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Kapitel 6

Entwurf von Zustandsbeobachtern

6.1 Einfiihrung

Bei den Uberlegungen im vorigen Kapitel wurde stets angenommen, dass alle Zustands-
groflen der Regelstrecke messbar sind, d.h. der gesamte Vektor x steht dem Regler zur Ver-
fiigung. Bei praktischen Anwendungen ist diese Annahme héufig nicht gerechtfertigt. Oft
ist die messtechnische Erfassung bestimmter Zustandsgrofien aufgrund kostspieliger Sensorik
unwirtschaftlich oder sie ist technisch sogar unmoglich. Die Grundidee des so genannten Zus-
tandsbeobachters besteht nun darin, auf Basis des mathematischen Modells n-ter Ordnung

der Regelstrecke

d
d_)t( = Ax+ bu mit  Xg...unbekannt (6.1)
y=clx

nicht-messbare Zustandsgrofien zu rekonstruieren.

Im vorliegenden Fall wird angenommen, dass die Ausgangsgrofle y messbar ist und alle n
ZustandsgroBlen mit Hilfe eines Beobachters geschitzt werden miissen. Der Zustand X des
Beobachters soll sich asymptotisch dem Streckenzustand nédhern, d.h.

tlim x(t) = tlim x(t).

Anstelle der bisher als messbar vorausgesetzten Zustandsgroflen z; werden deren Schiitzwerte
Z; im Regelgesetz verwendet, d.h. der Zustandsregler (5.34) lautet nun

w=—Y kidi+Vr=-kK'&tVr (6.2)

i=1

6.2 Trivialer Beobachter

Eine sehr naheliegende Idee zur Rekonstruktion des Zustandsvektors besteht darin, den
Beobachter als Kopie des Streckenmodells anzusetzen, d.h.
dx

— =A% +bu. (6.3)

81
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82 KAPITEL 6. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

Wie in Bild 6.1 angedeutet, wird dieses Modell mit der gleichen Stellgrofie u wie die Regel-
strecke angesteuert und zur Berechnung von X geniitzt, wobei iiblicherweise Xo = 0 gesetzt
wird. Der Schétzfehler

U Regel- y

strecke
X

>

d—§‘=Aﬁ+bu—>

dt

trivialer
Beobachter

Bild 6.1: Prinzip des trivialen Beobachters

charakterisiert die Abweichung des Schétzwertes X vom tatséchlichen Zustand x. Sein
zeitliches Verhalten wird durch

de_dx dx 61

pril e ) Ax + bu—A% — bu= Ae (6.5)

beschrieben, wobei ey = xo — Xo gilt. Aus der Schiitzfehlerdynamik (6.5) folgt unmittelbar,
dass der Schiitzfehler ausgehend von beliebigem ey genau dann asymptotisch gegen Null strebt,
d.h.

tli%loe@) =0,

wenn die Matrix A eine Hurwitzmatrix ist. Das bedeutet, dass die Zustandsgrofien des triv-
ialen Beobachters (6.3) genau dann asymptotisch gegen die Zustandsgrofien der Regelstrecke
konvergieren, wenn die Regelstrecke (6.1) asymptotisch stabil ist, d.h. die Schétzfehlerdynamik
ist starr vorgegeben. Weiters besteht keinerlei Moglichkeit, bei der Beobachtung den Einfluss
von Storungen, Parameterschwankungen und Modellierungsfehlern zu beriicksichtigen. All
diese Tatsachen schrinken die Anwendbarkeit des trivialen Beobachters sehr stark ein, er ist
daher fiir den praktischen Einsatz de facto ungeeignet.

6.3 Luenberger-Beobachter

Auch der so genannte Luenberger-Beobachter niitzt das mathematische Modell (6.1) zur
Schitzung des Streckenzustandes. Im Gegensatz zum trivialen Beobachter wird hier aber
auch die messbare Ausgangsgrofe y fiir die Ermittlung von X verwendet. Dazu wird y mit der
Ausgangsgrofie § = cI'& des Beobachters verglichen und die Differenz (y — §) zur ,,Korrektur”
von X verwendet. Wie in Bild 6.2 zu erkennen ist, ensteht so eine Riickkopplung innerhalb
des Beobachters.
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6.3. LUENBERGER-BEOBACHTER 83

u ‘ Regel-
strecke

L K _ Ax+bu+1(y—7)
dt %
j=c'% .

Luenberger-Beobachter

Bild 6.2: Beobachter nach Luenberger

Das mathematische Modell des Beobachters lautet somit

dx

— =AX+bu+l(y—7y
dt X:" UT": (v—19), (6.6)
g=c'x
bzw. i3
= (A-lT) %+ butly (6.7)
wobei

'=[lhL o ... I, ] (6.8)

der geeignet zu bestimmende Vektor der Beobachterparameter bzw. , Beobachterverstirkun-
gen” ist. Setzt man nun § = ¢’% in (6.6) ein, so erhilt man

Z—i = (A — lcT) % 4 1c’x + bu.
Fiir die Dynamik des Schéitzfehlers (6.4) ergibt sich damit

‘CZZ—‘: = Ax+bu—(A-1c")x—1lc'x—bu=(A-1c")x— (A-Ic")x=(A—-1c")e (6.9)
Wie zu erkennen ist, kann die Schitzfehlerdynamik (6.9) iiber der Vektor 1 gezielt beeinflusst

werden. Analog zum Zustandsreglerentwurf soll der Vektor 1 so bestimmt werden, dass die
Dynamikmatrix des Schétzfehlers (A — lcT) beliebig vorgebbare Eigenwerte besitzt.

Ein Vergleich von (6.9) mit (5.4) verdeutlicht, dass der Beobachterentwurf, also die Ermittlung
von 1, sehr #hnlich strukturiert ist wie der Zustandsreglerentwurf, also die Ermittlung von k7.
In der Tat unterscheiden sich die Dynamikmatrizen des Schétzfehlers (A — lcT) und des

geschlossenen Regelkreises (A -b kT) nur dadurch, dass der Vektor 1 der ,linke Faktor” des
dyadischen Produktes (1 CT) ist, withrend k” der ,rechte Faktor” des dyadischen Produktes
(b kT) ist. Sehr hilfreich erweist sich an dieser Stelle die Tatsache, dass die Eigenwerte einer
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84 KAPITEL 6. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

quadratischen Matrix W identisch sind mit den Eigenwerten der transponierten Matrix W7
Wenn man also bei der Eigenwertvorgabe anstelle von (A — lcT) die Matrix (A — lcT)T =

(AT —c IT) betrachtet, dann sind Beobachterentwurf und Zustandsreglerentwurf strukturell
identisch! Der Beobachterentwurf kann somit auch so interpretiert werden, dass fiir das so

genannte duale System

% =ATz+cv (6.10)

ein Zustandsregler der Form
v=—-1"g (6.11)

ermittelt wird. Alle Uberlegungen aus dem vorigen Kapitel zum Zustandsreglerentwurf kiénnen
also unversindert auf den Beobachterentwurf iibertragen werden.

Notwendig und hinreichend dafiir, dass die Eigenwerte von (AT —c lT) bzw. (A — lcT) be-
liebig platziert werden konnen, ist die Steuerbarkeit des dualen Systems (6.10). Das bedeutet,
dass die zugehorige Steuerbarkeitsmatrix

A~

S.=|c Afc ... (AT)nflc} (6.12)

regulér sein muss. Durch Bildung der transponierten Matrix

ST = _ B, (6.13)

CTan_l

erkennt man, dass das duale System genau dann steuerbar ist, wenn die Regelstrecke (6.1)
beobachtbar ist.

Gegeben sei das mathematische Modell einer Regelstrecke

d 01 0
E-[8 4] [t)e v rrore

Es soll ein Zustandsbeobachter der Form (6.7) so entworfen werden, dass die Dynamikmatrix
der Schiitzfehlerdynamik (6.9) zwei Eigenwerte an der Stelle s = —1 besitzt.

Zunichst wird mit Hilfe der reguliren Beobachtbarkeitsmatrix

%] =]

gezeigt, dass die Beobachtbarkeit des Streckenmodells gegeben ist. Die Eigenwerte der Matrix

(A—1CT):H ;]_[H[l 0}:[1__lll2 H
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6.4. DER BEOBACHTER IM REGELKREIS 85

konnen somit beliebig platziert werden. Die reellen Konstanten /; und /5 miissen so bestimmt
werden, dass das charakteristische Polynom von (A — lcT) dem Wunschpolynom

w(s)=(s+1)>=s>+2s+1
entspricht, d.h.

8"—[1 -1

det|:lg—1 s—2

:|:S2+(ll—2)S+(l2—2ll—1)és2—|—28—|—1.

Der Koeffizientenvergleich liefert [y = 4 und Iy = 10, d.h. das Beobachtermodell ist durch
L X+ ; u+ !
at | =9 2 1 10 | Y

gegeben. ]

Natiirlich kann auch die im vorigen Kapitel hergeleitete Formel von Ackermann fiir den
Beobachterentwurf eingesetzt werden. Hierfiir sind in (5.27) die entsprechenden Groflen des
dualen Systems (6.10) einzusetzen, d.h.

17 = tTw(AT), (6.14)
wobei t7 die letzte Zeile der inversen ,dualen” Steuerbarkeitsmatrix (6.12) ist.

Fortsetzung. Verwendet man zur Losung des vorigen Beispiels die Formel von Ackermann,
so ist zunéichst t7 zu ermitteln, d.h.

(o 1)8 = [0 1]@) " =[01]|y 7] [0 1]
Mit (6.14) folgt dann

I = (A7) +2A7 + E) = [ 0 1][2 140}:[4 0]

6.4 Der Beobachter im Regelkreis

Der Schitzwert X fiir den tatsiichlichen Zustand x der Regelstrecke wird nun zur Regelung
der steuerbaren und beobachtbaren Strecke mittels eines Zustandsreglers der Form

u=—k'&+Vr (6.15)

verwendet. Der resultierende Regelkreis, bestehend aus Strecke, Beobachter und Zustands-
regler ist in Bild 6.3 dargestellt.
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86 KAPITEL 6. ENTWURF VON ZUSTANDSBEOBACHTERN

v

v

r ‘> u Regel- y
C‘D_ strecke X

é=(A—lcT)§<+bu+ly
dt

Beobachter
@4 X
Regler

Bild 6.3: Regelkreis, bestehend aus Strecke, Zustandsregler und Beobachter

Setzt man das Regelgesetz (6.15) in das Streckenmodell (6.1) und den Beobachter (6.7) ein,
so erhélt man

%:Ax—ka)‘c+er, y=clx
und

dx T T\ & T

i (A—lc — bk )x+lc x+bVr.

Das mathematische Modell des Gesamtsystems kann auch in der kompakten Form

d[x] [ A —bk” x1, [b],
at | % |~ | 1" A—1c"—bK" || % b | "

. (6.16)
y=1[c" 0" ] [ .

X

angeschrieben werden. Die Systemordnung des Regelkreises betrigt also 2n, entspricht also
der doppelten Streckenordnung. Die Dynamikmatrix des Gesamtsystems wird offensichtlich
maflgeblich von den Vektoren k” und 1 beeinflusst. Es ist eine #uflerst bemerkenswerte Eigen-
schaft dieser Matrix, dass sich ihre 2n Eigenwerte aus den Eigenwerten von (A — ka) und
(A — lcT) zusammensetzen. Das bedeutet, dass man Zustandsregler- und Beobachterentwurf
voneinander unabhdngig durchfithren kann! Dies ist das so genannte Separationstheorem, das
im néchsten Abschnitt bewiesen wird.

6.4.1 Separationstheorem

Zur Herleitung des Separationstheorems wird das System (6.16) der reguléiren Zustandstrans-
formation

; } (6.17)
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6.4. DER BEOBACHTER IM REGELKREIS 87

unterworfen, d.h. in (6.16) wird X = x — e gesetzt. Daraus folgt

Z—’;:Ax—ka(x—e)ervr: (A —bk")x+bk'e+bVr,

die Schitzfehlerdynamik lautet nach (6.9)

de_

i (A—ICT) e.

In kompakter Schreibweise lautet das transformierte System somit
d[x]_[A-bk" bk" x| _[bV],
dt|e| 0 A-1lc" || e 0

_ [ T X
y=[c" 0]

(6.18)

Die transformierte Dynamikmatrix besitzt eine eine so genannte Block-Dreieckstruktur, d.h.
fiir ihr charakteristisches Polynom A(s) gilt

A(s) = det [sE — (A = bk")] - det [sE — (A —1c")].

Da die Eigenwerte der Block-Dreiecksmatrix identisch sind mit den Eigenwerten der Dynamik-
matrix des Originalsystems (6.16), ist damit das Separationstheorem bewiesen.

Gegeben sei das steuerbare Modell

Z—?:[} _?]x+{}}u, y:[l() —10}x

einer Regelstrecke. Es wird ein Zustandsregler der Form (5.2) so entworfen, dass die Eigenwerte
des Regelkreises bei s; = s = —2 liegen. Wie im vorigen Kapitel gezeigt wurde, besitzt der

Zustandsregler die Parameter
kK'=[5 —1].

Zur Schitzung der Zustandsgroflen wird ein Zustandsbeobachter der Form (6.7) eingesetzt.
Der Vektor 1 wird so bestimmt, dass die Eigenwerte der Schitzfehlerdynamik (6.9) bei s3 =
s4 = —6 liegen, man findet

1"=[49 3.7].

In Bild 6.4 sind die Verlidufe der Zustandsgréfien der Regelstrecke fiir
xg =] —08 —25 |

dargestellt, die zugehorigen Schiitzwerte sind punktiert eingezeichnet. [ ]
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88

Bild 6.4: Verlidufe der Zustandsgroflen x, x5 der Regelstrecke und der zugehorigen Schitzwerte

(punktiert).
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Kapitel 7

Entwurf von Vorsteuerungen

7.1 Einfiihrung

Das Fiithrungsverhalten eines Regelkreises kann durch Einsatz einer so genannten Vorsteuerung
stark verbessert werden. Die grundlegende Idee einer modellbasierten Vorsteuerung besteht
darin, auf Basis des Streckenmodells den Stellgréflenverlauf so zu berechnen, dass die Regel-
grofle der vorgegebenen Referenzgrofie entspricht. In den folgenden Abschnitten wird der
Entwurf von modellbasierten Vorsteuerungen fiir den Standardregelkreis und fiir Zustands-
regelungen vorgestellt. Dabei erweisen sich so genannte flachheitsbasierte Steuerungen als
besonders einfach und leistungsfihig.

7.2 Entwurf fiir den Standardregelkreis

Im bisher behandelten Standardregelkreis aus Bild 7.1 gilt die Relation

g
H?H R(s) |“o P(s) [0

Bild 7.1: Standardregelkreis

- R(s)P(s) (s 1 T
T2 RePG) O T T RePE) ) (7.1)

Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) und Stoériibertragungsfunktion S(s) kénnen offensichtlich
nicht unabhingig voneinander gewihlt werden, denn es gilt

T(s)+ S(s) = 1.
Erweitert man nun den Standardregelkreis, wie in Bild 7.2 dargestellt, um einen Vors-

89
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90 KAPITEL 7. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

V(s) Uy J
r ¢ Uy p(s) |—>CT>

—»(f—» R(s) ™

Bild 7.2: Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden

teuerungszweig mit der Ubertragungsfunktion V(s), so gilt

R(s)P(s)+V(s)P(s) 1 -

In Form der Ubertragungsfunktion V(s) steht somit ein zusitzlicher Freiheitsgrad zur
Verbesserung des Regelkreisverhaltens zur Verfiigung. Aus diesem Grund spricht man auch
von einem Regelkreis mit zwei Freiheitsgraden. Diese Regelkreisstruktur, die auch in indus-
triellen Anwendungen héufig eingesetzt wird, besitzt einige interessante Eigenschaften: Mittels
V(s) kann das Fiihrungsverhalten verbessert werden, ohne die Stabilitéit des Regelkreises zu
beeinflussen. Das bedeutet weiters, dass die Vorsteuerung V'(s) und der Regler R(s) weitge-
hend unabhéingig voneinander entworfen werden kénnen.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Streckeniibertragungsfunktion

P(s) = p(s) _ pot s+ pips® 4+ phy, s

mit  m < n, (7.3)
v(s) Vo + 118+ 182+ ..+ u,st

wobei die Koeffizienten von Zahlerpolynom gi(s) und Nennerpolynoms v(s) als reell vorausge-
setzt werden. Die Differenz von Nennergrad und Zihlergrad, also

d:=n—m (7.4)

nennt man auch den relativen Grad des Systems, wobei offensichtlich 0 < 6 < n gilt. Zur
Ermittlung der Vorsteuerung wird nun untersucht, wie - unter Annahme von uyp = 0 - das
Signal uy gewéhlt werden muss, damit die Regelgrofie y der vorgegebenen Referenzgriofie r
entspricht.

7.2.1 Entwurf durch ,direkte Inversion” der Regelstrecke

Es wird die in Bild 7.3 dargestellte Anordnung betrachtet, d.h. es gilt

y(s) = P(s)uv(s) = P(s) V(s) 7(s). (7.5)
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7.2. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 91

—» V(s)

P(s)

Bild 7.3: Ermittlung des Stellsignals uy

erfiillt ist. Daraus folgt unmittelbar
B B v(s) _
uy(s) =V(s)r(s) = —=7(s 7.7
v(s) (s)7(s) e (s) (7.7)

~—

bzw.
(1o + 1118 + pos” + ..o+ p1,8™) Uy (s) = (Vo +vis+vas® + ...+ v,s") 7(s). (7.8)
Im Zeitbereich wird der Zusammenhang zwischen der zu ermittelnden Grofle uy und der
vorgegebenen Referenzgrofie r also durch die Differentialgleichung
duy d™uy dr d"r
— 4 ... = i T o 7.9
fo Uy =g = e i S V0T Ve e Ve (7.9)

beschrieben. Die zeitlichen Ableitungen von r kénnen aus dem vorgegebenen Verlauf der
Referenzgrofie ermittelt werden, d.h. die rechte Seite der Differentialgleichung (7.9) kann als

d dr
wi=vor+ Vld_: +...+ l/n%: bzw. w(s) = v(s)r(s) (7.10)
zusammengefasst werden. Damit lautet die Berechnungsvorschrift fiir uy im Zeitbereich
dUV deV
—+... — = 7.11
oy + Hy—= o s =, (7.11)
bzw. im Bildbereich
1
uy(s) w(s). (7.12)

:,u0+,u15+,u252+...+umsm

Die Struktur des resultierenden Regelkreises ist in Bild 7.4 dargestellt, wobei die geeignete
Wahl der hinreichend of differenzierbaren Referenzgrofle r hier als ,,Planung” bezeichnet wird.
Man beachte, dass vorausgesetzt werden muss, dass das charakteristische Polynom der Differ-
entialgleichung (7.11), also das Zahlerpolynom von P(s) ein Hurwitzpolynom ist. Anderenfalls
fithrt die numerische Ermittlung von wy zu exponentiell wachsenden numerischen Fehlern.
Auflerdem kann die Grofle uy sehr groflie Werte annehmen bzw. iiber alle Grenzen wachsen,
was die Methodik praktisch unbrauchbar macht.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

_ s+l pls)
P(s) = s(s—2)  wv(s)

Die Differentialgleichung zur Ermittlung von uy lautet somit
duy dr  d*r

W T Tt T
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92 KAPITEL 7. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

(s) Uy K
R(s) |- »O- %l P(s) |0

Bild 7.4: Mogliche Ermittlung von uy, wenn pu(s) ein Hurwitzpolynom ist

7.2.2 Flachheitsbasierter Entwurf

Die Vorgangsweise zum Entwurf einer Vorsteuerung wird nun so modifiziert, dass auch eine
Anwendung auf Regelstrecken moglich ist, deren Zéhlerpolynom kein Hurwitzpolynom ist. Es
wird - wieder unter der Annahme ur = 0 - ermittelt, wie denn uy gewiihlt werden muss,
damit der Verlauf der Regelgrofle y zufriedenstellend ist. So soll beispielsweise bei einem
Arbeitspunktwechsel die Regelgrofle innerhalb einer vorgebbaren ,, Transitzeit” 77 von einem
konstanten Ausgangswert 34 in einen konstanten Endwert yg iibergefiihrt werden.

Z
Wl L T u(s) 2>

A4

Bild 7.5: Einfiihrung der Hilfsgrofle 2

Dazu wird gemifl Bild 7.5 eine Hilfsgrofle 2 so eingefiihrt, dass gilt

2s) = S W (s) = 5 06, (7.13)

Interpretiert man z als Ausgang der Strecke, so besitzt das zugehorige Eingangs-, Ausgangsver-
halten den relativen Grad n. Ein solcher Ausgang wird auch flacher Ausgang bezeichnet.

Man kann nun Regelgrofie y und Stellsignal uy im Bild- und Zeitbereich als Funktion der
Hilfsgrofle z darstellen, es gilt

_ m\ dz Mz

Y(s) = (o + s+ pos® + ...+ p,s™) Z(s)  bzw. Y=ozt b (7.14)
und

y 2 n\ = dz d"z

Uy (s) = (Vo + 15+ 1vas® + .. 4+ v,s") Z(s)  baw. uy =g FHVE (7.15)

Die Idee der Methodik besteht nun darin, mit Hilfe von (7.14) einen Soll-Verlauf z* fiir die
Grofle z zu konstruieren, der mit den gewiinschten Eigenschaften von y konsistent ist. Mittels
(7.15) wird dann das zur Erreichung von z = z* erforderliche Stellsignal ermittelt. Eine
zentrale Bedeutung kommt somit der geschickten Konstruktion der Zeitfunktion z* zu, man
spricht in diesem Zusammenhang auch von , Trajektorienplanung”.
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7.2. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 93

Trajektorienplanung

FEine Moglichkeit besteht darin, z* als Polynom
() =70+ 1t Y+ At (7.16)

mit einem geeigneten Polynomgrad p anzusetzen. Die Polynomkoeffizienten v, miissen so bes-
timmt werden, dass - unter Annahme von z = z* - die Regelgrofle y einen zufriedenstellenden
Verlauf besitzt. Bei einem durch y,, yg und Tr charakterisierten Arbeitspunktwechsel sind
gemif (7.14) die Polynomkoeffizienten also so zu bestimmen, dass die Bedingungen

2*(0) = Z—A =2, 2(Tr)= :Z—E =: 25 (7.17)
0 0

und - im Sinne eines hinreichend glatten Verlaufes von z* und y -

diz*
dti

_ diz*
At

=0 fur ¢=1,...5:z (7.18)

t=Tr

t=0

erfiillt sind. Die Erfiillung der obigen (2sr + 2) Bedingungen ist prinzipiell nur dann moglich,
wenn fiir den Polynomgrad p > 2s¢+ 1 gilt. Setzt man s = n und wihlt p = 2n 41, so besitzt
gemif (7.14) die GroBe y die Eigenschaften

d'y
dt

_ dy
0 dtt

=0 far i=1,...6, (7.19)

t=Tr

y(0)=vya, y(Tr)=yr und

wobei 0 der relative Grad ist, siehe (7.4). Nimmt man an, dass fiir ¢ > T die Regelgrofie y
den konstanten Wert yg beibehalten soll, d.h. 2*(t) = Zf fiir t > Tr, so weist fiir die Wahl
p = 2n + 1 gemédB (7.15) das Stellsignal uy an der Stelle t = T keine Unstetigkeit auf, da
dann alle Ableitungen von z* bis zur Ordnung n verschwinden.

Gegeben sei eine Regelstrecke der Ordnung n = 1. Die Ausgangsgrofie y der Strecke soll
ausgehend von y(0) = y4 innerhalb der vorgebbaren Zeit T in den Wert y(Tr) = yg iiberge-
fithrt werden. Fiir z* wird ein Polynom (7.16) mit dem Polynomgrad p = 2n+1 = 3 angesetzt,
d.h.

Z(t) =7+t + 72t2 + 73t3-

Die vier Koeffizienten werden nun so bestimmt, dass geméfl (7.17) und (7.18) die vier Bedin-
gungen

YE dz 0 und dz

el -0
Ho Ho dt |,_g dt t=Tp

erfiillt werden. Wie man leicht iiberpriifen kann, folgt daraus unmittelbar

Yo=7%1, 71=0, 72= T2 (25— 24), V3= T3 (25 — 22)
T T
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94 KAPITEL 7. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

bzw.
25(t) = 24 + (25 — 24) (3T2 ZF) (7.20)

Allgemein ergibt sich aus (7.17) und (7.18) fiir eine Strecke der Ordnung n und eine Poly-
nomordnung p = 2n + 1 eine Solltrajektorie

2041

2*(t) =24 + (2 — 23) Z %T“ (7.21)
1=n+1

die Koeflizienten 7, sind in folgender Tabelle fiir n = 1 bis n = 5 angegeben. Fiir n =1
entspricht 2*(¢) dem in (7.20) angegebenen Polynom.

126 —420 540 =315 70
462  —1980 3465 —3080 1386 —252

N Vg1 Tni2 Yotz Vnia Vnts  Vnie

113 -2

2110 —15 6

3135 —84 70 —-20 (7.22)
4

5

Das Stellsignal uy, das bewirkt, dass die Grofle z ihrem Wunschverlauf z* entspricht, kann
mit Hilfe von (7.15) berechnet werden, es gilt
dz* drz*

—_— 2
I + ... 4, o (7.23)

uy = g z* + 1y
Dabei ist natiirlich zu darauf achten, dass beim Arbeitspunktwechsel der zur Verfiigung ste-

hende Stellbereich gut ausgeniitzt wird. Dies kann durch entsprechende Wahl der Transitzeit
Tr erreicht werden.

Der resultierende Regelkreis ist in Bild 7.6 dargestellt. Die eingezeichnete ,Referenzgrofie” r

v(s) g
|P1anungz* ,U(s)}—r><f£> R(s) ?( Uy P(s) —> I»
R

Bild 7.6: Prinzip der flachheitsbasierten Vorsteuerung

ist derjenige Verlauf der Regelgrofle y, der sich fiir z = z* ergibt, d.h.

. dz* dmz*
r(t) = y(O)lcor = po 2" e (7.24)
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7.3. ENTWURF FUR ZUSTANDSREGELUNGEN 95

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

Pls) = =1 _ 1(s)

Cos(s+2)  v(s)
d.h. n = 2. Die Ausgangsgrofie soll in der Transitzeit T = 3 von einem Anfangswert y4 = 0
in einen Endwert yp = 4 gebracht werden. Aus diesen Vorgaben ergibt sich mit (7.21) nach
kurzer Rechnung die Solltrajektorie
60, 24

7)) = -t + =t -

45
27 81 243

Daraus konnen nun mit (7.23) und (7.24) das Steuersignal und die Referenzgrofie fiir den
Regelkreis berechnet werden:

s+ 2
R(s)=—4
(s) s+ 8
wurde so ermittelt, dass die Storiibertragungsfunktion zwei Pole bei s = —2 besitzt. In Bild 7.7

sind Ergebnisse einer numerischen Simulation des Regelkreises abgebildet. Es ist zu erkennen,
dass durch die Vorsteuerung die Regelgrofle wie gewiinscht in der vorgegebenen Zeit T = 3
von y4 = 0 nach yg = 4 gebracht wird. In dieser Phase leistet der Regler keinen sichtbaren
Beitrag up zur Stellgrofle. Erst beim Einwirken einer Storung d ab ¢ > 4 ist ein deutlicher
Reglereingriff ug zu erkennen.

7.3 Entwurf fiir Zustandsregelungen

Analog zu dem oben vorgestellten Verfahren kann auch eine Zustandsregelung um eine modell-
basierte Vorsteuerung ergéinzt werden. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das steuer-

bare Streckenmodell J
d_)t{ = Ax+bu, y=c'x (7.25)
Der relative Grad ¢ gibt an, wie oft y nach der Zeit abgeleitet werden muss, bis eine explizite

Abhéngigkeit von u gegeben ist, d.h.
cb=0, c"’Ab=0, ... ¢c"A?b=0 und cTA"'b#0. (7.26)

Man kann zeigen, dass 0 < 0 < n gilt. Das System (7.25) wird flach genannt, wenn es einen
so genannten flachen Ausgang
z=ATx (7.27)

gibt, der einen relativen Grad n besitzt, d.h.

AMb=0, ATAb=0, ... ATA"?b=0 und A A" 'b=x#0, (7.28)
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96 KAPITEL 7. ENTWURF VON VORSTEUERUNGEN

Bild 7.7: Signalverliufe in einem Regelkreis gemafl Bild 7.6

wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit k = 1 gesetzt werden kann. Aus (7.28) folgt,
dass der gesuchte Vektor AT der Bedingung

A[b Ab ... A"? A"'b]=[00 ... 0 1],

d.h.
ATS,=[00 ... 0 1] (7.29)

geniigen muss, wobei S, die zu (7.25) gehorige Steuerbarkeitsmatrix ist. Da das System (7.25)
steuerbar ist, gilt
Af=[00 ... 0 1]8S.", (7.30)

d.h. AT ist die letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix. Fiir Systeme der Form (7.25)
ist Flachheit somit gleichbedeutend mit Steuerbarkeit.

Fiir die Ableitungen des gefundenen flachen Ausgangs (7.27) erhilt man unter Beriicksichti-
gung von (7.28)

2 n—1
z=ATx, % =z =ATAx, dz _ 5 =ATA% "z =1 _ AT A1y
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7.3. ENTWURF FUR ZUSTANDSREGELUNGEN 97

d.h. _ ; _
z AT
2 ATA
ol =] ATA? | x=Tx (7.31)
Z(n.fl) ATAn—l
Wie aus Abschnitt 5.2.4 bekannt ist, liegt das transformierte System mit den Zustandsgrofien
2, %, ...2 1 in der Regelungsnormalform vor, d.h.
[ ] [0 1 0 0O 17 2 ] [0 ]
z : 1 . z 0
L . 20 +10u (7.32)
at | : -0 . |
: 0 e 1 : 5
| Z(n_l) | L @y —Q1 ... —0np—1 ] L z(n—l) | L 1 |
wobel «ay, . .., o, die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms A(s) der Matrix A sind.

Eine Ruhelage x = xp der Regelstrecke wird in den transformierten Zustandsgréfien durch
z = A'xp, 20 = 0 fiir i > 0 dargestellt. Das bedeutet, dass der Ubergang zwischen den
Ruhelagen x4 und xg durch eine polynomiale Solltrajektorie z* fiir den flachen Ausgang z
beschrieben werden kann, wobei das Polynom den Bedingungen (7.18) und

Z0) =2y =A"x4 und 2(Tp) = 25 = ATxp. (7.33)

geniigen muss. Analog zu den Betrachtungen in den vorigen Abschnitten wird auch hier die
Solltrajektorie (7.21) herangezogen, wobei die Polynomkoeffizienten der in (7.22) angegebenen
Tabelle entnommen werden kénnen.

Diejenige Stellgrofle u = uy, die zum geplanten Verlauf z* der Grofle z fithrt, kann aus der
letzten Differentialgleichung in (7.32) ermittelt werden, d.h.
dz* dvlze dre

pm + .. Fap ) + T bzw.  u,(s) = A(s) 2*(s). (7.34)

UV:(]{OZ*+(]{1

Uber (7.31) konnen die zugehorigen Verliufe des Streckenzustands und der Ausgangsgrofie y
ermittelt werden, es gilt

x=T"[z 2 ... 20D ]" (7.35)

und
y=c'x=c"T'[2z 2 ... z(”_l)}T:GT[z i 2 }T. (7.36)

Man beachte, dass der Vektor ¢’ die Struktur
¢l = [ co ... Cps 0 ... O}

besitzt, wobei aufgrund von (7.4) ¢,_s # 0 gewiihrleistet ist. Der resultierende Regelkreis,
bestehend aus einem Zustandsregler und einer Vorsteuerung ist in Bild 7.8 abgebildet.Man
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Regel- y

strecke

X
kT

EE;%;$[:T%.“[MT

Vorsteuerung Regler

Bild 7.8: Zustandsregelung, ergéinzt um eine Vorsteuerung

beachte, dass die dargestellte Struktur aus dem in Bild 5.2 dargestellten Regelkreis hervorgeht.
Anstelle von ug und x werden die von der Vorsteuerung generierten Groen (7.34) und (7.35)
aufgeschalten. Im Idealfall liefert die Zustandsriickfithrung keinen Beitrag zur Stellgrofe.

Fiir die Regelstrecke zweiter Ordnung
dx 1 2 L 1
a2 4|7 1]
Yy = [ 20 } X

wurde ein Zustandsregler u = —k’x = — [ 1% 7% } x so entworfen, dass die Eigenwerte des
geschlossenen Regelkreises bei s; = s = —2 liegen. Das System befindet sich zunéchst in der
durch x4 = [ -2 1 ]T , ua = 0 charakterisierten Ruhelage und soll innerhalb der Transitzeit

Tr = 2 in die Ruhelage xp = [ 1 —-0.5 }T, ug = 0 iibergefithrt werden. Hierfiir wird die
Zustandsregelung um eine flachheitsbasierte Vorsteuerung ergginzt.

GemiB (7.27) und (7.30) gilt fiir den flachen Ausgang

wobei der Sollverlauf z* unter Beriicksichtigung von (7.33), d.h.
S=X'xy=1 und 2}, =A"xp=-05

gemiB (7.21) ermittelt wird, d.h.

3 ¢ £
2*(t) =24+ (25 — 23) (10— — 15—+ 6—) :
y Ty T

Nach (7.34) errechnet sich die Stellgroflie zu

d?z* _Ldz
dt? dt

uy =
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und fiir die zugehorigen Werte des Streckenzustands gilt gemif (7.35)

A HE IR HE ]

In Bild 7.9 sind die Verldufe der Zustandsgrofien und der Stellgrofie dargestellt. Zum Vergleich
sind auch die entsprechenden Verldufe fiir den Regelkreis ohne Vorsteuerung eingezeichnet.

I I
mit Vorsteuerunng

B ohne Vorsteuerung  H

\ \ \ \ \ \
| | | | | | mit Vorsteuerunng
OF-—<--- N R I P A R T ohne Vorsteuerung
| T T

mit Vorsteuerunng

ohne Vorsteuerung

Bild 7.9: Verldufe von x1, 5 und u in einem Regelkreis mit (blau) und ohne Vorsteuerung.
Man beachte auch, dass der Zusammenhang zwischen den Ruhelagen x4, u4 und xg, ug und
zugehorigen konstanten Werten y4 und yg der Regelgréfie durch die Relationen

Ya = ¢’x4 und Yg = c'xp

und
0=Ax,+buy und 0= Axg+ bug,

gegeben ist. Will man beispielsweise fiir die gegebene Regelstrecke die Ausgangsgrofie y von
ya = 0 nach yg = 5 iiberfithren, so folgt

xA:{g} und uy =0 bzw. xE:{_Qi%} und ug =0
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