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Kapitel 1

Frequenzkennlinien und Ortskurven

1.1 Einfiihrung

Der so genannte Frequenzgang beschreibt den eingeschwungenen Zustand eines linearen, zeit-
invarianten Systems bei harmonischer Erregung. Dabei wird hier vorausgesetzt, dass das be-
trachtete System BIBO-stabil ist, d.h. seine Ubertragungsfunktion G/(s) besitzt ausschlieflich
Pole mit negativem Realteil. Weiters wird vereinfachend vorausgesetzt, dass alle Pole von
G(s) einfach sind, die gefundenen Ergebnisse gelten allerdings auch fiir den allgemeinen Fall
mehrfacher Pole. Als Eingangsgrofie w(t) wird nun die komplexe harmonische Funktion

1
5 — Jw

u(t) = e'o—@ u(s) = (1.1)

gewihlt!. Fiir die zugehorige Ausgangsgrofe y(t) gilt im Bildbereich

Fiir den Koeffizienten ¢y findet man

co = lim (s — jw) y(s) = lim {(5 — jw)G(s) #} = G(jw),

s—jw s—jw
d.h.
_ G(jw Zn i

S—jw = s—pi

IMan beachte, dass es sich hier um ein reines Gedankenexperiment handelt.
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6 KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

Fiir die zugehorige Zeitfunktion gilt nun
y(t) = G(jw) et + Z c; el
i=1
Fiir ,,sehr grofle Werte von ¢”, also im so genannten eingeschwungenen Zustand gilt
y(t) = G(jw) e, (1.2)

d.h. die Ausgangsgrofie entspricht der mit G(jw) gewichteten Eingangsgrofie. Diese komplexe
Funktion ‘ A
G(jw) = |G(jw)| e 2B F0) (1.3)

ist der Frequenzgang des Systems. Salopp formuliert beschreibt er, wie sich im eingeschwun-
genen Zustand die Amplitude und die Phasenlage der harmonischen Eingangsgrofie beim
Durchlaufen des Systems veréindern. Man beachte, dass die Eingangsgrofie (1.1) als Lin-
earkombination einer Sinus- und einer Cosinusfunktion dargestellt werden kann, d.h.

u(t) = /" = coswt + jsinwt.
Nach (1.2) und (1.3) gilt im eingeschwungenen Zustand fiir die zugehorige Ausgangsgrofie
y(t) = |G(jw)| SEF2ECUD = |G(jw)| cos (wt + arg G(jw)) +j [G(jw)| sin (wi + arg G(jw)) .

Aus der Linearitit der Laplace-Transformation und des Systems kann daher unmittelbar gefol-
gert werden, dass im eingeschwungenen Zustand gilt:

u(t) = dcos(wt+ @) =  y(t) =1 |G(jw)]| cos (wt + ¢ + arg G(jw))
u(t) = asin(wt+ @) =  y(t) =1 |G(jw)| sin (wt + ¢ + arg G(jw))

Gegeben sei das System mit der Ubertragungsfunktion

1
s+1°

G(s) =

Fiir eine Eingangsgrofie u(t) = 3sint ergibt sich fiir den Verlauf von y(¢) im eingeschwungenen
Zustand

y(t) ~ 3 |G(j)|sin (t + arg G(j)) = —= sin (t - —) .
[ |

Fiir jeden Wert von w ergibt sich also eine komplexe Zahl G(jw). Die graphische Darstellung
dieser komplexen Zahlen in der komplexen Ebene als Funktion von w wird Frequenzgangs-
Ortskurve oder kurz Ortskurve genannt. In den so genannten Frequenzkennlinien werden
jeweils Betrag und Phase von G(jw) iiber w dargestellt, man spricht in diesem Zusammenhang
auch von den Bode?—Diagrammen.

2benannt nach dem amerikanischen Wissenschaftler Hendrik Wade Bode (1905-1982).
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1.2. FREQUENZKENNLINIEN 7

1.1.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden in aller Kiirze die mathematischen Grundlagen wiederholt, die
zum Zeichnen von Frequenzkennlinien und in weiterer Folge von Ortskurven erforderlich sind.

Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl z kann in der kartesischen Darstellung
z=x+jy mit x,yeR (1.4)
oder als komplexer Zeiger, also in der Polardarstellung
=zl €8 mit |z|=+122+y? und tan(argz) = % (1.5)

angegeben werden. Hierbei ist © = Re {2} der Realteil, y = Im {z} der Imaginérteil, |2| ist der
Betrag und arg z ist die Phase der komplexen Zahl z. Fiir das Produkt bzw. den Quotienten
zweier komplexer Zahlen z; und 2z, gilt nun

Z1R9 = ‘2122| ejarg (2122) = |Zl| ejargzl ‘22‘ ejargZQ = |Zl| |22‘ ej(argzlJrargzz)’ (16)
bzw ‘
A1 — A1 jarg% — M — @ ol(arg z1—arg 22) (1 7)
29 29 |Zg|€‘ﬁ”g22 |22| . .

Rechnen mit Logarithmen

Gegeben seien zwei positive, reelle Zahlen z und y. Berechnet man den (dekadischen) Loga-
rithmus?® des Produktes bzw.des Quotienten der beiden Zahlen, so gilt

lg (zy) =lgx +lgy bzw. lgg =lgz —lgy. (1.8)

Fiir zwei beliebige reelle Zahlen z und y gilt weiters

Iglo|” =y lg|z|. (1.9)

1.2 Frequenzkennlinien

Die Frequenzkennlinien eines Systems mit der Ubertragungsfunktion G/(s) erhiilt man, indem
man Betrag und Phase des Frequenzganges G(jw) jeweils iiber w darstellt. Die Darstellung
von |G (jw)| iiber w bezeichnet man als die Amplitudenkennlinie bzw. als den Amplitudengang.
Ublicherweise wird dabei auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate der Betrag des Frequenzganges in Dezibel (dB), d.h.

|G(w)lap = 201g[G(jw]. (1.10)

3Natiirlich kann auch log;, = anstelle von lgz geschrieben werden.
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8 KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

aufgetragen. In der folgenden Tabelle sind wichtige Betragswerte in dB umgerechnet.

G (jw)] ‘0.01 01 1 10 100 2

IG(jw)l |40 -20 0 20 40 6

Daraus konnen problemlos weitere Werte bestimmt werden, beispielsweise gilt

Vol =

|0'5‘dB

(19) 1

93

dB

(

1 1.8)
‘_ = |1‘dB - ‘2|dB = —6dB.

dB

Die Darstellung von arg G(jw) iiber w wird Phasenkennlinie bzw Phasengang des Systems
genannt. Hierbei wird auf der Abszisse die Kreisfrequenz w mit einer logarithmischen Skala
oder lgw und auf der Ordinate die Phase von G(jw) in Grad oder Radiant dargestellt. Aus den
genannten Griinden spricht man oft auch von den logarithmischen Frequenzkennlinien eines
Systems.

1.2.1 Normierte Darstellung

Der erste Schritt beim héndischen Zeichnen der Frequenzkennlinien ist immer die Normierung
der Ubertragungsfunktion G(s). Es wird dabei - so wie bisher immer - vorausgesetzt, dass
G(s) der Quotient zweier Polynome in s mit reellen Polynomkoeffizienten ist. Eine solche
gebrochen rationale Funktion kann immer in die normierte Darstellung

G(s) = 5_‘{\%

gebracht werden. Hierbei ist die reelle Konstante V' der so genannte Verstdirkungsfaktor des
Systems, A ist eine ganzzahlige Konstante und p(s) bzw. ¢(s) sind Polynome in s, bei denen
die Koeffizienten zu s® auf 1 normiert sind.

mit  p(0) = ¢(0) =1 (1.11)

Gegeben seien die Ubertragungsfunktionen

s+3 s—1
Gls) = — 279 d H(s)=—"2>_
() §3 + 252 4+ 25 b (5) s2—3s+2

Fiir die zugehorigen normierten Darstellungen gilt offensichtlich

3 (1+§) 3 s 2
G(s)=-——— 3 = V=g, A=1Lps)=1+,q(s)=1+s+—+
= st ) 2 p(s) a(s) 5
und
1 (1-y9) 1 52
H = —— V=—-nc \= =1— 1.2 S
) 2(1-3s+%) ~ 2’ 0, p(s) s, q(s) s+
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1.2. FREQUENZKENNLINIEN 9

Man beachte, dass p(s) und ¢(s) reelle Polynomkoeffizienten besitzen und somit rein reelle
und/oder paarweise konjugiert komplexe Nullstellen haben. Aus diesem Grund kénnen beide
Polynome als Produkte von Linearfaktoren (=Polynome ersten Grades mit reellen Koeffizien-
ten zur Beriicksichtigung von reellen Nullstellen) und quadratischen Faktoren (=Polynome
zweiten Grades mit reellen Koeffizienten zur Beriicksichtigung von konjugiert komplexen Null-
stellen) dargestellt werden.

Gegeben seien die beiden (normierten) Polynome

7 5 1
=1— 5 =14 —5— — s3.
p(s) s und  ¢(s) + 13° 135 + = 3
Das Polynom p(s) besitzt offensichtlich zwei rein relle Nullstellen bei s; = +1 und ss = —1

und kann daher als Produkt zweier Linearfaktoren dargestellt werden, d.h.

p(s) = (1+s)(1—s).

Im Gegensatz dazu hat ¢(s) eine reelle Nullstelle s; = —1 sowie ein Paar konjugiert kom-
plexer Nullstellen s;3 = 3 £ j2 und kann somit als Produkt eines Linearfaktors und eines
quadratischen Faktors dargestellt werden, d.h.

1

q(s):(1+s)(1—%8+1—35)

1.2.2 Zerlegung von G(s) in ,elementare Bestandteile”

Fiir den Frequenzgang des Systems mit der Ubertragungsfunktion G(s) in normierter Darstel-
lung (1.11) gilt nun
G(jw) = .V /\M.

(Jw)* q(jw)
Aufgrund der Tatsache, dass der Betrag in dB angegeben wird, gilt nun gemifl (1.8) fiir den
Betrag des Frequenzganges

6o = || =11y = Gy + 10— i)

fiir die Phase gilt geméf (1.6) und (1.7)

arg G(jw) = arg V — arg (jw)* + arg p(jw) — argg(jw).

Zur Ermittlung von |G(jw)|,z bzw. argG(jw) miissen also die Frequenzgiinge der einzelnen
,Bestandteile” von G(jw) ensprechend zusammengesetzt werden. Dabei ist zu beachten, dass
die Polynome p(s) und ¢(s), wie bereits erldutert, in Linearfaktoren und quadratische Faktoren
zerlegt werden koénnen. Somit sind insgesamt vier verschiedene ,elementare Bestandteile” zu
berticksichtigen.
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10 KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

I Proportionalfaktor

Die Ermittlung von Betrag und Phase des Frequenzganges eines Proportionalgliedes
G(s)=V  mit VeR (1.12)
ist sehr geradlinig. Gemé&f (1.10) ergibt sich der Betrag in dB zu
|Gw)lgp = [V]gp =20 1g [V, (1.13)

fiir die Phase des Frequenzganges gilt

0° fir V>0
arg G(jw) = . (1.14)
—180° fir V<0

IT Term der Form <i/\)
s

Der Frequenzgang der Ubertragungsfunktion

1
G(s) = - mit  \...ganzzahlig (1.15)
ist durch
1
Gjw) = —
) (jw)*

gegeben. Fiir den Betrag des Frequenzganges in dB ergibt sich somit

1.5

D _201g |(jw) | "2 —20M1g|(jw)| = —20M1gw.  (1.16)

ll5

6 = 2016 [

Trégt man den Betrag (1.16) iiber lgw auf, so erhélt man eine Gerade, die die 0dB-Linie
bei w = 1 schneidet und eine Steigung von (—20))dB pro Dekade, also pro Frequenz-
Verzehnfachung besitzt. In Bild 1.1 sind Betragskennlinien fiir verschiedene Werte von A
dargestellt, wobei die Steigungen der Geraden zusétzlich angegeben sind.

Fiir die Phase des Frequenzganges gilt

arg G(jw) = arg L0 —Aarg (jw) = —A-90°, (1.17)

1
(Jw)
d.h. die Phase besitzt einen frequenzunabhingigen, konstanten Wert, was auch Bild 1.1 zu
entnehmen ist.

-
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1.2. FREQUENZKENNLINIEN 11
W T 1 r-orrrar T T T
‘ A=42 0 00 l =2
go— T~
,S | | | [ | | | | | [
S Y e TSy e SR R
‘3 +20dB/dek | ‘ T ‘ ‘ —__-20dB/dek
B =" R E R e e R e Ry o e s R
T40dB/Adek! 11110 | | -40dB/dek T~
_40 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1
180 I I I I | I I | I I I I ||
l A==2 l I A
= 9 1 S S N N 1 N R
‘o l A==l l I A
B
a l L l A=tl
-90 ] ] ] ] ] ] [ ] ] ] ] ] ] [
b LU L e [
10" 10° 10'
®
. . 1
Bild 1.1: Frequenzkennlinien von — fir A= -2, -1, +1, 42
s
III Linearfaktor
Der Frequenzgang eines Linearfaktors der Form
Gs)=1+-2 mit w,eR (1.18)
Wi
ist gegeben durch
. LW
Gjw)=14+j—. (1.19)
Wi

Hierbei ist wy ein konstanter, reeller Parameter.

Betrag des Frequenzganges

siehe hierzu auch Bild 1.2, wo wy = 1 gesetzt wurde.

Mit (1.5) und (1.10) findet man fiir den

0 fiir w < |wg|

201gv2 ~ 3 fiir w = |wy|

201g 27 = 201gw — 201g |wy| fir w > [wgl

\

(1.20)
Hiufig - vor allem aber beim h#ndis-

chen Zeichnen der Frequenzkennlinien - wird vereinfachend der asymptotische Verlauf des
Amplitudenganges dargestellt. Dabei wird der Betrag fiir w < |wy| gleich 0dB gesetzt, ab
w = |wy| entspricht die Betragskennlinie einer Gerade mit einer Steigung von 20 dB pro Dekade.
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12 KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

Dadurch ensteht bei w = |wg| ein Knick in der Betragskennlinie, weshalb man wy auch Knick-
frequenz nennt. In Bild 1.2 ist der asymptotische Verlauf des Amplitudenganges rot strichliert
dargestellt. Man erkennt, dass man bei der asymptotischen Darstellung des Betrages an der
Stelle w = |wy| einen Fehler von 3 dB in Kauf nehmen muss.

Fiir den Verlauf der Phasenkennlinie ist, im Gegensatz zur Betragskennlinie, das Vorzeichen
von wy, zu berticksichtigen, geméf (1.5) gilt nédmlich

arg G(jw) = arctan ul

Wi
Daraus folgt unmittelbar
(
0° fiir w < |wg|
arg G(jw) = ¢ 45° sgn wy, fiir w = |wi| - (1.21)
90° sgn wy, fiir w > |wg|

\

Der exakte Verlauf der Phasenkennlinie ist in Bild 1.2 fiir wy = 1 dargestellt. Man beachte,
dass es auch die Moglichkeit gibt einen linear interpolierten Verlauf der Phasenkennlinie zu
zeichnen. Hierbei wird fiir w < 15 |wy| die Phase gleich 0° gesetzt fiir w > 10 |wy| wird die
Phase gleich 90° sgn wy, gesetzt. Im Bereich zwischen w = |wk| und w = 10 |wy| wird die
Phase linear interpoliert, der entsprechende Verlauf ist in Bild 1.2 rot strichliert dargestellt. Im
Gegensatz zur asymptotischen Darstellung des Betragsganges wird die interpolierte Darstel-
lung des Phasenganges allerdings nur eher selten angewandt.

Bei einem Linearfaktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion éndern sich gemif (1.8) die
Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.

IV Quadratischer Faktor

Der Frequenzgang eines quadratischen Faktors

2
G(s) =14+2c— + (—) mit wp,s €ER und 0<¢<1 (1.22)

ist gegeben durch

W
+ 7 2¢—. (1.23)
w
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1.2. FREQUENZKENNLINIEN 13
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Phase in °

Bild 1.2: Frequenzkennlinien eines Linearfaktors <1 + i) mit der Knickfrequenz wy = 1.
Wi

Fiir den Betrag des Frequenzganges gilt somit

oA\ w >
G(j = 920lg,|[1- (< P R
Gl = 2018 [ (2) ] +(22)
(
0 fiir w < |wg|
= 201g 2¢ fir w = |wy| (1.24)
2
201g(wik> =40lgw — 401g |wy| fiir w > |wy|
\

d.h. in der asymptotischen Darstellung betrigt der Betrag fiir ,niedrige” Frequenzen 0dB,
fiir ,,hohe” Frequenzen nimmt der Betrag um 40 dB pro Dekade zu. Der Wert des Betrages an
der Stelle w = |wy| héngt offensichtlich vom Wert des Parameters ¢ ab, siehe auch Bild 1.3,
wo die Betragskennlinie fiir verschiedene Werte von ¢ dargestellt ist.

Fiir die Phase des Frequenzganges (1.23) ist nicht nur das Vorzeichen von wy, sondern auch
der Wert des Parameters ¢ von entscheidender Bedeutung. Analog zum Linearfaktor gilt fiir
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14 KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

die Phase )
0° fir w < |wy|
arg G(jw) = < 90° sgn wy fir w = |wy| . (1.25)
180° sgn wy, fir w > |wyl
\

Wie man Bild 1.3 entnehmen kann, ergibt sich fiir kleine Werte von ¢ ein ,schérferer” Ubergang
der Phase von 0° zu 180° sgn wy,, fiir ¢ = 0 ergibt sich ein Phasensprung an der Stelle w = |wy].

60

S
(=]

Betrag in dB

(=]

)
S

180

Phase in °

2
Bild 1.3: Frequenzkennlinien eines quadratischen Faktors (1 + 2§i + 8—2) fur ¢ = 0.1, 0.5,

Wi Wy,
0.7,09 und w; =1

Bei einem quadratischen Faktor im Nenner einer Ubertragungsfunktion indern sich gem:f
(1.8) natiirlich die Vorzeichen von Betrags- und Phasenkennlinie.

Vorgangsweise beim Zeichnen der (asymptotischen) Frequenzkennlinien

e Normierung von G(s).

e Einzeichnen der Betrags- und Phasenkennlinie von —..
s

e Aufspaltung von p(s) und ¢(s) in Linearfaktoren und/oder quadratische Faktoren.
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1.3. FREQUENZGANGS-ORTSKURVE 15

e Die Betragsgiinge der zu p(s) gehorigen Linearfaktoren ”knicken” bei der Knickfrequenz
|wi| um +20 dB/Dekade nach ,,oben” | Linearfaktoren von ¢(s) nach ,unten”. Ausgehend
von 0° fiir w < |wy| strebt die Phase von zu p(s) gehorigen Linearfaktoren fiir w > |wy|
zum Wert 90°-sgnwy, an der Stelle w = |wy| lautet die Phase 45°-sgn wy. Linearfaktoren
von ¢(s) sind analog, allerdings mit umgekehrten Vorzeichen zu beriicksichtigen.

e Quadratische Faktoren sind analog zu den Linearfaktoren zu beriicksichtigen, die Stei-
gung betrigt jedoch 40 dB/Dekade und die Phase strebt zum Wert 180°-sgn wy,, an der
Stelle w = |wy| lautet die Phase 90°-sgn wy.

e Betrags- und Phasenkennlinien der einzelnen ,Bestandteile” von G(s) werden additiv
zusammengefiigt.

e Die Betragskennlinie ist um den Wert |V, zu verschieben. Bei negativem V ist die
Phasenkennlinie ebenfalls zu verschieben bzw. die Beschriftung anzupassen.

Die oben beschriebene Prozedur kann etwas vereinfacht werden, indem man im Betragsgang
zunéichst bei w = 1 den Wert |V, einzeichnet und mit derjenigen Asymptote ,anvisiert”,
die fir w — 0 die Betragskennlinie von G(s) dominiert’. Dadurch kann man die sonst er-
forderliche Verschiebung der Betragskennlinien (siehe letzter Punkt oben) um |V|,; umgehen.
Die Phasenkennlinie kann man prinzipiell mit einem so genannten Phasenlineal auch hiindisch
sehr genau ermitteln.

Es sollen die zur Ubertragungsfunktion

s+1

9= Grm

gehorigen Frequenzkennlinien gezeichnet werden. Hierzu wird G(s) zunéchst in die normierte
Form gebracht, d.h.
1 (1
G(s) = _%_
10s (14 2)
1
Das bedeutet, dass der Verstiarkungsfaktor V', ein Term der Form — und zwei Linearfaktoren zu

s
berticksichtigen sind. Die entsprechenden Betrags- und Phasenkennlinien sind in den Bildern
1.4 und 1.5 dargestellt.

1.3 Frequenzgangs-Ortskurve

Die Frequenzgangs-Ortskurve oder kurz Ortskurve eines Systems mit der Ubertragungsfunk-
tion G(s) ist die graphische Darstellung des Frequenzganges G(jw) in der komplexen Ebene.

4Man beachte, dass w = 0 aufgrund der logarithmischen Skalierung der Frequenz nicht dargestellt werden
kann.
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KAPITEL 1. FREQUENZKENNLINIEN UND ORTSKURVEN

[

s+1

s(s + 10)

1—jw

1+ w?

1
Jw+1

Bild 1.4: Betragskennlinie von G(s)

16
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|

L

|

|

1
(=] (=]
— [\l

gp w Senag

40 -~
Fiir einfache Ubertragungsfunktionen kann der Verlauf der Ortskurve direkt aus G (jw) ermit-

telt werden.
gezeichnet werden. Hierzu wird zunéchst der Frequenzgang

Es soll die Ortskurve zur Ubertragungsfunktion

G(jw) =

0 fiir w— oo,

G(jw)
d.h. die Ortskurve beginnt fiir w = 0 bei 1 und endet fiir w — oo im Koordinatenursprung.

und

1

G(50)

angeschrieben, offensichtlich gilt

Der

so erhilt man

1
1
2

Das bedeutet, dass die Ortskurve dem in Bild 1.6 dargestellten Halbkreis entspricht.

eingezeichnete Pfeil zeigt dabei in Richtung wachsender Werte von w.

Berechnet man nun den Abstand der Ortskurve zum Punkt

Ty,

A fiir Regelungs”
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s+1
s(s + 10)
—arg G ( jw)
)
tisiarungstechn_:i._k ﬂ.‘; -

| Institut fiir Regelungs~
und Automa
L—

arg G(—jw)
Wie man aus den in Bild 1.7, links dargestellten

und

Bild 1.5: Phasenkennlinie von G(s) =
Spiegelung an der reellen Achse hervorgeht.

|G(—jw)| = |G(jw)]
der Teil der Ortskurve fiir —oo < w < 0 aus dem Teil der Ortskurve fiir 0 < w < oo durch

Man beachte, dass die Ortskurve manchmal fiir —oco < w < oo, also auch fiir negative Werte
Frequenzkennlinien erkennt, betriigt die Phase von G(jw) fiir sehr kleine Frequenzwerte —90°,

ab und zeichnet die entsprechenden komplexen Zeiger in die komplexe Ebene ein. Daraus
von w gezeichnet wird. Dabei ist zu beachten, dass aufgrund von

interessante Frequenzwerte Betrag und Phase des Frequenzganges aus den Frequenzkennlinien
ergibt sich eine Approximation des Ortskurvenverlaufes.

Bei ,komplizierteren” Ubertragungsfunktionen werden iiblicherweise zuniichst die Frequenz-
kennlinien des Systems gezeichnet und daraus die Ortskurve skizziert. Hierzu liest man fiir

Es soll die zur Ubertragungsfunktion
gehorige Ortskurve gezeichnet werden.
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und arg G(jw) = —135°. Mit diesen Informationen kann

1
V2

man die gesuchte Ortskurve skizzieren, sie ist in Bild 1.7, rechts dargestellt.

~3, dh. |G(jw)]

Frequenzen wird der Betrag immer kleiner und die Phase strebt gegen —180°, bei w = 1 betrigt

der zugehorige Betrag ist sehr groff und geht fiir w = 0 gegen Unendlich. Mit wachsenden
|G(jw)lap

gp w Senog

) und zugehorige Ortskurve

1

S

(

S

Bild 1.7: Frequenzkennlinien zu G(s) =
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Kapitel 2

Nyquist-Kriterium

2.1 Einfiihrung

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist der in Bild 2.1 dargestellte Standardregelkreis. Will man
die Fiihrungsiibertragungsfunktion

R(s)P(s)

T T ROPE)

(2.1)

des Regelkreises hinsichtlich ihrer BIBO-Stabilitéit untersuchen, so ist zu iiberpriifen, ob das
Nennerpolynom von 7'(s) ein Hurwitzpolynom ist. Zur Kontrolle, ob alle Nullstellen des

r e

H?ﬂ R(s)

Bild 2.1: Standardregelkreis

“of P(s) [ >

Nennerpolynoms von T'(s) in der linken, offenen komplexen Ebene liegen, gibt es natiirlich
mehrere Moglichkeiten. Die naheliegendste Moglichkeit besteht darin, die Pole von T'(s) ex-
plizit zu berechnen, was meistens nur auf numerischem Weg moglich ist. Dieser Zugang zur
Beantwortung des Stabilitédtsproblems scheitert allerdings meistens, wenn die Koeffizienten
des Nennerpolynoms von 7'(s) beispielsweise Funktionen von vorgebbaren Reglerparametern
sind. In diesem Fall kénnen Stabilitdtskriterien, wie z.B. das Routh-Schema oder das Hurwitz-
Kriterium angewandt werden, eine explizite Ermittlung der Polstellen ist dort nicht erforder-
lich.

Im Gegensatz zu den genannten numerischen Kriterien ist das Nyquist-Kriterium! ein gra-

phisches Stabilitdtskriterium, bei dem aus dem Verlauf der Ortskurve des offenen Kreises,

also
L(jw) = R(jw)P(jw) (2.2)

'benannt nach dem in Schweden geborenen, amerikanischen Physiker Harry Nyquist (1889 - 1976)

19
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20 KAPITEL 2. NYQUIST-KRITERIUM

auf die Stabilitit des geschlossenen Kreises geschlossen werden kann. Ein wesentlicher Vorzug
des Nyquist-Kriteriums besteht darin, dass neben dem Verlauf der Ortskurve L(jw), z.B. in
Form von Messwerten, nur wenige Informationen iiber die Ubertragungsfunktion L(s) benotigt
werden.

Man beachte, dass der deutsche Elektrotechniker Felix Strecker (1892-1951) bereits 1930,
also 2(!) Jahre vor Harry Nyquist, ein #hnliches Stabilitétskriterium vorgeschlagen hat.
Aus diesem Grund findet man in einigen deutschen Literaturstellen auch die Bezeichnung
Strecker-Nyquist-Kriterium, siehe z.B. [7].

Fiir die Herleitung des Kriteriums wird der im néchsten Abschnitt erlduterte Begriff der steti-
gen Winkelédnderung einer Ortskurve benétigt.

2.2 Stetige Winkelidnderung einer Ortskurve

Zuniichst wird vereinfachend die zur Ubertragungsfunktion

F(s)=s—p8 mit peC (2.3)

gehorige Ortskurve genauer untersucht. Hierfiir wird der Frequenzgang
Fjw) = jw—p

in der komplexen Ebene dargestellt, wobei der Frequenzparameter w hier ausnahmsweise Werte
von —oo bis +o0o durchlduft. Aus der resultierenden Ortskurve wird nun die so genannte stetige
Winkeldnderung von F'(jw), also

+o0 +0o0
Aarg F(jw) = Aarg(jw—p)

ermittelt. Darunter versteht man die Anderung der Phasenlage des komplexen Zeigers F(jw),
wenn w Werte von —oo bis 400 durchléuft. Phasenspriinge, also Unstetigkeiten im Phasen-
verlauf, werden nicht mitgezihlt. In Bild 2.2 ist die Ortskurve F'(jw) graphisch dargestellt,
wobei die drei Fille Re 3 < 0, Re = 0 und Re 8 > 0 unterschieden werden. Weiters ist der
komplexe Zeiger F'(jw,) eingezeichnet, wobei w, ein beliebiger Frequenzwert ist. Man kann
leicht erkennen, dass fiir die stetige Winkelénderung von F'(jw) gilt:

—T fir Re >0

+o00 +oo

Aarg F(jw) = Aarg (jw— ) = 0 fir Ref =0 (2.4)
+7 fir Re <0

-
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2.2. STETIGE WINKELANDERUNG EINER ORTSKURVE 21

Im Im
A
w=a, F(lw) =@,
o - F .
>0 (j@)
220 0 » Re 0 Re
—ﬂ w=0
7ﬂ =0 w<0
w<0 A
F(jo) F(jo)
Ref>0 Ref=0

Bild 2.2: Zur Bestimmung der stetigen Winkelénderung von F(jw) = jw — 3

Diese Erkenntnisse konnen nun sehr geradlinig auf eine (teilerfremde, also gekiirzte) Ubertra-
gungsfunktion der Form

=
[hemb
=
|
o

—
2
|
2

s
Il
—

F(s) = mit KeR, « §,€C (2.5)

iibertragen werden. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Ubertragungsfunktion m; Nullstellen
mit negativem Realteil, m, Nullstellen mit verschwindendem Realteil und m, Nullstellen mit
positivem Realteil besitzt, d.h.

m = my + mg + m,. (2.6)

Analoges gilt fiir die n Pole von F'(s), d.h.
n=mn;+n,+n,. (2.7)

Weiters wird wieder vorausgesetzt, dass Nullstellen bzw. Pole reell und/oder paarweise kon-
jugiert komplex auftreten. Fiir die Phase des zugehorigen Frequenzganges

1 (w5,
F(jw) = K 5=
1;11 (Jw — ay)

gilt bekanntlich

arg F(juw) = arg K + Y arg (joo— B;) = Y arg (juw - a)

1=1

und in weiterer Folge auch

+oo +o0 m +oo n +o0
Aarg F(jw) = Aarg K + Zéarg (jw—p5;) — Zéarg (jw —ay) .
i=1 i=

- |
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22 KAPITEL 2. NYQUIST-KRITERIUM

Mit (2.4) kann nun unmittelbar
+o00 .
AargF(]w) =0+my-0+mym—m,m™—ng-0—mym+n,m

gefolgert werden. Eliminiert man nun mittels (2.6) und (2.7) m; und n;, so findet man nach
kurzer Rechnung

+oo
Aarg F(jw) = (m—n) ™ — (mq +2m,) 7+ (ng + 2n,) T (2.8)

Dariiber hinaus kann man die Tatsache ausniitzen, dass der ,negative Ast” der Ortskurve
F(jw) (d.h. fiir negative Werte von w) aus dem ,,positiven Ast” von F'(jw) durch Spiegelung
an der reellen Achse hervorgeht. Daraus folgt unmittelbar, dass die stetige Winkeldnderung
von F(jw), wenn w (nichtnegative) Werte von 0 bis +oo durchliuft genau die Hilfte von

“+o00
A arg F'(jw) betrégt, d.h.

+o00 +00
Aarg F(jw) = % arg F'(jw) = 1 A \ arg F(jw). (2.9)

Damit gilt aber auch

Aarg F(jw) = (m —n) g — (mg + 2m,,) g + (ng + 2n,) g

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

s24+0.1s+1
s3 —s

F(s) =

mit den Nullstellen und Polen
5172 =—0.05£709987, a1 =0, as =+1, ag=—1,

d.h. m =2, n = 3 sowie m, = m, = 0 und n, = n, = 1. Gemaf (2.10) gilt fiir die stetige
Winkeldnderung

Aarg F(jw) = (2 — 3)——(O+O) (1+2)g:

2.3 Formulierung des Nyquist-Kriteriums

Wie bereits in der Einfithrung angedeutet wurde, wird beim Nyquist-Kriterium mit der Orts-
kurve des offenen Kreises operiert. Die Ubertragungsfunktion L(s) = R(s)P(s) des offenen
Kreises ist der Quotient der teilerfremden Polynome p(s) und v(s), d.h.

L(s) = % (2.11)

-
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2.3. FORMULIERUNG DES NYQUIST-KRITERIUMS 23

wobei vorausgesetzt wird, dass L(s) eine realisierbare Ubertragungsfunktion ist, d.h.
Grad pu(s) < Gradv(s). (2.12)
Zur Uberpriifung der Stabilitiit des geschlossenen Kreises muss das Nennerpolynom von

L
SR O B
1+ L(s)  pls)+v(s)
untersucht werden. Der geschlossene Kreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn das Polynom
u(s) + v(s) ein Hurwitzpolynom ist. Man beachte, dass die Ubertragungsfunktion

pu(s) +v(s)
v(s)
das zu untersuchende Polynom als Z#hlerpolynom besitzt, d.h. der geschlossene Regelkreis ist

genau dann BIBO-stabil, wenn das Zdhlerpolynom von F(s) ein Hurwitzpolynom ist. Wegen
(2.12) und (2.13) gilt sicher

F(s) =1+ L(s) = (2.13)

m =n,
und aus (2.10) folgt nun unmittelbar
Aarg F(jw) = Aarg {1+ L(jw)} = —(m, + 2m,) g + (ng + 2n,) g

Der geschlossene Regelkreis ist genau dann BIBO-stabil, wenn m, = m, = 0 gilt, d.h. wenn
die Bedingung (Nyquist-Kriterium)

Aarg {1+ L(jw)} = (ng + 2n,) (2.14)

o3

erfiillt ist.

Das bedeutet, dass T'(s) dann, und nur dann BIBO-stabil ist, wenn die stetige Winkeléinderung
der Ortskurve {1+ L(jw)} dem (nichtnegativen) Ausdruck auf der rechten Seite von (2.14)
entspricht. Es ist also die stetige Winkeldinderung des komplexen Zeigers {1+ L(jw)} zu
untersuchen. Diesen Zeiger erhilt man auch, wenn man den Punkt (—1) mit L(jw) verbindet,
eine Verschiebung der Ortskurve L(jw) nach ,rechts” ist somit nicht erforderlich, siehe hierzu
auch Bild 2.3. Man beachte auch, dass aufgrund von (2.13) die Polstellen von F(s) identisch
sind mit den Polstellen von L(s), d.h. die nichtnegativen ganzen Zahlen n, bzw. n, geben an,
wieviele Pole des offenen Kreises auf bzw. rechts der imagindren Achse liegen.

Gegeben sei ein Standardregelkreis mit
K
L pu—
(s) s(s+1)

d.h. n, =1 und n, = 0. Es soll mit Hilfe des Nyquist-Kriteriums derjenige Wertebereich von
K ermittelt werden, fiir den der geschlossene Regelkreis BIBO-stabil ist, d.h. gemif (2.14)
muss fiir die stetige Winkeléinderung von {1 4+ L(jw)} die Bedingung

wobei K € R,

Aarg {1+ L(jw)} < g
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24 KAPITEL 2. NYQUIST-KRITERIUM

1+ L(jow)

Bild 2.3: Zur Bildung des komplexen Zeigers 1 + L(jw)

gelten. Zunéchst wird die in Bild 2.4, links dargestellte Ortskurve L(jw) fiir K = 1 skizziert,
Details dazu findet man im Kapitel iiber Ortskurven. Unter Annahme positiver Werte fiir
K bewirkt eine Variation von K eine Skalierung der Ortskurve, d.h. die Form der Ortskurve
bleibt gleich, die Ortskurve wird aber fiir K > 1 ,aufgeblasen” und fiir K < 1 ,,geschrumpft”.
Offensichtlich gilt fiir beliebige positive Werte von K tatséichlich

Im Im

A A

-1

1+ L(jo)

L(jw)

L(‘]w) 1+ L(jow)

Re

Bild 2.4: Ortskurven von L(s) =
Bild)

fir K = +1 (linkes Bild) und K = —1 (rechtes
s(s+1)

Aarg {1+ L(jw)} = g

d.h. das Nyquist-Kriterium ist erfiillt. Fiir negative Werte von K &ndert sich die Phase von

L(jw) um 180°, die entsprechende Ortskurve fiir X' = —1 ist in Bild 2.4, rechts dargestellt.
Fiir beliebige negative Werte von K kann nun die stetige Winkelénderung

Aarg {1+ L(jw)} = =3,

abgelesen werden, d.h. das Nyquist-Kriterium ist nicht erfiillt. Der zulissige Wertebereich fiir
den reellen Parameter K lautet somit

0< K < o0.

- |
| znses U |
e s e -ulh;

t fir
I' In-‘;t;il: t:.s.i.arungstechm.k
un —

|



2.4. VEREINFACHTES SCHNITTPUNKTKRITERIUM 25

Dieses Ergebnis kann auch analytisch bestétigt werden. Fiir den geschlossenen Regelkreis gilt
L(s) K

1+L(s) s2+s+K’

d.h. das Nennerpolynom ist genau fiir den oben angegebenen Wertebereich von K ein Hur-

witzpolynom.

T(s)=

2.4 Vereinfachtes Schnittpunktkriterium

Das Nyquist-Kriterium (2.14) wird besonders einfach, wenn die (realisierbare) Ubertragungs-
funktion L(s) vom so genannten einfachen Typ ist, d.h.

1. Der Verstirkungsfaktor V' des offenen Kreises ist positiv.

2. Alle Pole von L(s) haben einen negativen Realteil bis auf moglicherweise einen Pol bei
s =0.

3. Die Betragskennlinie von L(jw) besitzt genau einen Schnittpunkt mit der 0 dB Linie und
verlduft fiir w — oo unter dieser.

Ist L(s) vom einfachen Typ, dann gilt auf jeden Fall n,, = 0 und n, = 0 bzw. n, = 1, d.h. aus
(2.14) folgt

0 wenn L(s) keinen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 0)
Aarg {1+ L(jw)} =
wenn L(s) einen Pol bei s = 0 besitzt (n, = 1)

MJE]

Dies bedeutet, dass die Phase von L(jw) fiir diejenige (eindeutige, s.0.) Frequenz w., bei der
L(jw) den Einheitskreis schneidet, grofler sein muss als —180°, d.h.

arg L(jw.) > —180°. (2.15)

Zur endgiiltigen, prignanten Formulierung dieses so genannnten vereinfachten Schnittpunkt-
kriteriums ist die Einfithrung der Begriffe ,,Durchtrittsfrequenz” und ,,Phasenreserve” erforder-
lich.

2.4.1 Durchtrittsfrequenz

Die Durchtrittsfrequenz w, ist diejenige Kreisfrequenz?, bei der die Ortskurve L(jw) des offenen
Kreises den Einheitskreis schneidet, bzw. bei der die Betragskennlinie | L(jw)]| ;5 die 0 dB Linie
schneidet, d.h.

|L(jwe)| =1 bzw. |L(jwe)lqp = 0. (2.16)

Die Durchtrittsfrequenz ist in Bild 2.5 im oberen Diagramm beim Schnittpunkt der Be-
tragskennlinie mit der 0 dB Linie eingezeichnet, in Bild 2.6 schneidet die Ortskurve L(jw)
den Einheitskreis (EHK) fiir den Frequenzparameter w = w,.

’Die Bezeichnung w,. ist auf die englische Ubersetzung ,crossover-frequency” zurtick zu fithren.
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26 KAPITEL 2. NYQUIST-KRITERIUM

50 ————— — —

Betrag in dB

S0

-100

Phase in °

Bild 2.5: Tllustration von Durchtrittsfrequenz und Phasenreserve im Bode-Diagramm

2.4.2 Phasenreserve und Amplitudenrand

Die Phasenreserve ¢, ist der ,Abstand” der Phasenkennlinie von L(jw) an der Stelle w = w,
u (—180°), d.h.
¢, = arg L(jw.) + 180°. (2.17)

In den Bildern 2.5 und 2.6 ist die Phasenreserve in den Frequenzkennlinien bzw. in der
Ortskurve des offenen Kreises dargestellt.

Bezeichnet man mit w™ diejenige Frequenz, bei der L(jw™) = —180° gilt, so gilt fiir den so
genannten Amplitudenrand
1
A= — (2.18)
| L(jw™)]

Aus der in Bild 2.6 dargestellten Ortskurve ist der Amplitudenrand leicht ablesbar, bei den
in Bild 2.5 dargestellten Frequenzkennlinien gilt A, — oo, da die Phasenkennlinie den Wert
—180° fiir endliche Werte von w nicht erreicht.

2.4.3 Formulierung des vereinfachten Schnittpunktkriteriums

Fasst man die Erkenntnisse und Begriffe der letzten Abschnitte zusammmen, so kann das
vereinfachte Schnittpunktkriterium folgendermafien formuliert werden:

Ist der offene Kreis L(s) vom einfachen Typ, so ist der geschlossene Regekreis genau dann
BIBO-stabil, wenn die Phasenreserve (2.17) positiv ist.

Aus dem vereinfachten Schnittpunktkriterium folgen anschauliche Interpretationen fiir ¢, und
A,.. Die Phasenreserve ¢, gibt den ,Spielraum” an, in dem sich die Phase des offenen Kreises
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Bild 2.6: Zur Erléuterung von Durchtrittsfrequenz, Phasenreserve und Amplitudenrand
an der Stelle w, verdndern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird. Der Am-
plitudenrand A, hingegen kennzeichnet den ,Spielraum

in dem sich der Betrag des offenen
Kreises an der Stelle w™ #ndern darf, ohne dass der geschlossene Regelkreis instabil wird
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Kapitel 3

Frequenzkennlinien - Verfahren

Der Entwurf von Regelgesetzen mit Hilfe von Frequenzkennlinien gehort zu den klassischen

Verfahren der Regelungstechnik. Der Ausgangspunkt der Betrachtungen ist der in Bild 3.1

dargestellte Standardregelkreis, wobei P(s) die gegebene Ubertragungsfunktion der Regel-
r e

g
H?H R(s) [ P(s) >0 1>

Bild 3.1: Standardregelkreis

strecke ist und R(s) die gesuchte Regleriibertragungsfunktion reprisentiert. Diese muss so
bestimmt werden, dass Fithrungs- und Stérverhalten, ausgedriickt durch die Ubertragungs-
funktionen

R(s)P(s) 1

r—y: T(s)=

so beeinflusst werden, dass vorgegebene Spezifikationen moglichst gut erfiillt werden. Aus (3.1)
geht hervor, dass die Auswirkungen von Modifikationen des Reglers R(s) auf die Ubertragungs-
funktionen 7'(s) und S(s) im Allgemeinen nur sehr schwer abzuschéitzen sind. Dies erschwert
die systematische Vorgangsweise bei der Bestimmung des Regelgesetzes. Erfreulicherweise
konnen gewisse Spezifikationen, die der geschlossene Regelkreis erfiillen muss - wenigstens
niherungsweise - in entsprechende Bedingungen fiir den offenen Kreis

L(s) = R(s) P(s) (3.2)

iibersetzt werden. Wie sich zeigen wird, ergeben sich aus den Vorgaben fiir den geschlossenen
Kreis 1m Zeitbereich mittels einfacher Relationen Vorgaben fiir den offenen Kreis im Fre-
quenzbereich. Der Regler R(s) wird also dazu verwendet, den Frequenzgang L(jw) des offenen
Kreises entsprechend zu ,formen”, oft wird dafiir der Begriff ,loop shaping” verwendet.
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30 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

In weiterer Folge wird davon ausgegangen, dass die Ubertragungsfunktion des offenen
Regelkreises L(s) vom einfachen Typ ist, d.h. das vereinfachte Schnittpunktkriterium kann
eingesetzt werden.

3.1 Allgemeine Uberlegungen zum Reglerentwurf
Wie man aus (3.1) leicht erkennen kann, gilt
S(s) +T(s) = 1, (3.3)

d.h. in einem Standardregelkreis ergibt die Summe aus Fiihrungsiibertragungsfunktion und
Storiibertragungsfunktion immer den Wert 1. Daraus folgt unmittelbar, dass in einem (unre-
alistischen) Regelkreis mit idealem Fiihrungsverhalten, d.h. T'(s) = 1, ganz automatisch auch
S(s) = 0 gilt und der Regelkreis somit auch ideales Storverhalten aufweist. In einem realen
Regelkreis ist T'(s) = 1 aufgrund diverser Einschrinkungen (siehe weiter unten) tiberhaupt
nicht erzielbar und, wie sich zeigen wird, auch gar nicht erwiinscht. Der Grund hierfiir sind
bisher unberiicksichtigte Storeinfliisse, wie z.B. das in Bild 3.2 eingezeichnete Messrauschen
n(t). Wie man leicht iiberpriifen kann, gilt

r e fKS) . y

H?ﬂ R(s)
n

Bild 3.2: Standardregelkreis

, _ —R(s)P(s) _
n—y: N(s)= T3 R(s)P(s) —T(s),

d.h. das Messrauschen wird fiir 7'(s) = 1 in keinster Weise unterdriickt. In den meisten
praktischen Anwendungen sind r, d und n in verschiedenen Frequenzbereichen wirksam. Ver-
glichen mit r und d ist n iiblicherweise ein hochfrequentes Signal. Die daraus resultierenden
geforderten Eigenschaften der Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) kénnen somit besonders
geradlinig mittels des Frequenzganges T'(jw) angegeben werden, es muss gelten:

|T(jw)| ~1  im ,niederfrequenten Bereich”
(3.4)
|T(jw)| <1  im ,hochfrequenten Bereich”

Diese Erkenntnisse sind in Bild 3.3 graphisch zusammengefasst. Fiir ,niedrige” Frequenzen
soll der Betrag von T'(jw) moglichst lings der 0d B—Linie verlaufen, fiir ,hohe” Frequenzen
moglichst weit unter der 0dB—Linie.
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3.1. ALLGEMEINE UBERLEGUNGEN ZUM REGLERENTWURF 31

dB’ dB

T(jow)

nach oben

nach unten

Bild 3.3: Typische Verldufe von |T'(jw)| und |L(jw)]

Mit Hilfe der bekannten Relation

__L(s)
T(s) = m,

| L(jw)]

dh. TG = TG

(3.5)
kann der wiinschenswerte Verlauf von |7'(jw)| leicht auf den offenen Kreis umgerechnet werden,
es gilt

T(jw)| ~ 1 & |L(w)| > 1,
(3.6)
T(w) <1 & [L(w)| = T (jw)| < 1.

D.h. bei niedrigen Frequenzen muss |L(jw)| moglichst weit tiber der 0d B—Linie verlaufen, bei
hohen Frequenzen moglichst weit unter der 0d B—Linie, siehe Bild 3.3.

Von besonderer Bedeutung fiir das Verhalten des Regelkreises ist der Frequenzbereich nahe
der Durchtrittsfrequenz w,, die bekanntlich durch |L(jw.)| = 1 charakterisiert ist. Aus Bild
3.3 kann gefolgert werden, dass die Durchtrittsfrequenz w. ungefihr der Bandbreite wg des
geschlossenen Kreises entspricht. Diese ist defininiert durch
1
T(jws)lap 3 bzw.  [T(jwp)| v2

Wie leicht einzusehen ist, bedeutet eine grofle Bandbreite, dass der geschlossene Regelkreis
auf schnelle Anderungen der Eingangsgrofien ohne nenneswerte Verzogerung reagieren kann.
Somit stellen wp bzw. w. ein Maf} fiir die ,Reaktionsfreudigkeit” des Regelkreises dar. Die
Phasenreserve ¢, gibt den ,Abstand” der Phasenkennlinie des offenen Kreises an der Stelle
w = w, zu —180° an. Bei kleiner Phasenreserve ist der geschlossene Regelkreis nahe an der
Stabilitéitsgrenze, was sich durch eine verstirkte Schwingneigung manifestiert. Weiters kon-
nen Abweichungen des Streckenmodells von der Realitéit bis zur Instabilitéit des Regelkreises
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32 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

fithren. Somit ist die Phasenreserve ein Maf fiir die Robustheit des Regelkreises und charak-
terisiert dessen Schwingneigung.

3.1.1 Einschriankungen beim Entwurf

Wesentlich fiir den erfolgreichen Reglerentwurf ist die Vorgabe von sinnvollen Spezifikationen.
Aus diesem Grund ist bei der Wahl der Spezifikationen genau darauf zu achten, ob diese
iiberhaupt erfiillbar sind. Anhand einiger charakteristischer Streckeneigenschaften konnen
mogliche Einschriankungen bei der Vorgabe von Spezifikationen erkannt werden. Dazu zéhlen
Streckenpole und -nullstellen mit positivem Realteil’ sowie Beschrinkungen der Stellgrofe.

Instabile Pole

Instabile Streckenpole erfordern eine Mindestbandbreite wp, woraus auch unmittelbar eine
untere Grenze fiir die Durchtrittsfrequenz w,. folgt. Diese Tatsache kann leicht anhand des
Balancierens eines Stabes auf einem Finger plausibel gemacht werden. Die Stabilisierung des
Stabes ist prinzipiell nur dann moglich, wenn der Finger hinreichend schnell bewegt werden
kann, der Regelkreis also eine gewisse Mindestbandbreite besitzt.

Instabile Nullstellen

Im Gegensatz zu instabilen Polen begrenzen instabile Streckennullstellen die erzielbare Band-
breite wp bzw. die maximale Durchtrittsfrequenz w.. Es ist zu beachten, dass instabile
Streckennullstellen immer auch Nullstellen von L(s) und 7'(s) sind. Anderenfalls kommt es im
Regelkreis zu einer verbotenen instabilen” Kiirzung. Als Beispiel kann wieder das Balancieren
eines Stabes auf dem Finger herangezogen werden. Will man beispielsweise den balancierenden
Finger nach rechts bewegen ohne dass der Stab hinunterfillt, so muss der Finger zunéichst kurz
nach links, also in die Gegenrichtung bewegt werden. Dieses ,,Systemverhalten” ist typisch fiir
Systeme mit einer instabilen Nullstelle. Es veranschaulicht sehr schon, warum die gewiinschte
Endposition des balancierenden Fingers nicht beliebig schnell erreicht werden kann.

Stellgroflenbeschrinkung

Bei praktischen Anwendungen sind de facto immer Beschrinkungen der Stellgrofie zu bertick-
sichtigen. FEine gezielte Einhaltung von Stellgroflenbeschrinkungen ist allerdings bei vielen
gingigen Entwurfsverfahren nur schwer oder gar nicht moglich. Aus diesem Grund werden
oft sehr ,vorsichtige” Reglereinstellungen verwendet. Dies fiithrt zu einer schlechten Aus-
niitzung des Stellbereiches und in weiterer Folge zu einem ,tréigen” Verhalten des Regelkreises.
Hiufige und léinger andauernde Verletzungen der Stellgrofenbeschrinkung aufgrund zu ,ag-
gressiver” Reglereinstellungen konnen hingegen zu unerwiinschtem dynamischen Verhalten
des geschlossenen Kreises fithren. Ein Beispiel hierfiir ist der bereits ausfiihrlich diskutierte
Windup-Effekt.

In diesem Zusammenhang spricht man auch von ,instabilen,, Polen bzw. Nullstellen.
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3.2. EIN TYPISCHES ENTWURFSVERFAHREN 33

3.2 Ein typisches Entwurfsverfahren

Es wird davon ausgegangen, dass der geschlossene Regelkreis sich nidherungsweise verhéilt
wie ein System mit dominantem Polpaar. Das bedeutet, dass das dynamische Verhalten des
Regelkreises durch ein konjugiert komplexes Polpaar dominiert wird. Wie sich zeigen wird,
ergeben sich aus dieser Annahme einfache Richtlinien fiir den Reglerentwurf.

3.2.1 Systeme mit dominantem Polpaar

Aufgrund obiger Annahme kann davon ausgegangen werden, dass fiir die Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion des Regelkreises (wenigstens nédherungsweise) gilt

w2

T(s) = o deZs e mit w,>0 und 0<d<1, (3.7)

wobei w,, die so genannte Kennkreisfrequenz und d der Dampfungsgrad ist. Die angegebe-
nen Wertebereiche fiir w,, und d gewéhrleisten, dass T'(s) BIBO-stabil ist und ein konjugiert

komplexes Polpaar
S12 = —dw, £ jw,V1 —d?

besitzt. Fiir die zugehorige Ubertragungsfunktion des offenen Kreises gilt offensichtlich

2

L(s) = m. (3.8)

Wie bereits erwihnt wurde, haben Kenngrofien des offenen Kreises, nédmlich die Durchtrittsfre-
quenz w,, bei der bekanntlich |L(jw.)| = 1 gilt, und die Phasenreserve ¢, =arg L(jw.) + 180°
einen wesentlichen Einfluss auf das dynamische Verhalten des geschlossenen Regelkreises.

Diese Tatsache wird beim vorliegenden Entwurfsverfahren ausgeniitzt, indem das Wunschver-
halten des geschlossenen Regelkreises in entsprechende Werte fiir w. und ¢, umgerechnet wird.

3.2.2 Spezifikation des Wunschverhaltens

Sehr oft wird das Wunschverhalten eines Regelkreises im Zeitbereich spezifiziert. Hierfiir
gibt es eine Vielzahl verschiedener Moglichkeiten. Im vorliegenden Fall wird das dynamische
Verhalten des Regelkreises durch den Verlauf seiner Sprungantwort mit Hilfe der so genannten
Anstiegszeit und der Uberschwingweite charakterisiert, das asymptotische Verhalten wird iiber
die bleibende Regelabweichung spezifiziert.

Anstiegszeit ¢, und Uberschwingweite M,

In Bild 3.4 ist der typische Verlauf der Sprungantwort eines Systems (3.7) mit dominantem
Polpaar dargestellt. Mit M, wird die Uberschwingweite (,maximum peak”) bezeichnet, sie
gibt den maximalen Wert der Regelgrofle an, wenn die Referenzgrofie der Einheitssprung ist.
Aus der Uberschwingweite M, kann das entsprechende prozentuale Uberschwingen gem:if3

i =100 (M, —1) in% (3.9)
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34 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN
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Bild 3.4: Sprungantwort eines Systems mit dominantem Polpaar

ermittelt werden. Mit ¢, wird die so genannte Anstiegszeit (,rise time”) bezeichnet. Man
beachte, dass in der Literatur verschiedene Definitionen fiir die Anstiegszeit zu finden sind,
die sich bei genauerer Untersuchung jedoch nur geringfiigig unterscheiden.

Bleibende Regelabweichung

Das asymptotische Verhalten des Regelkreises wird durch die bleibende Regelabweichung e
charakterisiert, wobei fiir die Fithrungsgrofe spezielle ,, Testfunktionen” der Form

tl/—l

") =T

1
o(t) 0@ 7(s)=— mit v=1213,... (3.10)

Sl/

gewihlt werden. Geht man von einer normierten Darstellung der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises aus, also

Vp(s) ,
©)= by it p0)=g0)=1L
so ergibt sich fiir die Laplace-Transformierte des Regelfehlers

o B . s*q(s)
e(s) = LA{et)} = TL(S)T(S) — s2q(s) + Vp(s)

wobei in einem sinnvoll entworfenen Regelkreis das Polynom [8)‘(](8) + Vp(s)} natiirlich ein
Hurwitzpolynom ist. Setzt man (3.10) in den obigen Ausdruck ein, so erhilt man

s*q(s) 1 A q(s)
Aq(s) +Vp(s) sv srqs) + Vip(s)

r(s),

e(s) = .
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3.2. EIN TYPISCHES ENTWURFSVERFAHREN 35

Vom Endwertsatz der Laplace-Transformation weifl man, dass der Grenzwert

€oo = lim e(t)

t—o00

genau dann existiert, wenn das Nennerpolynom von

S>\—V+1q(8)
s*q(s) +Vp(s)

ein Hurwitzpolynom ist. Dies ist offensichtlich dann der Fall, wenn die Bedingung

se(s) =

A—v+1>0 = A>v-1

erfiillt ist. Es darf dann der Endwertsatz

A—v+1 A—v+1

o gy _ s q(s) L s
€oo = tlggoe(t) N 5&%86( 5) = 131—>0 sAq(s) + Vp(s) N sl—r>I(1) s+ V

angewandt werden. Aus obigem Ausdruck fiir die bleibende Regelabweichung kann die unten
angegebene Tabelle unmittelbar abgeleitet werden.

Coo A=0 A=1 A=2
1
v=2 = r(t) =to(t) - v 0
t2 1
v=3 = 1(t) = 50) | - - T

Aus der Tabelle ist beispielsweise zu erkennen, dass bei sprungformiger Fithrungsgrofie r die
bleibende Regelabweichung e, verschwindet, wenn der offene Kreis mindestens einfach inte-
grierend ist.

3.2.3 Faustformeln fiir den Reglerentwurf

Es kann gezeigt werden, dass bei Systemen mit dominantem Polpaar die beiden Relationen
¢, [in Grad] + 4 [in %)~ 70  und  w.t, ~1.5 (3.11)

niherungsweise gelten. Diese beiden ,,Faustformeln” spiegeln die bereits bekannten Tatsachen
wider, dass eine kleine Phasenreserve eine grofie Schwingneigung des Regelkreises zur Folge
hat und dass eine kleine Anstiegszeit eine grofle Bandbreite erfordert.

3.2.4 Durchfiihrung des Reglerentwurfes

Der Reglerentwurf gliedert sich typischerweise in drei Schritte, ndmlich
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36 KAPITEL 3. FREQUENZKENNLINIEN - VERFAHREN

I Umrechnung der gegebenen Regelkreisspezifikationen auf den offenen Kreis
Das gewiinschte Uberschwingen und die gewiinschte Anstiegszeit werden mittels (3.11) in w,
und ¢, umgerechnet. Weiters werden aus der vorgegebenen bleibenden Regelabweichung A
und gegebenenfalls V' ermittelt.

II Entsprechende Modifikation der Frequenzkennlinien des offenen Kreises
Durch geschicktes Einfiigen von Korrekturgliedern wird der Frequenzgang des offenen Kreises
sukzessive so verdndert, dass er gewiinschte Eigenschaften besitzt.

IIT Simulation des Regelkreises

Da der Reglerentwurf auf einigen vereinfachenden Annahmen beruht, ist eine Simulation des
geschlossenen Kreises unumgginglich. Hierbei muss iiberpriift werden, ob die vorgegebenen
Spezifikationen zufriedenstellend erfiillt werden.

3.3 Korrekturglieder

Proportionalglieder
Mit Hilfe eines Proportionalgliedes, d.h.
R(s) =K

kann die Betragskennlinie des offenen Kreises um |K|,; angehoben (| K| > 1) bzw. abgesenkt
(|K| < 1) werden, wobei die Phasenkennlinie nicht beeinflusst bzw. bei negativem K um 180°
abgesenkt wird.

Integrierer

Werden m Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt, d.h.

R(s) = —

sm’

so wird die Phasenkennlinie um m - 90° Grad abgesenkt wobei auch die Betragskennlinie
entsprechend versindert wird. Ublicherweise werden Integrierer in den offenen Kreis eingefiigt,
um das asymptotische Verhalten des Regelkreises den vorgegebenen Spezifikationen anzu-
passen.

Lead/Lag-Glied
Das so genannte Lead / Lag-Glied besitzt die Ubertragungsfunktion

R(s) = MSZ mit wz, wy >0,
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3.3. KORREKTURGLIEDER 37

ist also der Quotient zweier Linearfaktoren mit den (positiven) Knickfrequenzen w; und wy.
Fiir wy < wy spricht man von einem Lead-Glied (phasenanhebend), fiir wy < wz von einem
Lag-Glied (phasenabsenkend). Definiert man die Grofie m gemés

WN
m:=—,
Wz
so gilt offensichtlich
m >1: Lead-Glied bzw. m < 1: Lag-Glied.

In Bild 3.5 sind die Frequenzkennlinien eines Lead-Gliedes graphisch dargestellt. Man erkennt,
dass die Betragskennlinie angehoben wird, fiir die maximale Anhebung AA gilt

AAgp =mgp =201lgm (AAyp > 0 wegen m > 1).

Das bedeutet, man kann an einer vorgegebenen Frequenz w > wy die Betragskennlinie des
offenen Kreises um AA anheben, ohne die Phasenkennlinie des offenen Kreises nennenswert
zu beeinflussen. Typischerweise wird aber ein Lead-Glied dazu eingesetzt, die Phasenkennlinie
des offenen Kreises anzuheben. Wie man Bild 3.5 entnehmen kann, tritt die grofite Phasenan-
hebung Ay bei der so genannten Mittenfrequenz

Wm = A/Wz WN

auf, sie kann geméf3
m—1

m—+1

Ap = arcsin (3.12)

berechnet werden.

In Bild 3.6 sind die Frequenzkennlinien eines Lag-Gliedes graphisch dargestellt. Ublicherweise
wird ein Lag-Glied dazu eingesetzt, die Betragskennlinie an einer vorgegebenen Frequenz w >
Wz um

AAgp =mgp =201lgm (AAyp < 0 wegen m < 1).

abzusenken, ohne die Phasenkennlinie nennenswert zu beeinflussen.

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion einer Regelstrecke

10
(s+1)%

P(s) =
Fiir die Sprungantwort des Regelkreises sind die Spezifikationen
tr=3s, Mp=11 und e, =0

vorgegeben. Die Anwendung der Faustformeln (3.11) liefert die Vorgaben

we=05rads™* und ¢, = 60°
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Bild 3.5: Frequenzkennlinien, Lead-Glied
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Referenzgrofle ist mindestens ein Integrator im offenen Kreis erforderlich. Aus diesem Grund

fiir den Frequenzgang des offenen Kreises. Zur Erzielung von e,, = 0 fiir eine sprungformige
wird als Ausgangsbasis fiir den Regler die Ubertragungsfunktion

gewiihlt, fiir den offenen Kreis gilt dann
Wie in Bild 3.7 zu erkennen ist, gilt
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Bild 3.6: Frequenzkennlinien, Lag-Glied

Das gesuchte Lead-Glied lautet somit

Damit lautet die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises nun

) .
) (1+s)?

In Bild 3.7 erkennt man, dass die gewiinschte Phase an der Stelle w. nun gewéhrleistet ist, fiir

die Betragskennline gilt

s
0.33

s
0.76

(1+

3(1+

Ry(s)Rs(s)P(s) =10

<L2(S)

27.

| La(jwe)l g5
Die entsprechende Absenkung der Betragskennlinie kann mit dem Proportionalelement

27

10720 = 0.041

}%3(5)

bewerkstelligt werden. Damit lautet der endgiiltige Regler

T

In Bild 3.8 ist die Sprungantwort des Regelkreises dargestellt, Uberschwingweite und

Anstiegszeit entsprechen in guter Niéherung den vorgegebenen gewiinschten Werten.

s
0.76

(1+5%)
s(1+

0.041

Ri(s)Ra(s)R3(s) =

R(s)
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Kapitel 4

Analytische Reglersynthese

4.1 Einfiihrung

Die Idee der so genannten ,,Analytischen Reglersynthese” besteht darin, dem Regelkreis eine
gewiinschte Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) vorzugeben. Aus T'(s) und der gegebenen
Streckeniibertragungsfunktion P(s) wird dann der gesuchte Regler berechnet. Damit unter-
scheidet sich der Entwurfsprozess grundlegend von anderen Entwurfstechniken.

4.2 Implementierbarkeit

Eine Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) wird bei gegebenem P(s) implementierbar genannt,
wenn es eine Regelkreisstruktur mit folgenden Figenschaften gibt:

(i)  Alle Teilsysteme des Regelkreises sind realisierbar

(ii) Der Regelkreis ist intern stabil

Die Bedingung (i) besagt, dass jeder ,Block” im Regelkreis ein realisierbares System sein muss,
d.h. jedes Teilsystem kann in Form eines Zustandsmodells realisiert werden. Die Erfiillung
von (ii) hat zur Folge, dass es im Regelkreis zu keinen unerlaubten ,instabilen” Kiirzungen
kommt, d.h. jede Ubertragungsfunktion des geschlossenen Regelkreises ist BIBO-stabil. Ist
T(s) also nicht implementierbar, so gibt es keinen praktisch sinnvollen Regelkreis mit dieser
Fithrungsiibertragungsfunktion.

Die Implementierbarkeit einer Fiihrungsiibertragungsfunktion

T(s) = ’V‘;Ez; (4.1)

bei gegebener teilerfremder (d.h. gekiirzter) Streckeniibertragungsfunktion

P =21 (42)

41
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42 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

kann leicht iiberpriift werden. T'(s) ist némlich genau dann implementierbar, wenn gilt

(a) Das Polynom vp(s) ist ein Hurwitzpolynom
(b) Nullstellen von p(s) in der geschlossenen rechten Halbebene sind Nullstellen von jup(s)

(c) Gradvy(s)— Grad pup(s) > Gradv(s)— Grad pu(s)

Gegeben sei die Regelstrecke
s—1

s(s+2)

Es ist zu iiberpriifen, welche der angegebenen Ubertragungsfunktionen implementierbar sind:

(@) (b) (¢)

P(s) =

Ti(s) = z:t 1 v v X nicht implementierbar
To(s) = 52%51_‘_1 X W nicht implementierbar
T3(s) = % v Xy nicht implementierbar
Tu(s) = ﬁ v vV implementierbar

Das bedeutet, dass nur Ty(s) eine sinnvolle Wahl fiir die Fiihrungsiibertragungsfunktion eines
Regelkreises mit der vorgegebenen Regelstrecke P(s) darstellt. [ |

4.3 Entwurf fiir den Standardregelkreis

Zunichst wird die wohl naheliegendste Vorgangsweise zur Ermittlung von R(s) aus 7'(s) und
P(s) vorgestellt. Es zeigt sich, dass diese direkte Art der Reglerberechnung allerdings nur
eingeschrinkt anwendbar ist und mit Hilfe des Standardregelkreies nicht jede implementierbare
Fiihrungsiibertragungsfunktion realisiert werden kann. Daher beschrinkt man sich bei der so
genannten Polvorgabe auf die Vorgabe der Pole von T'(s).

4.3.1 Direkte Reglerberechnung

Aus der vorgegebenen Fiihrungsiibertragungsfunktion 7'(s) errechnet sich die Ubertragungs-
funktion des offenen Kreises gemif3

T(s)

L(s) = 1—7T(3)

(4.3)

Man beachte, dass der resultierende Regelkreis genau dann intern stabil ist, wenn alle ,insta-
bilen” Pole bzw. Nullstellen von P(s) auch Pole bzw. Nullstellen von L(s) sind. Anderenfalls

-
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4.3. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 43

kommt es zu unerlaubten instabilen Kiirzungen bei der Berechnung von L(s). Der gesuchte
Regler R(s) kann iiber die Relation

= 4.4
R(s) = 53 (14)
berechnet werden.
Gegeben sei die Regelstrecke
s—1
P(s) = —
(s) s (s+2)

und die gewiinschte (implementierbare) Fiihrungsiibertragungsfunktion

-3 (s—1)

T(s) = ———""——.
)= 585+ 3

Fiir die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises ergibt sich

-3 (s—1)

Lis) = s(s+5.8)’

d.h. L(s) besitzt den instabilen Streckenpol bei s = 0 und die instabile Streckennullstelle bei
s = 1. Das bedeutet, dass der resultierende Regelkreis intern stabil ist und die Regleriibertra-
gungsfunktion lautet

—3(s+2)
R(s) = ———=
()= =153
|
Mit der Streckeniibertragungsfunktion
1 1

P(s) =

2—1 (s+D(s—1)

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiithrungsiibertragungsfunktion

3
T(s) = ——o
()= 2738573
findet man 5
L =
(5) s(s+2.8)

Man erkennt, dass der instabile Streckenpol bei s = 1 kein Pol von L(s) ist, d.h. es kommt zu
einer instabilen Kiirzung im offenen Kreis. Diese Tatsache erkennt man auch an der Regler-
iibertragungsfunktion

3(s+1)(s—1)

R(s) = s(s+2.8)
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44 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

4.3.2 Polvorgabe

Aus dem vorigen Abschnitt geht hervor, dass nicht jede implementierbare Fiihrungsiibertra-
gungsfunktion mit Hilfe des Standardregelkreises realisiert werden kann. Das hier vorgestellte
Verfahren beschrénkt sich daher auf die so genannte Polvorgabe, d.h. nur die Pole von T'(s)
werden vorgegeben. Fiir die Streckeniibertragungsfunktion gilt

n—1
P(S) — ILL(S) _ Mp—18 +. +:U’18+:U’0 ) (45)
v(s) UpS"Hvp1s" 4. 4+ vis+ 1
Setzt man den Regler als Quotienten der Polynome b(s) und a(s) an, d.h.
b b,s” + ...+ b b
R(s) = (s) _ bpsP A A s+ bo (4.6)
a(s)  a,sP+...+as+ap
so gilt unter Beriicksichtigung von (4.2) fiir die Fithrungsiibertragungsfunktion
b
T(s) = (s)u(s) (4.7)

a(s) v(s) + b(s) u(s)

Die Polynome b(s) und a(s) sollen nun so berechnet werden, dass das Nennerpolynom von
T(s) einem vorgegebenen Hurwitzpolynom
I/T<8) = P -+ fn+p718n+p71 —+

fraps™t .+ fis+ fo

entspricht, d.h.
a(s) v(s) +b(s) p(s) = vr(s). (4.8)

Eine Gleichung mit der Struktur von (4.8) wird auch diophantische Gleichung genannt. Der
Koeffizientenvergleich liefert im vorliegenden Fall ein lineares Gleichungsssystem der Form

[ v Ho Tra1 1 7
vio v ot o fi
. ” . " '
Vn-1 Vo Hpn—1 Ho p — 4.9
Voo Vn—1 V1 U Ha bo (4.9)
U, : 0 : by
Vn-1 Hp—1 :
Vn 0 L bP . L fn+p .

Aufgrund der einfachen Struktur der Koeffizientenmatrix, die auch Resultante der Polynome
p(s) und v(s) genannt wird, kann obiges Gleichungssystem mit minimalem Programmier-
aufwand z.B. in Matlab aufgestellt und gelost werden. Die Resultante besitzt (n+ p+ 1)
Zeilen und (2p + 2) Spalten, aufgrund der vorausgesetzten Teilerfremdheit von pu(s) und v(s)
besitzt sie den Hochstrang. Setzt man nun

p=n-—1, (4.10)
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4.3. ENTWURF FUR DEN STANDARDREGELKREIS 45

so ist die Resultante eine regulire 2n x 2n—Matrix, d.h. das Gleichungssystem (4.9) kann
eindeutig gelost werden.

Gegeben sei die Streckeniibertragungsfunktion (n = 2)

1

P(s) = ——.
()= 773

Es soll ein Regler der Ordnung p = n — 1 = 1 so ermittelt werden, dass alle Pole von T'(s) an
der Stelle s = —1 liegen, d.h.

vr(s) = (s +1)> = 5% + 35 + 35 + 1.

Fiir das Gleichungssystem (4.9) ergibt sich somit

201 07 [ a 1
0201 |al| |3
1000 [k | [3]
0100]][b 1

als Losung findet man
a0:3, a1:1, b():—5 und 61:1,

d.h.
s—>5

s+3
Die resultierende Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet

R(s) =

5—95 5—95
T(s) = = :
(5) s3+3s2+3s+1  (s+1)3
Sie besitzt eine Nullstelle bei s = 5, die sich gemif (4.7) aus dem Entwurf ergibt. [

Wahlt man
p>n—1, (4.11)

so ist das Gleichungssystem (4.9) unterbestimmt, d.h. die Resultante besitzt weniger Zeilen
als Spalten. Durch die Erhohung der Reglerordnung kénnen also zusétzlich zu den gewiin-
schten Polen von T'(s) weitere (p — n + 1) Bedingungen fiir die Reglerkoeffizienten vorgegeben
werden. Dadurch ergeben sich zusétzliche Freiheitsgrade fiir den Reglerentwurf.

Fortsetzung. Gleich wie im vorigen Beispiel sollen alle Pole von T'(s) an der Stelle
s = —1 liegen. Zusitzlich soll der Regler integrierendes Verhalten zeigen, d.h. eine Polstelle
bei s = 0 besitzen. Dieser ,Zusatzwunsch” kann durch die Erhohung der Reglerordnung auf
p = 2 im Entwurf beriicksichtigt werden. Dazu muss lediglich die Gleichung ay = 0 zum
Gleichungssystem (4.9) hinzugefiigt werden. Damit folgt unter Beriicksichtigung von

vp(s) = (s+1)* =s* + 45 + 65> +4s + 1
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46 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

unmittelbar das Gleichungssystem

2001007/ a 1
020010]]|a 4
10200 1| |a| |6
010000/ ]|b | |4]"
001000]]|b 1
(100000 [b | |0

aus dem sich
a0:0,a1:4,a2:1, b():l,bl:—4 und b2:4
ergibt, d.h.
452 —4s+ 1
s24+4s

Die resultierende Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet

R(s) =

45 —4s+1 ~ 4(s—0.5)

T(s) = =
(5) st+4s34+6s2+4s+1 (s+1)4

Mit der beschriebenen Methode lassen sich zwar die Pole der Ubertragungsfunktion 7'(s),
nicht jedoch ihre Nullstellen vorgeben. Aus diesem Grund wird im folgenden Abschnitt eine
erweiterte Regelkreisstruktur betrachtet, mit deren Hilfe jede implementierbare Fithrungsiiber-
tragungsfunktion realisiert werden kann.

4.4 Entwurf fiir eine erweiterte Regelkreisstruktur

Fiir die Fiithrungsiibertragungsfunktion der in Bild 4.1 dargestellten Regelkreisstruktur findet

RSN (s) ﬁ P(s) jlv
R(s)

Bild 4.1: Erweiterte Regelkreisstruktur

marn

(o)~ V) P()

1+ R(s)P(s)

Man beachte, dass der Regler im vorliegenden Fall ein System mit zwei Eingangsgréfien y und
r und einer Ausgangsgrofie u ist. Daraus resultiert, dass die beiden Ubertragungsfunktionen

(4.12)
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4.4, ENTWURF FUR EINE ERWEITERTE REGELKREISSTRUKTUR 47

R(s) und V (s) dasselbe Nennerpolynom a(s) besitzen, d.h.

b(s)  bps”+...+bis+ by c(s)  cps’+ ...+ s+ co

R(s) = = und V(s) = = .
a(s) apsP+...+a1s+ag a(s) ap,s?+...+a1s+ap
(4.13)
Fiir T'(s) folgt nun
T(s) = c(s)uls) . (4.14)

a(s)v(s) + b(s) u(s)
Wihlt man nun eine beliebige implementierbare Fiihrungsiibertragungsfunktion gemé#f (4.1),
so miissen die Bedingungen

c(s)u(s) = pr(s)  und  a(s)v(s) + b(s) u(s) = vr(s) (4.15)

gelten. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, dass ¢(s) genau dann, wie gewiinscht, ein Polynom
ist, wenn p(s) ein Teiler von pp(s) ist.

Mit der Streckeniibertragungsfunktion

1 1 pi(s)

P<8): 2 -1 - (3—0—1)(8—1) B V(S)’

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 _ pir(s)
$34+3s2+3s+1  vp(s)

T(s) =

findet man mittels (4.15)
c(s)-1=1 = c(s)=1

und
a(s) - (s* = 1) +b(s) - 1=s>+3s"+3s+1.
Die Polynome a(s) und b(s) kénnen aus dem Gleichungssystem (4.9) berechnet werden. Fiir
den Regler findet man
4(s+1) 1

R(s) = s+3

Im nachfolgenden Beispiel ist die Voraussetzung, dass p(s) ein Teiler von up(s) ist, verletzt,
d.h. die beschriebene Methodik kann nicht angewandt werden.

Mit der Streckeniibertragungsfunktion

s+2 s+2 _,U(s)
P(s) = s2—1 (s+1)(s—1) wv(s)’
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48 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 pir(s)
T(s) = — 5 =T
$3+3s2+3s+1  wvp(s)

fithrt (4.15) auf die Bedingung
c(s)(s+2) =1,

d.h. es gibt kein Polynom ¢(s) als Losung dieser Gleichung. [

Abhilfe schafft eine geringfiigige Modifikation der Vorgangsweise. Zuniichst wird die Ubertra-
gungsfunktion 7'(s) durch das Zéhlerpolynom der Strecke dividiert, also

1 T(S) _ 1 MT(S) — l}T(S)'
p(s)vr(s) v
Dabei ist darauf zu achten, dass bei der Berechnung von fij(s) bzw. D (s) gegebenenfalls alle

instabile Kiirzungen durchzufiihren sind, d.h. 77(s) ist jedenfalls ein Hurwitzpolynom. Aus
(4.14) folgt dann unmittelbar

fir(s) c(s)
= = , 4.16
7r(s)  a(s)(s) + bE) (o) 19
d.h. es ergeben sich die Entwurfsgleichungen
c(s)=fp(s) und  a(s)v(s)+b(s)p(s) = vr(s). (4.17)
Mit der Streckeniibertragungsfunktion
5+2 (s)
P = =
& = T D6-D ~ v
und der gewiinschten (implementierbaren) Fiihrungsiibertragungsfunktion
1
T(S) _ s = MT(S)
(s+1) vr(s)
fithrt (4.16) zu
1 1 1 [l
—T(S) fr— D) fr— 3 D) — lfT(‘S)
w(s) (s+2)(s+1) $3+4s2+554+2  Dp(s)
Aus (4.17) folgt nun unmittelbar
_2(s+1) 1
R(s) " und  V(s) = 1o
|
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4.4, ENTWURF FUR EINE ERWEITERTE REGELKREISSTRUKTUR 49

Man beachte, dass der Polynomgrad von vr(s) gemifl (4.17) genau (n + p) betragen muss.
Gegebenenfalls kann die Erfiillung dieser Bedingung durch eine Erweiterung von T'(s) erreicht
werden, wie das nachfolgende Beispiel verdeutlicht.

Gegeben sei die Streckeniibertragungsfunktion

s+2  pls)
(s+1)(s—1) v(s)’

P(s) =

und die gewiinschte (implementierbare) Fiihrungsiibertragungsfunktion

1 pg(s)
T(s) = s+1  wvp(s)

Es soll ein Regler so entworfen werden, dass die Fiihrungsiibertragungsfunktion des
Regelkreises T'(s) ist und der Regler integrierendes Verhalten hat. Daher wird die Reglerord-
nung p = 2 gewihlt, der Polynomgrad von 7 (s) muss also 4 betragen.

Aus (4.16) folgt

— T(s) = 1 _ 1 _ ﬁT(S)
u(S)T( )

S (s+2)(s+1) s243s5+2  bp(s)’
d.h. der Polynomgrad von v7(s) betrégt nur 2. Eine Erhohung des Polynomgrads erreicht
man, indem 7'(s) als
1 w(s)
s+ 1w(s)

T(s)=

angeschrieben wird, wobei w(s) ein Hurwitzpolynom vom Grade 2 ist. Die spezielle Wahl
von w(s) hat keinen Einfluss auf das Fiihrungsverhalten des Regelkreises, wohl aber auf sein
Storverhalten. In Form von w(s) ergeben sich also zusitzliche Freiheiten beim Reglerentwurf.
Im vorliegenden Fall wird willkiirlich

w(s) = (s +3)

gewihlt, d.h.
2
T(s) = 1 (s+ 3)2.
(s+1) (s+3)
Aus (4.16) folgt nun
L g = 1 (s+3)° _ (s +3)* _ Jir(s)
u(s) (54+2) (s4+1)(s+3)°> s'+9s34+2952+395+18  vp(s)’

der Regler kann also mittels (4.17) berechnet werden, d.h.

o(s)=(s+3)7=5246549
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20 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

und ~ - . _
-1 0 0 2 00 ao 18
0 -1 0 1 20 ax 39
1 0 -1 01 2 a | | 29
0O 1 0 001 bo | | 9
0O 0 1 00O by 1
10 0 00 0] ] b | | 0
Daraus ergibt sich
752 + 165+ 9 24 65+9
R(s) = s° 4+ 1bs + und V(s):8+ s+
s(s+ 2) (s+2)
[ |
4.4.1 Realisierung des Reglers
Die Realisierung des Reglers
s+ ...+ 05,5+ s+ ... +vs+
sP 4 p_18P7 o+ as+ o SP 4 18P s+ ag

als ein dynamisches System kann beispielsweise mit Hilfe der zweiten Normalform erfolgen.
Bezeichnet man mit

XR = [xRJ ce wa}

den Zustandsvektor des Reglers, so lautet die zweite Normalform

[ 00 —Qp ] [ ﬁO - ﬁpOé() ] [ Yo — prOéO |
i 10 — By = Byan Y1 — 701
d—tR — 01 —Q Xp — By — B,,OQ Y+ Yo — VpX2 T,
00 I —a, | | Bo1 = B0 | L Vo1 7 Vo1
u = [0 0 ... 0 1]XR—pr+7pr.

4.5 'Wahl von T(s)

4.5.1 System mit dominantem Polpaar

Héufig wird fiir 7'(s) der Ansatz

w2

T(s) = = i 1 4.1
(s) T Oy 5 1 2 mit w,>0 und 0<d<l, (4.18)

gewdhlt, wobei w, die Kennkreisfrequenz und d der Dampfungsgrad ist. Die angegebenen
Wertebereiche fiir w,, und d gewdhrleisten, dass 7'(s) BIBO-stabil ist. Gibt man fiir die
Sprungantwort ensprechend Abschnitt 3.2 die Uberschwingweite M, und die Anstiegszeit ¢,
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4.5. WAHL VON T(S) 51

Bild 4.2: Ermittlung von w,, und d aus M, und ¢,

vor, so konnen die Parameter w,, und d mit Hilfe der in Bild 4.2 dargestellten Kurven leicht
ermittelt werden.

Soll die Sprungantwort des Regelkreises ein prozentuales Uberschwingen von i = 10% und
eine Anstiegszeit t,, = 1 besitzen, so folgt aus Bild 4.2 unmittelbar

M,=11 = d=06 = wyt,=2 = w,=2.

Die gesuchte Fiihrungsiibertragungsfunktion lautet somit
4
T(s) = 5———"F—.
(5) s2+24s+4
[ |

Man beachte, dass eine Fiithrungsiibertragungsfunktion der Form (4.18) prinzipiell nur dann
implementierbar sein kann, wenn die Streckeniibertragungsfunktion P(s) keine ,jinstabilen”
Nullstellen, d.h. Nullstellen mit nichtnegativem Realteil besitzt. Weiters muss fiir Implemen-
tierbarkeit von (4.18) die Bedingung

Gradv(s) — Grad pu(s) < 2 (4.19)
erfiillt sein. Die Bedingung (4.19) kann gelockert werden, wenn der Ansatz fiir 7'(s) geméf
w? 1

n . 4.20
s2 + 2dwy, s + w? (1+£)’“ (4.20)

T(s) =

-
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02 KAPITEL 4. ANALYTISCHE REGLERSYNTHESE

modifiziert wird. Dabei ist a eine hinreichend grofle positive Konstante und fiir den ganzzahli-
gen Parameter k gilt
k> Gradv(s) — Grad p(s) — 2. (4.21)

Die im vorigen Beispiel gefundene Fiihrungsiibertragungsfunktion soll so modifiziert wer-
den, dass sie bei gegebener Streckeniibertragungungsfunktion

1
(s—=1)(s—=2)(s—3)

implementierbar ist. Um die Implementierbarkeit zur gewéhrleisten, muss der Nennergrad von
T'(s) geméB (4.20) erweitert werden, d.h.

P(s) =

4 1
82+2.4S+4 1_'_£

T(s) =

Der reelle Parameter o muss grofl genug gewihlt werden, damit die Sprungantwort der mod-
ifizierten Fiihrungsiibertragungsfunktion die Vorgaben M, = 1.1 und ¢, = 1 hinreichend gut
erfilllt. Es ist allerdings zu beachten, dass eine zu grofle Wahl von a zu groflen Werten der
Stellgrofle w fithrt. Berechnet man den Wert der Stellgréfle zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir eine
sprungformige Referenzgrofle, so findet man

T 4(s—1)(s—2)(s—3) 1
up = u(0) = lim su(s) = lim s (S)f(s) = lim s (s = s = 2)(s Z)) - =4a,
500 s=oo P(s) ST (24245 +4)(1+ =)
Q@
d.h. der Wert ug steigt proportional zu a. ]
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Kapitel 5

Zeitdiskrete Regelkreise

5.1 Einfiihrung

Bei den bisherigen Ausfithrungen wurde angenommen, dass nicht nur die Regelstrecke, sondern
auch der Regler zeitkontinuierlichen Charakter besitzt. Ublicherweise wird jedoch der Rege-
lalgorithmus, der auf einem Steuergerit ldauft wird, zeitdiskret ausgefiihrt. Die prinzipielle
Struktur eines solchen digitalen Regelkreises, in dem zur Regelung eines zeitkontinuier-
lichen Prozesses ein Rechner (Steuergeriit, Computer,....) als Regler eingesetzt wird, ist in
Bild 5.1 dargestellt.

Stellgrofie Regel- Messgrofie(n)
u(?) strecke z.B. (1)
Rechner
DAU |« Regel- ADU
algorithmus
AT A A T,

Bild 5.1: Digitaler Regelkreis, bestehend aus Regelstrecke und ,digitalem Regler”.

5.2 Der digitale Regelkreis

Das Verhalten des zeitkontinuierlichen Systems (,Regelstrecke”) kann mittels der skalaren
Stellgrofie u(t) gezielt beeinflusst werden. Auf Basis geeigneter Messgrofen! wird bewertet,

'Wird die Ausgangsgrofle y(t) zuriickgefiihrt, so spricht man von einer Ausgangsriickfiihrung. Man
spricht von einer Zustandsriickfiihrung, wenn die Zustandsgroflen zuriickgefiihrt werden.

o3
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o4 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

inwieweit das tatséichliche Verhalten der Regelstrecke der Wunschvorstellung entspricht. Da-
raus werden schliefllich durch das Regelgesetz (,,Regelalgorithmus”) entsprechende Stellein-
griffe abgeleitet.

5.2.1 Halteglied und Abtaster

Es wird davon ausgegangen, dass dem Rechner die Messgroflen zu den dquidistanten Zeit-
punkten
t=Fkl; mit k=0,1,23,... (5.1)

zugefiihrt werden, wobei T, die (positive) konstante Diskretisierungs- oder Abtastzeit ist.
Dies erfordert die Umwandlung der analogen Messgrofien in eine geeignete digitale Form mit
Hilfe von Analog-Digital-Umsetzern (,ADU”). Bei den nachfolgenden Ausfiihrungen wird
angenommen, dass diese Umwandlung durch idealisierte Analog-Digital-Umsetzer, auch Ab-
taster genannt, ohne Zeitverzug und fehlerfrei durchgefithrt wird. Wird beispielsweise die
(skalare) Ausgangsgrofie y(t) der Regelstrecke gemessen, so generiert der Abtaster daraus eine
Zahlenfolge (yx) = (Yo, Y1, Y2, - - -) gemiB y, = y(kT}), wie in Bild 5.2 dargestellt. Aus den Ele-

Td
o) (»)

— Al—>

7

Bild 5.2: Funktionsprinzip des Abtasters

menten dieser Zahlenfolge wird im Regelgesetz, einem (vom Regelungstechniker entworfenen)
Algorithmus, eine Folge von Stellgrofenwerten (uy) = (ug, u1,us, . ..) generiert. Dabei wird
angenommen, dass die hierfiir benotigte Rechenzeit deutlich kleiner ist als die Abtastzeit und
daher vernachlissigt werden kann. Das zeitdiskrete Regelgesetz besitzt also im vorliegenden
Fall die Eingangsgrofie (y,) und die Ausgangsgrofe (uy).

Aus den Stellgroflenwerten u;, wird mit Hilfe eines Digital-Analog-Umsetzers eine Funktion
u(t) generiert. Im vorliegenden Fall wird hierfiir ein unendlich schneller, fehlerfreier Umsetzer
eingesetzt, der aus (ux) eine so genannte #quidistante Treppenfunktion, d.h.

erzeugt. Finen solcherart idealisierten Digital-Analog-Umsetzer nennt man auch Halteglied,
siehe Bild 5.3.

5.3 Diskretisierung der Regelgesetze

Hiufig werden Regelgesetze zunichst zeitkontinuierlich entworfen und danach erst fiir die
zeitdiskrete Realisierung diskretisieriert. Das dynamische Verhalten des resultierenden zeit-
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5.3. DISKRETISIERUNG DER REGELGESETZE 95

=
O

(1) u(?)
R

@ Hij—>-
HHTTTWT,

Bild 5.3: Funktionsprinzip des Haltegliedes

diskreten Regelkreises soll dann dem Verhalten des urspriinglich entworfenen zeitkontinuier-
lichen Regelkreises ,,moglichst nahe” kommen. Diese ,,Giite” der Diskretisierung wird dabei
iiblicherweise durch numerische Simulation des zeitdiskreten Regelkreises bewertet. FEine
notwendige Voraussetzung fiir eine zufriedenstellende Diskretisierung ist natiirlich die sinnvolle
Wahl der Diskretisierungszeit T,;, wovon in weiterer Folge auch ausgegangen wird.

Die grundlegenden Ideen der Reglerdiskretisierung werden im Folgenden exemplarisch anhand
eines einfachen Integrieres mit der Zeitbereichsbeschreibung

u(t):/o e(r)dr (5.3)

und der Ubertragungsfunktion

(s)  Lie®)} s

demonstriert. Das Regelgesetz (5.3) wird nun zu den #dquidistanten Zeitpunkten

Ry = T L) 1 5

t=kTy; wobei k=0,1,23,... (5.5)
ausgewertet, d.h.
KTy
u(kTy) :/ e(t)dr (5.6)
0

Mit den Abkiirzungen
up = u(kTy) und e :=e(kTy)

k‘Td (k—l)Td de
m :/ e(t)dr :/ e(r) d7'+/ e(r)dr, (5.7)
0 0 (

k—1)T;

erhilt man

was schlussendlich auf die Beziehung

KT,
U = Up—1 +/ e(r)dr. (5.8)
(k—1)T4

fithrt. Die nachfolgend angefithrten Methoden zur Diskretisierung des Reglers unterscheiden
sich durch die Art der numerischen Berechnung des in (5.8) auftretenden Integrals.
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o6 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

5.3.1 Vorwirts-Euler-Integration
Hier wird die Approximation

kTy
/ 6(7’) dr ~ Td €L—_1 (59)
(

k—1)T,
verwendet, d.h. das Integral wird durch ein Rechteck, das in Bild 5.4 schraffiert dargestellt
ist, angenéhert. Die Differenzengleichung, die das zeitliche Verhalten des zeitdiskreten Reglers

e()

&nt, kr, !

Bild 5.4: Prinzip der Vorwérts-Euler-Integration

beschreibt, lautet somit

U = Uk_1 + Td [ (510)
Wendet man auf (5.10) die z-Transformation an, so erhilt man die z-Ubertragungsfunktion
INL(Z) Td
=2 = , 11
Ral2) é(z) z-1 (5:11)
Der direkte Vergleich von (5.4) mit dem zeitdiskreten Regler (5.11) zeigt, dass
Rq(z) = R(s)],_z=1 . (5.12)

Tq

gilt. Der Zusammenhang zwischen Punkten der komplexen s-Ebene und Punkten in der
komplexen z-Ebene wird also durch die Relation

z=14sT, (5.13)

beschrieben. Offensichtlich wird die imaginére Achse der s-Ebene, d.h. s = jw auf z = 1+jwTy
abgebildet. Das bedeutet, dass die linke offene Halbebene Re {s} < 0 abgebildet wird auf die
Halbebene Re {z} < 1, siehe Bild 5.5. Ein stabiler Regler R(s) kann also prinzipiell durch
diese Art der Diskretisierung (5.12) in einen instabilen zeitdiskreten Regler R,(z) iibergehen.

5.3.2 Riickwirts-Euler-Integration

Bei dieser Art der Diskretisierung wird die Approximation

KT
/ e(t)dr ~ Tyey (5.14)
(

k—1)Ts
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5.3. DISKRETISIERUNG DER REGELGESETZE

Im

Im
s-Ebene ] z-Ebene
K/l » Re

—> Re

Bild 5.5: Abbildung von Re {s} < 0 auf Re{z} <1 bei der Vorwiérts-Euler-Integration

e(t)

\

> ¢

(k-DT, kT,

Bild 5.6: Prinzip der Riickwirts-FEuler-Integration

eingesetzt, das Integral in (5.8) wird also durch das in Bild 5.6 schraffiert dargestellte Rechteck
(5.15)

angendhert. Fiir das zeitdiskrete Regelgesetz ergibt sich somit die Differenzengleichung
Up = Ukp_1 T+ Td Ck

mit der zugehorigen z-Ubertragungsfunktion
u(z)  Tyz
R = 7 _ . 5.16
a(2) = é(z) =z-1 (5.16)
Der Zusammenhang zwischen R(s) und Ry(z) wird also durch
Ro(2) = R(3)| st (517)
zlaq
beschrieben. Punkte in der komplexen s-Ebene stehen mit Punkten in der komplexen z-Ebene
iiber die Relation 1
= 1— STd
in Beziehung. Die imaginire Achse der s-Ebene, d.h. s = jw geht in den in Bild 5.7 dargestell-
ten Kreis
1 1
z [ — —_—
2 2
iiber. Die linke offene s-Ebene geht in das Innere des Kreises iiber, d.h
1 1
Re{s} <0 = 25l <5 (5.18)
f— fgsfgjf,‘;’;teiw 'll"'?” |
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o8 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

Daraus kann unmittelbar gefolgert werden, dass durch diese Art der Diskretisierung die BIBO-
Stabilitdt der Regleriibertragungsfunktion erhalten bleibt.

Im Im
A A

s-Ebene z-Ebene

—> Re

Bild 5.7: Abbildung von Re {s} < 0 auf }z — %} < % bei der Riickwérts-Euler-Integration

5.3.3 Integration mittels Trapez-Regel - Tustin Formel

Bei der Integration nach der Trapez-Regel wird, wie in Bild 5.8 dargestellt, das Integral in
(5.8) durch das schraffierte Trapez approximiert, d.h.

kT, Td
/ 6(7’) dr = — (6]@71 + €k) . (519)
(k1) 2
Fiir die Differenzengleichung ergibt sich somit

e(?)

Gn1, kr, !

Bild 5.8: Prinzip der Trapez-Integration

U = Ug—1 + Ed (ex—1 + ex)

d.h. z-Ubertragungsfunktion des Reglers lautet

u(z Tyz+1
Ry(2) uz) _Ta
é(z) 2z-1
Es gilt somit
Rd(z) = R(S)‘S_Tld ;r} . (520)
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5.4. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 99

Den in (5.20) angegebenen Zusammenhang

2 z—1
BVEES

(5.21)

zwischen den komplexen Variablen s und z nennt man auch Tustin-Formel. Die Umkehrre-
lation zu (5.21) lautet
1+sk

= _ E?
1 55

(5.22)

d.h. die imaginéire Achse der s-Ebene geht in den Einheitskreis der z-Ebene iiber bzw. die
linke offene s-Ebene geht in das Innere des Einheitskreises iiber, siehe auch Bild 5.9.

Im Im
A A

s-Ebene z-Ebene |

—> Re > Re

Bild 5.9: Abbildung von Re {s} < 0 auf |z| < 1 bei der Trapez-Integration

5.4 Diskretisierung der Regelstrecke

Eine Alternative zum zeitkontinuierlichen Reglerentwurf mit nachfolgender Diskretisierung
besteht darin, bereits den Reglerentwurf zeitdiskret durchzufithren. Hierfiir wird ein zeit-
diskretes Modell der Regelstrecke benotigt. Diese wird als lineares, zeitinvariantes System
vorausgesetzt, dessen dynamisches Verhalten durch ein Zustandsmodell der Form

dx

b =Ax+bu, y=c'x+du (5.23)

beziehungsweise durch die Ubertragungsfunktion

Ll o
PO Ty~ uts) (5.24)

beschrieben werden kann. In den nachfolgenden Abschnitten werden Methoden zur
Diskretisierung von zeitkontinuierlichen Streckenmodellen hergeleitet. Zunéchst wird ein zeit-
diskretes Zustandsmodell abgeleitet, danach wird eine entsprechende z-Ubertragungsfunktion
ermittelt.

-
|

e £ |
i lungs- ";U |
I ¢+ fiir Rege ﬂ
I' Inzt;fziomat:.siarungstechn:.k
un —

|



60 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

5.4.1 Diskretes Zustandsmodell

Gesucht ist ein zeitdiskretes Zustandsmodell
X1 = Ag Xy +baug,  yr = Xy + dgug, (5.25)

dessen Zusténde zu den Abtastzeitpunkten (5.1) exakt denen des zeitkontinuierlichen Systems
(5.23) bei treppenférmiger Eingangsgrofie u geméfl (5.2) entsprechen, siehe Bild 5.10. Dazu

diskretisierte Regelstrecke T
d

Ty 01
dx y(t) k
() H u(?) o = AX + bu A —>
y=c¢'x+du —> —>
x(?) (x)

Bild 5.10: Ermittlung eines zeitdiskreten Streckenmodells

wird zunéchst der Wert des Zustandsvektors zum Zeit ¢ = kT, berechnet, es gilt die bekannte

Relation
kT

x, = x (kTy) = ¢p(kTy)xo + i ¢(kTy — 1)bu(r)dr, (5.26)

wobei ¢(t) die zu (5.23) gehorige Transitionsmatrix représentiert. Analog dazu gilt zum
Zeitpunkt t = (k + 1) T fiir den Zustandsvektor

(k+1)
Xpy1 = Q(KTy + Ty)xo + / ¢(kTy+ Ty — 7)bu(r)dr (5.27)
0

Unter Ausnutzung der bekannten Eigenschaft

D(KTy+Ty) = d(Ta)p(KTy) = P(KTa)d(Tu),

der Transitionsmatrix und durch Aufteilung des Integrationsintervalls in zwei Teile kann (5.27)
in die Form

kT (k+1)T}

¢(kT; — 1) bu(r) dT) + /k ¢(kTy+ Ty —71)bu(r)dr

Ty

Xpp1 = @(1y) (¢<de)XO +

0

gebracht werden. Durch Vergleich mit (5.26) erkennt man, dass der Klammerausdruck in
obigem Ergebnis genau x;, entspricht, d.h.

(k+1)T}

xipe1 = B(Th) x4 + /k S(KTy+ Ty — ) bu(r) dr. (5.28)
Ty
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5.4. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 61

Von der Eingangsgréfie u weifl man, dass sie zwischen zwei Abtastzeitpunkten konstant ist,
siehe (5.2). Damit vereinfacht sich (5.28) zu

(k+1)T,
Xpp1 = O(Ta) Xk + / QK3+ Ty — 1) buydr =
KT,
(k+1)T,
= ¢(Td) X + / ¢(k‘Td + Ty — 7’) b dr uy,. (529)
KT,

Mit der Substitution
g = k‘Td + Td — T
lautet die Berechnungsvorschrift fiir x;,; nun
Ty

0
Xpr1 = O(Ty) X — ¢(o)bdou, = ¢(Ty) xi + ¢(o) bdo uy,. (5.30)
T, 0

Damit sind die gesuchten Zustandsdifferenzengleichungen gefunden. Fiir den Wert der Aus-
gangsgrofle y zum Zeitpunkt ¢ = kT, gilt offensichtlich

yr = y(kTy) = ¢"xp + duy. (5.31)
Damit hat man das gesuchte zeitdiskrete Zustandsmodell der Form (5.25) gefunden, es gilt

Ta
Xpr1 = O(Ty) xk + ¢(0)bdo uy, yr = ¢l xp, + duy. (5.32)
\-v—/ 0
:Ad
:bd

Gegeben sei das Zustandsmodell

dx _ {01} +{0]u, y=[1 0]x+2u

dt 00 1
einer Regelstrecke. Die zugehorige Transitionsmatrix lautet
1t
Damit folgt aus (5.32) fiir die Systemmatrix des diskreten Modells
IR
f&d _’{ 0 1 -?

fir den Eingangsvektor gilt

= (12T [0 o= [ 7] I
o 10 1] |1 . |1 7,

Das zeitdiskrete Streckenmodell lautet somit

1 Ty

T2
Xk+1={0 1 }Xk‘l‘

Td Uk, yk:[l O}Xk—l—2uk.
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62 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

Stabilitit der diskretisierten Strecke

Es wird nun untersucht, wie die Eigenwerte z; der Dynamikmatrix ¢(7},) des diskretisierten
Modells mit den Eigenwerten s; von A zusammenhingen. Dabei wird ausgeniitzt, dass die
Matrix ¢(Ty) als Funktion von A dargestellt werden kann:

T2 T3
d(Ty) =E+ AT, + A2 + A3§ +.

Multipliziert man ¢(7}) von rechts mit einem zum Eigenwert s; gehorigen Eigenvektor p; von
A, so findet man

T2 T3
Ty p; = (E+AT +A2—d+A33—C:+ )p,:

12 T3 .
= <pi+Apde+A2pz P AT+ )Apl: ’

2!

2 3

T T
= <1+8Td+8l22—(‘i+5§3—(‘i+ )pz—eslep

Das bedeutet, dass fiir die Eigenwerte z; von ¢(7})

8Ty

zi=e fiir i=1,2...,n, (5.33)

gilt und die zugehorigen Eigenvektoren den Eigenvektoren p; von A entsprechen.

Aus (5.33) kann gefolgert werden, dass aus einem asymptotisch stabilen zeitkontinuerlichen
System (5.23) stets auch ein asymptotisch stabiles zeitdiskretes System (5.32) hervorgeht,
denn aus Re {s;} < 0 folgt unmittelbar |2;| = |e*7s| < 1.

Fortsetzung. Die Eigenwerte der Dynamikmatrix
01
X
des zeitkontinuierlichen Modells der Regelstrecke aus dem vorangegangenen Beispiel liegen bei
S1 = S9 = 0.

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix des zugehorigen zeitdiskreten Systems

Ad=¢<Td)=[é Tf’]

liegen geméB (5.33) bei
21 = kg = 1.
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5.4. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 63

5.4.2 z-Ubertragungsfunktion

Es ist die z-Ubertragungsfunktion
(5.34)

3w} i)
Pil®) = 510wy ~ )

der in Bild 5.11 dargestellten Anordnung bei gegebener Ubertragungsfunktion P(s) gesucht

Dabei macht man sich die Tatsache zunutze, dass die Py(z) die z-Transformierte der Impul-

diskretisierte Regelstrecke
T,

Td
() q u(?) P(S) y(t)>

(2
>

Bild 5.11: Ermittlung der z-Ubertragungsfunktion Py(z)

santwort des zeitdiskreten Systems ist. Wihlt man also
(ug) = (1,0,0,...) d.h. u(z) =1, (5.35)
dann generiert das Halteglied daraus
L1 (5.36)

ult) =) —o(t=T) dh.  as)=<——e

Fiir die Ausgangsgrofle y(t) der zeitkontinuierlichen Regelstrecke gilt dann
e _ _ 1 [ P(s P(s) _,
W) = £7 9} = £7 (PloJa} = £ {7 - Elemen

Die Folge (yx) ergibt sich durch Abtastung von y(t), d.h. fiir die Elemente der Folge gilt

ye = y(t = kTy) = L7 {@ _ @e_szﬂd}

t=kTy .
Die z-Transformierte der Folge (yx) lautet

m@:s«%n:3{<c*{f§2—f§%ﬂﬂ}M)}. 6.37

Dieser etwas uniibersichtliche Ausdruck in (5.37) wird iiblicherweise folgendermafien

j(z) =2 {—PS) - —Pis)e—sTd} -z {—Pis)} -z {—Pis)e—”d} (5.38)
r;;lggﬁﬁﬁmﬂﬂﬁi
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64 KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE

abgekiirzt, d.h. die Operation 7(z) = Z {y(s)} représentiert folgende Rechenschritte:

£t Abtastung
—

y(s) = y(t) u) > ().

Da die Multiplikation mit e~*’¢ im Bildbereich der Verschiebung im Zeitbereich um einen
Abtastschritt nach rechts entspricht, kann (5.38) auch in der Form

o) =2 { O g (PO oy 2 [EU]

angeschrieben werden. Aufgrund der Wahl der Eingangsfolge (5.35) gilt somit fiir die gesuchte
z-Ubertragungsfunktion

Pd(z):(l—z1)Z{PS)}:Z;12{P(S)}. (5.39)

S

Fine mogliche Realisierung von Py(z) ist natiirlich durch (5.32) gegeben.

Man beachte, dass das Ergebnis (5.39) auch durch eine sehr einfache Uberlegung gewonnen
werden kann. Wihlt man némlich als Eingang fiir das in Bild 5.11 System die Folge

(ug) = (o) = (1,1,1,...),

P
so gilt u(t) = o(t) und y(t) = L7} {ﬂ} Fiir die z-Transformierte der Ausgangsfolge (yx)
s
gilt somit
o P(s)\ 1 z
i) = 2{ T L p =

Daraus resultiert unmittelbar (5.39).

Gegeben sei die Ubertragungsfunktion

(5.39) gilt dann
z—1
{ } -
z s s+1

) W} =3{(™)}) -

der zeitkontinuierlichen Regelstrecke. Geméf3

Pie) = 2—12{13(3 }

Die Pole der Streckeniibertragungsfunktion (5.24) sind eine Teilmenge der Eigenwerte von
A und die Pole von (5.39) sind eine Teilmenge der Eigenwerte von ¢(7,). Solange keine
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5.4. DISKRETISIERUNG DER REGELSTRECKE 65

,pathologische” Diskretisierungszeit gewiihlt wird, entspricht der Nennergrad von P;(z) dem
Nennergrad von P(s). Daraus folgt unmittelbar, dass die Pole z; von Py(z) iiber die Relation
(5.33) aus den Polen s; von P(s) hervorgehen. Aus einer BIBO-stabilen Ubertragungsfunktion
P(s) ergibt sich somit durch die Diskretisierung stets auch eine BIBO-stabile Ubertragungs-
funktion Py(z).

Fortsetzung. Im vorigen Beispiel geht der Pol s = —1 der Ubertragungsfunktion P(s)
durch die Diskretisierung in einen Pol z = e~ Z¢ der Ubertragungsfunktion Py(z) iiber. [ ]

5.4.3 Reglerentwurf fiir die diskretisierte Strecke

Man beachte, dass viele Entwurfsverfahren, wie z.B. die analytische Synthese mit nur sehr
geringen Modifikationen fiir den Entwurf zeitdiskreter Regler eingesetzt werden konnen. Die
Vorgangsweise beim Entwurf ist identisch zum zeitkontinuierlichen Fall, es ist lediglich zu
beriicksichtigen, dass der Stabilitéitsbereich im Zeitdiskreten im Inneren des Einheitskreises
der komplexen z-Ebene liegt, d.h. statt mit Hurwitzpolynomen operiert man nun mit
Einheitskreis-Polynomen.
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KAPITEL 5. ZEITDISKRETE REGELKREISE
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