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1. Die Maxwellschen Gleichungen: 

verallgemeinerter Durchflutungssatz, 

Induktionsgesetz, 

Quellenfreiheit der magnetischen Induktion, 
Gaußsches Gesetz. 

Folgegleichung: Kontinuitätsgesetz: 
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In Spannungsquellen erfolgt eine Ladungstrennung in Folge 
von nichtelektrischen (z.B. chemischen) Vorgängen. Die 
eingeprägte Feldstärke Ee ist eine fiktive, äquivalente 
elektrische Feldstärke, welche die gleiche Ladungstrennung 

hervorrufen würde: 

ideale Spannungsquelle:  

reale Spannungsquelle: 
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Materialgleichungen: 
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Energie- und Leistungsdichte: 
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Energie und Verlustleistung in einem Volumen Ω: 



1.1 Einteilung der Elektrodynamik 

1. Statische und stationäre Felder  

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.0,,0,, ===== JDB0EJH divdivdivrotrot ρ

elektrostatisches Feld: .,, EDD0E ερ === divrot

stationäres Magnetfeld: .,0, HBBJH µ=== divrot

stationäres Strömungsfeld: ).(,0, edivrot EEJJ0E +=== γ



2. Quasistationäres Feld 
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3. Elektromagnetische Wellen 

).(,, eEEJHBED +=== γµε



1.2 Grundlagen der Netzwerktheorie 

Netzwerksignale: 
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idealer Kondensator: 

Widerstand: ,Riu =
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ideale Spule: .diu L
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Netzwerkelemente: 
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Die Kirchhoffsche Knotenregel: 
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Die Kirchhoffsche Maschenregel: 
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1.3 Energieumwandlungen im elektromagnetischen Feld 
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Integration über ein Volumen Ω: 
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Γ⋅×=Ω× dddiv nHEHE (Gaußscher Satz) 
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Poyntingscher Satz: 

rechte Seite:  

Ursachen für die Abnahme der Energie im Volumen  

HES ×= Poyntingscher Vektor: Leistung durch Einheitsfläche 

∫
Γ

Γ⋅ dnS ist die Leistung, welche durch Strahlung das 
Volumen Ω verläßt.  



1.4 Eindeutige Lösbarkeit der Maxwellschen Gleichungen  

Die Lösung der Maxwellschen Gleichungen in einem Volumen Ω 
mit dem Rand Γ ist für          eindeutig, vorausgesetzt, dass die 

1. Anfangsbedingungen  

,),(),(),(),( 0000 Ω∈∀==== rrErErHrH anfanf tttt  und die 

2. Randbedingungen für die Tangentialkomponenten 

000 ,),,(),( oder ),(),( tttttt tanttant ≥Γ∈∀== rrErErHrH

0tt >

erfüllt sind. Sowohl die Funktionen  ),(),( 00 rErH anfanf

),( und ),( 00 tt tantan rErH als auch die eingeprägte Feldstärke Ee 
müssen bekannt sein. Lineare Materialeigenschaften werden 
angenommen. 



Beweis: 

es existieren zwei Lösungen:   ., und , HEHE ′′′′′′
Annahme:  

Die Differenz der beiden: HHHEEE ′′−′=′′−′= 00 ,
erfüllen die Maxwellschen Gleichungen (dies sind linear). 
Dabei sind die Anfangsbedingungen und Randbedingungen 
homogen bzw. Ee0=0. So gilt für sie der Poyntingsche Satz: 
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Da, wegen der Randbedingungen, entweder E0 oder H0 in die 
Normalrichtung n zeigen, hat  000 HES ×= keine Normal- 
komponente. So ist das Oberflächenintegral Null. 
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Ausdruck dessen negative Zeitableitung an der linken 
Seite steht nie zunehmen kann. Er ist wegen der 
Anfangsbedingungen im Zeitpunkt t0 gleich Null und da 
er offensichtlich nicht negativ ist, kann er auch nicht 
abnehmen. Daher muss er immer Null sein: 
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2. Statische und stationäre Felder 
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2.1 Randwertprobleme für das Skalarpotential 

Elektrostatisches Feld und stationäres Strömungsfeld: 

,gradVrot −=⇒= E0E V: elektrisches Skalarpotential 

Stationäres Magnetfeld, wenn J=0: 

,0 ψgradrot −=⇒= HH ψ : magnetisches Skalarpotential 

Differentialgleichungen: 

,)( ρερ =−⇒= gradVdivdivD

,0)(0 =−⇒= gradVdivdiv γJ

,0)(0 =−⇒= ψµgraddivdivB

verallgemeinerte Laplace-
Poissonsche bzw. Laplacesche 
Gleichung. 



Die Lösung der Laplace-Poissonschen Gleichung im 
unendlichen, leeren (ε=ε0) Raum:  

0
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Im ladungsfreien Gebiet gilt auch für das elektrostatische 
Feld die verallgemeinerte Laplacesche Gleichung: 

.0)( =− gradVdiv ε



Randbedingungen: 
Dirichletsche Randbedingung: , auf (bekannt) 0 DVV Γ=

. auf (bekannt) 0 DΓ=ψψ

DΓ wird im elektrostatischen Feld und stationären 
Strömungsfeld  typischerweise durch 
Elektroden gebildet. Hier gilt konstant.=⇒= V0Et

Stationäres Magnetfeld: Grenzfläche zu 
hochpermeablem Gebiet, magnetischer Wand ).( ∞→µ

0µµ = ∞→µ
0→EisenH0Ht = Eisentt HH = da

Bedeutet die Vorgabe von Et oder Ht. 



Neumannsche Randbedingung: , auf (bekannt) Nn
V

Γ=
∂
∂ σε

, auf 0 Nn
V

Γ=
∂
∂γ

. auf (bekannt) Nb
n

Γ=
∂
∂ψµ

Bedeutet die Vorgabe von Dn, Jn, bzw. Bn. 

Im stationären Strömungsfeld ist ΓN die 
Grenzfläche zum nichtleitenden Gebiet.  

Falls σ=0 im elektrostatischen Feld und b=0 im 
stationären Magnetfeld, ist ΓN eine Fläche parallel 
zu den Feldlinien. Sonst ist Dn, Bn bekannt auf ΓN. 



Randwertprobleme: 
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Eindeutigkeit der Lösung des Randwertproblems: 
Wegen der Analogie reicht es, nur den Fall Elektrostatik zu 
behandeln. 
Beweis: 

Annahme: es existieren zwei Lösungen:   . und VV ′′′

Die Differenz der beiden: VVV ′′−′= erfüllt das 
Randwertproblem 

. auf 0, auf 0
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Identität (1. Greenscher Satz): 
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Integration über ein Volumen Ω mit dem Rand Γ: 

Wegen des Randwertproblems für V ist die rechte  

Seite Null ).(
n
VgradV

∂
∂

=⋅ εε n

Daraus folgt .in konstant  Ω=⇒= VgradV 0

, auf 0 DV Γ=Da aber .in  0 VVV ′′=′⇒Ω=

q. e. d. 



2.2 Analytische Lösungsmethoden der Laplaceschen Gleichung 

Laplacesche Gleichung: ,02
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elektrostatisches Feld: ),(konstant  ,0 0εερ ===

stationäres Magnetfeld: ),(konstant  , 0µµ === 0J

stationäres Strömungsfeld: konstant. =γ

).0( =ψdivgrad

Funktion. eharmonisch eineist  0 VV ⇒=∆

Es gibt unendlich viele harmonische Funktionen! 



Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen : 

V=konstant auf ΓD 

Ω=∆ in  0VΩ∉ Ω∉

Analytische Methoden: 
Bereitstellung von harmonischen Funktionen und Auswahl 
derjenigen, welche die Randbedingungen erfüllt. 

Dies ergibt die richtige Lösung, da sie eindeutig ist. 

Nn
V

Γ=
∂
∂  auf 0



2.2.1 Methode der fiktiven Ladungen (Spiegelungsprinzip) 

Die Potentialfunktion einer Punktladung ist in allen Punkten 
des Raumes, bis auf die Stelle der Ladung, harmonisch. 
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q. e. d. 



In zwei Dimensionen (ebene Probleme,  ),0=
∂
∂
z

ist die Potentialfunktion einer unendlich langen Linienladung 
harmonisch. 
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Wegen der Linearität der Laplaceschen Gleichung wird sie durch 
die Potentialfunktion einer beliebigen Ladungsverteilung erfüllt 
(in ladungsfreien Gebieten). 
Erfüllung der Randbedingungen: eine fiktive Ladungsverteilung 
innerhalb der Elektroden soll Äquipotentialflächen haben, welche 
mit den Elektroden übereinstimmen. 
Beispiele: 
• Eine Punktladung: konzentrische Kugeloberflächen 

(Kugelkondensator) 
• Eine unendlich lange Linienladung: konzentrische 

Zylinderoberflächen (Zylinderkondensator) 
• Liniendipol: nichtkonzentrische Zylinderoberflächen 
• Spiegelung an Ebene: unendlich ausgedehnte leitende 

Ebene 
• Mehrfache Spiegelung an Ebenen: abgewinkelte 

Elektroden  )/180( n=α



2.2.2 Trennung der Variablen (Separationsmethode) 
Laplace Operator im allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem: 
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Separationsmethode: 

Ansatz: )()()(),,( 332211321 xXxXxXxxxV =

Es wird versucht die Laplacesche Gleichung (eine partielle 
Differentialgleichung) für V auf drei gewöhnliche 
Differentialgleichungen für jeweils X1, X2 und X3 zurückzuführen. 
Aus den allgemeinen Lösungen dieser Gleichungen erhält man 
spezielle Lösungen der Laplaceschen Gleichung mit Hilfe des 
obigen Ansatzes. Wegen der Linearität der Laplaceschen 
Gleichung wird sie durch eine beliebige Linearkombination 
dieser Lösungen erfüllt. Die Lösung eines konkreten 
Randwertproblems ist diejenige Linearkombination, welche die 
Randbedingungen des Problems erfüllt. Dies ist dann möglich, 
wenn die Randbedingungen entlang xi = konstant Oberflächen 
gegeben sind. 



Kartesische Koordinaten, 2D Fall: 
Ansatz: )()(),( yYxXyxV =

Laplacesche Gleichung: .02
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Division durch X(x)Y(y) ergibt: 

Dies ist nur dann möglich, wenn 
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Die gewöhnlichen Differentialgleichungen sind dann: 
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Eine Lösung: 

Eine weitere Lösung erhält man durch das Vertauschen von x und y: 
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Zylinderkoordinaten, 2D Fall: 
Ansatz: )()(),( φφ Φ= rRrV

Laplacesche Gleichung: 

Multiplikation mit r2 und Division durch R(r)Φ(φ) ergibt: 

Dies ist nur dann möglich, wenn 
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Die gewöhnlichen Differentialgleichungen sind dann: 
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Da Φ(φ) mit 2π periodisch sein muss, ist nur g = -n2 ( n: ganze Zahl) 

möglich: ).0( sincos)( 43 >+=Φ nnCnC φφφ

Der Fall n = 0 ergibt .)( 43 φφ CC +=Φ

Dies ist nur dann periodisch, wenn C4 = 0. Der Fall  ,04 ≠C
ist dann sinnvoll, wenn im Problemgebiet  max0 φφ ≤≤

gilt. 2max πφ <
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Beispiel: Zylinderkondensator 
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Die gleiche Lösung erhält man mit Hilfe der Methode der 
fiktiven Ladungen. 



Beispiel: Dielektrischer Zylinder im homogenen Feld 
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Rand- und Grenzflächenbedingungen: 
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Das Feld innerhalb des 
Zylinders ist homogen. 



2.2.3 Konforme Abbildung 

Betrachten wir eine beliebige, reguläre, komplexe Funktion: 

.),,(),()( jyxzyxjvyxuzw +=+=

Sie stellt eine Abbildung der x-y Ebene in die u-v Ebene dar: 
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Die Abbildung ist konform: im Kleinen winkeltreu. 



Reguläre komplexe Funktionen haben die Eigenschaft 
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Cauchy-Riemann Gleichungen: .,
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Sowohl der Realteil, als auch der Imaginärteil einer regulären 
komplexen Funktion sind Lösungen der zweidimensionalen 
Laplaceschen Gleichung. 



Der Real- oder Imaginärteil einer regulären, komplexen Funktion 
ist die Lösung eines Problems, wenn er entlang der Elektroden 
konstant ist.  
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Beispiel: Zylinderkondensator 
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Die gleiche Lösung erhält man mit Hilfe der Methode der 
fiktiven Ladungen oder mit der Separationsmethode. 
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Aus den Randbedingungen: 



Beispiel: Zwei aufeinander normal stehende Ebenen 

0=V

UV =

x 

y 
,lnlnln)( φφ jrrezzw j +===

.arctan,lnln 22

x
yvyxru ==+== φ

Linien. radiale :konstantkonstant =⇒= φv

.ln)( 21 CzCzw +=
Die Randbedingungen können erfüllt werden, wenn 

.21 CCvV +== φ

Aus den Randbedingungen: .arctan22
x
yUUV

π
φ

π
==



2.3 Numerische Lösungsmethoden der Randwertprobleme 
für das Skalarpotential 

Nachteile der analytischen Methoden: 

• Spezielle Geometrie 

• Homogene Materialien 

Numerische Methoden: 

• Diskretisierung der Geometrie 

• Berücksichtigung von inhomogenen Materialien 



Diskretisierung der Geometrie : 

V=konstant auf ΓD 

Ω= in  0)( gradVdiv ε

Ω∉ Ω∉

Numerische Methoden: 

Nn
V

Γ=
∂
∂  auf σε

Potential wird in diskreten Knoten näherungsweise bestimmt. 
Das Feld wird durch numerische Differentiation berechnet. 
Dirichletsche Randbedingungen werden exakt in Knoten 
erfüllt, Neumannsche Randbedingungen können nur 
näherungsweise erfüllt werden. 



2.3.1 Methode der finiten Differenzen 

Nur zweidimensionale, ebene Probleme werden behandelt, 
Verallgemeinerung auf 3D Probleme leicht möglich. 

Homogene Materialien werden angenommen: Laplacesche 
Gleichung. Verallgemeinerung auf stückweise homogene 
Materialien möglich. 

Äquidistantes Gitter, 
Verallgemeinerung auf 
nichtäquidistantes 
Gitter möglich. Ω

Γ h

h
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Die Gleichung 

( )dcbaA VVVVV +++=
4
1

entspricht der Näherung des Mittelwertsatzes der 
Potentialtheorie (siehe 2.4.1): 
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Berücksichtigung der Randbedingungen: 
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Gleichungssystem in Matrixform: 

Spärlich besetzte Matrix. 



2.3.2 Variationsproblem der Elektrostatik 
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Das Randwertproblem des elektrostatischen Feldes 

ist folgendem Variationsproblem äquivalent: 

Finde V (V=V0 auf ΓD), so dass das Funktional 
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Physikalische Bedeutung des Funktionals 
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Das Variationsproblem entspricht dem Prinzip der 
kleinsten Wirkung. 



2.3.3 Das Ritzsche Verfahren 

Da das Variationsproblem und das Randwertproblem 
äquivalent sind, ist eine Näherungslösung des 
Variationsproblems ebenfalls eine Näherungslösung des 
Randwertproblems. 

Das Variationsproblem kann mit Hilfe der Ritzschen Methode 
näherungsweise gelöst werden. 
Eine Näherungslösung soll in folgender Form gesucht werden: 
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Die unbekannten Parameter Vj, j = 1, 2, ..., n werden aus der 
Bedingung bestimmt, dass die Näherungslösung das Funktional 
minimiert. Die notwendigen Bedingungen dafür sind: 
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Dies sind n Gleichungen (das Ritzsche Gleichungssystem), 
aus welchen die n Unbekannten Vj, j = 1, 2, ..., n berechnet 
werden können.  
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Das Ritzsche Gleichungssystem: 
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2.3.4 Die Methode der finiten Elemente (Finite Element Method=FEM) 

Ω

Diskretisierung der Geometrie  
Dreieckselemente: einfachste Möglichkeit 
Unbekannte: Potentialwerte in den Knoten 
Potential in den Elementen: Polynom niedriger Ordnung 

finite Elemente 



Lineare Interpolation der Potentialfunktion in den Elementen 
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Basisfunktionen: 
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1 
2 

n 
n+1 n+2 ... 

nn ... 

VD V0 

=+== ∑∑∑
=+==

n

j
jj

n

nj
jj

n

j
jj

n NVNVNVV
nn

111

)( .
1

∑
=

+
n

j
jjD NVV



,
1

∫∫∫
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ΓΩΩ

Ω=

Γ+Ω+Ω⋅−=

=Ω⋅

N

dNdNdgradVgradN

dgradNgradNV

iiDi

ji

n

j
j

σρε

ε

Ritzsche Gleichungen: 

. ..., 2, 1,  ni =

[ ]{ } { }.ijij bVA =

,∫
Ω

Ω⋅= dgradNgradNA jiij ε

.∫∫∫
ΓΩΩ

Γ+Ω+Ω⋅−=
N

dNdNdgradVgradNb iiDii σρε

In Matrixform: 



i j

iN jN

i

j

iN jN

,0≠Ω⋅= ∫
Ω

dgradNgradNA jiij ε

.0=Ω⋅= ∫
Ω

dgradNgradNA jiij ε

Spärlich besetzte Matrix. 



8-knotige Viereckselemente 

1 3 2 
4 

5 

6 
7 

8 



20-knotige Hexaederelemente 



Form- und Basisfunktionen für 20-knotige Hexaederelemente 



2.4 Integralgleichungen für das Skalarpotential 

Das Randwertproblem für das Skalarpotential kann auch in der 
Form von verschiedenen Integralgleichungen dargestellt werden. 

)()(),( xfxdxyxxK
b

a

=′′′∫

Integralgleichungen für Funktionen einer Variable: 

Funktion, gesuchte :)(xy Funktion, bekannte :)(xf
(bekannt), eichungIntegralglder Kern  :),( xxK ′

Fredholmsche Integralgleichung 1. Art 

Konstante. bekannte :λ

)()(),()( xfxdxyxxKxy
b

a

=′′′− ∫λ Fredholmsche 
Integralgleichung 2. Art 



Randwertproblem für das elektrische Skalarpotential für 
den Fall von homogenen Materialien (ε=ε0): 

,in  
0

Ω−=∆=
ε
ρVdivgradV Laplace-Poissonsche Dgl., 

DVV Γ=  auf 0 Dirichletsche Randbedingung, 

Nn
V

Γ=
∂
∂  auf 

0ε
σ Neumannsche Randbedingung. 

ren,bekannt wä   dem auf  und Wenn Randgesamten
n
VV

∂
∂

könnte man das Potential in einem beliebigen Punkt in Ω 
mit Hilfe der Integraldarstellung direkt berechnen. 



Greensche Funktion: Lösung der Laplace-Poissonschen Dgl. 

)(),( rrrr ′−=′∆− δG

durchdefiniert  ,Punkt  imtion Impulsfunk Diracsche :)( rrr ′′−δ

)()()(oder  )()()(
33

rrrrrrrr wdwwdw =Ω′′−′′=Ω′− ∫∫
ℜℜ

δδ

im gesamten dreidimensionalen Raum. 

2.4.1 Elemente der Potentialtheorie 



Die Lösung der Laplace-Poissonschen Gleichung  

im unendlichen, leeren Raum (ε=ε0) ist:  

.)(
4

1)(
30
∫

ℜ
′′−
Ω′′′′

=
rr

rr dV ρ
πε

0

)()(
ε

ρ rr =∆− V

Somit ist die Greensche Funktion  
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rrrr

′−
=Ω′′

′′−
′−′′

=′ ∫
ℜ

π
δ

π 4
1)(

4
1),(

3

dG

( ):)()( 0 rrr ′−= δερ

Dies ist das Potential einer Punktladung der Größe ε0 im Punkt r´. 

Eine Punktladung der Größe Q im Punkt r´ entspricht der 
Ladungsdichte ).()( rrr ′−= δρ Q



Greenscher Satz: 

ψφψφψφ ∆+⋅= gradgradgraddiv )(
φψφψφψ ∆+⋅= gradgradgraddiv )(−

)()( φψψφφψψφ graddivgraddiv −=∆−∆
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∂
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Γ′⇐ΓΩ′⇐Ω′⇐′⇐ ddddGV ,),,(),( rrr ψφ
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Integraldarstellung: 
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Nebenergebnis 
Mittelwertsatz der Potentialtheorie:   
Ist V(r) eine Lösung von  ∆V=0, dann ist der Mittelwert von V, 
ermittelt über die Oberfläche einer Kugel mit beliebigem Radius 
R, ist gleich dem Wert von V im Mittelpunkt der Kugel. 
Beweis 
Der Mittelpunkt sei r, die Fläche Γ sei die  
Kugel mit Radius R:   R′− =r r



2

0
1

1 1 1( ) ( ) ( )
4 4

R

V V d V d
R R Rπ πΩ Γ=

−

∂′ ′ ′ ′= − ∆ Ω − Γ +
∂∫ ∫r r r





2
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1 ( ) 1 ( )
4 4

gradV d divgradVd

V d V d
R n Rπ π

Γ Ω

Γ Γ

′ ′= ⋅ Γ = Ω =

′∂ ′ ′ ′+ Γ = Γ
′∂

∫ ∫

∫ ∫
n

r r




 

Vgl.: Methode der finiten Differenzen 



Einsetzen der aus dem Randwertproblem bekannten Größen: 
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Verschiede Integralgleichungen für die unbekannten Größen  

DN n
VV Γ

∂
∂

Γ  auf  und  auf herleitbar. 



Einfachster Fall: Elektrodenproblem (Vi = konstant, i =1, 2, ..., m). 

1VV =
iVV =

mVV =

... 

1Γ
iΓ

mΓ
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Integraldarstellung: 
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2.4.2 Integralgleichung für die Oberflächenladungsdichte 
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Integralgleichung für die Oberflächenladungsdichte auf den 
Elektroden: 

Im 2D Fall ist die Greensche Funktion .1ln
2
1

rr ′−π

Die Elektrodenkonturen seien die Kurven Ci. 
Integralgleichung für die Linienladungsdichte auf den 
Elektroden: 

. ..., 2, ,1 ,für   ,1ln)(
2

1
10

miCVd ii

m

i Ci

=∈=Γ′
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′∑ ∫
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r
rr

rτ
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Fredholmsche Integralgleichungen 1. Art. 



Γ

2.4.3 Methode der Randelemente (Boundary Element Method = BEM) 

Diskretisierung der Elektrode: 3D Probleme - Oberflächen 
 2D Probleme - Kurven  

Randelemente 
Unbekannte: Oberflächenladungsdichte in den Elementen 

Numerisches Verfahren zur Lösung von Integralgleichungen 



Einfachste Annahme: σ ist konstant in jedem Element. 
Die Anzahl der Elemente sei n, die Unbekannten sind  
σj (j = 1, 2, ..., n).  

In jedem Element wird ein Aufpunkt Pi (i = 1, 2, ..., n) gewählt, 
in welchem die Erfüllung der Integralgleichung gefordert wird. 

1P
2P ... nP... 



. ..., 2, ,1   ,1
4

1
10

niVd i

n

j P
j

j i

==Γ′
′−∑ ∫

= Γ rr
σ

πε

Lineares Gleichungssystem für die unbekannten 
Oberflächenladungsdichten (Γj: j-tes Element, Vi: Potential in Pi):  

Im 2D Fall sind die unbekannten Linienladungswerte 
(Cj: j-tes Liniensegment, Vi: Potential in Pi):  

. ..., 2, ,1   ,1ln
2

1
10

niVsd i

n

j C P
j

j i

==′
′−∑ ∫

= rr
τ

πε

Nichtsymmetrische, voll besetzte Matrix. 

Nach Lösung des Gleichungssystems kann das Potential im 
beliebigen Aufpunkt im Problemgebiet mittels 
Integraldarstellung berechnet werden. 



2.5 Randwertprobleme für das Vektorpotential 

Stationäres Strömungsfeld: 

,TJ0J rotdiv =⇒= T: Strömungsvektorpotential 

Stationäres Magnetfeld: 

A: magnetisches Vektorpotential 

Differentialgleichungen: 

,)1( JAJH =⇒= rotrotrot
µ

,AB0B rotdiv =⇒=

.)1( 0T0E =⇒= rotrotrot
γ



2.5.1 Ebene 2D Probleme 

.),(),(,),(:0 yyxxz yxByxByxJ
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Stationäres Magnetfeld: 

J

B von Feldlinien
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Differentialgleichung für das einkomponentige Vektorpotential im 
ebenen 2D Fall: 
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).1( gradAdivz µ
e−=

,)1( JgradAdiv =−
µ

verallgemeinerte Laplace-Poissonsche 
Gleichung. 



Magnetischer Fluß mit Hilfe von A: 

.∫∫∫ ⋅=Γ⋅=Γ⋅=Φ
ΓΓ C

ddrotd rAnAnB

C 

Γ

n Γd

B

A

rd

z=konstant 

x

y

P QzPA e)(
zQA e)(

CPQ 

PQΓ

Im ebenen 2D Fall: 

1

ΓPQ: Oberfläche der Länge 1 
durch die Punkte P und Q  

)()( QAPAd
PQC

PQ −=⋅=Φ ∫ rA

ze



Flußlinien (magnetische Feldlinien) verlaufen parallel zu B.  

P

Q Für zwei beliebige Punkte auf einer 
Flußlinie gilt ΦPQ = A(P) - A(Q)=0. B

!Flußlinien aufkonstant )()( =⇒= AQAPA

.0)(
x

y
xy B

B
dy
dydyBdxBdy

y
Adx

x
APdA =⇒=+−=

∂
∂

+
∂
∂

=

Ist die Differenz des Vektorpotentialwertes zwischen zwei 
benachbarten Flußlinien konstant, ist die Dichte der 
Flußlinien dem Betrag von B proportional. 

Flußlinien: Äquipotentiallinien von A(x, y). 



Strom mit Hilfe von T: 

.∫∫∫ ⋅=Γ⋅=Γ⋅=
ΓΓ C

ddrotdI rTnTnJ
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Γ
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J
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x
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P QzPT e)(
zQT e)(
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PQΓ

Im ebenen 2D Fall: 

1

ΓPQ: Oberfläche der Länge 1 
durch die Punkte P und Q  

)()( QTPTdI
PQC

PQ −=⋅= ∫ rT

ze

Stromlinien: 
Äquipotentiallinien von T(x,y). 
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Stationäres Strömungsfeld: 
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verallgemeinerte Laplacesche Gleichung. 



Randbedingungen: 
Dirichletsche Randbedingung: , auf (bekannt) 0 DAA Γ=

. auf (bekannt) 0 DTT Γ=

Bedeutet die Vorgabe von Bn oder Jn: 

=×⋅=×⋅=⋅=⋅= )()()( neenenAn zzzn gradAgradAArotrotB

DΓ

n

ze

tne =×z

! von ableitungTangential : A
t
AgradA

∂
∂

=⋅= t

z.B. für das Magnetfeld:  

Meistens ist A0=konstant  oder T0=konstant: 
Der Schnitt von ΓD mit einer z=konstant Ebene ist 
eine Flußlinie oder Stromlinie. Die Differenzen 
der Werte von A0 oder T0 geben den Fluß oder den 
Strom pro Längeneinheit zwischen den Linien an.  



Neumannsche Randbedingung: , auf (bekannt) 1
Nn

A
Γ=

∂
∂ α

µ

. auf (bekannt) 1
Ne

n
T

Γ=
∂
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γ
Bedeutet die Vorgabe von Ht oder Et: 

z.B. für das Magnetfeld:  
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µµ

.111)(
n
AgradAgradAzz ∂
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Auf Grenzflächen zu hochpermeablen Gebieten, bzw. 
auf Elektroden ist die Neumannsche Randbedingung 

homogen: .01oder    01
=

∂
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=
∂
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n
T

n
A

γµ



Randwertprobleme für die einkomponentigen 
Vektorpotentialfunktionen im ebenen 2D Fall: 

. auf 1, auf 

in )1(

0 ND n
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JgradAdiv

Γ=
∂
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µ
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stationäres 
Magnetfeld: 
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TTT

gradTdiv

Γ=
∂
∂

Γ=

,Ω=−

γ

γ
stationäres 
Strömungsfeld: 

Ähnliche Randwertprobleme, wie für die Skalarpotentialfunktionen. 



Dualität zwischen den Randbedingungen für das Skalarpotential 
und das einkomponentige Vektorpotential im ebenen 2D Fall 

Magnetische Wand: 
 konstant,ψ =

1 0.A
nµ

∂
=

∂

Magnetische Wand 

Flusslinie: 

0,  konstant.A
n
ψµ ∂

= =
∂

Flusslinie 



2.5.2 Rotationssymmetrische 2D Probleme 
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1 1 1( rA ) A div( gradA ).
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= − + ≠ −    ∂ ∂ ∂ ∂    

e e

Differentialgleichung für das einkomponentige Vektorpotential im 
rotationssymmetrischen Fall: 

1 1 1 1A Adiv( gradA ) r
r r r z zµ µ µ

    ∂ ∂ ∂ ∂
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1 1( rA ) A J
r r r z zµ µ
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− + =    ∂ ∂ ∂ ∂    
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φe)(QA

φe)(PA
CPQ 

PQΓ

Fluss im rotationssymmetrischen 2D Fall: 

ΓPQ: 
Kegelstumpfmanteloberfläche 
durch die Punkte P und Q  

)].()([2 QArPArd QP
C

PQ

PQ

−=⋅=Φ ∫ πrA

z 

konstant=φ

konstant=φ

Qr

Pr

Flusslinien: Äquipotentiallinien von rA(r, z). 

Strömungsfeld: Äquipotentiallinien von rT(r, z) 
sind die Stromlinien. 



2.5.3 3D Probleme 

Die Vektorpotentialfunktionen sind nicht eindeutig: 

)( gradurotrot +== AAB u ist eine beliebige Skalarfunktion, 

)( gradurotrot +== TTJ u ist eine beliebige Skalarfunktion. 

Differentialgleichungen: 

,)1( JAJH =⇒= rotrotrot
µ

,)1( 0T0E =⇒= rotrotrot
γ

Randbedingungen: 

Vorgabe von Bn oder von Ht. 

Vorgabe von Jn oder von Et. 



In 3D Problemen beziehen sich die Randbedingungen auf die 
Normal- und Tangentialkomponenten der Feldgrößen oder 
des Vektorpotentials. 

.tn AA tnA += .

.
nAn

tAt

A

.
nA×

n Γ

( ) n
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nAnAnnnAnAnt −=⋅−⋅=××=
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)()(
1

)( nAnn ⋅=nA

Statt tAt wird           verwendet. nA×



Vorgabe von Bn oder von Jn mit Hilfe des Vektorpotentials: 
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x
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xxxdivv

onenteNormalkomp keinehaben   und nTnA ××

bei der Bildung ihrer Divergenz wird nicht in der 
Normalrichtung differenziert. 

⇓

Durch die Vorgabe von          , bzw.          werden 
Bn bzw. Jn bestimmt: Dirichletsche Randbedingung. 

nA× nT×

.)( nJdiv =×nT



Vorgabe von Ht oder von Et mit Hilfe des Vektorpotentials: 

:n werden vorgegebe bzw. ,sollen  Es nEnH ××

,1 nAnH ×=× rot
µ

:1 nTnE ×=× rot
γ

Neumannsche 
Randbedingung. 



Randwertprobleme für die Vektorpotentialfunktionen im 3D Fall: 

. auf 1, auf 

in )1(

ND rot

rotrot

Γ=×Γ=×

,Ω=

αnAanA

JA

µ

µ
stationäres 
Magnetfeld: 

stationäres 
Strömungsfeld: 

Die Randwertprobleme haben keine eindeutige Lösung. 

. auf 1, auf 
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ND rot

rotrot

Γ=×Γ=×

,Ω=

enTnT

0T

γ

γ

τ



Spezialfall: Vektorpotential von vorgegebener 
Stromdichte im unendlichen leeren Raum 0(  und ) :µ µ= Γ → ∞

0 ,
( ) 0          ( ( )  oder ( ) ).

rotrot
rot rot

µ=
∞ = ⇒ ⋅ ∞ = ∞ × =

A J
A n A 0 A n 0

Lediglich B=rotA ist eindeutig bestimmt, nicht aber A. 

A wird eindeutig, wenn auch divA bestimmt wird: Eichung. 

Die Wahl divA = 0 ist die Coulomb-Eichung. 



Die Eichung macht A eindeutig: 

( )    0,
.

( ) ( ) ( ) ( ) ,
div div gradu u

gradu
gradu gradu
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⇒ =∞ = ∞ + ∞ ⇒ ∞ = 

A A
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Randwertproblem für A: 
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A J
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A 0
.)(

,0

0A
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=∆−=− µgraddivrotrot

Vektorielle Laplace-Poissonsche Differentialgleichung. 

⇓



Lösung von 
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∞ = 

A

A A J
A

A




0 , ( ) :µ−∆ = ∞ =A J A 0

Die Coulomb-Eichung folgt aus der vektoriellen Laplace-
Poissonschen Differentialgleichung: 



Biot-Savartsches Gesetz: 

∫∫

∫

ΩΩ

Ω

Ω′
′−

′−×′
=Ω′′×

′−
=

=
′−
Ω′′

==

,)()(
4

)()1(
4

)(
4

)(

3
00

0

ddgrad

drotrot

rr
rrrJrJ

rr

rr
rJArB

π
µ

π
µ

π
µ

.)(
4
1)( 2∫

Ω

→′ Ω′
′−

×′
= d

rr
erJrH rr

π



3. Quasistationäre Felder 

Maxwellsche Gleichungen :







∂
∂

>>
t
DJ

,0

,

,

=
∂
∂

−=

=

B

BE

JH

div
t

rot

rot

).(, 0EEJHB === eγµ

In leitenden Medien (Ωl): In nichtleitenden Medien (Ωi): 

,0
,

=
=

B
JH

div
rot

.HB µ=

J ist unbekannt: 
zeitabhängiges 
quasistationäres Feld 

J ist bekannt: 
zeitabhängiges 
stationäres Magnetfeld 



lΩ

iΩ

)(tJ

Beispiel: 



iΩ

nichtleitendes Gebiet 

J 
lΩ

leitendes Gebiet 

liΓ ,: nH × nB ⋅ sind stetig 

:BΓ b−=⋅nB

:HiΓ α=×nH

:EΓ 0nE =×

:HlΓ 0nH =×

n

n

n

Rand- und Grenzflächenbedingungen: 



Differentialgleichungen in Ωi 
(wirbelstromfreies Gebiet):  

iiii

i

ii

div
rot

BHHB
B

JH

νµ ==
=
=

,
0

Randbedingungen: 

0nH =×l  auf HlΓ ,
0nE =×l  auf EΓ ,
KnH =×i  auf HiΓ ,
bi −=⋅nB  auf BΓ .

Grenzflächenbedingungen 
auf Γli: 

0=⋅+⋅
=×+×

iill

iill

nBnB
0nHnH

Anfangsbedingungen in t=0: iiilll Ω=Ω= in ,in  00 BBBB

Differentialgleichungen in 
Ωl (Wirbelstromgebiet): 

llllll

l

l
l

ll

div
t

rot

rot

EJBHHB
B

BE

JH

γνµ

∂
∂

===
=

−=

=

,,
0

Zusammenfassung 



Komplexe Schreibweise für zeitharmonische Größen: 

Komplexe Amplitude (komplexer Scheitelwert): )()(ˆ)( rrBrB ϕje=
Zeitableitung: 

reichFrequenzbe im mit tion Multiplika ch Zeitbereiim ωj
t

→
∂
∂

Maxwellsche Gleichungen für komplexe Amplituden 
(quasistationärer Fall):  

.0,, =−== BBEJH divjrotrot ω

))(cos()(ˆ),( rrBrB ϕω += tt

Zeitfunktion: 

speziell für lineare Polarisation: 

ˆ( , ) ( )cos( ( ))x x xB t B tω ϕ= +r r r
ˆ( , ) ( )cos( ( ))y y yB t B tω ϕ= +r r r
ˆ( , ) ( )cos( ( ))z z zB t B tω ϕ= +r r r



( ) *****

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 HBJEHEEHHE ⋅+⋅=×−=⋅−⋅ ωjdivrotrot

Poyntingscher Satz für komplexe Amplituden im 
quasistationären Fall:  

( ) Sddjd =Γ⋅×−=Ω⋅+Ω⋅ ∫∫∫
ΓΩΩ

nHEHBJE ***

2
1

2
1

2
1 ω

S: komplexe Leistung, die durch den Rand Γ ins Gebiet Ω 
    hineinfließt. 



Beweis: 

=+×+=×= )cos(ˆ)cos(ˆ)()()( HE ttttt ϕωϕω HEHES

[ ] =+++−×= )2cos()cos(ˆˆ
2
1

HEHE t ϕϕωϕϕHE

[ ]+++−×=
  

Wirkanteil

)(2cos1)cos(ˆˆ
2
1

EHE t ϕωϕϕHE

[ ]
  

lBlindantei

)(2sin)sin(ˆˆ
2
1

EHE t ϕωϕϕ +−×+ HE

∫
Γ

Γ⋅−×−= dP HE nHE )cos(ˆˆ
2
1 ϕϕ

∫
Γ

Γ⋅−×−= dQ HE nHE )sin(ˆˆ
2
1 ϕϕ

Wirkleistung: 

Blindleistung: 

Zeitfunktion des Poyntingschen Vektors: 



=Γ⋅−+−×−=+= ∫
Γ

djjQPS HEHE nHE )]sin()[cos(ˆˆ
2
1 ϕϕϕϕ

=Γ⋅×−=Γ⋅×−= ∫∫
Γ

−

Γ

− deede HEHE jjj nHEnHE ϕϕϕϕ ˆˆ
2
1ˆˆ

2
1 )(

( ) .
2
1 * Γ⋅×−= ∫

Γ

dnHE q. e. d. 

Komplexer Poyntingscher Vektor: *

2
1 HES ×=

),(,
2
1

2
1 2

* 0E
J

JE =Ω=Ω⋅= ∫∫
ΩΩ

eddP
γ

.
2
1

2
1 2* ∫∫

ΩΩ

Ω=Ω⋅= ddQ HHB µωω

Wirkleistung: 

Blindleistung: 



Im leitenden Gebiet (Ωl): ,0 ABB rotdiv =⇒=

.0)(
t

gradV
t

rot
t

rotrot
t

rot
∂
∂

−−=⇒=
∂
∂

+=
∂

∂
+=

∂
∂

+
AEAEAEBE

Differentialgleichungen: 

,)1( 0AA0JH =+
∂
∂

+⇒=− gradV
t

rotrotrot γγ
µ







 =

∂
∂

−−⇒= .0)()(0
t

divgradVdivdiv AJ γγ

Randbedingungen: ( ) 0, ( ) 0.V∞ = ∞ =A

3.1 Einige analytische Lösungen des Randwertproblems für das 
      magnetische Vektorpotential 



Spezialfall: µ = konstant, γ = konstant, zeitharmonischer Fall. 

Coulomb-Eichung: divA=0 

( ) ( ) 0 0

0
                              0

( ) 0

div gradV j div V j div

V
V

V

γ ω γ ω
⇓

− − = ⇒ −∆ = =

∆ = 
⇒ = ∞ = 

A A


Differentialgleichung in Ωl: 

0AA =+∆− ωµγj vektorielle Diffusionsgleichung. 

Ebene 2D Probleme: 

0),(),( =+∆− yxAjyxA ωµγ skalare Diffusionsgleichung. 



3.1.1 Strom in unendlichem leitendem Halbraum 

:0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

xz
,)( zyA eA =

,)()( zz yEyAj eeE =−= ω

,)()( zz yJyAj eeEJ =−== ωγγ

,)()(

00

00 xx

zyx

yB
dy

ydA

A
y

rot ee

eee

AB ==
∂
∂

==

µγ ,

x

z

y

zyJ eJ )(=

xyB eB )(=

.)()(11
xx yH

dy
ydA eeBH ===

µµ



,2pj =ωµγ

)()( 2
2

2

yAp
dy

yAd
=

pypy eAeAyA 21)( += −

,1
2
1

δ
ωµγ

ωµγ jjjp +
=

+
==

:0)(lim 2 =⇒∞<
∞→

AyA
y

δδ
yjy

py eeAeAyA
−−− == 11)(

δ: Eindringtiefe. 

Diffusionsgleichung: .0)()(
2

2

=+− yAj
dy

yAd ωµγ



,)()( 1
pyeAjyAjyE −−=−= ωω

Feldgrößen: 

,)()( 1
pyeAjyAjyJ −−=−= ωγωγ

,)()( 1
pyepA

dy
ydAyB −−==

Bestimmung der Konstante A1: Strom durch ein 
Leiterstück der Breite b wird als gegeben angenommen. 

.)(1)( 1
pyeAp

dy
ydAyH −−==

µµ



b
x

y

z

I

l

0Γ
0C

IbyHdd
C

===⋅=Γ⋅ ∫∫
Γ

)0(
00

rHnJ

pb
IAIApb µ

µ
−=⇒=− 11

,)( δδ

γ
ωµ yyjjpy eeI

b
peI

pb
jyE

−−− ==

,)()( δδγ
yyj

eeI
b
pyEyJ

−−
==

.)(  ,)( δδδδµ yyjyyj
ee

b
IyHeeI

b
yB

−−−−
==

δ

δ

y

e
b
I

yJ
−

= 2)(

yδ

)(yJ
Betrag der 
Stromdichte nimmt 
exponentiell ab 

Stromverdrängung 
(Skin effect): 



Impedanz des Leiterstückes der Breite b und Länge l: 

( ) Γ⋅×−== ∫
Γ

dZIS nHE *2

2
1

2
1

yxz yHyEyHyE eeeHE )()()()( *** =×=×

.    ist sonst   ,0für  yy y enen =−=

.
2
1

2
1)0()0(

2
1

2
1 2

*
*2

b
plIbl

b
II

b
pblyHyEZI

γγ
=====

,)1(
b

ljjXRZ
γδ

+=+=

.  ,
b

lX
b

lR
γδγδ

==

b
l

δI

Gleichstrom-
widerstand 



3.1.2 Strom in unendlich ausgedehnter leitender Platte 

x 

y 

z 

2h

2b2b
2h

I

),()( 2
2

2

yAp
dy

yAd
= .1

2
1

δ
ωµγ

ωµγ jjjp +
=

+
==

Diffusionsgleichung: 

,)()( zz yEyAj eeE =−= ω ,)()( zz yJyAj eeEJ =−== ωγγ

,)()(
xx yB

dy
ydA eeB == .)()(1

xx yH
dy

ydA eeH ==
µ



Lösung der Diffusionsgleichung: 

).sinh()cosh()( 2121 pyCpyCeAeAyA pypy +=+= −

)()( yAjyJ ωγ−=Die Stromdichte muss eine gerade Funktion  
sein ( J(y) = J(-y) ): .02 =C

).cosh()( 1 pyCyA =

)cosh()()( 1 pyCjyAjyE ωω −=−=Feldgrößen: 

)cosh()()( 1 pyCjyAjyJ ωγωγ −=−=

)sinh()()( 1 pypC
dy

ydAyB ==

)sinh()(1)( 1 pyCp
dy

ydAyH
µµ

==



Bestimmung der Konstante C1: Strom durch ein 
Leiterstück der Breite b wird als gegeben angenommen. 

x z 

y 
0Γ

I

0C

2hy =

2hy −=

=−=+=−=⋅=Γ⋅ ∫∫
Γ

bhyHbhyHdd
C

)2()2(
00

rHnJ

b

,)
2

sinh(2)2(2 1 IphCpbbhyH =−==−=
µ

.
)

2
sinh(2

1 phpb

IC µ
−=



),cosh(
)

2
sinh(2

)cosh(
)

2
sinh(2

)( pyphb

Ippyphpb

IjyE
γ

ωµ
==

),cosh(
)

2
sinh(2

)()( pyphb

IpyEyJ == γ

),sinh(
)

2
sinh(2

)( pyphb

IyB µ
−=

).sinh(
)

2
sinh(2

)( pyphb

IyH −=



Impedanz des Leiterstückes der Breite b und Länge l: 

( ) Γ⋅×−== ∫
Γ

dZIS nHE *2

2
1

2
1

yxz yHyEyHyE eeeHE )()()()( *** =×=×

.    ist sonst   ,2für   ,2für  yyy hyhy enenen −=−===

=−=−=+==−= blhyHhyEblhyHhyEZI )
2

()
2

(
2
1)

2
()

2
(

2
1

2
1 **2

b
l

h
I

x

y

z

Γ

.
2)

2
sinh(2

)
2

cosh(
)

2
()

2
(

*
* bl

b
I

phb

phIp
blhyHhyE

γ
===−=



,
)

2
sinh(2

)
2

cosh(

phb

phpl
Z

γ
= .

2
1

2
1

2 2
+

=
+

=
ωµγ

δ
hjhjph

Niedrige Frequenzen: 

Hohe Frequenzen: 

.
2

)
2

sinh(,1)
2

cosh(1
2

phphphph
≈≈⇒<<

:
bh
lZ

γ
≈ wie Gleichstrom in der gesamten Höhe h. 

).
2

sinh()
2

cosh(1
2

phphph
≈⇒>>

:
2

)1(
2 b

lj
b

plZ
γδγ

+=≈ Widerstand wie Gleichstrom oben und 
unten in Schichten der Dicke δ, 
Reaktanz gleich groß wie Widerstand. 



4. Elektromagnetische Wellen 

, ,

0, ,

rot rot
t t

div div ρ

∂ ∂
= + = −

∂ ∂
= =

D BH J E

B D , , ( )eε µ γ= = = +D E B H J E E

Das vollständige System der Maxwellschen Gleichungen: 

beschreibt elektromagnetische Wellen. 

t
∂
∂
D

( )tH

t
∂

−
∂
B

( )tE

Das zeitveränderliche elektrische 
und magnetische Feld erzeugen 
einander gegenseitig: 
elektromagnetisches Feld 

im Vakuum: 



4.1 Ebene Wellen 

Maxwellsche Gleichungen im Vakuum (µ = µ0, ε = ε0), in 
Abwesenheit von Ladungen und Strömen (ρ = 0, J = 0): 

0 ,rot
t

ε ∂
=

∂
EH 0 ,rot

t
µ ∂

= −
∂
HE

0,div =H 0.div =E
2

0 0 0 2 ,rotrot graddiv rot
t t

ε ε µ
=

∂ ∂
= − ∆ = = −

∂ ∂
0

HH H H E


2

0 0 2 ,
t

ε µ ∂
∆ =

∂
HH

Ähnlich: 
2

0 0 2 .
t

ε µ ∂
∆ =

∂
EE

Vektorielle 3D Wellengleichung 





Annahme: 0, 0.
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
In jeder z = konstant Ebene ist das 
elektromagnetische Feld konstant: 

Ebene Wellen: 
2 2

0 02 2 ,
z t

ε µ∂ ∂
=

∂ ∂
H H 2 2

0 02 2 :
z t

ε µ∂ ∂
=

∂ ∂
E E

Vektorielle 1D Wellengleichung. 

Alle Komponenten des elektromagnetischen Feldes Ex, Ey, Ez, 
Hx, Hy, Hz erfüllen die skalare 1D Wellengleichung: 

2 2

0 02 2 .f f
z t

ε µ∂ ∂
=

∂ ∂
Lösung: 

0 0

1( ), .zf t v c
v µ ε

= =



( , ) ( ),x x
zE z t E t
c

= 

Wellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich der 
Lichtgeschwindigkeit: 

( , ) ( ),y y
zE z t E t
c

=  ( , ) ( ),z z
zE z t E t
c

= 

( , ) ( ),x x
zH z t H t
c

=  ( , ) ( ),y y
zH z t H t
c

= 

( , ) ( ).z z
zH z t H t
c

= 

Zusammenhang zwischen E und H: 

0 ,

x y z

x y z

rot
x y z t

H H H

ε∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂

e e e
EH

10, 0, .
x y z c t

∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂
Ebene Wellen: 



1 1 10 0 0 0 1 ( ).

x y z
x y z

z

x y z
x y z

rot
c t c t c t

H H HH H H

∂ ∂ ∂
= = = ×

∂ ∂ ∂

e e e e e e
H e H  

0
0 0

0

1 1( ) ( ) ; ( ) .z z zc t t c
εε ε
µ

∂ ∂
× = ⇒ × = × =

∂ ∂
Ee H e H E e H E  

Ähnlich aus der II. Maxwellschen Gleichung: 0

0

( ) .z
µ
ε

× = ±e E H

Obere Vorzeichen: Ausbreitung in der positiven z-Richtung, 

Untere Vorzeichen: Ausbreitung in der negativen z-Richtung. 



( , ) ( )zz t t
c

= −E E

( , ) ( )zz t t
c

= −H H

ze

( , ) ( )zz t t
c

= +E E

( , ) ( )zz t t
c

= +H H

ze
Ausbreitungsrichtung Ausbreitungsrichtung S S

Die Richtung des Poyntingschen Vektor stimmt mit der 
Ausbreitungsrichtung überein. 

2 20 0
0

0 0 0 0

1( ) ,z z z
µ µ µ
ε ε µ ε

= × = × × = ± = ±S E H e H H e H e H

2 20 0
0

0 0 0 0

1[ ( )] ,z z z
ε ε ε
µ µ µ ε

= × = × ± × = ± = ±S E H E e E e E e E

2 2
0 0

1 ( ).
2zc ε µ= ± +S e E H



Allgemeinere Materialeigenschaften: , , konstant.µ ε γ =

Maxwellsche Gleichungen in Abwesenheit von Ladungen 
(ρ = 0): 

,rot
t

γ ε ∂
= +

∂
EH E ,rot

t
µ ∂

= −
∂
HE

0,div =H 0.div =E
2

2 ,rotrot graddiv rot rot
t t t

γ ε γµ εµ
=

∂ ∂ ∂
= − ∆ = + = − −

∂ ∂ ∂
0

H HH H H E E


2

2 ,
t t

γµ εµ∂ ∂
∆ − − =

∂ ∂
H HH 0

Ähnlich: 
2

2 .
t t

γµ εµ∂ ∂
∆ − − =

∂ ∂
E EE 0



Für ebene Wellen: 
2

20, 0 .
x y z

∂ ∂ ∂
= = ⇒ ∆ =

∂ ∂ ∂

2

2 2 ,
z t t

µε µγ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

2E E E 2

2 2 .
z t t

µε µγ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

2H H H

Völlige Analogie mit den Leitungsgleichungen: 

2 2

2 2 ( ) ,u u uLC RC LG RGu
z t t

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂
2 2

2 2 ( ) .i i iLC RC LG RGi
z t t

∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂

, , 0, , , .u i R L G Cµ γ ε⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔ ⇔E H



Zeitharmonischer Fall, komplexe Schreibweise 

( ), ( ) :  komplexe Amplituden.z zE H

Lösung (wegen der Analogie): 

( ) ,pz pzz e e+ − −= +E E E
0 0

( ) .pz pz
z zz e e

Z Z

+ −
−= × − ×

E EH e e

Ausbreitungskoeffizient: ( ) ,p j j jωµ γ ωε α β= + = +

Wellenimpedanz: 0 .jZ
j

ωµ
γ ωε

=
+

Gedämpfte Wellen, die sich in der positiven und 
negativen z-Richtung ausbreiten. 



Verlustloses Medium: 0.γ =

( )( ) 0, .p j j jωµ ωε ω µε α β ω µε= = ⇒ = =

0 .jZ
j
ωµ µ
ωε ε

= =

0 0

1 1 1 .
r r r r

cv cω
β µε µ ε µ ε µ ε

= = = = ≤

Optik:  ,cv
n

= n: Brechungsindex 

Maxwellsche Relation: 2; ,r rn nε ε= =

rda für optisch durchsichtige Medien 1.µ =



  4.2 Elektromagnetische Wellen im unendlichen, homogenen Raum  

Annahmen:  

• die Stromdichte J und die Ladungsdichte ρ sind im gesamten 
Raum in jedem Zeitpunkt bekannt: 

• Die Materialeigenschaften µ und ε sind im gesamten Raum 
konstant, z.B. µ = µ0, ε = ε0, 

• Verlustloses Medium: γ = 0. 

( , ) und ( ,t) sind gegeben,t ρJ r r

z. B. Antenne: 

( , )tJ r

homogenes Medium 
0 0(z.B. Vakuum oder Luft: , )µ ε

elektromagnetisches Feld: E(r,t), H(r,t) 



Maxwellsche Gleichungen: 

,rot
t

∂
= +

∂
DH J ,rot

t
∂

= −
∂
BE

0,div =B ,div ρ=D

4.2.1. Lösung der Maxwellschen Gleichungen mit retardierten 
Potentialen 

Potentiale: 
0

1, ,rot rot
µ

= =B A H A

0 0, .gradV gradV
t t

ε ε∂ ∂
= − − = − −

∂ ∂
A AE D

0 0, .µ ε= =B H D E



2

0 0 0 0 02 .Vrotrot graddiv grad
t t

µ µ ε µ ε∂ ∂
= − ∆ = − −

∂ ∂
AA A A J

Die Divergenz von A kann frei gewählt werden: 

0 0 :Vdiv
t

µ ε ∂
= −

∂
A Lorenz-Eichung. 

0 0 02 .
t

µ ε µ
2∂

−∆ + =
∂

AA J

0

( ) .divdiv gradV V
t t

ρ
ε

∂ ∂
− − = −∆ − =

∂ ∂
A A

Mit der Lorenz-Eichung: 

0 0 2
0

.VV
t

ρµ ε
ε

2∂
−∆ + =

∂

Inhomogene 3D 
Wellengleichungen 



Im statischen Fall  ( 0)
t

∂
=

∂
übergehen diese Gleichungen in die  

Laplace-Poissonschen Gleichungen 0 ,µ−∆ =A J
0

V ρ
ε

−∆ =

mit den bekannten Lösungen 

0

1 ( )( ) .
4

dV ρ
πε Ω

′ ′Ω
=

′−∫
rr
r r

0 ( )( ) ,
4

dµ
π Ω

′ ′Ω
=

′−∫
J rA r

r r

In Bereichen, wo die Stromdichte und die Ladungsdichte 
verschwinden, erhält man die Wellengleichungen 

0 0 2 ,
t

µ ε
2∂

−∆ + =
∂

AA 0 0 0 2 0.VV
t

µ ε
2∂

−∆ + =
∂



Die Lösungen der inhomogenen Wellengleichungen im 
unendlichen freien Raum sind 

0
( , )

( , ) ,
4

t d
ct µ

π Ω

′−
′ ′− Ω

=
′−∫

r r
J r

A r
r r

0

( , )1( , ) ,
4

t d
cV t

ρ

πε Ω

′−
′ ′− Ω

=
′−∫

r r
r

r
r r

( , ) und ( , ) sind die  Potentiale.t V t retardiertenA r r

0 0

1( ).c
µ ε

=



Im zeitharmonischen Fall: 

( ),  ( ), ( ) und ( ) sind komplexe Amplituden.V ρ′ ′A r r J r r

ˆ( , ) ( ) cos[ ( ) ( )].t t
c c

ω ϕ
′ ′− −

′ ′ ′− = − +
r r r r

J r J r r

Im Frequenzbereich: 0( )ˆ ( ) ( ) ,
j jkj ce e e
ωϕ

′−
− ′− −′′ ′=

r r
r rrJ r J r

0 0 0 :  Wellenzahl (Phasenfaktor).k
c
ω ω µ ε= =

0
0 ( )( ) ,

4

jke dµ
π

′− −

Ω

′ ′Ω
=

′−∫
r rJ rA r

r r

0

0

1 ( )( ) .
4

jke dV ρ
πε

′− −

Ω

′ ′Ω
=

′−∫
r rrr

r r

Im Zeitbereich: 



Mit Hilfe der Lorenz-Eichung, kann V eliminiert werden: 

0 0
Vdiv
t

µ ε ∂
= −

∂
A lautet im Frequenzbereich 0 0 .div j Vωµ ε= −A

0 0

1 .V div
jωµ ε

= − A

,rot=B A

0 0

1j gradV j graddiv
j

ω ω
ωµ ε

= − − = − + =E A A A

2
0 0

0 0

1 ( ).graddiv
j

ω µ ε
ωµ ε

= +A A

2
0

0 0

1 ( ).k graddiv
jωµ ε

= +E A A



4.2.2. Der Hertzsche Dipol 

ˆ( ) cos( )i t I tω=l
0

2 ,   .l d l
k
πλ = 

d
Einem Dipol äquivalent: 

ˆ( ) sin( )Q t Q tω=

( )Q t−

( )i tl

ˆ kann als komplexer Scheitelwert des Stromes betrachtet werden.I

),,( φθr

x 

y 
z 

φ

r
θ

Î

rKugelkoordinatensystem: 

ˆÎ j Qω=



0
0
ˆ

( , , ) ( cos sin ).
4

jk r

r
Il er

r θ
µθ φ θ θ

π

−

= −A e e

0
0 ( )( ) ,

4

jke dµ
π

′− −

Ω

′ ′Ω
=

′−∫
r rJ rA r

r r
ˆ, ( ) , .zd Il r′ ′= Ω = =r 0 J 0 e r

Die Integration entfällt, da der Integrand konstant ist: 

θ

ze
re

θe

z
cos sin .z r θθ θ= −e e e



2

0 0 0

1 1 1
sin sin

1 1 10 [ ( ) ].

0

r

r

r

r r r
Arot rA

r r r
A rA

θ φ

φ θ

θ

θ θ

µ µ θ µ θ
∂ ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂

e e e

H A e

0 0
2

ˆ 1( )sin .
4

jk r kIl e j
r r φθ

π
−= +H e

Magnetfeld: 

0

0
0

ˆ 1(1 ) sin .
4

jk rIl eH jk
jk r rφ θ

π

−

= +0, 0,rH Hθ= =



Elektrisches Feld: 2
0

0 0

1 ( ).k graddiv
jωµ ε

= +E A A

0

2
0 0

2 2

ˆ(sin )1 ( ) 1 1( )cos ,
sin 4

jk rr A Il jkr Adiv e
r r r r r

θθ µ θ
θ θ π

−∂∂
= + = − −

∂ ∂
A

( ) 0

2
0 0 0

3 2

ˆ 2( 2 )cos ,
4

jk r
r

Il jk kdivgraddiv e
r r r r

µ θ
π

−∂
= = + −

∂
AA

( ) 00 0
3 2

ˆ1 1( )sin ,
4

jk rIl jkdivgraddiv e
r r rθ

µ θ
θ π

−∂
= = +

∂
AA

0
0

2
0 0

ˆ 1(1 ) cos ,
2

jk r

r
Il eE

jk r r
µ θ

π ε

−

= +

0
0

0 2
0 0 0

ˆ 1 1[1 ] sin ,
4 ( )

jk rIl eE jk
jk r jk r rθ

µ θ
π ε

−

= + + 0.Eφ =



Nahfeld:  0 2 1.rk r π
λ

= 

0 0

0 2
0

ˆ ˆ1(1 ) sin sin .
4 4

jk r jk rIl e Il eH jk
jk r r rφ θ θ

π π

− −

= + ≈


2 2

ˆ( )1( ) ( ) .
4 4

z rIld
r

φ

π π
′→

Ω

′ × ×′= Ω ⇒ =
′−∫

e

r rJ r e e eH r H r
r r

Biot-Savart: 

0 0
0

2 3
0 0 0

ˆˆ 1(1 ) cos cos ,
2 2

jk r jk r

r
Il e Ql eE

jk r r r
µ θ θ

π ε πε

− −

= + ≈

0 0
0

0 2 3
0 0 0 0

ˆˆ 1 1[1 ] sin sin .
4 ( ) 4

jk r jk rIl e Ql eE jk
jk r jk r r rθ

µ θ θ
π ε πε

− −

= + + ≈

Statisches Dipolfeld: 3
0

cos ,
2r
pE

r
θ

πε
= 3

0

sin .
4
pE

rθ
θ

πε
=



Fernfeld:  0 2 1.rk r π
λ

= 

0 0 0

0
0

ˆ ˆ ˆ1(1 ) sin sin sin .
4 4 2

jk r jk r jk rIl e Il e jI l eH jk j
jk r r r rφ θ β θ θ

π π λ

− − −

= + ≈ =

0
0

2
0 0

ˆ 1(1 ) cos 0,
2

jk r

r
Il eE

jk r r
µ θ

π ε

−

= + ≈

0 0
0 0

0 02
0 0 0 0

ˆ ˆ1 1[1 ] sin sin
4 ( ) 4

jk r jk rIl e Il eE jk jk
jk r jk r r rθ

µ µθ θ
π ε π ε

− −

= + + ≈ =

( )
0

0( )
0

120 377 .
Fern

Fern

E Z
H

θ

φ

µ π
ε

= = ≈ Ω ≈ Ω

0
0

0

ˆ
sin .

2

jk rjI l e
r

µ θ
λ ε

−
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( )
0( ) ( )sin ,FernE E rθ θ θ=

( )

( )
max

( ) sin :  Strahlungscharakteristik.
( )

Fern

Fern

E
E

θ

θ

θ θ
θ

=

Eθ

maxE
θ θ



Ausgestrahlte Leistung: 

R

Kugel :  Fernfeld.R λ

* * *1 1 1 .
2 2 2 rE H E Hθ φ θ φ θ φ= × = × =S E H e e e

r=n e
2

* 2 20
2

0

ˆ1 1( ) sin .
2 8

I lE H
Rθ φ

µ θ
λ ε

=

.
Kugel

P d= ⋅ Γ∫ S n


2sin sin .d Rd R d R d dθ θ φ θ θ φΓ = =

2 2
2

2 3 2 30 0

0 00 0 0

4
3

ˆ ˆ
( ) sin ( ) sin

8 4

I Il lP d d d
π π ππµ µθ θ φ θ θ

λ ε λ ε
= = =∫ ∫ ∫



2
22 0

0

ˆ 1 ˆ( ) .
3 2 s

I l R I
π µ

λ ε
= = 2 280 ( ) :  Strahlungswiderstand.s

lR π
λ

≈



  4.3 Geführte Wellen 

Leitungen: transversale (x, y) Abmessungen wesentlich 
kleiner als die Wellenlänge. 

D

2 2 1 .vD
k ff

π πλ
ω µε µε

= = = =

Wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist: Wellenleiter. 

z.B.: Hohlleiter Metallrohr  
( )γ → ∞

z

a

b ,µ ε



Annahmen: 

 

• Sinusförmige Zeitabhängigkeit: alle Größen sind 
komplexe Amplituden, 

• Materialeigenschaften sind konstant:  
µ, ε = konstant, 

• Verlustloses Medium: γ = 0, 

• Keine freie Ladungen vorhanden: ρ = 0. 



Wellengleichungen für die Potentiale A und V: 

2 ,
t

µε
2∂

−∆ + =
∂

AA 0 2 0.VV
t

µε
2∂

−∆ + =
∂

Im Zeitbereich: 

Im Frequenzbereich: 

2 ,ω µε−∆ − =A A 0 2 ,V Vω µε−∆ − = 0

2 .k−∆ − =A A 0

4.3.1 TM- und TE-Wellen 

:k ω µε=



Elektromagnetisches Feld, falls  ( , , ) ( , , ) :zx y z A x y z=A e

1 1 1 1( ) ,

0 0

x y z

z x y
A Arot A

x y z y x
A

µ µ µ µ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

e e e

H e e e

Das Magnetfeld ist transversal: TM-Wellen. 

21 [ ( )]z zk A graddiv A
jωµε

= + =E e e

2 2 2
2

2

1 [ ( ) ].x y z
A A A k A

j x z y z zωµε
∂ ∂ ∂

= + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

e e e

0 :  die longitudinale Komponente des Magnetfeldes ist Null.zH =



Alternative zu den Potentialen A und V:  
1, ,rot rot
ε

= =D F E F

( ) ,rot j rot j j gradω ω ω ψ− = − = ⇒ = −H D H F 0 H F
.j gradωµ µ ψ= −B F

:  elektrisches Vektorpotential,  : magnetisches Skalarpotential.ψF

( ).rotrot graddiv j j gradωµε ω ψ= − ∆ = − −F F F F:rot jω= −E B

Lorenz-Eichung: .div jωµεψ=F

2 ,ω µε−∆ − =F F 0 20 0.div ψ ω µεψ= ⇒ −∆ − =B

2 :k−∆ − =F F 0 Wellengleichung. 



Mit Hilfe der Lorenz-Eichung, kann ψ eliminiert werden: 

1 .div j div
j

ωµεψ ψ
ωµε

= ⇒ =F F

,rot=D F 21 ( ).k graddiv
jωµε

= − +H F F

1j grad j graddiv
j

ω ψ ω
ωµε

= − = − =H F F F

21 ( ).graddiv
j

ω µε
ωµε

= − +F F



Elektromagnetisches Feld, falls  ( , , ) ( , , ) :zx y z F x y z=F e

1 1 1 1( ) ,

0 0

x y z

z x y
F Frot F

x y z y x
F

ε ε ε ε
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

e e e

E e e e

21 [ ( )]z zk F graddiv F
jωµε

= − + =H e e

2 2 2
2

2

1 [ ( ) ].x y z
F F F k F

j x z y z zωµε
∂ ∂ ∂

= − + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

e e e

0 :  die longitudinale Komponente des elektrischen Feldes ist Null.zE =

Das elektrische Feld ist transversal: TE-Wellen. 



Die allgemeine Lösung der Maxwellschen Gleichungen in 
homogenen Medien kann als die Superposition von TM- 
und TE-Wellen dargestellt werden. 

Die einkomponentigen Vektorpotentialfunktionen 
erlauben damit die Beschreibung des elektromagnetischen 
Feldes mit Hilfe von zwei Skalarfunktionen. 



4.3.2 Wellen in rechteckigen Hohlleitern 

z

x

y

0,0 x a=

y b=

Annahme:  
Wellenausbreitung in der 
positiven z-Richtung. 

TM-Wellen: ( , , ) ( , , ) ( , ) ,j z
z zx y z A x y z A x y e β−= =A e e

TE-Wellen: ( , , ) ( , , ) ( , ) .j z
z zx y z F x y z F x y e β−= =F e e

Randbedingungen:  an den Wänden des Hohlleiters.× =E n 0

0, 0  für 0 und ,y zE E x x a= = = =

0, 0  für 0 und .x zE E y y b= = = =



2
2

2, .j
z z

β β∂ ∂
= − = −

∂ ∂
2 2 2

2
2

1 [ ( ) ]x y z
A A A k A

j x z y z zωµε
∂ ∂ ∂

= + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

E e e e

2 21 [ ( ) ].x y z
A Aj j k A

j x y
β β β

ωµε
∂ ∂

= − + + −
∂ ∂

e e e

TM-Wellen: 

Randbedingungen für die Potentiale: 

0  für 0, ,  0 und ,A x x a y y b= = = = =

TE-Wellen: 1 1 .x y
F F
y xε ε

∂ ∂
= −

∂ ∂
E e e

0  für 0 und ,F x x a
x

∂
= = =

∂

0  für 0 und ,F y y b
y

∂
= = =

∂

Dirichletsche R.B. 

Neumannsche R.B. 



TM-Wellen: 2 ,k−∆ − =A A 0 .k ω µε=

( , , ) ( , ) :j z
zx y z A x y e β−=A e

2 2
2 2

2 2 0.A A A k A
x y

β∂ ∂
− − + − =

∂ ∂

Lösung mit Separationsmethode: ( , ) ( ) ( ).A x y X x Y y=
2 2

2 2
2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,d X x d Y yY y X x k X x Y y
dx dy

β− − + − =

2 2
2 2

2 2

( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) 0.
( ) ( )

f x g y

d X x d Y y k
X x dx Y y dy

β− − + − =
 

Dies ist nur dann möglich, wenn konstant.)( konstant,)( == ygxf



2 2

2 2

( ) ( )( ), ( ).d X x d Y yfX x gY y
dx dy

= =

Man erhält die folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen: 

2 2, :x yf k g k= − = − 1 2( ) cos sin ,x x x xX x C k x C k x= +

1 2( ) cos sin .y y y yY y C k y C k y= +

Lösung: 

Randbedingungen: 1(0) ( ) 0 0, , 1, 2,... ,x xX X a C k m m
a
π

= = ⇒ = = =

1(0) ( ) 0 0, , 1,2,... .y yY Y b C k n n
b
π

= = ⇒ = = =



2 2 :x yC C C= ( , , ) sin( )sin( ) .j zm nA x y z C x y e
a b

βπ π −=

1 1 :x y
A A
y xµ µ

∂ ∂
= −

∂ ∂
H e e sin( ) cos( ) ,j z

x
C n m nH x y e

b a b
βπ π π

µ
−=

cos( )sin( ) ,j z
y

C m m nH x y e
a a b

βπ π π
µ

−= −

0.zH =

2 21 [ ( ) ] :x y z
A Aj j k A

j x y
β β β

ωµε
∂ ∂

= − + + −
∂ ∂

E e e e

cos( )sin( ) ,j z
x

C m m nE x y e
a a b

ββ π π π
ωµε

−= −

sin( ) cos( ) ,j z
y

C n m nE x y e
b a b

ββ π π π
ωµε

−= −

2 2( ) sin( )sin( ) .j z
z

C k m nE x y e
j a b

ββ π π
ωµε

−−
=

TMmn-Wellen: 



TE-Wellen: 2 ,k−∆ − =F F 0 .k ω µε=

( , , ) ( , ) :j z
zx y z F x y e β−=F e

2 2
2 2

2 2 0.F F F k F
x y

β∂ ∂
− − + − =

∂ ∂

Lösung mit Separationsmethode: ( , ) ( ) ( ).F x y X x Y y=
2 2

2 2
2 2

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,d X x d Y yY y X x k X x Y y
dx dy

β− − + − =

2 2
2 2

2 2

( ) ( )

1 ( ) 1 ( ) 0.
( ) ( )

f x g y

d X x d Y y k
X x dx Y y dy

β− − + − =
 

Dies ist nur dann möglich, wenn konstant.)( konstant,)( == ygxf



2 2

2 2

( ) ( )( ), ( ).d X x d Y yfX x gY y
dx dy

= =

Man erhält die folgenden gewöhnlichen Differentialgleichungen: 

2 2, :x yf k g k= − = − 1 2( ) cos sin ,x x x xX x C k x C k x= +

1 2( ) cos sin .y y y yY y C k y C k y= +

Lösung: 

Randbedingungen: 

2
(0) ( ) 0 0, , 0,1, 2,... ,x x

dX dX a C k m m
dx dx a

π
= = ⇒ = = =

2
(0) ( ) 0 0, , 0,1,2,... .y y

dY dY b C k n n
dy dy b

π
= = ⇒ = = =



1 1 :x yC C C= ( , , ) cos( ) cos( ) .j zm nF x y z C x y e
a b

βπ π −=

1 1 :x y
F F
y xε ε

∂ ∂
= −

∂ ∂
E e e cos( )sin( ) ,j z

x
C n m nE x y e

b a b
βπ π π

ε
−= −

sin( ) cos( ) ,j z
y

C m m nE x y e
a a b

βπ π π
ε

−=

0.zE =

sin( ) cos( ) ,j z
x

C m m nH x y e
a a b

ββ π π π
ωµε

−= −

cos( )sin( ) ,j z
y

C n m nH x y e
b a b

ββ π π π
ωµε

−= −

2 2( ) cos( ) cos( ) .j z
z

C k m nH x y e
j a b

ββ π π
ωµε

−−
=

2 21 [ ( ) ] :x y z
F Fj j k F

j x y
β β β

ωµε
∂ ∂

= + + −
∂ ∂

H e e e

TEmn-Wellen: 



Erfüllung der Separationsgleichung: 2 2 0.f g kβ− − + − =

2 2 2 2 0,x yk k kβ+ + − = 2 2, ,x y
m nk k k
a b
π π ω µε= = = .

2 2 2 2( ) ( ) 0,m n
a b
π π β ω µε+ + − = m, n = (0), 1, 2, ... . 

Bei gegebenen Werten von n und m (Wellenformen), ist die 
Kreisfrequenz nicht beliebig:      darf nicht negativ werden! 2β

Wäre  2 0,β < hätte man  , :j z zj j e eβ αβ α β α −= ± − = ⇒ = 



nur Dämpfung, keine Wellenausbreitung. 



2 2 2 2 2 2

2

( ) ( ) 0 ( ) ( ) .

gf

m n m n
a b a b

π

π π πβ ω µε ω
µε

= − − ≥ ⇒ ≥ +


2 21 ( ) ( ) .
2g

m nf f
a bµε

≥ = +

fg: Grenzfrequenz. 

Eine bestimmte Wellenform ist nur für Frequenzen über der 
Grenzfrequenz ausbreitungsfähig. 
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