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1. Die Maxwellschen Gleichungen:

oD .
. rotH=J +E’ verallgemeinerter Durchflutungssatz,

1. rotE:—Z—?, Induktionsgesetz,

111.divB =0, Quellenfreiheit der magnetischen Induktion,
V. divD = p, Gaulisches Gesetz.

Folgegleichung: Kontinuitéatsgesetz:

(die Divergenz der I. Maxwellschen Gleichung
divd = —a—'f. + die IV. Maxwellsche Gleichung:

div(J +%It3j =0, divD = p.)



FeldgroRen in Spannungsquellen

In Spannungsquellen erfolgt eine Ladungstrennung in Folge
von nichtelektrischen (z.B. chemischen) Vorgangen. Die
eingepragte Feldstarke E, ist eine fiktive, aguivalente
elektrische Feldstarke, welche die glelche Ladungstrennung

hervorrufen wirde: u —IE dr = —_[E -dr, u_jE dr

1
+++++ eee | I: Querschnltt _ FRIe 2]
ESfN.E | U y:spezifische iR, = j—-dr = —j—.dr

q
op, Leitfahigkeit »

. J
reale Spannungsquelle: u=u,—iR, =>E=-E +—

/4
Ideale Spannungsquelle: u=u, =>E=-E,,y > ©

J=y(E+E,)




Materialgleichungen:
D=¢E,B=uH,J=y(E+E,).

Energie- und Leistungsdichte:

D B
W=w, +W = E.-D+-H-B = [E-dD+[H-dB |
2 2 O 0

Energie und Verlustleistung in einem Volumen Q:

W:jwdQ, P:jpdgz.
Q Q



1.1 Einteilung der Elektrodynamik

0

1. Statische und stationare Felder (at = O)

rotH = J, rotE =0, divB =0, divD = p, divd =0.
elektrostatisches Feld: rotE =0, divD = p, D = &E.

stationares Magnetfeld: rotH =J,divB=0, B = uH.

stationares Stromungsfeld: rotE=0,divl=0,J=y(E+E,).



2. Quasistationares Feld (J >>

=)
ot
rotH = J,

roth—a—B,

ot
divB =0,

B=uH,J=y(E+E,).



3. Elektromagnetische Wellen

rotH :J+@,
ot

roth—@,

ot
divB =0,

divD = p,

D=¢E,B=uH,J=y(E+E,).



1.2 Grundlagen der Netzwerktheorie

Netzwerksignale:
2
U, :jE-dr, I =_[J-nd1“,
1 r

Qs = [ pdQ = [divDdQ = {D-ndI’, @, =[B-ndr.
Q Q I r

Netzwerkelemente:

Widerstand: U = Ri,

Idealer Kondensator: i =C (;—l:

Ideale Spule: u = Lﬂ.
dt



Die Kirchhoffsche Knotenregel:

a—D =Q0auf I',daT keine

ot
Kondensatoren schneidet.
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Integration des Kontinuitatsgesetzes Uber Q:

j'(divJ +8—pde:jdiv(J +@jd9:<ﬁ£J +@j-ndrzc_f>3 .ndT" =0.
ot ) ot J ot J

Q
i, =0




Die Kirchhoffsche Maschenregel:
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1.3 Energieumwandlungen im elektromagnetischen Feld

oD

—E-rotH=—E-J—E°E . MGI.. (-E)
H~rotE:—Ho8—B 1. MGI. -H
T ot
oB oD

H-rotte—-E-rotH=-H-——-E-J-E-—
ot ot

H-rotE-E-rotH=H-(VxE)-E-(VxH)=
=V-(ExH_)+V-(E,xH)=V-(ExH)=div(ExH)



Integration Uber ein Volumen Q:

j( )dQ jE JdQ+jd|vExH)dQ
5B 0 a]_ 01
H-dB = W “H-B= H .
ot —[ ot ( ot 2 atzﬂ‘ ‘ fur
lineare
E-aD:ajE.dD:aWe(zﬁl , ‘E‘ j/Medlen
ot oty ot ot 2 8t2
J Vi
J=y(E+E,)=>E="-E,=>E-J="L_E,.J=p-E,-J
7 /4

jdiv(E x H)dQ = 55(E xH)-ndl"  (GauBscher Satz)

r



Poyntingscher Satz:

d (W_+w, )dQ = gdQ— E. - JdQ+$(ExH)-ndI
dt
Q r

rechte Seite:

Ursachen flr die Abnahme der Energie im Volumen

S=ExH Poyntingscher Vektor: Leistung durch Einheitsflache

}S ndl" ist die Leistung, welche durch Strahlung das
Volumen Q verlaft.



1.4 Eindeutige Ldsbarkeit der Maxwellschen Gleichungen

Die Ldsung der Maxwellschen Gleichungen in einem Volumen Q
mit dem Rand I" ist fUr t > t, eindeutig, vorausgesetzt, dass die
1. Anfangsbedingungen
H(r,t=t,)=H,, (r), E(r,t=t,)=E, . (r), VreQ,unddie

2. Randbedingungen fir die Tangentialkomponenten
H,.(r,t)=H,,(r,t)oder E (r,t) =E,_, (r,t), Vr e[t >,

erfiillt sind. Sowohl die Funktionen H,_ . (r), E . (1),

H,. (r,t)und E, (r,t) alsauch die eingepragte Feldstarke E,
mussen bekannt sein. Lineare Materialeigenschaften werden
angenommen.



Bewels:

Annahme:
es existieren zwei Loésungen: E',H und E",H".

Die Differenz der beiden: E, =E'-E" H,=H'-H"
erflllen die Maxwellschen Gleichungen (dies sind linear).
Dabei sind die Anfangsbedingungen und Randbedingungen
homogen bzw. E_,=0. So gilt fur sie der Poyntingsche Satz:

d o

ot

( WH, "+ S, jdgz [ 0+ (B, )-nar

Da, wegen der Randbedingungen, entweder E, oder H, in die

Normalrichtung n zeigen, hat S, = E, x H, keine Normal-
komponente. So ist das Oberflachenintegral Null.



d
dt

Die rechte Seite kann nie negativ werden, d.h. dass der
Ausdruck dessen negative Zeitableitung an der linken
Seite steht nie zunehmen kann. Er ist wegen der
Anfangsbedingungen im Zeitpunkt t, gleich Null und da
er offensichtlich nicht negativ ist, kann er auch nicht
abnehmen. Daher muss er immer Null sein:

1 1
j(zyHoz +ng02de ~0.

Q

Daraus folgt E,=0,H,=0,d.h.E'=E"und H' =H".

( iR+ S, jdg j‘JO‘ 4o

g.e.d.



2. Statische und stationare Felder

Maxwellsche Gleichungen (8 — o) : rotH = J,

ot rote =0,
divB =0,
divD = p,
divd =0.
elektrostatisches stationares stationares
Feld: Magnetfeld: Stromungsfeld:
rote =0, rotH = J, rote =0,
divD = p, divB =0, divd =0,

D =¢E. B = uH. J=y(E+E,).



2.1 Randwertprobleme fur das Skalarpotential

Elektrostatisches Feld und stationares Stromungsfeld:

rotE =0= E =-gradV, V: elektrisches Skalarpotential

Stationares Magnetfeld, wenn J=0:
rotH=0= H =—grady, w:magnetisches Skalarpotential
Differentialgleichungen:

divD = p = —div(sgradV) = p, verallgemeinerte Laplace-
: : Poissonsche bzw. Laplacesche
divB =0 = —div(ugrady) =0, :
- (ugrady’) Gleichung.

divl =0= —div(ygradV ) =0,



Die L6sung der Laplace-Poissonschen Gleichung im
unendlichen, leeren (e=¢,) Raum:

(r)dQY

V(r) = jp "2 V(r - 0) =0,
Areyy, |r—r

Im ladungsfreien Gebiet gilt auch fur das elektrostatische
Feld die verallgemeinerte Laplacesche Gleichung:

—div(egradV) =0.



Randbedingungen:
Dirichletsche Randbedingung: V =V, (bekannt) auf I,
v =, (bekannt) auf T7,.
Bedeutet die Vorgabe von E, oder H..

[, wird im elektrostatischen Feld und stationaren
Stromungsfeld typischerweise durch
Elektroden gebildet. Hier gilt E, =0 =V = konstant.

Stationares Magnetfeld: Grenzflache zu
hochpermeablem Gebiet, magnetischer Wand (x — ).

U=l |H—>X

daH,=H
H. =0 | H —0

tEisen
Eisen




oV
Neumannsche Randbedingung: £, =0 (bekannt) auf T,

oV
—=0auf I,
Van N

u %—‘g — b (bekannt) auf T,
Bedeutet die Vorgabe von D, J.,, bzw. B,..

Im stationaren Stromungsfeld ist "y, die
Grenzflache zum nichtleitenden Gebiet.

Falls 0=0 im elektrostatischen Feld und b=0 im
stationaren Magnetfeld, ist I', eine Flache parallel
zu den Feldlinien. Sonst ist D, B, bekannt auf I'y,.



Randwertprobleme:

elektrostatisches div(egradV) = p In L,

el V =V, auf FD,ga—vzcrauf Iy

on

stationares —div(zgrady) =01in Q,

Magnetfeld: v =y, auf T, y%— pauf T

stationares —div(ygradV)=01n 0,

Stromungsfeld: , =V, auf [, 72_\; =0auf I'.



Eindeutigkeit der Losung des Randwertproblems:

Wegen der Analogie reicht es, nur den Fall Elektrostatik zu
behandeln.

Beweis:
Annahme: es existieren zwei Lésungen: V' undV".

Die Differenz der beiden: V =V'-V" erfillt das
Randwertproblem  —div(egradV)=01n Q,

V =0auf FD,g(;—\r/]=Oauf [y

Identitat (1. Greenscher Satz):

div(VegradV ) = ggradV|* +Vdiv(sgradV).



Integration Uber ein Volumen Q mit dem Rand I":

Q

j glgradv/|’dQ = - j Vdiv(egradV )dQ + §vggradv .ndr".
Q r

Wegen des Randwertproblems fir V ist die rechte

Seite Null (egradV -n = g%—\;).

Daraus folgt gradvV =0=V = konstant in Q.
Daaber V =0aufI',,V=0inQ=V'=V".

g.e.d.



2.2 Analytische Losungsmethoden der Laplaceschen Gleichung

2 2 2
Laplacesche Gleichung: divgradV = AV = g \ﬁ al a V ,
ox° oy’ 82
(divgrady =0).
elektrostatisches Feld: p =0, & =Konstant (= g,),

stationdres Magnetfeld: J =0, u =konstant (= y,),

stationdres Stromungsfeld: y =konstant.

AV =0 =V ist eine harmonische Funktion.

Es gibt unendlich viele harmonische Funktionen!



Dirichletsche oder Neumannsche Randbedingungen :

V=konstant auf I'

A AV:Oin

8—V:Oauf [

on \

Analytische Methoden:

Bereitstellung von harmonischen Funktionen und Auswahl
derjenigen, welche die Randbedingungen erfillt.

Dies ergibt die richtige LOsung, da sie eindeutig ist.




2.2.1 Methode der fiktiven Ladungen (Spiegelungsprinzip)

Die Potentialfunktion einer Punktladung ist in allen Punkten
des Raumes, bis auf die Stelle der Ladung, harmonisch.

Q P o
2 A(XYNT) r=xe +ye, +ze,, r'=Xe, +ye, +2k,
. 1

y > 1
rV(xy,z2)= Q [(x— XV +(y-y') +(z- z')ZT2

Are,




Bewels:

&__ Q ! . 1\2 . 1\2 . 1\2 2_
o 47[50()( x)[(x XY +(y—y') +(z Z)T —
Q , =3
= — — r-r
2 K
oV Q -3 2 -5
— _ . [} _3 . ! . /
2 s, ﬂr r' (X x)\r r' ]

ACACA Q{ 3 _3(X—X’)2+(y—y’)2+(2—2’)2}

6x2 oy* 62 - 47zg0 ‘r—r’\?’ r—rf

Q 3{ 1 _\r—r’\2

; = |=0,wennr =r"
drey |r=r r—r’

g.e.d.



In zwel Dimensionen (ebene Probleme, 9 _ 0)

0z
Ist die Potentialfunktion einer unendlich langen Linienladung
harmonisch.




ov T X

-5;__2m%(x—%)

o ot (x=X)V+(y-y ) -2(x-x)

N

W o 272'50 [(X




Wegen der Linearitat der Laplaceschen Gleichung wird sie durch
die Potentialfunktion einer beliebigen Ladungsverteilung erfullt
(in ladungsfreien Gebieten).

Erflllung der Randbedingungen: eine fiktive Ladungsverteilung
innerhalb der Elektroden soll Aquipotentialflachen haben, welche
mit den Elektroden Ubereinstimmen.
Beispiele:
* Eine Punktladung: konzentrische Kugeloberflachen
(Kugelkondensator)
« Eine unendlich lange Linienladung: konzentrische
Zylinderoberflachen (Zylinderkondensator)
 Liniendipol: nichtkonzentrische Zylinderoberflachen
o Spiegelung an Ebene: unendlich ausgedehnte leitende
Ebene
« Mehrfache Spiegelung an Ebenen: abgewinkelte
Elektroden (o =180/n)



2.2.2 Trennung der Variablen (Separationsmethode)
Laplace Operator im allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem:

Au = div(gradu)
AU = 1 0 ( h,h, ou N 0 ( h;h, ou N o ( hh, ou
hh,h,| ox,\ h ox ) ox,\ h, ox,) 0OX\ h, 0X,

o°u  0°u o°u

AU(X,Y,Z) = + +
(%.y.2) ox> oy oz’
2 2
au(rg2) =1 O (ro)s LO8L
ror\ or) r°og° oz

2
Au(r,6’,¢)=%£(r2@uj+ 21_ 0 (sinea—u}L S _12 al;
r<or or) r<sin@ oo 06) r°sin“6og¢



Separationsmethode:
Ansatz: V (X, Xy, X3) = X, (%) X, (X;) X5(X%5)

Es wird versucht die Laplacesche Gleichung (eine partielle
Differentialgleichung) fur V auf drei gewohnliche
Differentialgleichungen fur jewells X;, X, und X, zurtickzufthren.
Aus den allgemeinen Losungen dieser Gleichungen erhalt man
spezielle Losungen der Laplaceschen Gleichung mit Hilfe des
obigen Ansatzes. Wegen der Linearitat der Laplaceschen
Gleichung wird sie durch eine beliebige Linearkombination
dieser Losungen erflllt. Die Losung eines konkreten
Randwertproblems ist diejenige Linearkombination, welche die
Randbedingungen des Problems erflllt. Dies ist dann moglich,
wenn die Randbedingungen entlang x; = konstant Oberflachen
gegeben sind.



Kartesische Koordinaten, 2D Fall:
Ansatz: V(Xx,y)= X(X)Y(y)
oV 82V
' ; =0.
Laplacesche Gleichung: ax2 oy’
d*X (X d2Y
Y (y) ()+x() (y) _0

dy’
D|V|S|on durch X(x)Y(y) ergibt:

1 dX(x) 1 d*(y)
X() o Y(y) dy’

J/

f () a(y)

Dies ist nur dann moglich, wenn

f (X) = konstant, g(y) = konstant.



Die gewohnlichen Differentialgleichungen sind dann:

d*X(x)
dx*

- X (). dy‘y) ~gY(y),

wobei g=-f.
f =—p* g=p°: X(X)=C, cospx+C,sin px
Y(y)=C,e™ +C,e™™ =C;cosh py +C, sinh py

Eine Losung: | V =) Are*™ cos p,x+Bje*™”sin p,x
n

Eine weitere LOsung erhalt man durch das Vertauschen von x und y:

V=> Ae™cosp,y+B e ™ sinp,y




Beispiel:

Randbedingungen:

D y=b, V=1(x)

(2) y=0, V=0, =sinhp,y,

(3) x=0, V=0 }jsin p.X, p,=nx/a,
(4) x=a, V=0. n=1,2,....

ytV =1(x)
b
M=0 V=0
V=0
d

2V (X, y):iBn sinh(nﬁy)sm( j(z) (3), (4)

a erfullt.

Fourier-Reihe von f (x):  f(X) = an sin(nzxj.

V(x,b) =) B,sinh
n=1

nﬂbjsm( ﬂxj: aninh(nﬂbjzbn
. a a a

sinh| —=

o0

n=1

/nﬂy)
V(x,y)=) b, Sinhtﬂszjsm(?)




Zylinderkoordinaten, 2D Fall:
Ansatz: V (r,¢)=R(r)D(¢)
10 ( 8Vj 1 0%V
-+ =
ror\’ or ) r?o¢°
dR(r)j 1d cI>(¢)
DO(p) —— + R(r
2 r dr( dr (r )r d¢?
Multiplikation mit r2 und Division durch R(r)®(¢) ergibt:

1 rd(rdR(r)j+ 1 d’d(g)
R(r) dr dr ) @(9) dg*
f(r) 9(4)

Laplacesche Gleichung:

Dies ist nur dann moglich, wenn

f (r) = konstant, g(¢) = konstant.



Die gewohnlichen Differentialgleichungen sind dann:

d( dR(r)) d2q>(¢)_
rdr[r i )_fR(r), 44’ = gD(9),

wobei g =-F.

Da ©(¢) mit 2 periodisch sein muss, ist nur g = -n? ( n: ganze Zahl)
moglich: ®(¢) =C,cosng+C,sinng (n>0).

Der Fall n = 0 ergibt ®(¢)=C,+C,¢.

Dies ist nur dann periodisch, wenn C, = 0. Der Fall C, =0,
Ist dann sinnvoll, wenn im Problemgebiet 0< ¢ < ¢

. <27 gilt.
SO




r;r(r dF;(rr)j =n°R(r).

dR(r)
dr

ayn=0:r =C,, R(r)=C,Inr+C,.

b)n>0: Ansatz: R(r)=r",

dR(r) — ara—l, r dR(r) — ara, (;Ir(r dF;Er)j — aZra—l’

dr dr
a’r®=nr"= a=1n: R(r)=C,r"+C,r"

LOsung:

V =(C,Inr+C,)(C,+C,¢)+ > (AT*" cosng+B;r*"sinng)




Beispiel: Zylinderkondensator

Va
R.  Rotationssymmetrie: 9 _ 0=V =C,Inr+C,.
V, 09

Randbedingungen:V. =C,InR. + C,,

V,=C,InR, +C,.

c - V, -V c _ViInR, -V, InR;
InR, /R InR, /R,

v ~V,Inr/R -ViInr/R,
InR, /R, |

Die gleiche LOsung erhalt man mit Hilfe der Methode der
fiktiven Ladungen.



Beispiel: Dielektrischer Zylinder im homogenen Feld

E -Ege. Homogenes Feld: V = —E r cos¢.
Beweis:
1oV

oV .
y c Er__E_EOCOS¢’ E¢_—r6—_—Eosm¢.

r e E,=E,cosg—E,sing=E;cos”p+E,sin"¢=E,

r

X E, =E, sing+E,cos¢ =E,cosgsing—E;singcosg =0.
V.(r,¢), wennr <R, g.e.d.
V(r1¢): V R
Rand- .(r, @), wennr >R,
bedingungen: limV, (r, ¢) < oo -V, = Z(Anrn cosng + B._r"sin n¢),

n>1

limV_(r,¢) =—E,rcos¢ =

V,=—E,rcos¢ + Z(Aanr‘” cosng + B, rsin n¢).

n>1



Rand- und Grenzflachenbedingungen:
E;(r=R)=E,(r=R)=Vi(R,¢)=V,(R,¢)=

AR=-ER+AR* AR =A R"(n>1),B R"=B, R
5Vi(R,¢):5Va(R,¢):>
or or
gA =—-E,—AR? gANR"™=-A nR"" (n>1),
B NR"™=-B, nR™"™.
-2 -1

Losung: A | “r TE,R?,
9 A= -1 Ey, Ay = +1

r

'A\n :Aan :O (n>1)’ Bin :Ban :O'

D.(r=R)=D,,(r=R)=g¢,




Vi(r,¢) =

— 25 r CoS ¢,
E

r

V,(r,¢) =—E,rcos¢ + d
E

r

+1

E,

Das Feld innerhalb des
Zylinders ist homogen.

=" N
W
M
= ———
=



2.2.3 Konforme Abbildung

Betrachten wir eine beliebige, reguléare, komplexe Funktion:
W(z) =u(X, y)+ V(X y), Z=X+]y.
Sie stellt eine Abbildung der x-y Ebene in die u-v Ebene dar:

y @ w=w(z) [V W

T %/
C X u

Die Abbildung ist konform: im Kleinen winkeltreu.




Regulare komplexe Funktionen haben die Eigenschaft

W/(z) = lim W(Z + Ax) —W(z) _ lim w(z + jAy)—w(z)’

AX—0 AX Ay—0 J Ay

Iim(u(x+Ax, y)-u(x.y) , j V(X +AX, y) —V(X, y)j _
AX—0 AX AX

_ Iim£U(X’y+Ay)_U(X, Y)_I_ jV(X1y+Ay)_V(X1 Y)j
JAY JAY

ou .ov .0uU ov

—+ ] +—.

OX = OX oy oy

Ay—0



ou_ov ov_ au
oXx oy Ox oy

Cauchy-Riemann Gleichungen:

o’y o0°v o4 o°v  |o%u o4
2~ v A2 A2t 52=0

ox° oxoy oy oyox |ox® oy

0%V o'y 90°v  9°u |6 v 0%

A2 ’ 2 — =l ~a2 T A2~

OX oxoy oy® oyox [ox° oy

0.

Sowonhl der Realteil, als auch der Imaginérteil einer regularen

komplexen Funktion sind Lésungen der zweidimensionalen
Laplaceschen Gleichung.



Der Real- oder Imaginérteil einer regularen, komplexen Funktion
Ist die Losung eines Problems, wenn er entlang der Elektroden

konstant Ist. v -
<5
! V=u: [T 7T =
A e e o B ~ —
S — bt S S
, ftv ---------------- 2 2t
1-1-1- L 1 O =
(ORI [ -
I\ u ="konstant Linien’ > L
R I = e (Aquipotentiallinien)
) [NELS S V=v: vt c S
Aquipotentiallinien V=V, - 2
Allgemein: C,w(z) +C,. T s au
! ! ! ! ! wn
v=V,__ i} | 52
é T
u = konstant Linien L

V =

(Feldlinien)



Beispiel: Zylinderkondensator

V""@Ra w(z)=Inz=Inre” =Inr+ jg,

Vi u=Inr=Inx*+y?, v:¢:arctanx.
X

u = konstant = r = konstant : Kreise.

Die Randbedingungen kdnnen erfullt werden, wenn
w(z)=C,Inz+C,.
V=u=C,Inr+C,. Aus den Randbedingungen:
y V., Inr/R, -V, Inr/R,
InR_ /R |

Die gleiche LOsung erhalt man mit Hilfe der Methode der
fiktiven Ladungen oder mit der Separationsmethode.



Beispiel: Zwei aufeinander normal stehende Ebenen
Ay |
w(z)=Inz=Inre’ =Inr + jg,

»x  u=Inr=Inx*+vy?, v:¢:arctanx.
V =0 X

v = konstant = ¢ = konstant : radiale Linien.

V =U

Die Randbedingungen konnen erflllt werden, wenn
w(z)=C,Inz+C,.

V =v=C,4+C,.

Aus den Randbedingungen: V = 2_U¢ = Z—Uarctan s

T T X



2.3 Numerische Losungsmethoden der Randwertprobleme
fur das Skalarpotential

Nachteile der analytischen Methoden:
e Spezielle Geometrie

« Homogene Materialien

Numerische Methoden:
e Diskretisierung der Geometrie

e Beriicksichtigung von inhomogenen Materialien



Diskretisierung der Geometrie :

-7
R
S
~

’ div(egradV) =0In Q

Numerische Methoden:

Potential wird in diskreten Knoten naherungsweise bestimmt.
Das Feld wird durch numerische Differentiation berechnet.
Dirichletsche Randbedingungen werden exakt in Knoten
erfullt, Neumannsche Randbedingungen konnen nur
néherungsweise erfullt werden.




2.3.1 Methode der finiten Differenzen

Nur zweidimensionale, ebene Probleme werden behandelt,
Verallgemeinerung auf 3D Probleme leicht maglich.

Homogene Materialien werden angenommen: Laplacesche
Gleichung. Verallgemeinerung auf stlickweise homogene

Materialien moglich.

Aquidistantes Gitter,
Verallgemeinerung auf
nichtaquidistantes
Gitter maglich.



2 4
v V+1a\/h 1@\/h 1oV, 10V
1 ox 21 Ox* 3' o 4' ox*
2 4
V. =V, 18Vh 18Vh 1@3\/ 1av
]_ oy 21 oy? 3' ay 4' oy*
4
VC:VA—lavh 1 0%V _183\/ 18V
Nox  2Aox> 3! ox® 4' ox”
4
V, =V, NV L0V e 1OV, 10V,
+ Moy 2oy 3l oy 41 oy
SR
V,+V, +V_ +V, =4V, |+
— AV =0 aZV aZV
+h?

:
a
N j

(G 52O

N _ ~0

=O

AV

~V, -V, -V, -V, =0




Die Gleichung 4V, -V, -V, -V, -V, =0, d.h.

oD
1 A

V, = Z(Va +V, +V_+V,) S LA
d

entspricht der Naherung des Mittelwertsatzes der
Potentialtheorie (siehe 2.4.1).

Kugel

@ V(M):47Z1R2 ydr
Kugel




Berlcksichtigung der Randbedingungen:
Dirichletsche Randbedingung auf I'y: V=V, (bekannt).

N, -V, -V, -V, -V, =0 =@V, =V, =V, -V, =V,
1_‘N

|
f
&

N, -V, -V, -V, -V, =0= |4}, -V, — 2V, —V. =

Neumannsche Randbedingung auf I'y:

&, N _ o Im Punkt o.

on
k: fiktiver Gitterpunkt auf3erhalb von Q

h

0

N (0)x e, e Vn — g v, =V, + 27
n 2h &g

2ho
2




Beispiel:

h o V=U
/31 02D

N V=0 oV
805201 805:02
g e Vs _
0 2h U 1
2ho,
V, =V, + .
0
g e Vi
0 o " 2
2ho,
Vg =V, +

8'

Knoten 1: 4V, -V, -V, =2U

Knoten 2:
Knoten 3:
Knoten 4:

Knoten 5:
Knoten 6:
Knoten 7:
Knoten 8:

~V, +4V, -V, -V, =U
~V, +4V, -V, =2U

-V, +4V, -V, =U
2ho,
o
-V, -V, +4V, -V, =0
-V, -V, +4V, -V, =0
-V, -V, +4V, -V, =0
-V, +4V, -V, =U
2ho,
o

A, -2V, =U +

-2V, +4V, =U +




Gleichungssystem in Matrixform:

"4 -1 0 0 -1 0 0 OV, [ 2u )
1 4 -1 0 0 -1 0 0]V, U
0 -1 4 0 0 0 -1 0|V, 2U
0 0 0 4 -2 0 0 0|V,|_JU+2halsg
-1 0 0 -1 4 -1 0 0]V 0
0 -1 0 0 -1 4 -1 0]V, 0
0 0 -1 0 0 -1 4 -1|\V, 0
\V8)

c 0 0 0 O 0 -2 4 U +2ho, /g,

Spaérlich besetzte Matrix.



2.3.2 Variationsproblem der Elektrostatik

Das Randwertproblem des elektrostatischen Feldes
—div(egradV) = pin Q,

V =V, auf T, 888—\;20-an Iy

Ist folgendem Variationsproblem aquivalent:




Physikalische Bedeutung des Funktionals

J‘%égrad AdQ = I%E DdQ: Elektrische Feldenergie W,

Q Q

ijdQ+ janF: Potentielle Energie der Ladungen W,
Q Ty

W =W, —W_ ist die Wirkung!

Das Variationsproblem entspricht dem Prinzip der
kleinsten Wirkung.



2.3.3 Das Ritzsche Verfahren

Da das Variationsproblem und das Randwertproblem
aguivalent sind, ist eine Naherungsldsung des
Variationsproblems ebenfalls eine Naherungsldsung des
Randwertproblems.

Das Variationsproblem kann mit Hilfe der Ritzschen Methode
néherungsweise geldst werden.

Eine Naherungsldsung soll in folgender Form gesucht werden:

V =V ® =V, +ZVJ-WJ-, V, : beliebige Funktion mitV, =V, auf T,
= Vi, j=1,2, ..., n:numerische Parameter,
w;, J=1,2,..., n:Basisfunktionen mit
w; =0auf I',.

Vv ™ erfiillt die Dirichletsche Randbedingung fiir V; beliebig!



Die unbekannten Parameter V;, j = 1, 2, ..., n werden aus der
Bedingung bestimmt, dass die Naherungslosung das Funktional
minimiert. Die notwendigen Bedingungen dafir sind:

oW (V (n)) ~
oV,

0, 1=1,2,..,n.

Dies sind n Gleichungen (das Ritzsche Gleichungssystem),
aus welchen die n Unbekannten V;, ] = 1, 2, ..., n berechnet
werden konnen.



@W(\/(n))

o 1 5
- “—eqradV WdOQ - — V(”)dQ—— oV MdTl =
avjz J oV J o J

aVi I Q I Q IFN
ov ") av“ VAL
:igrad N -ggradV *’dQ — j j
v _ 3 “
=—V,+) V.w,)=
ov, oV, ° ,2; a

Das Ritzsche Gleichungssystem:

anvj.jgradwi -egradw;dQ = —jgradwi -5gradVDdQ+jwide+ jwiadl“,
=l a Q Q r

Symmetrische Matrix! 1=1,2,..,n



2.3.4 Die Methode der finiten Elemente (Finite Element Method=FEM)

Diskretisierung der Geometrie

Dreieckselemente: einfachste Moglichkeit

Unbekannte: Potentialwerte in den Knoten

Potential in den Elementen: Polynom niedriger Ordnung

finite Elemente




tialfunktion in den Elementen

N

n der Pote

0]

Lineare Interpolati




Formfunktionen




1 N 1im Knoten |
N; I 10in allen anderen Knoten
4%
V™ => VN, n,: Anzahl der Knoten
-1

Vj: Knotenwerte des Potentials



Basisfunktionen:
w; =N;, J=1,2,..,n

e

b N7
B NAAVZaY;
g AVATAY A A A

A@N’&Z§Mqukgy

VAR =ivij = ivij+§n:vij = VD+Zn:vij.
j=1 j=n+1 j=1 j=1



Ritzsche Gleichungen:

1=12,...n.

In Matrixform: |_Aij J{VJ }= {bi }




dQ =0,

J

A =J'gradNi -egradN

%

A

TR T
W
NG
NOTIW,

i

o

Lavy,

=0.

dQ

A =J'gradNi -egradN

Spaérlich besetzte Matrix.




8-knotige Viereckselemente




20-knotige Hexaederelemente

&m/,--'———f% &—ﬂﬁﬂﬁfﬁw

AR
/41 W

i

jpas SESS o gos.

S s o

AL VLR T
AR VIO RRAY
VAL IV AR

7




Form- und Basisfunktionen fir 20-knotige Hexaederelemente

W [¥] W V]

1.000 I 1.000 I

N 0.500 H 0.500 H
oooaH oooaH

0500 0500

-1.000 I

\/ -1.000 I
I
o x

¥ [¥]

1.000
0.500
0.000
-0.500
-1.000

¥ [¥]

1.000
0.500
0.000
-0.500
-1.000




2.4 Integralgleichungen fur das Skalarpotential

Das Randwertproblem flr das Skalarpotential kann auch in der
Form von verschiedenen Integralgleichungen dargestellt werden.

Integralgleichungen flr Funktionen einer Variable:

y(X) : gesuchte Funktion, f (x):bekannte Funktion,

K(x,x"): Kern der Integralgleichung (bekannt),
A :bekannte Konstante.

b
jK(x,x’)y(x’)dx’ = f(x) Fredholmsche Integralgleichung 1. Art

b
N ool Fredholmsche
y(x) _’1_‘- KXY (X)X = T (x) Integralgleichung 2. Art



Randwertproblem flr das elektrische Skalarpotential fur
den Fall von homogenen Materialien (e=&,):

divgradV = AV = _PinQ, Laplace-Poissonsche Dgl.,
€9
V =V, auf I'; Dirichletsche Randbedingung,

v - 9 auf [, Neumannsche Randbedingung.

on &

WennV und Z—V auf dem gesamten Rand bekannt waren,
n

konnte man das Potential in einem beliebigen Punkt in Q
mit Hilfe der Integraldarstellung direkt berechnen.



2.4.1 Elemente der Potentialtheorie

Greensche Funktion: Ldsung der Laplace-Poissonschen Dgl.
—AG(r,r)=0o(r-r’)
Im gesamten dreidimensionalen Raum.

o(r —r’) : Diracsche Impulsfunktion im Punkt r’, definiert durch

j w(r)s(r —r')dQ = w(r') oder j w(r')s (r —r')dQ’ = w(r)



r
Die Ldsung der Laplace-Poissonschen Gleichung — AV (r) = p(r)

o
Im unendlichen, leeren Raum (&=g,) Ist:

1 ¢ p(rdQ”

rr‘ '

V(r)=

4rey oo [T

Somit ist die Greensche Funktion (p(r)=¢&,0(r —r')):

6= L [ Nagr- L
4rr oo r—r1" 4rir—r’

Dies ist das Potential einer Punktladung der GrolRie &, im Punkt r”.

Eine Punktladung der Grolze Q im Punkt r” entspricht der
Ladungsdichte p(r)=Qo(r —r’).



Greenscher Satz:

div(gpgrady) = grad¢ - grady + pAy
_ div(ygrade) = grady - grad¢ + yA¢

oAy —wA g = div(ggrad ) — div(ypgradg)

I(¢Aw wAS)dQ = §( —Waﬂdr

5 on on

b <=V (r'),y <G(r,r),dQ < dQ',dl < dI"



J (V (r)AG(r,r') - G(r,r)AV (r’)JdQ’ _

—5(r-r")
_§(V( )aG(r ) o )aV(r)de,

on’

Integraldarstellung:




Nebenergebnis

Mittelwertsatz der Potentialtheorie:

Ist V(r) eine LAsung von AV=0, dann ist der Mittelwert von V,
ermittelt Gber die Oberflache einer Kugel mit beliebigem Radius
R, Ist gleich dem Wert von V im Mittelpunkt der Kugel.

Bewels

Der Mittelpunkt sei r, die Flache I" sei die

Kugel mit Radius R: =R
V(r)=———|AV(r dQ’—— V (r ——dF’
(r)= j ( ) qS MRR

1

R2

N 1 @@V(I’)dr,
AR .on’

o v

cﬁgradv ndIM'= IdlvgradVd
r Q

I)dr!

Vgl.: Methode der finiten Differenzen



Einsetzen der aus dem Randwertproblem bekannten GrolRRen:

r bekannt
V()42 jp(r),dgz'— s

drey o |r—r

v St e B g

Am 2 on'lr —r Amey 2 |r =1’

~Evey 2ot are o) g

Am 2 on'lr —r 7y o F =1 N
N
unbekannt

Verschiede Integralgleichungen fir die unbekannten Grol3en
V auf T’ und N auf T, herleitbar.

on



2.4.2 Integralgleichung fur die Oberflachenladungsdichte

Einfachster Fall: Elektrodenproblem (V; = konstant, 1 =1, 2, ...,

' Iy =0T, Zn:Fi,pzo.
etk

Integraldarstellung

dI' +

3 o 1
_ V(r)=_— "~
V (0) =0 (r) 47[ 2 o e -]
o 1 & o(r)
o(r
dr’.
+4ﬂ50;1§‘r r'
o 1
dI'’ = d’ n'dl"= | A’ dQ' =
ian’\r—r\ ifgra r— r\ I r— r\

1_‘I

=0fallsr ¢ Q..

m).



Integralgleichunq flr die Oberflachenladungsdichte auf den
Elektroden:

! § (r)dF =V, furrerl;,1=12,.

Arce, o i1 \

1
vl

L _ 1
Im 2D Fall ist die Greensche Funktion > In
T

Die Elektrodenkonturen seien die Kurven C..
Integralgleichung fur die Linienladungsdichte auf den
Elektroden:

Zﬁ(r)ln

=1 C;

di'=V, firreC,,i=12,...m

27€, r—r’

Fredholmsche Integralgleichungen 1. Art.



2.4.3 Methode der Randelemente (Boundary Element Method = BEM)

Numerisches Verfahren zur Losung von Integralgleichungen

Diskretisierung der Elektrode: 3D Probleme - Oberflachen
2D Probleme - Kurven

Unbekannte: Oberflachenladungsdichte in den Elementen
Randelemente




Einfachste Annahme: o ist konstant in jedem Element.

Die Anzahl der Elemente sel n, die Unbekannten sind
g =1, 2,...,n).

In jedem Element wird ein Aufpunkt P; (i =1, 2, ..., n) gewahlt,
In welchem die Erfullung der Integralgleichung gefordert wird.




Lineares Gleichungssystem fur die unbekannten
Oberflachenladungsdichten (I'j: j-tes Element, V;: Potential in P;):

: o | L od4r=v, i=12..n
Are, o ro —r‘

L

Im 2D Fall sind die unbekannten Linienladungswerte
(C;: j-tes Liniensegment V,: Potential in P;):

ZT jln ds'=V, i=12,..,n

27g, 45 r,—r
Nichtsymmetrische, voll besetzte Matrix.

Nach Losung des Gleichungssystems kann das Potential im
beliebigen Aufpunkt im Problemgebiet mittels
Integraldarstellung berechnet werden.



2.5 Randwertprobleme flr das Vektorpotential
Stationares Magnetfeld:

divB=0= B =rotA, A: magnetisches \ektorpotential

Stationares Stromungsfeld:

divl=0=J =rotT, T: Stromungsvektorpotential

Differentialgleichungen:

rotH=J = rot(i rotA) = J,
y7;

rotE=0= rot(1 rotT) =0.
/4



2.5.1 Ebene 2D Probleme
Stationares Magnetfeld:

%:O:J =J(X, y)e,, B=B,(x y)e, + B, (X y)e,.

% = \\‘ A=A(X Y)e,

e, €, &,

B:rotA:g 9 0= aAX aA
OX oYy oy ax
0O 0 A




Differentialgleichung fir das einkomponentige Vektorpotential im
ebenen 2D Fall:

e, e, e,
rot[irot(Aez)]: 9 9 0= o 1A 8 1 0A e, =
7 OX oy | ox U OX 8y u 8y
10A 10A
Hoy X
.1
=—e div(—gradA).
y7;

—div( 1 gradA) = J, vera_lllgemeinerte Laplace-Poissonsche
Gleichung.



Maagnetischer Flull mit Hilfe von A:

CD:jB-ndF:jrotA-ndrzﬁA-dr.
I I C

Im ebenen 2D Fall:

dr

['po: Oberflache der Lange 1 C
durch die Punkte P und Q €,
____7z=konstant
P IZE)Q
Do = &A-dl’:A(P)—A(Q) A(P)EMQ
Cpq P o / A(Q)ez




FluBBlinien (magnetische Feldlinien) verlaufen parallel zu B.

Q Far zwei beliebige Punkte auf einer
B Flulinie gilt ®pq = A(P) - A(Q)=0.

P A(P) = A(Q) = A=konstant auf FluBlinien!

B
dAP) = Pax+ Pay = B.dx+B.dy=0= VY - >
OX oy g "

dy B,
FluRlinien: Aquipotentiallinien von A(X, y).

Ist die Differenz des Vektorpotentialwertes zwischen zweli
benachbarten FluBlinien konstant, ist die Dichte der
FluBBlinien dem Betrag von B proportional.



Strom mit Hilfe von T:

I :JJ-ndF:jrotT-ndF:§T-dr.
r I C

Im ebenen 2D Fall:

['po: Oberflache der Lange 1
durch die Punkte P und Q

g = §T-dr=T(P)—T(Q)

Stromlinien:
Aquipotentiallinien von T(x,y).

dr
C

___7z=konstant




Stationares Stromungsfeld:

Q:O:J:Jx(x,y)eX+Jy(X,y)ey-
0z
T=T(x,Yy)e,
e, €, €,
I AR S
OX oYy oy OX
0O 0 T

] :
— dIV(; gradT) =0, verallgemeinerte Laplacesche Gleichung.



Randbedingungen:
Dirichletsche Randbedingung: A= A, (bekannt) auf I,
T =T, (bekannt) auf I7.

Bedeutet die Vorgabe von B, oder J,:
z2.B. fur das Magnetfeld:
B, =n-rotA=n-rot(Ae,) =n-(gradAxe,) = gradA-(e, xn) =

=t-gradA= 2—? : Tangentialableitung von Al

Meistens ist A,=konstant oder T,=konstant:
4 Der Schnitt von 'y mit einer z=konstant Ebene ist
}e/xn _t eine FluBlinie oder Stromlinie. Die Differenzen
Z der Werte von A, oder T, geben den Flul’ oder den
Strom pro Langeneinheit zwischen den Linien an.



Neumannsche Randbedingung: igﬁ = o (bekannt) auf T,
4 ON

1or _ e (bekannt) auf T',,.

y on
Bedeutet die Vorgabe von H, oder E;:

z2.B. fur das Magnetfeld:
H, = (e, xn)-irot(Aez) = (e, xn)-i(gradAxez) =
H U
=e, x(e, xn)-igradA:—noigradA:—i%.
H H p0on

Auf Grenzflachen zu hochpermeablen Gebieten, bzw.
auf Elektroden ist die Neumannsche Randbedingung

homogen: i%:o oder lgzo,

U on y on



Randwertprobleme fiir die einkomponentigen
\Vektorpotentialfunktionen im ebenen 2D Fall:

stationéares _ div(i gradA) =J in Q,
Magnetfeld:
A= A auf FD,ia—A:aauf [
L on
stationéares oL '
: —div(—gradT)=01InQ,
Stromungsfeld: /4
T =T, auf I, 18—T:O’dluf I-
y on

Ahnliche Randwertprobleme, wie fiir die Skalarpotentialfunktionen.



Dualitat zwischen den Randbedingungen fiir das Skalarpotential

und das einkomponentige Vektorpotential im ebenen 2D Fall

Flusslinie Magnetische Wand:
T~ = konstant,
10A
L on -

fFlusslinie:

ﬂ@_z//: 0, A= konstant.
on

7
Magnetische Wand



2.5.2 Rotationssymmetrische 2D Probleme

Stationares Magnetfeld:

;20;3 :J(r,z)e¢, B=B(r,z)e, +B,(r,z)e,.

A=A(r,2)e,
1e e 1e
r r @ r z
B =rotA = Q 0 Q =
or 0Z
0O rA O
oA 10(rA)
=———8e +- e..

oz " r o ¢



Differentialgleichung fir das einkomponentige Vektorpotential im
rotationssymmetrischen Fall:

1e e 1e
r r ¢ r Z
rot[irot(Aeyj)]: 9 0 9 |
U or 0z
_1oA o 10(rA)
U 0z ur or
_ | O LA 0L LAV e div(E gradA)
or\ ur or oz\ uoz )| " Y

div(igradA):la r18A +6 1 oA
Y7 ror\ wuor) o0z\ uoz

-~ 8(18(rA)]+6(18Aj _
or\ ur or oz\por )|




Fluss im rotationssymmetrischen 2D Fall:

Kegelstumpfmanteloberflache
durch die Punkte P und Q

R
C P Q ) - k

19> konstant

Dy = §A.dr = 27[r, A(P) - 1, A(Q)].
Cpq
Flusslinien: Aquipotentiallinien von rA(r, z).

Stromungsfeld: Aquipotentiallinien von rT(r, 7)
sind die Stromlinien.




2.5.3 3D Probleme

Die Vektorpotentialfunktionen sind nicht eindeutig:

B =rotA =rot(A+gradu) uisteine beliebige Skalarfunktion,
J=rotT =rot(T+gradu) uisteine beliebige Skalarfunktion.

Differentialgleichungen: Randbedingungen:

rotH=J= rot(i rotA)=J,  Vorgabe von B, oder von H..
U

rotE=0= rot(1 rotT) =0, \Vorgabe von J,, oder von E,.
/4



In 3D Problemen beziehen sich die Randbedingungen auf die
Normal- und Tangentialkomponenten der Feldgro3en oder
des Vektorpotentials.

A=nA +1tA.

NA =n(A-n)
tA =nx(Axn)=A(n-n)-n(A-n)=A-nA

H,_/ %K—J
1 An

Statt tA, wird Axn verwendet.



\orgabe von B, oder von J, mit Hilfe des Vektorpotentials:

div(Axn)=n-rotA-A-rothn=n-B=B_, div(Txn)=J..
0

1
hh,h,

(divv(xl,xz,x?,) - % (vhh )t (V hh )D

{GX ()

Axnund T xn haben keine Normalkomponente

bei der Bildung ihrer Divergenz wird nicht in der
Normalrichtung differenziert.

Durch die Vorgabe von A xn, bzw. T xnwerden
B, bzw. J, bestimmt: Dirichletsche Randbedingung.




Vorgabe von H, oder von E, mit Hilfe des Vektorpotentials:

Essollen Hxn, bzw. E xn vorgegeben werden:

Hxn =irotA><n, Exn =1rotT><n : Neumannsche
H V Randbedingung.




Randwertprobleme fiir die VVektorpotentialfunktionen im 3D Fall:

stationares rot (E rotA) =Jin Q,
Magnetfeld: H
Axn=aauf I}, irotA><n =qa auf I'.
U
stationares rot (1 rotT) =01n Q,

Strémungsfeld: y

Txn=rauf FD,lrothn:eauf [y
/4

Die Randwertprobleme haben keine eindeutige Losung.



Spezialfall: Vektorpotential von vorgegebener
Stromdichte Im unendlichen leeren Raum (= g, und I' — ) :

rotrotA = u,J,
A(0)=0 (= n-rotA(w) =0 oder rotA(w)xn=0).

Lediglich B=rotA ist eindeutig bestimmt, nicht aber A.

A wird eindeutig, wenn auch divA bestimmt wird: Eichung.

Die Wahl divA = 0 ist die Coulomb-Eichunag.




Die Eichung macht A eindeutig:

divA=div(A+gradu) = Au=0,
= gradu =0.
A(0) = A(0) + gradu(w) = gradu(e) =0,

Randwertproblem fir A:
rotrotA = x,J,)
divA =0, —

A(e0) =0,

rotrotA — graddivA = —AA = u,J,
A(o0) =0.

U

Vektorielle Laplace-Poissonsche Differentialgleichung.




Die Coulomb-Eichung folgt aus der vektoriellen Laplace-
Poissonschen Differentialgleichung:

rotrotA — graddivA = —AA = x,J }
—

A(x) =0.
div(rotrotA — graddivA) = p,div’
N N ~/ —— .
A(divA) o »=>divA=0.
divA(e0) =0,

Losung von | —AA = u,J, A(x)=0:

My ¢ J(r)dQ’
A(r)_47(;g[ r—r|°




Biot-Savartsches Gesetz:

B(r) =rotA = ﬂoj rot J(r)dQ
4} \r o

_to d
4ﬂ£(gra r—r’ Y \r r\

Q

1 ¢J(r')xe,. ,
H(r) = r-r qqy’.
() 47[5[ ‘r r‘




3. Quasistationare Felder

Maxwellsche Gleichungen (J >> @;t)j
In leitenden Medien (Q,)): In nichtleitenden Medien (€2)):
rotH = J,
rotE:—@, r(?tH:J,
ot divB =0,
divB =0,
B=uH,J=)E (E,=0). B=uH.
J ist unbekannt: J ist bekannt:
zeitabhangiges zeitabhangiges

quasistationares Feld stationares Magnetfeld



Beispiel:




Rand- und Grenzflachenbedingungen:




Zusammenfassung

Differentialgleichungen in Differentialgleichungen in Q;
Q, (Wirbelstromgebiet): (wirbelstromfreies Gebiet):
rotH, =J, rotH, = J.
rotE, =— B divB, =0
B, =uH; H; =18,
divB, =0
B, =uH,H =18,,J, =&
Randbedingungen: Grenzflachenbedingungen
H,xn=0auf T, aur Ty
E,xn=0 auf I, Hp>xn +H;xn; =0
HanzK anrHi, B|'n|+Bi'ni:O

B.-n=-b auf I5.
Anfangsbedingungen int=0: B, =B,,inQ,, B, =B,,in Q.



Komplexe Schreibweise fiir zeitharmonische Grolien:

Zeitfunktion: B, (r,t) = B, (r)cos(wt + ¢, (r))
B, (r,t) =B, (r)cos(at + ¢, (r))
B, (r,t) = B, (r) cos(et + ¢, (r))

speziell fiir lineare Polarisation: B(r,t) = B(r) cos(wt + ¢(r))

Komplexe Amplitude (komplexer Scheitelwert): B(r) = B(r)e!*™"
Zeitableitung:

%im Zeitbereich — Multiplikation mit jo im Frequenzbereich

Maxwellsche Gleichungen fir komplexe Amplituden
(quasistationarer Fall):

rotH=J, rote=-jwB, divB=0.




Poyntingscher Satz fur komplexe Amplituden im
quasistationaren Fall:

1E-rotH*—lH*-rotE:—ldiv(Ex H*):EE-J’#1 joB-H’
2 2 2 2 2

Lo vt Lo e 1 :
EE[E.J dQ+ja)§E[B-H dgz—ai(ExH )-ndr =S

S: komplexe Leistung, die durch den Rand I" ins Gebiet Q
hineinfliel3t.



Bewels:
Zeitfunktion des Poyntingschen Vektors:

S(t) = E(t) x H(t) = Ecos(at + ¢ ) x H cos(at + ¢,,) =
:%Ex |3|[cos(goE — @, ) +cosat + @ +¢,,)]=

- % ExH cos(p: — @y, )[1+ COS 2(ewt + ¢E)]+

- V -
Wirkanteil

+%I§x Asin(ge — ¢y, )[sin 2(ct + @, )]

J/

Blindanteil

- - 1 VaN Vo
Wirkleistung: P = —% ExH cos(p: — ¢, )-ndl’
r

Blindleistung: Q = —§%IAE>< Hsin(p. — ¢, )-ndl

r



| 1. - .
§=P+jQ=—§ ExHIcos(pe —py)+ jsin(pe — ¢, )}ndl" =
r

= —§%IAE>< He!=w).ndl = —§%I§e"¢5 x He 17+ .ndl" =

r

=——§ ExH")-ndr. g.e.d.

1 .
Komplexer Poyntingscher Vektor: | S = EE x H

2
Wirkleistung: leonJ*dQ:—j&dQ, (E, =0),
25 257

: : _ 1 s~ 1 2
Blindleistung: Q_a)EE[BH dQ—Ea)g{y\H\ dQ.



3.1 Einige analytische Losungen des Randwertproblems flr das
magnetische Vektorpotential

Im leitenden Gebiet (€2)): divB = 0 =|B = rotA,
OrotA

rotE+a—B:rotE+ :rot(E+8—A):O:>E:—gradV—a—A.
ot ot ot

Differentialgleichungen:

rotH-J=0= rot(i rotA)+y%—'?+7gradV =0,
U

(divJ - 0= —div(ygradV) — div(y %—?) - o.j

Randbedingungen: A(w) =0,V () =0.



Spezialfall: 2 = konstant, ¥ = konstant, zeitharmonischer Fall.
Coulomb-Eichung: divA=0

—div(ygradV) - jodiv(yrA)=0 = —-AV = jodivA =0
it

{szo }
=V =0
V(o)=0

Differentialgleichung in €;:

—AA+ jouyA = 0| vektorielle Diffusionsgleichung.

Ebene 2D Probleme:

— AA(X, y)+ jouyA(x,y) =0 | skalare Diffusionsgleichung.




3.1.1 Strom in unendlichem leitendem Halbraum

808

—=0,—=0:;
0z OX
A= A(y)ez’
E — _ja)A(y)ez — E(y)ez’
Vil J=7E=—joyA(y)e, =J(y)e,,
e, €, ¢,
B=rotA=0 g 0= dA(y) € = B(y)ex’
oy dy
0O 0 A
H-1B =idA(y)ex =H{(y)e,.

g dy



d*A(y)

Diffusionsgleichung: | — + JouyA(y) =0.

jouy =p*, p=+ jouy 1+) —1+J o. Eindringtiefe.
2 A)ﬂ

d°A

d(zy)=p2A(y)

y

Y

A(y)=Ae ™ +Ae™
MA(y) <oo=> A, =01 |A(y)= Ae ™ = Ae %6 7




Feldgrofiien:
E(y) =-JjoA(y) =—johAe™,

J(Y) =—joyAly) =— joyAe™,
dA(y)

B(y)=—OIy =—pAe ",

1 dA(Y) D .
H — - __ P A
(v) u dy 7, ©

Bestimmung der Konstante A;: Strom durch ein
Leiterstlick der Breite b wird als gegeben angenommen.



jJ.ndr=§H.dr=H(y=0)b=

pb ul
H A pb

_Ji

Jop | iy P
E(y)="""le ™ =T |e s@ o
pb 7b

J(y) = E(y) = ple e s,

y!

Iu —jX Y | _jX Y
Stromverdrangung B(y)==1e e ?, H(y)==e ‘e ?.
(Skin effect): Iyt b b

Betrag der LI
der -2 e
Stromdichte nimmt W=v2 bs
exponentiell ab R




Impedanz des Leiterstiickes der Breite b und Lange |:

§=—\ | z_——§ ExH")-ndl

ExH =E(y)e,xH (y)e, =E(y)H (y)e,

n=-e firy=0,sonst istn_le,.

—\ ° Z_—E(y 0)H “(y = 0)bl = \_\Zﬂ'
7
Z R+ X =(1+])— Pe e
I b Gleichstrom-
| | | | 1 .~~J widerstand




3.1.2 Strom in unendlich ausgedehnter leitender Platte

/ '// /l '//h/z /J)&
£ S
h/2 X

2 y 4 2
4 7
L Z*,
b2 b2
E = _ja)A(y)ez — E(y)ez1 J= 7/E — —JC()]/A(y)eZ =J (y)ezy
5= PWe _pgyre,  H=2PWe _h(ye,.
dy H

Diffusionsgleichung:

1+ 1+
TAD _peay, | p=iour = 5=t

v Zour




LOosung der Diffusionsgleichung:

A(y)=Ae ™+ Ae® =C, cosh(py)+C,sinh(py).

Die Stromdichte J(y)=—JwyA(Y) muss eine gerade Funktion
sein (J(y) =J(-y) ):C, =0.

A(y) = C, cosh(py).

Feldgroien:

E(y) =-]wA(y) = —JwC, cosh(py)

J(y) =—JwyA(y) = — JwyC, cosh(py)

B(y) = 1 = pC,sinh(py

P _ P sinn(py)

1
H(y)=—
pody op



Bestimmung der Konstante C,: Strom durch ein
Leiterstlick der Breite b wird als gegeben angenommen.

/yA /ro
y:h/Z—” ;,‘;’/i NN /;
y=-h/2—F—7> :Co X
) b

jJ.ndr: iﬁH-dr:—H(y:h/2)b+H(y:—h/2)b:

— _2H(y =h/2)b=—2PP¢ sinn(P" )_ 1

u

1
C,=—* o
2pbsinh(2)




) I
E(y) =% cosh(py) =~ cosh(py),

. ..P .. .ph
2pbsmh(2) 27bsmh(2)
3() =) =P L cosh(py),
2bsinh()
2
B(y) =~ 4L L sinh(py).
2bsinh("")
2
H(y)=——__sinh(py).

- P
2bsinh(+——



Impedanz des Leiterstiickes der Breite b und Lange |:

S = Z = E>< ndF

ExH™ =E(y)e, x H*(y)ex =E(Y)H (y)e,

n=e firy=h/2,n=-e firy=—h/2, sonst istn_le,.

1“
2

) 1 h. . h 1 h. . h
7 ——"E(v=)H(v=)l+-E(v=—)H"(v ==l =
z , (y 2) (y 2) s (y 2) (y 2)

h

N plcosh(ph) 1"
=—E(y=)H'(y=_)bl = N

Zybsinh(pzh) 2b



ph
| cosh(P"
, PG o tejn e e

27bsinh(p2h) 2 20 2 2

«<l= cosh(p—) ~1 smh(p—h) <P

h
Niedrige Frequenzen: IOZ

2
Z~ ;/ilh: wie Gleichstrom in der gesamten Hohe h.
h h, . h
Hohe Frequenzen: p2 >>1= cosh(%) ~ smh(p?).
L= Lyb =1+ J)Zy—ﬂo. Widerstand wie Gleichstrom oben und

unten in Schichten der Dicke o,
Reaktanz gleich grol3 wie Widerstand.



4. Elektromagnetische Wellen
Das vollstandige System der Maxwellschen Gleichungen:

rotH :J+@, rotE:—@,
ot ot
divB =0, divD = p, D=¢E, B=uH, J=y(E+E,)

beschreibt elektromagnetische Wellen.

Im Vakuum:
Das zeitveranderliche elektrische

ob _oB
@Eﬁ @at und magnetische Feld erzeugen
einander gegenselitig:

H(t) E(t) elektromagnetisches Feld



4.1 Ebene Wellen

Maxwellsche Gleichungen im Vakuum (u = 1, €= &), In
Abwesenheit von Ladungen und Stromen (0o =0, J = 0):

oE oH
rotH=¢,—, rote=-
" ot Moot
divH =0, div = 0.
2
rotrotH = graddlvH AH = gogrotE ==&y —5— oH ,
~ ot ot’
2
AH = &y 41y —- i 1
;tE } Vektorielle 3D Wellengleichung

Ahnlich: AE=¢ .
oo =7 ot



Annahme: 9 = 0,i =0. In jeder z = konstant Ebene ist das

OX oy elektromagnetische Feld konstant:
Ebene Wellen:
6°H oO’H  OE 0°E
o2 e g oty

Vektorielle 1D Wellengleichung.

Alle Komponenten des elektromagnetischen Feldes E,, E,, E,,
H,, H,, H, erfullen die skalare 1D Wellengleichung:

sz—g aZ_f LOosung: f(t—i)v— 1 =C
az? e SO e



Wellen mit Ausbreitungsgeschwindigkeit gleich der
Lichtgeschwindigkeit:

E@D=EF),  E@D=E (T E@D=EtF)

H (2,t) = Hx(t$§), H, (2,1) = Hy(t¢%), H (2,t) = Hz(t¢§).

Zusammenhang zwischen E und H:

e, €, &,
rotH = °c 0 9 :goﬁ,
OX oy 01 ot
H, H, H,
0 0 10
Ebene Wellen: —=0, —=0, —=F——



e, e, e
1ol 10| O 10
rotH=|{0 0 F=—=F=—|0 0 1|=F=—(e,xH
Y +c@tH HH +c@t(Z )
H, H, H, <y T
10 ok 1 g
T-—(e.xH)=¢e,—=3=(e.xH)=¢.E] (e, xH) =5 |-2E.
+C8’[(Z ) 08’[ +C(z ) 0 (z ) + ,Llo

Ahnlich aus der I1. Maxwellschen Gleichung: | (e, xE) =+ /ﬂH.
€0

Obere Vorzeichen: Ausbreitung in der positiven z-Richtung,

Untere Vorzeichen: Ausbreitung in der negativen z-Richtung.



E(z,t) = E(t—2) H(z,t) = H(t+5)

. C . C.
S, | —Ausbreitungsrichtung S | «—Ausbreitungsrichtung
e e

z z

H(z,t) = H(t - %) E(z,t) = E(t+)
C C

Die Richtung des Poyntingschen Vektor stimmt mit der
Ausbreitungsrichtung tberein.

1 2
S=ExH=7% |2 (e,xH)xH = e, /“0 H|* = e, 1|HI .
8 | | m 0| |

1

S=ExH=Ex[+ —(e xE)]= +e\/7E2=J_reZ & |E[,
| m o| |

S = J_rezcz(g0 |E|2 + |H|2)




Allgemeinere Materialeigenschaften: x, &,y = konstant.

Maxwellsche Gleichungen in Abwesenheit von Ladungen

(0o =0):

OE oH
rotH=vE+&s—, rotE=—uy—,
NP e
divH =0, div = 0.
. 0 oH 0°H
rotrotH = graddivH - AH = yrotE+ ¢ —rotE=—yu——¢ ,
J ~— 4 ot T ot ”atz
oH o°H
AH—-—vwu——¢ =0,
TH ot ”atz
2
Ahnlich:  AE—uE_ 9 E o

ot o’



2
Fur ebene Wellen: i:0,3:0:>A_5_2
OX oy 0z
ccE_ OE & oH_ oH oH
ot o e a Mer e

Vollige Analogie mit den Leitungsgleichungen:

2 2
U _1c %Y (re+Le) Y 4 Rau,
0z ot ot

2 2: -
A e (rRe+LG) Y +RGI.
0z ot ot

usE i1eoeH Re0,Leuy,Gey,Co e




Zeitharmonischer Fall, komplexe Schreibweise
E(z), H(z): komplexe Amplituden.

Losung (wegen der Analogie):
E” E

e ™ —e x—-e™.
VA
0 0

E(z)=Ee ™ +Ee™, H(z)=e,x

Ausbreitungskoeffizient: p=+/jou(y + jwe) =a+ jp,

Wellenimpedanz: Z, = Ja)_ﬂ :
Y+ Joe

Gedampfte Wellen, die sich in der positiven und
negativen z-Richtung ausbreiten.



Verlustloses Medium: y =0.

P =\/(ja),u)(ja)5) = ja)\/ﬁza =0, p =a)\/ﬁ.

Z, = |24 :\/z.
joe &

V =

1 C

) 1
B Jus \/ﬂr PN TN

Optik: v=%, n: Brechungsindex

<C.

Maxwellsche Relation:|n=./¢,; n° =¢,,

da fur optisch durchsichtige Medien g, =1.



4.2 Elektromagnetische Wellen im unendlichen, homogenen Raum

Annahmen:

e die Stromdichte J und die Ladungsdichte p sind im gesamten
Raum in jedem Zeitpunkt bekannt: J(r,t) und p(r,t) sind gegeben,

 Die Materialeigenschaften # und &sind im gesamten Raum
konstant, z.B. u = u,, £= &,

* \erlustloses Medium: y= 0.

7. B. Antenne: homogenes Medium
(z.B. Vakuum oder Luft: y,, &,)

J(r,t)  elektromagnetisches Feld: E(r,t), H(r,1)



4.2.1. Losung der Maxwellschen Gleichungen mit retardierten
Potentialen

Maxwellsche Gleichungen:

rotH =J+@, roth—E

ot ot
divB =0, divD=p, B=uH,D=¢E.

Potentiale: B =rotA, H = irotA,

Hy

OA OA
E=————qgradV,D=—-¢,——¢,gradV.
ot g &g ot 09



2
rotrotA = graddivA — AA = 1, — u,&, %tA yogogradaﬁ—\t/

Die Divergenz von A kann frei gewahlt werden:

divA = — &, %—\t/ . Lorenz-Eichung.
—AA+ 1,6 —— oA J.
Ho&o ot = Hy
div(—gradV —6—A) =—AV — adivA _P Inhomogene 3D
ot ot E

o

Wellengleichungen
Mit der Lorenz-Eichung:

o’V _P
ot g

—AV + &,




. 0 . . L
Im statischen Fall (E =0) Ubergehen diese Gleichungen in die

Laplace-Poissonschen Gleichungen —AA = x,J, —AV :gﬁ
0

mit den bekannten LOosungen

J(r’)dq’ jp(r’)dQ’
47250

Ho
A(r) =
(r) 47

In Bereichen, wo die Stromdichte und die Ladungsdichte
verschwinden, erhalt man die Wellengleichungen

—AA + Ho&y ? = O, —AV + Ho&y ? =0.



Die Losungen der innomogenen Wellengleichungen im
unendlichen freien Raum sind

st T gy
A(r,t) _ Hy j C |
4r? r—r’
. ST gy
V(r,t) = j' ¢
drgy e, r—r’

(c

1

\ Hoéo

A(r,t) und V (r,t) sind die retardierten Potentiale.

).



Im zeitharmonischen Fall:

A(r), V(r), J(r") und p(r’) sind komplexe Amplituden

Im Zeitbereich: J(r',t - ) J(r)cos[a)(t

o1

Im Frequenzbereich: J(r )eW)e c =J(r')e iolr—r|

)+¢(r )]

kK, =— = o+ 1€, : Wellenzahl (Phasenfaktor).
C

"N A JKo|r=T| ' jko|r—r'| /
J(r')e dQ’ V(r) = 1 p(r)e dQ

o4

) Are, 5




Mit Hilfe der Lorenz-Eichung, kann V eliminiert werden:

. oV . . . .
divA = —p,¢, " lautet im Frequenzbereich divA =— jou,&,V .

V =— 1 divA.

Jo,g,

E=-—JwA-gradV = - JoA +-— L graddivA =

Jor, g,
= — L (0’ uye,A + graddivA).
Jop,&,
B=rotA, E=- L (k?A + graddivA).
Jouy&,




4.2.2. Der Hertzsche Dipol

i@ = Tcos(t) 1<2=2%, d<l. )
s Q) =Qsin(et)
d —50, .
Einem Dipol dquivalent: | jT'(t)
—Q(t)
| kann als komplexer Scheitelwert des Stromes betrachtet werden.
= 1eQ 21 0 (1,60.9)
%
) y
Kugelkoordinatensystem:

-



] —'k0|l’—l"| ] n
A(r) = o _[J(r )& ’ dQ , 1'=0,3(0)dQ' =1le,, |r|=r.
Arr r—r

Q

e, =€, cosd—e,sind.

Die Integration entfallt, da der Integrand konstant ist:

N

— Jkor
A(r,<9,¢):ﬂ°” ° (e, cos@—e,sinb).
dr r




Magnetfeld:

1 1 1,
r’sind " rsing ’ ’
Hy U or 06 ,uor or
A rA, 0
.1 k..
H=—-¢ ™ (=+ j2)sine..
A (r2 Jr) /
1 1 et
H, =0, H,=0, H,=— jk,(1+——) sing.
A7 JK,rooor

(Ag)—

Ar



1

Elektrisches Feld: E =- (k?A + graddivA).
Jopy&,
2 - I
divA = ]-Za(r Ar)_l_ 1 a(SlngAH) ::uO” e—jkor(_ ——
r or rsind 06 A7 r
2
(graddivA) = 6d$VA ZOH "“(2 ij I(O)cose
' r T r’ r
(graddivA) = wd“’A ’20” —J“(1+ Z)sin,
T
1 — jkor
E, = | Po (1+ - )e —C0s 0,
27\ &, JK,ro 1
[ — jkor
E, = | ﬂojo _1 + L L sing, E,=0




Nahfeld: k,r = 27% <1

N

1 ~ jkor g
H¢:I—Ijko(1+ 138 Ging~ 8 —siné.
4 jkor™ 1 4 1 y
1 ¢J(r')xe Il e xe
Biot-Savart: H(r) = j r2’—>r dQ’ = H(r) = z : r
ary |r-r Ar

1 — jkor N o dkor
E, ! /go JKo[1+ . = 15=—sing Ql ¢ —siné.
0

= Tt
Arr jk,r - (jk,r)° r Are, T
cosé sind
Statisches Dipolfeld: E, = P T By = P T
27yl Are,r



Fernfeld: k,r = 27[% > 1.

1 — jKor — jkor — jKor
H¢=I—Ijko(1+ 18 Gno~ige sing =Ll " Ging
A JKroor A r 2 r

[ — jkor
E, = L o (1+ _l ) —C0sd ~ 0,
2\ &, JKroor
[ — jkor [ — jkor
g = /“Ojko[1+_1 it 48 Gingaal [Hoj & ging -
Ar \ &, JK,r o (JK,r) r A\ &, r
[ — Jkor
AN 4 siné
2 A\N¢g T

(Fern)
EiFem) = [Ho _7 21207 Q~37702
H¢ &,




ES™™(6) = E,(r)sin 6,

EéFern) ((9)
EéFern) (emax)

=sin@ . Strahlungscharakteristik.




Ausgestrahlte Leistung:

Kugel R> A: Fernfeld.

SZEEXH* 1EHe X, —1EHe
2 2 2

2

N

n=e

r 1 * I I ILl 1 .
“E,H; =1 (—)? |22 —sin?0.
2 77 8 (/1) g, R?

P= 45 S.ndT. dT" =RdORsinddg = R?sin0dod 4.

Kugel

2 2

N N

| I 2n |
2 | Mo .3
=— (=) " [— | |sin@dodg¢ =
8 (/1) &y -(['([ ? 4
|A27Z' | 7 1 ~l2 | % ]
— (=) =2 ==R|l| . R, #807z%(—): Strahlungswiderstand.
3 1 \eg 2 A

72' VA
(y? £0 {sin’ gdo =
A £ %




4.3 Gefuhrte Wellen

Leitungen: transversale (x, y) Abmessungen wesentlich
kleiner als die Wellenléange.

Wenn diese Bedingung nicht erfallt ist: Wellenleiter.

z.B.: Hohlleiter




Annahmen:

Sinusformige Zeitabhangigkeit: alle Grolien sind
komplexe Amplituden,

Materialeigenschaften sind konstant:
u, &= Kkonstant,

Verlustloses Medium: y =0,

Keine freie Ladungen vorhanden: p = 0.



4.3.1 TM- und TE-Wellen

Wellengleichungen flr die Potentiale A und V:

Im Zeitbereich:

0’ A o’V
—AA + ue =0, —-AV + ue =0.
T T
Im Frequenzbereich:
~AA—-o° usA =0, ~AV —o° usV =0,

K=w.ue: ~AA-k’A=0.




Elektromagnetisches Feld, falls A(x,y,z) = A(x,y, 2)e, :

e, €, &,
H:ert(Aez)Z 19 9 ¢ 216_Aex_£6_Aey’
p plox oy or| uoy " p X
0O 0 A
E=-— 1 [k?Ae, + graddiv(Ae,)] =
Joue
1 *A A O°A

+k’Ae,].

- €t y 2
Joue  0XoZ 0yoz 0z

H, =0: die longitudinale Komponente des Magnetfeldes ist Null.

Das Magnetfeld ist transversal: TM-Wellen.



Alternative zu den Potentialen A und V:

D =rotF, E= i rotk,
E

rotH — jwD =rot(H - joF) =0=H = jwF — grady,
B = JouF — ugrady.

F : elektrisches Vektorpotential, . magnetisches Skalarpotential.

rotE = — jwB : rotrotF = graddivk — AF = — joue( joF — grady).
Lorenz-Eichung:  divF = joucy.

~AF -0’ usF =0, divB=0=-Ay —-w’usy =0.

~AF—-k*F=0:| Wellengleichung.




Mit Hilfe der Lorenz-Eichung, kann y eliminiert werden:

1
Joue

divF = jousy =y = divF.

H = joF — grady = joF — graddivF =

Joue
1
Joue

(w° usF + graddivF).

1
Joue

D=rotF, H=- (k°F + graddivF).




Elektromagnetisches Feld, falls F(x,y,z) =F(x,y,2)e, :

e, €, €,
E:Erot(Fez):1 0o o 9j_1oF —ia—Fey,
g g|OX oY oz| & 8y g OX
0 0 F

H= [k*Fe, + graddiv(Fe,)] =
ja),ug
1 _0°F 0°F o°F
—— [ e, + e, +(—5+k°F)e,].

jous oxoz *  oyoz oz

E, =0: die longitudinale Komponente des elektrischen Feldes ist Null.

Das elektrische Feld ist transversal: TE-Wellen.



Die allgemeine L6sung der Maxwellschen Gleichungen in
homogenen Medien kann als die Superposition von TM-
und TE-Wellen dargestellt werden.

Die einkomponentigen Vektorpotentialfunktionen
erlauben damit die Beschreibung des elektromagnetischen
Feldes mit Hilfe von zwel Skalarfunktionen.



4.3.2 Wellen in rechteckigen Hohlleitern

A
B Annahme:
0, X = .Xx  Wellenausbreitung in der
/ positiven z-Richtung.
y=b
5

TM-Wellen: A(X,V,2) = A(X, Y, 2)e, = A(x, y)e e,
TE-Wellen:  F(X,y,z)=F(x,y,2)e, = F(x,y)e e,.
Randbedingungen: Exn =0 an den Wanden des Hohlleiters.

E,=0,E,=0 firx=0undx=a,
E =0,E,=0 firy=0undy=h.
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TM-Wellen: E=_1 [8Aex+aA y oA
ja),ug OXOZ 0yoz

[J,B—e +Jﬁae +(B° —Kk*)Ae,].

Ja),ug
A=0 firx=0,x=a, y=0undy=Db, | Dirichletsche R.B.
TE-Wellen: E_iﬁ —iﬁ .
g0y = & OX °y
2—F=O firx=0und x =a,
X Neumannsche R.B.
oF

—=0 firy=0undy=b,
oy




TM-Wellen: —AA-k’A=0, Kk=wm/us.
A(X,Y,2) = A(x, y)e %,

0°A O°A
X oy

+,BA k?’A=0.

Ldsung mit Separationsmethode: A(X, y) = X (X)Y (y).

—Y()dx(x) X (%) Y(y)+(ﬂ CKBX (XY (y) =0,

1 d2X(0) 1 sz(y)
x(X) dx*  Y(y) dy°
f(x) a(y)

Dies ist nur dann moglich, wenn f (x) = konstant, g(y) = konstant.

+ B —k*=0.




Man erhalt die folgenden gewdhnlichen Differentialgleichungen:

d’X (x)

X2

X0, ST gv(y)

LOsung:

f=—k;, g=—k;: X(X)=C, cosk,x+C,,sink,x,
Y(y)=C, cosk,y+C,, sink,y.

Randbedingungen: X (0)=X(a)=0=C,, =0, k, = m%, m=12,..

Y(0)=Y(b)=0=C, =0k, :n%, n=12,...



™, -Wellen:
C=C,C,: A(XY,2)=C sin(m x)sin(%” y)e e

H=L R —1% e, szgn—ﬂsm(—x)cos(—y)e e
u 8y U OX u b a b
C mzx )
H, =———cos(—x)sm( ~ y)e i,
1 a a
H,=0.
E= [1,3—e +J,3—e +(B° k%) Ae,]:
- joue oy
EX=—C'B mﬁcos(—x)sm( y)e 72,
wue a a
E, =- Cp nx sin(m X) cos(— y)e 72,
oue b a b
2
E = Ck™-f" )sm(—x)sm( y)e 7,
Joue b



TE-Wellen: —-AF-k’F=0, k= us.
F(x,y,2)=F(x,y)e "%,

2 2
—25—8 Ij+,82F—k2F:O.
X

Ldsung mit Separationsmethode: F(X,y) = X(X)Y (y).

—Y()dx(x) X (%) Y(y)+(ﬂ CKBX (XY (y) =0,

1 d2X(0) 1 sz(y)
x(X) dx*  Y(y) dy°
f(x) a(y)

Dies ist nur dann moglich, wenn f (x) = konstant, g(y) = konstant.

+ B —k*=0.




Man erhalt die folgenden gewdhnlichen Differentialgleichungen:

d? X(x)

- X (x), de(y) - Y (y).

LOsung:
f=—k;, g=—k;: X(X)=C, cosk,x+C,,sink,x,
Y(y)=C, cosk,y+C,, sink,y.

Randbedingungen:

dX(©) _dX@) _o_c ok =m®. m=012...
dx dx a

dY (0) dY(b)
dy - dy

-0=C,, =0,k, :n%, n=012,...



TE, -Wellen:
C=C,C,: F(xy,2)=C cos(m X) cos(%Z y)e 42,

1 oF 1 GF Cnrx
E=——e ———=¢, E :———cos—x sin(—y)e /7,
g@yxgéxyx g b ( )(y)
E, :Eﬁsm(—x)cos( y)e 2,
£ a a
E,=0.
[1,3—e +J,3—e +(B° —k*)Fe,]:
ja)yg
HX=—C’B m”sln(—x)cos( y)e 72,
wue a a
H, =- 2L cos(m x)sin(— y)e 72,
woue b a b
2 1,2 |
H = C('_B K )cos(m X) cos(nl y)e 7,
Joue a b



Erfullung der Separationsgleichung: —f — g+ 8° —k* =0.

k2+k2+ B2 —k? =0, k =2, ky:%[, k2 = wlue.

(T + (54 -0t =0, mn=(0),1,2,...

Bei gegebenen Werten von n und m (Wellenformen), ist die
Kreisfrequenz nicht beliebig: g darf nicht negativ werden!

Ware f° <0, hitteman f=+ja, — jf=Fa=e " =™

nur Dampfung, keine Wellenausbreitung.



1 m n
f>f = \/ “+ ().
N (a) (b)
f,: Grenzfrequenz.

Eine bestimmte Wellenform ist nur flr Frequenzen Uber der
Grenzfrequenz ausbreitungsfahig.
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