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1. Das elektrostatische Feld

1.1 Die elektrische Ladung

« Kiraft zwischen Objekten, welche durch Reibung
»elektrifiziert” werden.

» Ursache daftr: Ladungstrennung

o Kiraft kann abstofliend oder anziehend sein: zwei Arten von
Ladung => positiv oder negativ: Vorzeichen von Q

e Einheit der Ladung: [Q] =1 C (Coulomb) =1 As

e Ladungserhaltung: Ladungsmenge in einem
abgeschlossenen System bleibt konstant



Ladung ist quantisiert: es existiert eine kleinste, weiter
nicht teilbare Ladungsmenge:

e =1,6021892 .10 C

Bohr‘sches Atommodell:

StoemEerm Gratanordnungan:

Rermdurchrmesser 10w
Elghtron 0¥ m
Hildlls 1 m

i} Neutron
& Proion

— RHE ) & Bekiron

Elesttranenhidlle

Manfred Albach: Grundlagen der Elektrotechnik 1

Elektron hat eine Ladung von —e
Proton hat eine Ladung von e



Die diskrete Verteilung der Ladungen kann in der klassischen
Elektrodynamik auf3er Acht gelassen werden.

Es wird angenommen, dass die Ladungsverteilung durch eine
stetige Funktion der Ortskoordinaten beschrieben werden
kann => Makroskopische ,,Verschmierung“ einer diskreten
Ansammlung vieler Punktladungen zu einer Ladungsdichte.

Volumselement dQ2=dx’dy’dz" in
kartesischen Koordinaten.
Das Volumselement d.2ist nicht
infinitesimal klein im Sinne der
r'=/x'e, +Yy'e, +2'e, Infinitesimalrechnung, es befinden sich in
d.2noch immer ,,sehr viele*
O Elementarladungen!




dQ = ZQ

N

2.9,

p(X,y,7)= dl_Q Raumladungsdichte dQ = p(X,y,2)dQ
_13 p Ist eine FeldgroRe (eine Funktion der
p]= m3 Ortskoordinaten): p = o(r)

Die Raumladungsdichte o ist, makroskopisch
gesehen, eine kontinuierliche Ladungsverteilung.

Die Ladung in einem Volumen 2. Q, = _[,OdQ
Q0

Q, Ist eine Integrale Grofie
(von den Ortskoordinaten

unabhangig)

10



Flachenladungsdichte o

o]-1->; 0Q = (X,y,7)dr
=[odr”
T
Linienladungsdichte
C =7(X,y,7)ds’

ﬂ,/

Die Ladungsdichten sind Feldgrofien.

11



Punktladung

Physikalisches Modell: geladener Korper, dessen
Abmessungen viel kleiner als die Abstande des gerade
untersuchten Problems sind

Q?/rO !
: D y 0 I, < D

Mathematisches Modell: Ladung, welche in einem Punkt
konzentriert ist

%Q Dirac-Funktion &(r) in 3D:
p(r)=Qs(r—r') [ w(r)s(r)de2=w(0)

RS

O

12



1.2 Das Coulomb‘sche Gesetz

Medium: Vakuum =
> ory 2
— A%
"?_." @A eﬂ
~T
4 I, =r—n r,=n—-r=-I;
) F: r12:|r2_r1| r21:|r1—r2|:r12
pd r—r r—r
2~ Ih _h7h
€1 €1 = —€p
I, I
2
¥ & | _ 1 Q1Q2 . 1 Qle B
! F, = €, und| F, = e, F—F,
Arg, I, Arg, Ty

13



Die Konstante gilt im Einheitssystem SI:

Are,
2 2
L -8,0876.10° 0 g0 YA _g g0 VM
Are, C MA’s As
9
¢, =88542.102 25 _ggsap 102t L0 F .
Vm m 36z m

Permittivitat des leeren Raumes (VVakuum)

Nach den neuesten Messungen (1971) gilt die
Abhéngigkeit vom Abstand r als 1/r? mit einer
Genauigkeit von 6 < 10-%°, wenn die Annahme

getroffen wird.

14



Additivitat der elektrischen Krafte, Superpositionsprinzip

Drei Messungen:
o f;
Q‘l Ehﬂ&mt
—a/./ o s —>
R % po 1 QQ
1 QQ Q entfemt Py dme, T
Fs, = > €13 “8 * &,

T
Are, I

Erste Messung; Q, unendlich weit entfernt Zweite Messung; Q; unendlich weit entfernt

o Q,

> 4q
T AF F_-_F +F. = 1 Q3Qle n 1 Qnge
\ 3 31 32 4 r2 13 4 rz 23
s R L2 Y
?':8 Qo

Dritte Messung; alle Ladungen platziert

15



1.3 Die elektrische Feldstarke

Mit Hilfe der elektrischen Feldstarke kann die Kraft
auf eine Punktladung als Nahwirkung beschrieben
werden.

Die elektrische Feldstarke E ist im Aufpunkt
vorhanden und bt auf eine sich dort befindende
Ladung Q eine Kraft F = QE aus (lokale
Beziehung).

Einheit der elektrischen Feldstarke: [E]:1%:1VAS 1 —1!

m AS m

16



E ist eine Feldgrolie: eine Vektorfunktion der
Ortskoordinaten E = E(r).

Bei der Messung der elektrischen
Feldstarke mit Hilfe der Beziehung

aus der Kraft F auf eine Probeladung Q Ist darauf zu achten,
dass die Probeladung die Verteilung der Ladungen, welche
das elektrische Feld hervorrufen, nicht andert. Falls diese
LLadungen mechanisch fixiert sind, spielt die GréRe von Q
keine Rolle. Wenn sie frel beweglich sind, soll Q klein sein.

17



1.3.1 Elektrische Feldstarke von Ladungen im Vakuum

Anordnung von N Punktladungen. Die Probeladung Q,
befindet sich im Aufpunkt A

o, - Quellpunktsvektor
r, r, ... Aufpunktsvektor

foa=Ta—To

18



Spezialfall N = 1: elektrische Feldstarke einer
Punktladung im Vakuum

Vd

r,=r=xe,+ye +7e,
r,=r=xe, +ye +ze,
I’QA I’QA r—r’
eQA: = — ’
‘rQA‘ (o |F—T
E(I’)Z 1 Q o — 1 Q r—r’ _ 1 Q(r—r’)
Arg, 12, ° Ang, r—r|r=r| 4zg |r—r]

19



Raumladung mit Dichte p verteilt in einem Volumen (2.

e 0xy,2")
[ o]xlolgiclef

E
SOOI O .. 14 S B Y o i AP
Ars, *, |r r| |r—r| Ars, *,

Falls p(r)=Q&(r—r’), d.h. Punktladung: E(r) 1 Q(r-r)

20



Flachenladung mit Dichte o verteilt auf einer Flache 7

E(r) = 1 J-a(r')(r—r')dr,

- Are, v |r—r'|3

Linienladung mit Dichte 7z verteilt entlang einer Linie C:

E(r) _ 1 J'T(rl)(r B r,) ds’

Are, <. |r — r'|3

21



1.3.2 Potentielle Energie einer Punktladung im
elektrostatischen Feld

Die Krafte, welche in einem elektrostatischen Feld auf
eine Punktladung wirken sind konservativ: wird eine
Punktladung in einem elektrostatischen Feld (mit
Infinitesimal kleiner Geschwindigleit, ohne
Beschleunigung) entlang eines geschlossenen Weges
bewegt, ist die geleistete mechanische Arbeit Null:

PF e -ds =0 F
C

22



Diese konservative Eigenschaft kann flr das elektrostatische
Feld einer Punktladung Q, bewiesen werden:

Eine Punktladung Q wird entlang der
geschlossenen Kurve C bewegt.

Die Kugelschale der Dicke dr ist konzentrisch
zur Ladung Q, angeordnet. Deshalb hat die Kraft
F im Bereich der Kugelschale tberall den
gleichen Betrag und ist radial von Q, weg- oder
hingerichtet.

Die Langen der beiden Wegelemente

ar bzw. ds, = dr

cosa, cosa,

sind ds, =

Differentielle Arbeiten im Bereich der
Kugelschale:

r r
cose, =Fdr  dW, =F-ds, =-Fds,cosa, =—-F cosa, =—Fdr
Cosa, cosa,

Die beiden differenziellen Arbeiten heben einander auf. Da der gesamte Weg in solche
Kugelschalen zerlegt werden kann, ist die Gesamtarbeit gleich Null.

Wegen des Superpositionsprinzips gilt dies fiir das Feld einer beliebigen
Ladungsverteilung!

dW, =F-ds, = Fds,cose, = F

23



In einem konservativen Kraftfeld kann die potentielle
Energie in einem Punkt P definiert werden: sie ist die
mechanische Arbeit, welche dann geleistet wird, wenn die
Punktladung aus einem Bezugspunkt P, (hier ist die
potentielle Energie konventionsgemald gleich Null) zum

Punkt P gebracht wird. §|5Fmech ds=0=
C

C, C,
U
Wpot (P) = J. |:mech dS = _[ |:mech dS =
C, C,

24




1.3.3 Die Wirbelfreiheit der elektrostatischen Feldstarke

F . =-F=-QE

mech ~—

Es gilt daher:

cﬁE -ds=0 /ﬂ'Jr eine beliebige geschlossene Kurve C
C

C

ds

25



Verhalten der elektrischen Feldstarke auf einer Flache mit

einer Flachenladungsdichte _ _
t: Einheitsvektor in der Tangentialebene

C n, + und in der Ebene von E, E, (C ist ein

g ﬂm Rechteck in der gleichen Ebene mit

;ﬁ—" 1" Seitenlangen h und As).

L Wirbelfreiheit der elektrischen Feldstarke:
cﬁE .ds=0
C

Grenzibergange: h — 0, AS — ds,ds=tds = E,-tAs—-E,-tAs=0

E, t=E, t

Die Tangentialkomponente der elektrischen Feldstarke ist stetig!

26



Im Ausdruck E.t fur die Tangentialkomponente hangt t von E ab.

Es ist Vorteilhaft, die Tangentialkomponente mit Hilfe des

Normalvektors n auszudriicken (n hangt nur von der Flache ab

und ist von E unabhéngig):

E=n(E-n)+t(E-t)=nE, +tE,

nx(Exn)=E(n-n)—-n(E-n)=t(E-t): Tangentialkomponente
%/_J

E
Statt nx(Exn) reicht der Vektor Exn fir die Beschreibung

der Tangentialkomponente:

Stetigkeitsbedingung:

E,xn=E xn

27



1.3.4 Das elektrostatische Potential, die Spannung

Die potentielle Energie in einem elektrischen Feld E(r)
einer Punktladung Q in einem Punkt P ist:

P P
Wi (P) = [ Freen -ds =—Q [ E -ds
I:)O I::.0

Definition des elektrostatischen Potentials:

V(P)z—_P[E-ds:]QE-ds W, (P)=QV (P)

Die Wahl der Kurve zwischen P, und P ist wegen der
Wirbelfreiheit der elektrostatischen Feldstarke beliebig.
V ist eine FeldgrolRe, eine Skalarfunktion der
Ortskoordinaten: V = V(r).

28



Die Einheit des elektrostatischen Potentials ist:

[V]:[E]-[Lénge]:l%mzlv

Die Definition der Spannung zwischen zwei Punkten P, und P,
In einem elektrostatischen Feld ist:

Die Wahl der Kurve ist wegen der Wirbelfreiheit der
elektrostatischen Feldstarke beliebig. Die Spannung ist
eine integrale GroRe: sie ist von den Ortskoordinaten

unabhangig.

29



Die Spannung zwischen zwei Punkten ist die
Differenz der Potentialwerte: Potential im
Anfangspunkt minus das Potential im Endpunkt:

<ﬁE-d5=0:

C

_ j E-ds+jE-ds—jE-ds:
C, C,

=U, -V, +V,
U
U12 :Vl _Vz

Natirlich ist die Einheit der Spannung: [U |=[V |=1V

30



1.3.5 Energie und Potential einer Ladungsverteilung

Bringt man in einem feldfreien Raum eine Punktladung Q, vom Unendlichen (P,) zu einer
bestimmten Position (P,) im Endlichen, wird keine Arbeit geleistet. Bringt man jetzt eine
zweite Punktladung Q, vom Unendlichen in eine Position im Abstand r,, zur Qg ist die
geleistete Arbeit vom Weg unabhéngig. Es wird daher eine Gerade gewadbhlt.

endgultige Fosition.  —»

4 l’Pz _: Qa2 -i& ET-H P oo

P I ?
1 2 ds r
;mech
W = J I:mech ds = —erdr Fmech = _Fel = Q1Q2 €,
47z50

r wird als Integrationsvariable verwendet; dr muss positiv sein: Integration
von ry, bis oo

Q4. QQ|"_ QO

W =
47r€0 Arg,r 47[50 I,

31



Diese Arbeit ist gleichzeitig die potentielle Energie der Ladung
Q, Im Feld der Ladung Q. Daher ist das elektrostatische
Potential im Feld der Ladung Q, in einem Abstand r,, davon ist
(Bezugspunkt mit V=0 im Unendlichen):

V (rlz) = 4Q1 1

e, 1y,

Allgemein, hat man eine Punktladung Q an einer Stelle r, ist
daher das Potential an der Stelle r:

V(r)=—2 1

N drey [r—r'

32



Fir N Punktladungen kann das Superpositionsprinzip
angewendet werden. Das Potential im Aufpunkt A (der Abstand
der Punktladung Q; zu A ist rQJ_A) :

vzi °

i1 47egly A

Verallgemeinerung auf Raumladungen, Flachen- und
Linienladungen:

o(r)dl”
Are, |r —r’

7(r')ds’
Are, |r —r'

p(r)dey
V =
(r) :([47zgo|r—r'

'\/(r)zj

r

V(r):j

C

Diese Beziehungen gelten nur, wenn alle Quellen im Endlichen
sitzen und der Bezugspunkt im Unendlichen gewahlt werden kann.

33



Als nachstes wird die Punktladung Q5 aus dem Unendlichen (P,) auf einem beliebigen Wege
herangebracht, dessen Anfangspunkt P, und dessen Endpunkt P ist:

Superposition: W, =—[ (Fy; +F;,) - ds =— IFM .ds— IFsz oo Qs . QQ

4 4 Arg N, Ay,

Wges :W — QlQZ + Q1Q3 + Q2Q3

Arg N, AreN; Ame ly,

Verallgemeinerung auf N Ladungen:

W=2 ZZ

_l J_l 47[80 |J

I;tj

Die Beziehung flr W ist symmetrisch, es konnen 1 und |
vertauscht werden. Daher treten die einzelnen Terme doppelt
auf (deshalb der Faktor). 34



Die Ladung Q; kann nach vor gezogen werden. Der
Ausdruck in der Klammer entspricht dann dem
Potential V; der restlichen N-1 Punktladungen an der

Stelle der Ladung Q;:

1 N N Qj 1 N
W:_Z i Z :EéQiVi

2 i—1 j=1 472'50I'ij

I ]
o »,

Vi

Ubergang auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung:

Z—)j; Q — pdQ

1
W:E;[deQ

35



1.4 Die elektrische Flussdichte (elektrische Verschiebung)
Flussbegriff aus der Hydromechanik:

Das Vektorfeld v sei ein homogenes Geschwindigkeitsfeld.

Der Fluss in m3 pro Sekunde durch ein Rechteck wird gemessen

a) w=v-I'=vl" b)y=0 c) ¥ =Vv/ Cosa

36



Fluss durch eine beliebige geschlossene Oberflache gibt
Auskunft dartber, ob eine Vektorgrof3e im Volumen innerhalb
der Flache Quellen besizt:

Volumen: 2, Flache " =00

A Fluss des Vektorfeldes D

/~ (hier durch Feldlinien
dargestellt) durch die
Oberflache 7 des Gebietes

n ist der Einheitsvektor der aufieren Flachennormalen

37



Grenzibergénge:
I, »>dI; dl=ndl”

2.~

y =pD-dr =pD-nd/" =D, dI
I I’ I

Die Oberflache wird in kleine
ebene Flachenstlicke I'; zerlegt

38



Die elektrische Flussdichte D ist eine FeldgrofRe, welche in
unmittelbarem Zusammenhang mit den Ladungen steht:
der Fluss von D Uber eine geschlossene Flache ist gleich
die Ladungen im Volumen innerhalb der Fléache.

1.4.1 Das GaulR"sche Gesetz der Elektrostatik

Die elektrische Flussdichte wird als die Vektorfunktion D(r)
definiert, welche fur ein beliebiges Volumen (2 (Randflache 0£2)
das folgende GauRR‘sche Gesetz der Elektrostatik erfillt:

$D-ndl = [ pd2=Q,
02 Q0

Einheit von D: [D]= [Fl[é?c]he] :1%

39



1.4.2 Elektrische Flussdichte einer Punktladung

€ Wegen der Symmetrie muss gelten:

Azr’D(r)=Q
D(r):47(3r2

I Kugel, Q im Mittelpunkt, Radius r

40



Im Vakuum gilt fur die elektrische Feldstarke einer Punktladung:

Are I’

Beziehung zwischen D und E einer Punktladung:

D(r)=¢E(r)

41



1.4.3 Elektrische Flussdichte einer beliebigen Ladungsverteilung

Die elektrische Flussdichte D=g,E einer Punktladung erfullt
Im Vakuum das Gaul3‘sche Gesetz der Elektrostatik auch fur
eine beliebige Hullflache:

Das Flachenstiick A ist groRRer als das
Flachenstlick a wegen:

R2
a) Strahlensatz (_j

r2
b) Neigung um «: A=a R—ZZ 1
r’ Jcosa

Flussdurcha: w,=D(r)-a=¢E(r)-a=¢gE(r)a
Fluss durch A:

wa,=D(R)-A=¢E(R)-A=¢E(R)Acosa
D(R) _ &E(R) _ 1’
D(r) &E(r) R’

2 2

'WA:thE(r) ;Z?TZ COJS-qcosa:l/ja
£E(R) A 42

Wegen gilt:




N Ladungen im Inneren der Oberflache, Superposition:

n Y= qSD dr = ngOE dr =

—cﬁgo +E,+..+Ey)-dT=

—gﬁgoE dF+Sf>gOE .dl +.. +<J'>50E .dl =
—Q1+Q2+ +QN
gOE dI'= ZQ Kontinuierliche Ladungsverteilung:

= Q, - dQ= pd 2, Z—)j

(I)gOE.dF _ jde &E erfillt im Vakuum das GauB‘sche

. Gesetz!

Im Vakuum gilt allgemein: D=g,E

43




Das Gaul3‘sche Gesetz der Elektrostatik kann daher in
einfachen Féallen (mit hoher Symmetrie) auch zur
Bestimmung der elektrischen Feldstarke verwendet werden.

Beispiel: unendlich lange Gerade mit konstanter
Linienladungsdichte ¢

4 11111114 f_ =&E Wegen Symmetrie:
T é‘ .. D(r)=D(r)e,
r‘H ?jlthJWMOn+CL\ @4‘] -[t';L(OWS"'-

r

D .. Deckflachen F‘ e 31

gSDdr der D(r jdr_

=D(r)2zrl _jrds_rl — D_Le E=_—"
. 2rr 27e,l

€

r

44



Gerade unendlich lang in der z-Richtung: Feld von z
unabhangig

r,=r=xe +ye,

r,=r=xe, +ye

Fon  Toa =1
Con = == :
‘rQA‘ (o |F—T
1 = 1 T r—r 1 z(r-r
E(r): eQA: ' = ( ,2)
27Ey Ton 27g, [r=r'||[r=r'| 27 |r—r

45



Potential einer unendlich langen geraden Ladung mit
konstanter Linienladungsdichte

r*: Integrationsvariable
P P,: Bezugspunkt, r*=r,
VZ i = P: Aufpunkt, r*=r

- o> o> o
Y|
=

46



Das Potential wird im Unendlichen unendlich grol3, da die
meiste Ladung im Unendlichen liegt.

Die Spannung zwischen zwei Punkten mit den Koordinaten
rund r,:

.
U,=V,-V, = In——
P R 2mer 27,

r T r T
0 In-< = In

r, 2r¢,

W _ 7 nk
L, 2re, I

Der Abstand r, des Bezugspunktes fallt bei der
Differenzbildung weg.
FUr r, grofer als r, ist die Spannung positiv.

47



1.4.4 \erhalten der elektrischen Flussdichte auf einer Flache
mit einer Flachenladungsdichte

2. Zylinder mit Randflache o£2
bestehend aus den Stirnflachen AZI”
und der Mantelflache der Hohe h

Gauli‘sches Gesetz:
<J5 D-nd/"=Q,
0

Grenzubergange:h — 0, A" —>d/"= D, -n,AI'-D,-n,Al" = oAl

D,-n,-D,-n,=0

Die Normalkomponente der elektrischen Flussdichte springt
mit dem Wert der Oberflachenladungsdichte! 48



Beispiel:Unendlich ausgedehnte Flachenladung in der xy-
Ebene mit konstanter Dichte o

I

M U
—— O o
— [, D=—E=—
JP_D '_(’, D 2 280
hi2 | D D ist unabhéngig von g
C - 2 _
. 1E ;b”\]‘, beliehig : das Feld ist homogen
2F.

sz *|D, springtbeiz=0um o
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1.5 Leiter im elektrostatischen Feld (Influenz)

Wird ein leitender Korper in ein elektrisches Feld gebracht,
bewegen sich die Elektronen durch die elektrischen Feldkréafte
und gruppieren sich solange um, bis das von ihnen erzeugte Feld
das externe Feld genau kompensiert. Die umgruppierten
Ladungen sitzen als Flachenladungen nahe an der Oberflache
des Korpers. Das Innere ist raumladungsfrel. Eine negative
Ladungsverteilung auf Teilen der Oberflache genht auf Kosten
einer entsprechen positiven Verteilung (positive Atomrimpfe)
auf den restlichen Teilen der Oberflache. Dieser Vorgang heif3t
Influenz. Im Leiterinneren muss das elektrische Feld
verschwinden, sonst wirden sich die Ladungen nach wie vor
bewegen.
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Leiter im homogenen elektrostatischen Feld: ein leitender Korper
wird in ein homogenes elektrisches Feld gebracht.

1. Das homogene Feld wird durch zwel unendlich ausgedehnte,
konstante, fixierte (d.h. unbewegliche) Flachenladungsschichten
erzeugt.

Die Ladungen ordnen sich an der
Oberflache so an, dass das
resultierende Feld E; im Inneren Null
wird. Dieser Vorgang erfolgt sehr
schnell. Das Feld des Leiters wirkt
nicht auf die Flachenladungen
zurtck, da diese als nicht beweglich
angenommen sind.

tttttr v+ 44
C

@ \

¢ )

&

r+
/]

/4-

R TR T R T I L L T T T IO I I B
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2. Das homogene Feld wird durch einen geladenen
Parallelplattenkondensator erzeugt.

IS EALEIEIETIEE LIS Tk bt o 2 e 2 .
)]/ Unendlich
’ ’ l ] ,—» ’,"‘/
HREE , ausgedehnte
N ; | Q} N leitende
Ve v ¥ - :
o Vv vy v - —“‘; g - ! L Ebenen
--------------- EEE e Elektroden

Das Feld des Leiters wirkt auf die
Flachenladungsverteilung auf den Kondensatorplatten
zuridck. Sie ist nicht mehr konstant.
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Bedingungen an der Grenzflache Leiter-Isolator (Leiteroberflache):

Der Sprung der Normalkomponente der
elektrischen Flussdichte ist die
Oberflachenladungsdichte:D-n-D, -n=o
Da D=0 ist, gilt:

D-n=D =0 E =—

Die Tangentialkomponente der
elektrischen Feldstarke ist stetig:
Exn=E, xn=0.DaE;=0 ist, gilt:

Exn=0 E =0

Das elektrische Feld stenht normal auf

D=c¢c.E=n _ )
° o die Leiteroberflache! -




Das Potential ist auf der Leiteroberflache konstant:

P, ist ein beliebig gewahlter bestimmter
Punkt auf der Lelteroberflache

V(R)=V, =- jE ds

Pistein belleblger Punkt ebenfalls auf
der Leiteroberflache; die Kurve, welche
P, mit P verbindet verlauft auf der
Leiteroberflache. Daher ist das Potential
Im P:

V(P):—TE-ds:—TE-ds— TE-ds =V,
P

1
vV HK_J
=V =0, da E normal auf
die Kurve steht 54




Der Faraday‘sche Kafig:
Das Innere eines hohlen Leiters, gleich welcher Gestalt, ist

feldfrel, vorausgesetzt, dass der Innenraum selbst ladungsfrei
ISt.

Der ungeladene oder
geladene Leiter befindet
sich in einem externen
Feld.

55



Beweis fur E;=0:

Gauli‘sches Gesetz der Elektrostatik:
|D-nd7 =0, daD=¢,E =0

D.h. die eventuell auf der inneren Oberflache sitzenden
Ladungen (es gibt nur Flachenladungen!) sind in Summe Null:

JGdF:O

Mogliche Ladungsverteilung auf der Innenseite:

cﬁE ds—jE ds+j E-ds=0

CLelter

Widerspruch zur Wirbelfreiheit von E!
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Auch andere Ladungsverteilungen mit j od/” =0 verletzen
Immer die Wirbelfreiheit von E! T

Die einzige mogliche
Ladungsverteilung ist:

o=0 aufT,

Es gibt weder im Hohlraum noch auf dessen Randflache
Ladungen: die elektrische Feldstarke kann nur Null sein.
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1.6 Kondensatoren und Kapazitat

Kondensator: Anordnung bestehend aus zwei leitenden
Korpern (Elektroden). Die Gesamtladung der beiden
Elektroden ist Null: positive Elektrode hat Ladung Q,
negative Elektrode hat Ladung —Q. Die Ladung Q ist der
Spannung zwischen den Elektroden proportional.

U=V,-V,
Q=[odlr =-[o,dr
Iy I,

Q=CuU

C>0: Kapazitat
héngt nur von der
Geometrie ab! o8



Beispiel:

£ 6
3

N - +
T S 3E 2 I L 2K 1L 2K 2 2k O A - o PR Y +_ .
I - 6’ i
d E-:.—-(_€1)
U | &, o
| |
Vwa v v v Vv
VvV & _ M SR, SRR . ' | SR, =

(I
b A

-------------- AN

Unendlich ausgedehnter Parallelplattenkondensator. Die
Ladungen sitzen an den Innenseiten der Platten. Sonst
ware das Platteninnere nicht feldfrei.

Die Ladungsdichte o ist konstant. Das elektrische Feld
Ist homogen.
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Ist die Plattenflache 7 endlich und die Plattenabmessungen
sehr viel groRer als der Plattenabstand d, kbnnen die
»,Randeffekte (Streufeld)* vernachlassigt werden!

d

y=0
U=V,-V,= [ Eds=- [ Z(-e,)e,dy="d = Ed

y=d y=0 €0 o
Q:o-FC:FCUEO :UEOdL:UC
c_ble|[c]=12 =12 21F .. Farad

d vV vV

Cd 1107
g, 8,854.107%

Ein Farad ist eine sehr grolie Kapazitat!
Deshalb: 14F=10°F, 1nF=10°F, 1pF=101?*F

zB.:C=1F, d=1mm, I=? I, = ~113km?
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Ist der Plattenabstand im Vergleich zu den Plattenabmessungen
nicht klein, muss das Streufeld in den Randbereichen mit
berticksichtigt werden. Bei Berticksichtigung der Randeffekte ist

die Kapazitat hoher.

o

saun

L{‘,;”wwg“ I
7 Vo

—
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1.6.1 Teilkapazitaten von mehreren Leitern

Beispiel: drei Leiter

V,#0 V,=V,=0
Q=c,V, ;>0
Q,=¢,V, ¢,4<0
Q;=¢C;V, ¢5<0
Fur V, positiv, sind Q, und
Q5 negativ, d.h. die

Kapazitatskoeffizienten c,,
und ¢, sind negativ.
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V,z0 V,=V,=0
Q, =¢C,V, C4,<0
Qz = C22V2 C22>O

Q; =Cy,V, C4,<0

V,z0 V,=V,=0
Q =c.V, €3<0
Q, =C.V,  Cx<0
Q,=Cy,V, C33>0
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Die Uberlagerung der Falle a), b) und c) ist auch ein
moglicher Zustand des Systems (Superposition!):

Ql = Cllvl + C12V2 + C13V3
Q=GN TGV, +C, Q=2 ¢V, i,j=123
Qs — C:-;1\/1 + C32V2 + C33V3 J

Cij: - Kapazitatskoeffizienten
c;; negativ flri # j Ci =Cii
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3
Addition und Subtraktion von Y c,V; zur i-ten Zeile (i=1,2,3):

k=1
K #i

Ql — (C11 +Cp, + C13)V1 —Cp, (Vl _Vz) —Cp3 (\/1 _Vs)
Q, =—Cp (V, =V,) +(Cyy +Cyy +Cx5)V, —Cp5(V, = V)
Q3 =—Cy (Vs _Vl) — G5, (V3 _Vz) + (Css + C3; + Gy, )Vs

Teilkapazitaten: C; =-C;; 1+ ]

Q1 = C11V1 + C12 (V1 _Vz) + C13 (Vl _Vs)
Qz — C12 (Vz _Vl) + C22V2 + C23 (Vz _Vs)
Qs = C13 (Vs _Vl) + C23 (Vs _Vz) + C33V3
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Teilkapazitaten und Feldlinien (fur vV, >V, >V, >0):
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1.6.2 Im Kondensator gespeicherte Energie

V,=U

Die differenzielle Arbeit dW:

dW = dQU, =dQ, %

Ein Kondensator wird auf die
Ladung Q aufgeladen, indem von
der Elektrode 1 die Ladung in
kleinen Portionen dQ, auf die
Elektrode 2 gebracht wird. Zu
einem bestimmten Zeitpunkt
dieses Vorganges betragt die
Ladung +Q, und die Spannung
zwischen den Elektroden ist von
Null auf U, angestiegen: Q,=CU,
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Die zur Aufladung des Kondensators, ausgehend von Q,=0
bis Q,=Q (bzw. U,= 0 bis U, = U), bendtigte Arbeit ist:

1 ¢ 1Q?
W =— dQ, =———
c:QOj OQO 2737C
Diese geleistete Arbelit ist als elektrische Energie im
Kondensator gespeichert: :
Jesp _EQ_ZECUZZEQU

2C 2 2
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1.7 Methode der fiktiven Ladungen

Das elektrostatische Potential ist auf der Oberflache von
Metallelektroden konstant. Gelingt es eine Ladungsverteilung
Im Inneren der Elektrode (fiktive Ladungen) zu finden, so dass
das Potential auf der Elektrodenoberflache konstant ist, kann
das elektrische Feld aufRerhalb der Elektrode als das Feld
dieser Ladungen bestimmt werden.

V=konstant
/E\ : h\/lbkonstant/—\
auRerha \\V\

|st-E In ! Q,
o beiden | | é\
Fallen  \ Qv y
~———" gleich! /CE\/’

Elektrode Fiktive Ladungen 69



Die Gesamtladung auf der Elektrodenoberflache ist gleich die
Summe der fiktiven Ladungen:

E.=0

FEIektrode
Ty
r -
GaulR‘sches Gesetz der Elektrostatik: N
gE-nd/l" = C_f) od/l” goE-ndF:Z:Qi
I I Elektrode I’ j:]'

I Elektrode 1=
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Beispiel: Kugelelektrode (Radius R) mit Bezugselektrode im
Unendlichen

Potential einer Punktladung:V = <
Are,r
v=U  Aquipotentialflachen sind Kugelflachen:
r = konstant =V = konstant

%Z' U Die Punktladung ist die gesuchte Ladung,
o= die kugelférmige Aquipotentialflachen hat.

dre,R C

Im Unendlichen ist V gleich Null.

Kapazitat einer Kugelelektrode gegen Unendlich:

C =4rng,R

71



Beispiel: Zwel konzentrische kugelformige Metallelektroden
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Beispiel: Unendlich langer Zylinderkondensator (Koaxialkabel)

Aquipotentialflachen einer

- unendlich langen Linienladung mit
konstanter Linienladungsdichte
sind Zylinderflachen

=T nfe v =T i
2re, R 2re, R,

T R

U=V -V, = In—2

% 27, R

Zylinderkondensator (Koaxialkabel) der
Lange | (I > R.,R,) bei Vernachlassigung
der Randeffekte:

278,

Ra
In—2&
R- 73

C =




1.7.1 Das Spiegelungsprinzip
Punktladung tber unendlich ausgedehnter leitender Ebene:

B A, r* _47250 - Arg, r° Ame, r”
- . Die Anordnung von Q
- und —Q im Abstand 2d
Spiege_ttéxdun beschreibt flr die
& >, rechte Halbebene das

Problem: —Q ist eine
fiktive Ladung:
Spiegelladung

In der linken Halbebene ist beim
Originalproblem die Feldstarke Null!

74
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Feldstarke in einem beliebigen Aufpunkt: E=E*'+E"-

ron =X€,+Ye, +(ztd)e,
o Q xex+yey+(z—d)e; e Q xex+yey+(z+d)eg
Ay X +yPH(z-d) ] Ay Xyt (z+d) P
Q d

3 ez
278 (x> +y*+d?)?

5 =\6(r Flachenladungsdichte auf der Ebene:

Fur die xy - Ebene (z = 0) ergibt sich: E=-

~ih PN o=¢g,E= —Qa -
M T 27(r? +d°)?
&0 ) r— /x2+y2
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Influenzierte Gesamtladung auf der Ebene:

mf B J‘ 527rdr __Qd J‘ 2zrrdr

3 f—

o7 =0 (r*4+d? )2

=Qd(jz—£7>=

Die influenzierte Ladung ist gleich groR3, wie die
Spiegelladung: -Q.

Der Betrag der influenzierten Ladung ist gleich grol3 wie die
Influenzierende Ladung Q.

Punktladung Uber Ebene ist ein wenig realistisches Beispiel.
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Beispiel: Kugelelektrode Uber Ebene
® @
h
U
—Ff—/f/////II? 77 7 7 777 r/-,-l-'-_? 2.h_

X .
=@
Eine Kugelelektrode mit dem Radius R befindet sich im Abstand
h Uber einer leitenden Ebene. Rechts: Ersatzproblem mit
Spiegelladung im Kugelmittelpunkt (N&herung fir R < h).
Zwel Punktladungen Q und -Q haben nur eine kugelformige
Aquipotentialflache, ndmlich die Symmetrieebene mit V=0
(Radius dieser ,,Kugeloberflache* ist unendlich!) Alle anderen

Aquipotentialflachen sind keine Kugelflachen.
77



Die Kugelflache ist aber ndherungsweise aquipotentiell,
falls R < h: nur im Feld von Q ist sie exakt aquipotentiell.

Q Im Feld von —Q ist das Potential in verschiedenen
Punkten der Kugelflache verschieden, da die

2h+R Absténde r_ zur Spiegelladung —Q verschieden
sind. Es gilt aber: 2h—R<r <2h+R, d.h. fir
2h-R|ifT. .
V™ = —4Q hat man:
-Q 7o I 1 1
2h-R 5, 2htR - - Q <V~ <-— Q
V- ~ a2~ . 4ng, 2h=R 47g, 2h+R
QU - '
Are, 2h Q

Gute Naherung: V™ =— = konstant

4re, 2h
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U =Vier = Vevene = Vi =V +V 7 (Superposition)
V+ o Q l V_ ~ — Q 1
dre, R dre, 2h

u-Q. 09 (1_1)2/\(:z Are, _ Bme,Rh
C 4mg,\R 2h 1 1 2h-R

R 2h




Beispiel: Unendlich lange Zylinderelektrode Uber Ebene

Behgspunk"‘
V=0

- 777WI777§9—/:Y‘:9 = X

-7

U :VZyIinder _VEbene :VZyIinder :V+ +V_ (SuperpOSition)
V+:2T mg
72'80
—— In h <V m——L mr‘s— ' In h
2re, 2h—-R 2, 2h  27g, 2h+R

Kapazitat je Lange:
T ( h hj T . 2h _ 2ng,

U= L
C' 2,

I
U

In——In— C'=
R 2h 2re, R In2h

R 80




Das Problem hat auch

eine exakte Losung: Alle

Aquipotentialflachen der Anordnung z, -z sind exzentrische

Kreiszylinder!

>{e— Exzentrizi4at e Die Ladungen sind

Kreiszqlinder  bzgl. des Mittelpunktes
um e verschoben.

R 4 Bezugspunkt U :VZyIinder :V+ +V-
/=0

h-e I ot

U=

T T hq—e T ' h-—e T 2h—e—R
C' 27¢, R-e 2me, 2h—-e—-R 2rg, R—e
, 27,
€= 2h—e—R
In 81

R—e




Bestimmung von e: Aquipotentialflachen eines Liniendipols

% 2 2
A V rf:r2+d——rdsingp r_2:r2+d—+rdsingo
+T 4 4
2
) 8 o . r2+d+rdsingp
S > V=—-(n2-In2)=—"n—4

2
4 X 2mg, T, r - 4re, r2+d4 _rdsing
T

4regVy

Aquipotentialflachen: V =V, =konstant = e * =c>0

2 2 2
c(r? +d7—rdsingo) =r? +d7+ rdsing = rz(c—1)+d7(c—1)—rd sinp(c+1)=0 Trsing=y

r’=x*+y’
aQ)c=1=V,=0=2yd =0= y=0 ... Symmetrieebene
, c+l d*
b)e+1=x"+y —dyC_1+7_O Kreise,gleren Mittelpunkte
um t=25*1 verschoben
sind 2¢71

X2+ (y——
by 20—1) 4

dc+12_d2[(c+1)2_1}_d2 4c  d°
c-1 4 (c-1)°* (c-1)°?
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d+/c

Der Radius ist: R=——
c-1

Abstand des Mittelpunktes von +zund —7;

«M d d,c+1 1
. 6-@61 o R |
=
h=E = = ohoe=t+ L0t gy g O
fes 2 2 c-1 C—
k'e»:é_;_- =| e(2h-e)=R?
N, D

e’-2he+R* =0 = e=h++h’*-R? e<h!

Der Abstand von = zum Mittelpunkt ist die Exzentrizitit e: | e =h—+/h® —R?

Abstand von -z zum Mittelpunkt: 2h—e =h++/h* —R?
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Beispiel: Spiegelung an rechtwinkeliger Ecke 90°:

Punktladung in 90° Ecke
iq Es gent, fallsa:@,nzl,z,...
Z n
-Q . :>/5\'\ . Q Punktladung in rechteckiger
A/ Box. Unendlich viele

\
NN NN LY

%SZ?QQ’ ) Spiegelungen:

: 7717 /‘r\ TTTITT L ; _Abbruch, wenn
/ g S s //_%‘ —=|"  {Abstand grof
A E N N g A L
S $-Q g el
\ Q -Q | Q@

NN

g i

34



1.8 Energie und Krafte im elektrischen Feld

1.8.1 Energieinhalt des elektrischen Feldes

E und D seien die elektrische Feldstarke und die
elektrische Flussdichte in einem Punkt im Raum. In einem
sehr kleinen Volumen A2 um diesen Punkt kann das Feld
als homogen betrachtet werden.

Energie eines infinitesimalen Parallelplattenkondensators:

Alc 1 1 1
/ o=D / AOIAW :EE?Q&A;}J:EEDMAFC :EE-DAQ
[~ [
elektrische Energiedichte AW 1

(eine FeldgroRe) wird postuliert als: e AOQ 2




Elektrische Energie in einem Volumen (2.

W:jwedgzijE-DdQ
Q0 2[2

Die Energie wird nicht in den Ladungen, sondern im
elektrischen Feld gespeichert. Die Aquivalenz

1 1
E}[de.Q:EIé[E-DdQ

wird im Kapitel 6 bewiesen.
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1.8.2 Krafte auf Leiter im elektrischen Feld

Kraft auf die Elektrode eines Parallelplattenkondensators
(Streufeld vernachlassigt, Flache ist 7¢):

X
i R A IR C 2R S A A I

T248z5ar F = [dQE

v E: ::—_‘2 .
£ X s

— O gy @ e e

Falsch!

Das eigene Feld der differentiellen Ladung od/ darf nicht
berticksichtigt werden: das richtige Ergebnis ist nur die Halfte!
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Beweis fir beliebige Elektrodenoberflache

Kleine Scheibe aus geladener
Elektrodenoberflache wird
herausgeschnitten und getrennt
betrachtet

Die Normalkomponente von E bei
der getrennt betrachteten Scheibe

ist wegen der Symmetrie - .
2¢, -
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Die Tangentialkomponenten von E heben sich auf, sie
brauchen daher nicht betrachtet werden, es interessieren nur

die Normalkomponenten.

Es mussen alle restlichen
Ladungen auf der Oberflache
der Elektrode (und alle
sonstigen, vorhandenen
Ladungen aul3erhalb der
Elektrode) ein Feld n-2_

am Ort des entfernten 250
Scheibchens erzeugen, so dass
das Feld nach Uberlagerung
mit dem Scheibchenfeld innen
Null wird und somit aul3en

O .
den Wert n— annimmt.
&, 89



Die Scheibe befindet sich also im Fremdfeld mit der Starke ni
und dieses Feld ist fur die Kraft auf die Scheibe verantwortlichzgo

o’drl”
&g

2
n| bzw. injnadf
2

r

dF =2
2 &,

Die Kraft auf die Kondensatorplatte, wie auch auf jede
anderen beliebig geformte Elektrode ist exakt halb so grof3,
da das auf das Flachenelement wirkende Feld nur halb so

grol3, wie das Gesamtfeld ist.

Richtige Kraft auf die Kondensatorplatte ist daher:
oI
S (_ex)
2¢&,

F=
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1.8.3 Prinzip der virtuellen Verschiebung

Der Korper, an dem die Kréafte angreifen, wird um ein
Infinitesimal kleines Wegstlick dr verschoben. Die dazu
notige Arbeit wird vom Feld geleistet, wenn es sich um ein
abgeschlossenes physikalisches System handelt, in dem der
Energieerhaltungssatz gilt. Die Summe aller in einem

solchen System auftretenden Energien bleibt stets konstant.

Es gilt in einem solchen abgeschlossenen System:

Fdr+dw =0 | bzw. | F.dr=—-dW
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Beispiel 1: Parallelplattenkondensator (Batterie abgeschlossen)

__ _f\_x_*_ dx, bw. Ax Die Ladung Q wird konstant gehalten

Ca (Batterie abgeschlossen):
energetisch abgeschlossenes System

Platten flache 7
4 r .
-Q

Die obere Platte wird um dx bzw. Ax in positive x-Richtung

verschoben:

AW =W, W, = Eol ¢ (>2<+Ax) £2_ gOJ;CX

E, =E, =E, daQ =konstant

oo QAo ol AXE” _ QAX
Eol 2 21 .,

E/
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F.dr = Fdx=-dW bzw. F.Ar=FAr ~ -AW

2 2
I’
Fo e, =——Ce,
21 .&, 2¢&,

Gleiches Ergebnis, wie aus der Kraft auf die Ladungen
Im elektrischen Feld.



Ist die Batterie angeschlossen, spricht man von einem
gekoppelten physikalischen System. Hier muss gelten, dass
die Summe der von einem System aufgenommenen Energie
gleich ist der vom anderen System abgegebenen Energie.
Der Zuwachs der Energie eines Systems ist gleich der vom
anderen System geleisteten Arbeit:

Fdr+dW =—-dW mit  dW,, =-dQU

Batt

Somit ist: | F.dr+dW =dQU

Man konnte auch die Batterie in das System mit einbeziehen
und hat dann wieder nur ein einziges abgeschlossenes
System. In diesem Fall kann man sagen, dass die von der
Batterie geleistete Arbeit zum Verschieben des Korpers und
zur Erhohung der Feldenergie verwendet wird:

F.dr—-dQU +dW =0
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Beispiel 2: Plattenkondensator (Batterie angeschlossen)

Die Spannung U wird konstant gehalten (Batterie angeschlossen).
Da U=konstant, andert sich E bei der Verschiebung:

u U U, 1

AE=E,-E, = 1)
X+AX X X, AX
X
AEzg(l—&—l)z—UAzx — AQ=0Q,-Q =&, .AE
X X X
AW =W, W, =
5OFC(X+AX)U2_50FCXU2_gOFCUZ( 1 _1)~_50FCAXU2
2(X + AX)* 2X° 2x T, AX 2X°

X
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Fdx—-dQU +dW =0 bzw.  Fdx-dEg, /.U +dW =0
dQ

Damit ergibt sich:

U?dxe, I . g0 -dxU? __Uzgo I

Fdx = — + C dx
X’ 2X° 2%
E__ g, U*? .
2X2 X
Die Kraft auf die Platte ist selbstverstandlich gleich wie far
2
das Beispiel 1, es braucht nur U “durch % mit C =g,—%
X

ersetzt werden.
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1.8.4 Der elektrische Dipol

Betrachtet wird die Doppelquelle im gegenseitigen

Abstand I. __
A4 - A
Q r>|
@’ =
3 Ao r=|r|,|=|||,r1=|"1|’r2:|r2|

Die elektrische Feldstarke im Aufpunkt A:

Q|l1lr 1, Q|rn r,
E= 2 . 2. | 3 3
Are, | 10 L6 | dmg, |17 T,
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Grenzubergang: | — 0; Q — oo, damit QI endlich (mathematischer
Dipol): Das Dipolmoment p = QI ist ein konstanter Vektor:

Eo_ = 3(—p+3r'—2prj fur r — oo verschwindet |E| mit 1/r°
Are,r r
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Ahnlich ist das Potential im Aufpunkt A:

| SN NN S

drey 4, 1, Ang, |, |2 , 12
r“—rl+— (Jro+rl+—
4 4

1

)
47250 /1__ /1+r_ 47z50 1_1:_: 14 %:_'

[(lel) (1_£r_l} (rI)

dre,r’

47&90

Potential eines Dipols mit Dipolmoment p:

v __Pr 3
Are,r

fiir r — oo verschwindet V mit 1/r°
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1.8.5 Krafte auf einen elektrischen Dipol
Dipol im homogenen Feld:

> ' Drehmoment: T=rxF

| | |
T_EXQE_EX(_QE) _ZEXQE_ IQxE

T=pxE giltfurauch flr ein inhomogenes Feld

o= ~ . — Istder Dipol ausgerichtet, verschwinden Kraft
& ; g—> —
“&——e -~ & und Drehmoment

IV

-\\-’ .;ﬁ -
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1.9 Elektrische Felder in Materie

Wird der Raum zwischen den Elektroden eines Kondensators
statt Vakuum mit einem dielektrischen (nichtleitenden,
Isolierenden) Material geftllt ernoht sich die Kapazitat um einen
Faktor & > 1. Dieser heildt auch relative Dielektrizitatskonstante
und ist eine Eigenschaft des Dielektrikums.

Betrachten wir einen Parallelplattenkondensator in dreli
verschiedenen Situationen:

1. Batterie angeschlossen, Vakuum zwischen Platten

R\ o C — &0l ¢
IR £ L | -+ 44 t-_ 1
7 N d
llc[ lll EJ T % c Q _U,
"""""__/_)__:T m— st — A ’ cho d
@ |

102



2. Batterie getrennt, Q bleibt konstant, ungeladene
Metallplatte der Dicke b wird eingeschoben

Die Spannung U, zwischen den Platten wird kleiner:
U, =E,(d-b)<U,

Daher ist die Kapazitat groier:

Q_gorc>
> U, d-b
2
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3. Batterie getrennt, Q bleibt konstant, ein Isolator der
Dicke b wird eingeschoben

E, = Q
1€,

Polarisationsladungen

Die Spannung U, zwischen den Platten wird kleiner, bleibt aber
groBer als U,. Damit ist die Kapazitat grofier, als im Fall 1 aber
kleineralsimFall 2: U, <U,<U,= C <C,<C,

U,=E,(d-b)+bE, = O0<E <E,

Die elektrische Feldstarke im Dielektrikum ist kleiner als

Im Vakuum, ist aber nicht Null. 104



1.9.1 Atomare und molekulare Dipole

1.9.1.1 Induziertes Dipolmoment (unpolare Medien)

Wasserstoffatome im Grundzustand: Die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons ist kugelformig

(exponentielle Verteilung).
J Elektroneqwollee ‘ » ’l}:’

o ,
‘. : b foa't ’}‘ 1 Atomares Dipolmoment:
(\ ) -':=:: it a! elemnﬁcl«eq +
\‘." ’.../r \ p:gOaE
Nl L e whnQ S -
face reh%;w“ el & ': : ; : ,: o atomare

Polarisierbarkeit, meist

Relative Dielektrizitatszahl &, VOn
konstant

unpolaren Medien etwa 2 bis 7

Die fur die Praxis wichtigen Isolationsstoffe sind unpolar (Ol,
Glass, Holz, Substrat, ...)
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1.9.1.2 Permanentes Dipolmoment (polare Medien)

Polare Medien haben bereits in Abwesenheit eines
elektrischen Feldes ein Dipolmoment (permanentes
Dipolmoment).

Beispiel: Wassermolekul H,O

Weitere polare Medien: ferroelektrische Kristalle
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1.9.2 Polarisationsdichte und die elektrische Flussdichte

Makroskopische ,,Verschmierung* der atomaren Dipolmomente
In einem makroskopischen Volumselement d.<2.

F R :E“'

4% :‘f/ O\Q Zp . i
e P= a - Polarisationsdichte
A y dQ

P und D haben die gleiche Einheit:

Q] _,em_.C
Volumen m m°
[ ]

P]-
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Plattenkondensator mit dielektrischer Platte:

Es werden im externen elektrischen Feld Dipole induziert
(unpolare Medien) oder bereits vorhanden permanente Dipole
ausgerichtet (polare Medien). Im Inneren der Platte
kompensieren sich die Ladungen, an den Deckflachen bleiben
sogenannte Polarisationsladungen (das sind gebundene
Ladungen im Gegensatz zu den freien Ladungen) zurtck.

Das elektrische Feld im Inneren der Platte kann im Gegensatz
zur Influenz nicht vollig verschwinden, weil sonst die Ursache
flr die Polarisation wegfallt. 108



1.9.2.1 Zusammenhang zwischen Polarisationsdichte und
Polarisationsladung

er dp = Pd2 = PdI.dl = (PdI)dl = dQdl
A—b A—» 422 dQ
#| |P 5
i)
W L’AF Tc‘le £
Cp ===
dQ=Pdl'=Pnd/ =0,dI" -dQ -40

o, =P.n

Gilt auch, wenn P beliebig orientiert ist.
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Plattenkondensator

O

E-E,—©

Q S
_)KV: ! ;‘/z 2 +\/¥\/+ £ %0

___-—---——--.-.-.--.—-q--_——-—

Die PolarlsatlonsflachenIadungen erzeugen ein Feld E’, das
dem urspringlichen Feld E, entgegenwirkt.

Das Feld E, wird durch die freien Ladungen o erzeugt,
es gilt daher o= gE,.e. Nach der Definition der

elektrischen Flussdichte D gilt o= D.e. Damit hat man
D = g E,. Daher:

E=——-—=D=gE+P
&y &
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Verhalten von P fir verschiedene homogene und inhomogene
Dielektrika bei einer ebenen und einer kugelformigen Elektrode:

- W o > (e bttt - e e -
2B e A TNEAER] T rE| +
FlrE BT F[ 3
-—'- --‘-’ - (- --’- -
L A L +*[+ ¥ F el 4
Al N +: n n
i | | ) L
-‘--—;- - e oo - - -
+ r + 4] &
A - i-A +A}_ . )
| | ] o 1 =
- .- -‘—- - - - - - - - - |
[t rjt + % Es T X
Ly N AN
] F ~ ~
V]| Ll ~

™~

Im Allgemeinen sind die Quellen
von P die negativen
Polarisationsladungen:
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Sind auch freie Ladungen p vorhanden, bilden diese zusammen
mit den Polarisationsladungen die Quellen von gE:

Cj}goE-ndF:jde+IJPdF+IdeQ
r Q Ip Q

—<J‘>F;-fnd1“

Cﬁ(goEJrP)-ndF:J'de
Q

r

Die freien Ladungen sind die Quellen von D: c_ﬁD-ndF = jde
I Q0

Es gilt daher im Allgemeinen:

D=¢g,E+P
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Das Medium ist linear, wenn P proportional zu E ist:

P=¢,yE

Der Proportionalitatsfaktor y heifit elektrische
Suszeptibilitat:

D=¢E+e,yE=¢,0+ y)E

In linearen Medien sind daher D und E auch proportional
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Kapazitat eines Parallelplattenkondensators, welcher mit
einem Medium mit der Suszeptibilitat y gefallt ist:

O of DI r
_ X _ c _ c —(1 L c
U-Ed - Ea - H)a

—_—
CO

C

C,: Kapazitat des mit Vakuum geftllten Kondensators.
Es gilt laut Messungen: C = ¢C,. Damit gilt:

e =1+y D=¢¢E=¢E

&= &.&,. Permittivitat oder Dielektrizitatszahl
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1.9.3 Grenzflachenbedingungen

Verhalten von D auf der Grenzflache zwischen zwei Medien
mit verschiedener Permittivitat:

A —dl
@) = )y Q.
& B, Ar [ —>

/_ L/L

St o | . h/2
@ " D,

$D-ndI" =-n,,-D,AI" +n,,-D,A =0
A

U
an'(DZ — Dl) — D2n — Dln =0 115




Die Normalkomponente von D ist stetig, wenn auf der
Grenzflache keine freien Flachenladungen sitzen!

D2n — Dln
| E
Wegen ¢,E,. =gE . gilt| == °
E,, &

Die Normalkomponenten von E verhalten sich an der
Grenzflache umgekehrt proportional zum Verhéltnis der
Permittivitaten!
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Verhalten von E auf der Grenzflache zwischen zwel Medien mit
verschiedener Permittivitat:

ey
r

AT —>dr
@ g, E, A2 A3

A T h/o Ar sehr klein, sodass E

7708008l fy777/177017,|0727 2 X/ A AR A/ A

fi ZJ— W, im Bereich von Ar
@7_ < konstant in 1.Naherung

._-a
E

2.

$E-dr=Ar-E,—Ar-E, = Ar-(E,~E,) = (E, —E,)4r =0
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Die Tangentialkomponenten von E sind stetig!

E,xn=E,xn

.. |D
Wegen D, _ D, gilt == = ‘1
& & D, &

Die Tangentialkomponenten von D verhalten sich an der
Grenzflache direkt proportional zum Verhéltnis der

Permittivitaten!
Verhalten des Potentials an der Grenzflache:

V, —Vlz_Z[E-dr:jEz-dr—_[El-dr:
1

= (E, —E,)dr =0

Das Potential ist an der Grenzflache wegen E,, = E,, stetig!
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2. Das stationare elektrische Stromungsfeld

2.1 Elektrischer Strom, Stromdichte

Stromende elektrische Ladung: elektrischer Strom
Bewegung von Ladungstragern: positive und negative
lonen (geladene Teilchen)
Strom(starke) I: !
Ladung durch eine r< — I _
Flache 7"je Zeit /

Einheit des Stromes:

1= [Ladung] .C , As

=1—=1—=1A (Ampere)
Stationarer Strom: | ist zeitlich konstant

[Zeit] S S
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Spezialfall: konvektiver Strom beweglicher Teilchen

gleicher Grolie Q mit gleicher zeitunabhangiger
Geschwindigkeit v

N - h: Teilchendichte (Anzahl der
/q: " Teilchen je Volumeneinheit),
&: ;”/'}, [n] = 1/m?3
7 -%/ Ladungsdichte: p =Qn
) Q 5 a

Anzahl der Teilchen durch Flache im Zeitintervall At: nv.IAt.
Damit ist der Strom durch die Flache:

| - Qv-TAt =Qnv-I'=pv-T
At
Homogene Stromdichte J: | =J.-T J=pv
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Leitungsmechanismus in Metallen:

Frei bewegliche Elektronen fuhren stochastische
(thermische) Bewegungen durch. Fur die Stromleitung ist
die mittlere Geschwindigkeit (Driftgeschwindigkeit) v

ausschlaggebend

q—;l.o/’a}: — 1N
NA R AT V=" V. J=pv

T N3

FUr eine inhomogene Stromdichteverteilung (d.h. pund v
sind Funktionen vom Ort) gilt fUr eine beliebige Flache 7

A
| = j J.dr= j J-ndZ"  Jist eine FeldgroRe. Einheit: [J] ﬂF

r d r

J Die Wahl der Orientierung von n
bestimmt die Zahlrichtung des Stromes
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Oberflachenstromdichte: K (manchmal wird auch « verwendet)

Flache
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2.2 Kontinuitatsgleichung, Ladungserhaltung

Ein Stromungsfeld ist stationar, wenn die Stromdichte

uberall zeitlich konstant ist, d.h. a_‘] -0.

ot
Strom durch eine geschlossene Flache:

Es kann kein zeitlich unabhangiger Strom | aus einer
geschlossenen Oberflache beliebig lang (unendlich lang!)
aus- oder eintreten. Das ist im Widerspruch zum
Ladungserhaltungssatz. Es misste im eingeschlossenen
Volumen laufend Ladung aus dem Nichts erzeugt werden.
Es gilt daher flr das stationare Stromungsfeld:

95‘3 AT = <J5J-nd1“ —_o| DieQuellen des stationaren
- - Stromungsfeldes sind Null!
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Ist im Allgemeinen die Stromdichte J zeitabhangig, muss ein
aus einer geschlossenen Oberflache austretender Strom eine

Abnahme der Ladung im Inneren bewirken.

In der Zeit dt flie3t die Ladung dQ aus dem Volumen durch
die Oberflache, d.h. die Ladung im Inneren nimmt um

{Cj‘)\] -dl“} dt ab. Dies bedeutet, dass die Anderung der

Ladung in der Zeit dt
dQ=0Q(t+dt)-Q(t) =- {CJ‘)J dl“}dt Ist. Daraus folgt das
Kontinuitatsgesetz:

__dQ__d __(9p
$J-dr = = d—J‘de——}[EdQ
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2.3 Das Ohm*sche Gesetz

Im Gegensatz zum konvektiven Strom mechanisch bewegten
Ladungen ( J = pv), werden in einem Leiter die Ladungen
durch ein elektrisches Feld bewegt: Leitungsstrom.

Die haufigste Ursache flr das Zustandekommen eines Stromes
Ist das elektrische Feld, das eine Kraft auf die Ladungen
ausubt und sie in Bewegung versetzt, falls dies die
Eigenschaften der Materie, in der sich die Ladungstrager
befinden, gestatten (Leiter!).
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Eine der frihesten experimentellen Entdeckungen tber
elektrische Strome in Materie wird durch das
Ohm’sche Gesetz beschrieben: der Strom, der z.B. in
einem Stick Kupferdraht flief3t, ist proportional der an
seinen Enden liegenden Spannung:

‘ I:H, bzw.|U
R

—
5
Bei konstanter Temperatur ist der Widerstand R von der

Stromstérke unabhéngig, er hangt nur von der Geometrie
und vom Material ab.

RI
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Das Ohm’sche Gesetz ist Ausdruck einer bemerkenswerten
und allgemeinen Eigenschaft der Materie. Das Grundgesetz,
das sich dahinter verbirgt ist folgendes:

In Leitern, in denen das Ohm’sche Gesetz gilt, ist die
Stromdichte J an jedem Punkt im Raum der elektrischen
Feldstarke E proportional. Der Proportionalitatsfaktor
hangt nur vom Leitermaterial ab und nicht von der
Geometrie des Lelters:

J=yE

Der Proportionalitatsfaktor y ist die spezifische Leitfahigkeit.

Pl _,Am_1 .5
[E] "m*V oOom m

0 : Ohm, S :Siemens

Einheit: [y]=
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S
Typische Werte fir y: Cu: 7/:5,7.1073 Stahl : 7:5_106H
m

Al: 7/:3,5.1073 Erde : 7/:10‘23
m m

Diese sonderbare Eigenschaft der Leiter bedarf einer
Begrindung, werden doch frei bewegliche Ladungen im
elektrischen Feld beschleunigt, d.h. es ist der Zusammenhang
zwischen J und E keinesfalls linear. Der Grund flr die Linearitat
Ist der, dass die Elektronen bel ihrer beschleunigten Bewegung
laufend ihre Richtungsinformation durch Stof3e mit den Atomen
des Leiters verlieren und immer wieder ,,von vorne* anfangen
mussen. Der Verlust der Richtungsinformation erfolgt durch die
thermische Bewegung der Elektronen. Ist die thermische
Geschwindigkeit sehr viel groider als die durch das Feld
hervorgerufene, wird die mittlere Geschwindigkeit der
Elektronen (Driftgeschwindigkeit) der Feldstarke E proportional.
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Im stationdren Zustand gilt die Wirbelfreiheit der
elektrischen Feldstarke auch in leitenden Medien:

CJSE -ds=0 fir eine beliebige geschlossene Kurve C
C

C Die Wirbelfreiheit gilt im
Allgemeinen fur die elektrische
Stromdichte J = yE nicht, da y

ds ortsabhéngig sein kann
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Beispiel: Drahtstlck zwischen zwei Elektroden mit der
Spannung U

J=yE; | =1I"J=IyE; U=El
u ElI
| [yE ol

Auch Messungen zeigen, dass der
Widerstand proportional der Lange
des Drahtes und umgekehrt
proportional der Querschnittsflache
des Drahtes ist.
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2.4 Grenzflachenbedingungen

Die Grenzflachenbedingungen sind analog zur
Elektrostatik. Die Quellenfreiheit von J und die
Wirbelfreiheit von E sind fir die Bedingungen
verantwortlich.

AR 4 N k/L 2
f oz Al —>drI

[ T am \ -
¢ .
$J-dr=0 = J,,-3,=0 |3, =1,
r

I — _ . Eln _7/2
MitJ, =yE, undJ, =y,E, folgt: =

E,, n 131




N
$E-dr=0=|E, =E,
C
: J
MitE, = S und E,, = S folgt: |~ = /1
71 71 Jo 72

Wegen E,, = E,, ist auch das Potential stetig.
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2.5 Analogie zwischen dem stationaren
Stromungsfeld und dem elektrostatischen Feld

Die GesetzmalRigkeiten des stationdren Stromungsfeldes
und des elektrostatischen Feldes sind analog:

Die elektrische Feldstarke ist in beiden Fallen
Wirbelfrel:

<ﬁE -ds =0 | fUr eine beliebige geschlossene Kurve C
C

Quellen der elektrischen Stromdichte J=yE sind Null:

CJSJ -nd /" = 0|flr eine beliebige geschlossene Flache /-
A

Quellen der elektrischen Flussdichte D=¢E sind die Ladungen:
<_[>D -nd/"=Q_ [fur eine beliebige geschlossene Flache 7°
I
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Analoge GroRen:

E<cE JoeD y=¢

UesU T<Q0

jJ-ndF
lZG: | — _ I
R U jE-ds U jE-ds
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Beispiel: Unendlich tief eingegrabener Kugelerder

"o f Fo <<<

) d;%'elt*m‘e Die Zuleitung ist isoliert

== und aus dem Feldgebiet

troc). ausgeklammert
angenommen.

A & \vﬁe(l."fra{-t}oni coerflache
<_[>J.ndr=o :l:jJ-ndr
I I

Obwonhl das stationare Stromungsfeld keine Quellen hat, tritt
wegen Ausklammerung der Zuleitung | als Quelle auf!

J'J-ndF:I:J47zr2 = J= Izer,bzw.Ez |2
. Arr Aryr

Wie die elektrische Feldstarke einer Punktladung!

€

r
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Potential des Kugelerders gegen die unendlich entfernte
Bezugselektrode:

V=—[E-dr- | J‘(—Ozlr): 0 (\{wedasPotentlal|
/ 4y Y 1 Ayt einer Punktladung!)

Erdausbreitungswiderstand R¢ gegen die unendlich weit
entfernte Elektrode:

U 1

RE — —
| Ay,

Wegen der Analogie zwischen stationarem Stromungsfeld
und elektrostatischem Feld kann ein Verfahren analog zur

Methode der fiktiven Ladungen (auch Spiegelungsprinzip)
verwendet werden: fiktive Stromquellen.
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Beispiel: Endlich tief eingegrabener Kugelerder

T/%:\\\ A‘- )
\ I_ 1 -
TTTIRI 777707007 70707 — X( > —
isolierte /
h Zuleitung h
— \ ° /’p
T
Yo

An der Erdoberflache muss die Normalkomponente von J
Null sein. Im Ersatzmodell wird das durch eine
Spiegelquelle mit gleichem Vorzeichen realisiert.

Die Aquipotenialflachen der beiden Punktquellen I sind
keine Kugelflachen. Naherung fur h>r, .
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Die Gegenelektrode mit Nullpotential befindet sich im
Unendlichen: U =V

Kugel
2h
Vg =U m (o) = | Ry w o
Ay 1, 2h 8zyrh

Beispiel: Unendlich tief eingegrabener Staberder mit
endlicher Lange

NJ A 2fo
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Die Ersatzquelle ist eine Linienquelle der Lange | mit
konstanter Quellstarke.

+Y s
'Edf
g —'be e —
= ey p A N 7%

d ﬁ%‘. potentialflache
V=konst durch 8

Der zylindrische Staberder wird durch eine Rotationellipsoide,
welche durch den Punkt A verlauft, angenahert, da die
Aquipotentialflachen einer Linienquelle Rotationsellipsoide sind.

o=ty v
| A7y o] | |
de L x+2+\/(x+2)2+y2

4777' '[ \/(X E) +y? 47[7' x—|2+\/(x—|2)2+y2 139




Das Potential im Punkt A (x =0, y = r,) ist die angelegte
Spannung U:

I >,
| o g | |
V, = In = In
dzyl 1 12, Aml 4r*
——+, |+, ——+ |1+
2 2 2 I
I 2
z4 Iln 5 > ~ | |n|
Ty 1 (1_|_ rO) 472']/| I
|2
Inl—
r0
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2.6 Die Leistung im elektrischen Strémungsfeld

7
/ In der Zeit dt wird die
M Ladung dQ = pd 2 um das
% Wegelementds = vdt
% verschoben
Die an dQ geleistete Arbeit ist: dW = dQE-ds = pdQ2E - vdt

Wegen E|v|ds und J = pv gilt: dW = EJd dt

. . . J*
Leistung je Volumen ist Leistungsdichte: p=EJ = yE? ="
/4

2
Joule‘sches Gesetz:| P :IE-Jdgz j&dg
0 o7

141




2.7 Medien mit Permittivitat und Leitfahigkeit

Reale Isolatoren haben auch eine endliche spezifische
Leitfahigkeit, d.h. es ist immer ein elektrisches Strémungsfeld
vorhanden. In der Elektrostatik (Gleichspannungen!) stellt
sich daher die Potentialverteilung nach gentigend langer Zeit
Immer nach dem Stromungsfeld ein.

Das zeitlich konstante elektrische Feld im Materie ist immer
ein Stromungsfeld! Ein elektrostatisches Gleichfeld kann
nur im Vakuum (idealer Isolator) entstehen.
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Beispiel: Parallelplattenkondensator mit geschichtetem
Medium

- IR N

6411&1 -E. l d’! UA |
___,.m__ - Y U
& B Ezl v - Y
— ——Y. v ¥

Nach gendgend langer Zeit stellt sich ein stationares
Stromungsfeld ein: J,=J,=J,,=J,=J

Far die elektrische Feldstarke folgt aus dem Verhaltnis der
Leitfahigkeiten: E,  y,
E, »n
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Mit D, =¢E, und D, = ¢,E, wird im allgemeinen D, # D,,

D.h. es sammelt sich an der Grenzflache eine freie
Flachenladung o an:

n-(Dz—Dl):Dnz—Dnl:DZ—D1:O'

o=D,-D, =20 A& 4
V2 71 Yo N
: . J J d, d
Mit der Spannung: U =U,+U, =—d, +—d, = J(->+-2)
V1 g 71 72
0= J 3 Ez-y | wennfz = £ wird o Null!
b By B & R £ Y, N
172 Ist die Leitfahigkeit ortsabhangig,

entsteht auch eine Raumladung aus
freien Ladungen.
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3. Das stationare Magnetfeld

3.1 Magnetische Krafte

» Magnetnadel verdreht sich in der Nahe zum
stromdurchflossenen Draht
» Experimente durch Hans Christian Oersted (1820)

Oersteds fehlgeschlagenes Experiment. Die

«> Magnetnadel war von vornherein normal zum Draht
A angeordnet. Deswegen hat sich kein Ausschlag

+I beim Einschalten des Stromes ergeben.
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Oersteds neues Experiment auf Vorschlag eines Zuhorers, die
Magnetnadel vor Einschalten des Stromes parallel zum Draht
anzuordnen.

| | -, 1 S']‘TQM
=o - €in=s | N uwmae =
E i ScL\aHenJ% ) pel :

N L]
l {"L +':
Im stromlosen Zustand ist die Magnetnadel parallel zum

Draht (im Bild liegt die Nadel Gber dem Draht) angeordnet.
Nach dem Einschalten des Stromes verdreht sich die Nadel.
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Noch im gleichen Jahr 1820 wurde durch Jean Baptiste Biot
und seinem Assistenten Felix Savart durch exakte
Messungen das Gesetz ermittelt, das die Auswirkung des
Stromes in einem Draht im Aufpunkt angibt (Biot-

Savart sches Gesetz). Auch Ampere und Faraday haben zur
gleichen Zeit grundlegende Arbeiten auf diesem Gebiet
geleistet, so dass nach kurzer Zeit eine im Wesentlichen
vollstandige und exakte Theorie der magnetischen
Wirkungen von elektrischen Stromen zur Verfligung stand.
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Gleichsinnig stromdurchflossene Leiter ziehen sich an,
gegensinnig durchflossene stol3en sich ab

Die Kraft ist direkt proportional dem Produkt beider Strome
und umgekehrt proportional zum Abstand.
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Die Wirkung zwischen den beiden Leitern hat nichts mit
eventuell auf den Drahten sich befindenden Ladungen zu tun:
diese Krafte hangen nur von der Ladungsbewegung (in dem
Fall von den Stromen) ab.

Eine zwischen den Leitern
angebrachte nicht
ferromagnetische Metallplatte
beeinflusst die Krafte nicht
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Die Kompassnadel Oersteds hat wenig Ahnlichkeit mit einem
Gleichstromkreis. Jedoch hat Ampere als erster vermutet, dass
magnetisiertes Eisen von in Bewegung befindlichen Ladungen
erfullt ist, die kleinen (atomaren) Kreisstromen entsprechen.
Eine diinne stromdurchflossene Drahtspule verhalt sich unter
dem Einfluss eines Stromes wie eine Magnetnadel:
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Auch frei bewegte Ladungen werden In der Nahe eines
stromflihrenden Leiters abgelenkt:
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3.2 Kraft zwischen zwel parallelen, stromdurchflossenen
Leitern (unendlich lange Stromfaden)
Medium: Vakuum

Iy

%

€21 F,

Kraft je Lange (Kraftbelag):

Fr — :uo |1|2 e
* r |r21|

21

und

Iy =01 o =Tz
21 —

I = |I’1 — r2| [

I, =, =1 I,
o =—""

I, = |I’2 r1| I,

F

||
My 172 o

— — _F’
27T |r12| e ?

Kraft auf Lange I:

F=IF;F,=IF
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Die Konstante £ 2 gilt im Einheitssystem SI:

27T
H _5 107 ﬁ _2107YAS L5107 VS
27T A? mA? Am
4 =47107 S _az107
Am m

Permeabilitat des leeren Raumes (Vakuum)

Beispiel: I, =1, =1A; |r.,|=1m: o
¥ 12 Fal Definition der

4710 _ 197N Einheit Ampere
2r m

F| =
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3.3 Die magnetische Feldstarke, Flussdichte

Es lasst sich die Wechselwirkung von Stromen mit anderen
bewegten Ladungen (d.h. allgemein die Wechselwirkung
zwischen bewegten Ladungen!) durch Einfihrung eines
Magnetfeldes beschreiben, genauso wie friher die
Kraftwirkung auf Ladungen (Coulomb”sches Gesetz) durch
Einflihrung des elektrischen Feldes erklart wurde.

Ein elektrischer Strom (allgemeiner: bewegte elektrische
LLadungen) ruft ein Magnetfeld im umgebenden Raum
hervor. Andere Strome bzw. bewegte Ladungen erfahren in
diesem Magnetfeld eine Kraft, die proportional zur Starke
des Magnetfeldes, B, und zur Geschwindigkeit, v, ist.
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Diese Kraft ist auch stets senkrecht zu v und B gerichtet:

F=QE+Q(vxB) Fin
/71 N B
elektrische magnetische v
Kraft F, Kraft F 0

B ist die magnetische Feldstarke, wird aber gewdhnlich
magnetische Flussdichte (manchmal magnetische
Induktion) genannt.

Einheit der magnetischen Flussdichte:

B]=12 g YA L5 4 VS i1 (Tesa)

Cm m Asm m?*
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Kraft auf einen Stromleiter im Magnetfeld
Annahme: der Leiterquerschnitt ist sehr klein.

27 o dF=dQ(vxB) mitdQ = pd0
M
N AT ds || | v
ds 4.0 =dT-ds

Mit J = pv kann man schreiben:
dF = p(dI'-ds)(vxB) = (dI'-ds)(J xB) = J x Bd £2.
Kraft auf einen Leiter im VVolumen £:

F=[(IxB)d2=[fdQ

Kraftdichte: f =J xB.
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Fur einen fadenformigen Leiter gilt:
dF=(J -dF)(dst)

I

Stromelement: Ids
Kraft auf Stromelement; | dF = Idsx B

Kraft auf fadenférmige
Stromschleife mit Strom |:

F:lgﬁdSXB
C
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3.3.1 Flussdichte eines unendlich langen geraden Stromfadens

Kraft auf ein Stlck der Lange | des Stromfadens 1:

z+l

Mit der Flussdichte: F, =1, j dze,xB =1l,e,xB

Vergleich [ex =e, x(—ey)]: B= Aoy (—ey)

1
F2=|’uo 172 o

I
Im Abstand r vom Stromfaden 1| B(r) = /210 E (-e,)
v/

27 d
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Flussdichte eines unendlich langen geraden Stromfadens |
(Quellpunkt r, Aufpunkt r):

r,=r=xe +ye,

r,=r=xe, +ye
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3.3.2 Der magnetische Fluss, die Quellenfreiheit der
magnetischen Flussdichte

Der magnetische Fluss einer Oberflache /7ist das Integral
der magnetischen Flussdichte Gber 7

@, =[B-dl' = [B-nd/"
I I

d n .5 Analogie mit elektrischem
I Strom:

|=jJ.dr:jJ-ndr
A A
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Die Quellen der magnetischen Flussdichte werden durch den
magnetischen Fluss von geschlossenen Oberflachen

beschrieben:
e
: _f B-nd/7 =0

j B-nd/ =0

= - F2=8[22

Die Quellen sind Null: egal wie man das Volumen legt, es
lasst sich keine Anordnung finden, die einen Nettofluss
ungleich Null aufweist.
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Man kann wieder auf mehrere gerade Stromfaden
verallgemeinern, dann den Ubergang auf gekrimmte
Stromfaden und schliel3lich auf ein beliebiges Stromungsfeld J
durchflhren:

<_f>B -dI" =0 fur eine beliebige geschlossene Flache /-
I

Die magnetische Flussdichte ist Quellenfrei!

Analogie mit elektrischem Fluss: das magnetische Feld hat
keine Ladungen (magnetische Monopole). Das ist bis jetzt
noch nicht experimentell widerlegt worden, obwonhl intensiv
nach magnetischen Monopole gesucht wird.
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Betrachten wir eine Flache 77 mit dem Rand C, und dann
»drucken* wir die Flache nach unten und erzeugen dadurch
die Flache 75.

- Die Flusse der beiden

Flachen sind:

@, = [B-dI'und @, = | B-dT.
I I,

Die Flachen 77 und /75 bilden
die Hullflache 7 eines
Volumens. Es gilt daher:

$B-dI'= [ B-dI', + [ B-(-dT,) =0, daher:
r I I,
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Verhalten der magnetischen Flussdichte auf einer Flache mit
einer Flachenstromdichte

N 2. Zylinder mit Randflache 012
bestehend aus den Stirnflachen AI™
~ und der Mantelflache der Hohe h

B, Die Flussdichte ist quellenfrei:
<JS B-nd/ =0
0L2

Grenzubergange: h—»0, A" —>d/" =B, -n,AI"-B,-n,AI"=0

Bz'nlz_Bl'nlz =0

Die Normalkomponente der magnetischen Flussdichte ist stetig!
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3.4 Die magnetische Erregung

Die magnetische Erregung H ist eine Feldgroile, welche in
unmittelbarem Zusammenhang mit den Stromen steht: der
Wirbel von H entlang einer geschlossenen Kurve ist gleich der
(stationdre) Strom durch eine beliebige Flache, deren Rand die
Kurve ist.

Wegen der Quellenfreiheit der stationaren Stromdichte ist der
Strom durch alle Flachen mit der gleichen Randkurve gleich
(Analogie mit Flussdichte und Fluss):

J1,=[J.dr=1,=[J.dr
Iy I,

Die Richtung der Kurve und
der Flache sind durch die
Rechtshandregel verkn(pft!
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3.4.1 Der Ampere‘sche Durchflutungssatz

Die magnetische Erregung wird als die Vektorfunktion H(r)
definiert, welche fur eine beliebige Flache 7" (Randkurve 077)
den folgenden Ampere‘schen Durchflutungssatz erfillt:

$H-ds=[J-dr =1,
ol’ I

A
_[Lénge]_lm

Einheit von H: [H]

Aus dem Durchflutungssatz folgt die Quellenfreiheit der
elektrischen Stromdichte: er ist daher nur flr stationare
Strome gultig!
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3.4.2 Magnetische Erregung eines unendlich langen
geraden Stromfadens

e‘e/-' is Wegen der Symmetrie muss gelten:
1,05

f \H - H(r)=H(r)e,

§f>H -ds=<j§Hds:H (r)<j§ds=27er (r)

Ampere‘scher Durchflutungssatz:

27zrH (r) =1

C: Kreis, | durch Mittelpunkt, Radius r
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Im Vakuum gilt fur die magnetische Flussdichte eines
unendlichen langen Stromfadens:

B(r)=B(r)e

’m
B(r):270zr

Beziehung zwischen B und H eines unendlich langen
Stromfadens:

¢
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3.4.3 Zusammenhang zwischen der Flussdichte und
Erregung im Vakuum

Die magnetische Erregung H=B/y, eines unendlich langen
geraden Stromfadens erflllt im Vakuum den Ampere*schen
Durchflutungssatz auch flr eine beliebige Kurve:

Verschiedene geschlossene Wege,

die den Leiter nicht umschliel3en:

Weg in radiale Stlicke und Bogenstiicke zerlegt. Das
Integral entlang der radialen Stiicke ist Null, da B
normal auf ds steht. Entlang der Bogenstiicke heben |
sich die Beitrage zum Wegintegral auf, da die Lange
der Bogenstiicke mit dem Radius zunimmt und
gleichzeitig aber B mit 1/r abnimmt. Ein beliebiger
Weg ist in radiale und azimutale Stiicke zerlegbar.
Alle Wege, die den Leiter nicht umschlieRen, liefern
daher: 1

gﬁ—B»ds:O

c Ho 169




Fur einen einfachen kreisformigen Weg C, welcher den Leiter
umschliel3t haben wir

= <j'> B.ds= <_|5in3=iB<des=2nriB
.9/’ c My c My Hy ¢ Hy
v g\ds
f : /uol . 1
Mit B = £ folgt: <'[>—B-ds=l.
27r A

Wichtig fur diese Uberlegungen ist, dass das Feld des
Stromfadens exakt mit 1/r abnimmt, ahnlich wie das
Feld einer Punktladung exakt mit 1/r2 abnehmen muss.
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Das Wegintegral Gber jeden beliebigen den Leiter
umschlieBenden Weg liefert das gleiche Ergebnis. Der Weg Im
rechten Bild umschliel3t den Leiter nicht, das Integral ergibt Null.

Daher muss das Wegintegral tGber den aulieren Weg (dieser
Ist identisch mit Weg auf der linken Seite) gleich grof3 mit
negativem Vorzeichen sein, wie das Wegintegral Gber den
Inneren, kreisformigen Weg. Dies ist aber —I, da der
Umlaufsinn die Rechtshandregel nicht erftllt. Daher gilt:
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System von N unendlich langen geraden Stromfaden
(Superpositionsprinzip):

<j’> L B.ds=
e . »—B- S—le

Dies gilt auch fur gekrimmte
Stromfaden (Postulat der Theorie, das
jedoch experimentell noch nicht
widerlegt worden ist). Nun kann die
Verallgemeinerung auf ein beliebiges
- Stromungsfeld J gemacht werden:
7 <_[>i5-ds=jJ-dr
c Ho T
B/, erfullt im Vakuum den
Ampere‘schen Durchflutungssatz!

Im Vakuum gilt allgemein: B=x,H
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3.4.4 Beispiele zum Durchflutungssatz

Der Ampere‘sche Durchflutungssatz kann in einfachen
Fallen (mit hoher Symmetrie) auch zur Bestimmung der
magnetischen Erregung, bzw. der Flussdichte verwendet

werden.

Beispiel: Unendlich langer gerader Leiter mit
kreisformigem Querschnitt

p— I

| 1dS_ _ )
IHFurrSR gllt:SBH-ds:Han:jJ-dl“:Jr T
C I

Jr Ir . B= o Ir

Daraus folgt: H =7e(p = e

e , =
2R’ ¢ 2R’r ¢
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Farr >R qilt:

<j>H-ds:H27zr=jJ-dr:JR27z:|
C A

Das Feld im Inneren des
L_eiters andert sich linear mit
r, wahrend es aufierhalb des
Leiters mit 1/r abnimmt.
Aulierhalb des Leiters ist das
Feld nicht unterscheidbar
vom Feld eines Fadenstromes
In der Leiterachse.
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Verhalten der magnetischen Erregung auf einer Flache mit einer
Flachenstromdichte
t: Einheitsvektor in der Tangentialebene
C n.H und in der Ebene von H,, H, (C ist ein
Rechteck in der gleichen Ebene mit
1" Seitenlangen h und As).

Ampere‘scher Durchflutungssatz:
pH-ds=1=[K-(n,xt)ds
C L
Grenzlubergange: h — 0, AS — ds,ds =tds =
H, -tAs—H, -tAs=K-(n, xt)As = (K x
Da t in der Ebene von H,; und H, liegt: f
H,-H, =Kxn, :>n12><(H2—H ) nlzx(
n12><(H2 —Hl): K

Ny, )-tA
5
K x

n.2)
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Beispiel: Unendlich ausgedehnter Flachenstrom

Eine unendliche ausgedehnte Flachenstromschicht
erzeugt, ahnlich wie eine unendlich ausgedehnte
Flachenladung ein homogenes Feld.

Y
JT Der Durchflutungssatz
B * entlang des Weges C
‘EE IS = Kez (I und h kdnnen
< |H endlich sein!) |
dr angewendet, ergibt:

OF )
A

O
— _) 176

- (vergleiche: D = —:
(Verg 2 2&,




Das Feld B ist homogen und unendlich ausgedehnt und hat
rechts vom Flachenstrom die negative und links die positive y-
Richtung. Der Flachenstrom K erzeugt einen Sprung in der
Tangentialkomponente von B mit der GroBe K. Das gilt
Immer, auch wenn noch ein anderes Magnetfeld Uberlagert ist.
Ist kein anderes Magnetfeld vorhanden, ist dieser Sprung

symmetrisch + 4o
2

By
1K /2

NNEE |8
i
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Beispiel: Flachenstromdoppelschicht

( |
| '
! |
' |
|

HoK Anal
> IR 7 nalogon zum
P ® T*‘ MPE I Parallelplattenkondensator:
Vv | " Y B=O Erzeugung eines

B B K homogenen Magnetfeldes

Zwischen einer
Flachenstromdoppelschicht.
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Die Flachenstromschicht ist eine Idealisierung einer dinnen,
einlagigen Wicklung:

P W{nc\ungss“rom e

11121 18
A)OK 2

Durchflutungssatz:

$H-ds=HI=[J-dT =INT= B = 11,IN’
C A

Strom I, N Leiter je Meter:
K=IN'

3080606360 C

- = - - {0
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Beispiel: Unendlich ausgedehnte Zylinderspule

4]

e

Unendlich lange Spule mit Radius R. B

Ist aul3en Null.
N” Windungen je Meter mit dem Strom |

auf K=IN" verschmiert.
Durchflutungssatz:

gSH-ds:-Hl:jJ.dr:—Kl
C I

U
B =1,Ke, = 1,IN,
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Beispiel: Endlich lange Zylinderspule

Lange |, N Windungen, Windungsstrom |I:

N
I

K

Es sind Randeffekte vorhanden.
Aullen ist das Feld B, nicht mehr
Null! Furl > R kann man die
Randeffekte vernachlassigen, d. h.
B, ~0 annehmen: = | B, = 14K
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3.4.5 Das Biot-Savart‘sche Gesetz

Ampere‘sches Modell des Magnetismus: magnetische
Effekte werden durch Strome verursacht, die Krafte
werden durch die Wirkung der magnetischen Flussdichte
B auf Strome erzeugt.
Die Hertz-Heavyside‘sche Analogie zwischen
elektrischen und magnetischen Feldern postuliert
magnetische Ladungen und erklart die magnetischen
Kréfte als die Wirkung von H auf eine fiktive
magnetische Punktladung Q,.:

F.=Q H (analog zu F, =QE)
Die magnetische Flussdichte einer magnetischen
Punktladung ist: 5

Q
B=—""_1¢ (analogzuD = e
Arr? ' ( J Arr? )
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Nach dieser Hertz-Heavyside*‘schen Definition der
magnetischen Erregung, konnte H magnetische Feldstarke
genannt werden (englischer Sprachgebrauch). Dies soll aber
auf Deutsch nicht verwendet werden.

Betrachten wir eine Leiterschleife C mit einem Strom | und
bestimmen wir die magnetische Erregung H in einem
Aufpunkt A. Dazu bringen wir eine magnetische
Punktladung Q,, zum Aufpunkt und definieren wir H nach
der Hertz-Heavyside‘schen Analogie als die Kraft auf Q,,
dividiert durch Q... Die Kraft auf die magnetische
Punktladung ist gleich die Kraft auf die Leiterschleife mit
negativem Vorzeichen.
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Biot-Savart‘sches
Gesetz

Fur raumlich verteilte Strome (Ids’ = Jd.(2')
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3.5 Induktivitat, Gegeninduktivitat

Spule: Anordnung bestehend aus einer Stromleiterschleife.
Der magnetische Fluss durch die Schleife ist dem Strom
proportional.

Stromrichtung und Flachenrichtung: Rechtshandregel!

D = j B.-nd/
C )a r
Der Fluss ist fir alle
n, B Flachen mit der
(V\df Randkurve C gleich!

\ ® = LI

L>0: Induktivitat (Selbstinduktionskoeffizient) hangt nur von
der Geometrie ab!
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Bel der Berechnung der Induktivitat einer fadenformigen
Leiterschleife tritt ein Problem auf, da der Integrand im
Flussintegral singular wird. Das Problem ist, dass in der Nahe
eines Stromfadens B mit 1/r zunlmmt und bel der
Flussberechnung das Integral j_ mit r — 0 divergiert.

In diesem Fall muss der tatsachliche endliche Querschnitt des
Leiters bertcksichtigt werden. Die Idealisierung der Leiter in
Form von ,,Stromfaden®, die sich flr viele Anwendungen als
zweckmalige herausgestellt hat (z. B. Biot-Savart’sches Gesetz),
endet jetzt mit einem unendlich grofien Wert. Die Induktivitat
einer fadenformigen Stromschleife ist unendlich.

Einem unendlich dinnen Draht kann man keinen Strom
einpragen.
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Eine naherungsweise Losung des Problems ist, die
Abmessung des Leiterquerschnittes als endlich
anzunehmen, und den Fluss beispielsweise nur durch die
Innenkontur der Schleife zu berechnen:

Stromfaden in Leiterachse = C,

Innenkontur = C,

Bei dieser Naherung haben wir nur den Fluss, der aul3erhalb der Leiterschleife mit dem
gesamten Strom | verkettet ist, beriicksichtigt. Diesen Fluss nennt man auch &ufReren
Fluss und die damit verbundene Induktivitat &uBere Induktivitat. Der durch das
Leiterinnere gehende Fluss steht nicht mehr in Beziehung zum Gesamtstrom | und die
damit zusammenhéangende Induktivitit wird auch innere Induktivitat genannt. Bei den
ublichen diinnen Dréhten ist dieser Anteil meist vernachl&ssigbar.
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Beispiel: Induktivitat pro Lange einer unendlich langen
Leiterschleife von parallelen Leitern

Annahme: d > r;

r o Ho 1 Mol | d—Ty 4l d
@) = j B(x)dx = =2 j ~dx =22 |n ~20 |In
d 21 5 X 21 I 2w T
L'=I—L=¢%—2czlj1 ~ Ho Ind
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Betrachten wir zwel Schleifen C, und C,. In der Schleife 1 flief3t
ein Strom |,.

Der Fluss &, durch die Schleife 2 ist durch @, = | B, -dT,
gegeben. P

Der Fluss @,, ist proportional zum Strom 1,. Der
Proportionalitatsfaktor M,, (oder L,,) wird auch als

Gegeninduktivitat bezeichnet: M — D,,
21—
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Als nachstes ist I, Null und I, ungleich Null. Der Fluss
durch die Schleife 1 ist:

@, = [B,-dT,
Iy

i )
M, istdann durch M, =—%

2

Es gilt der Reziprozitatssatz: M, =M,
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3.6 Krafte im magnetischen Feld

3.6.1 Der Hall-Effekt

In Stromleitern wirkt die magnetische Kraft auf die
Ladungstrager in Bewegung. Wodurch wird sie auf die
Leiter Ubertragen, da sich doch die Elektronen
(Leitungselektronen) frei im Leiter bewegen konnen?

Die magnetische Kraft lenkt die Elektronen ab, welche sich
an der Wand anhaufen und einen Druck austiben.

Es entsteht ein elektrisches Feld, quer zur Stromrichtung
(und zur Richtung des Magnetfeldes), welches die
magnetische Kraft aufhebt. Dieses elektrische Feld
verursacht eine messbare Spannung, die Hallspannung.
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Edward M. Purcell: Elektrizitdt und Magnetismus

=QvxB; F, =QE,
F +F.=0=E, =-vxB

€,

Falls die Ladungstrager
Elektronen sind: v = -ve,

E, =-v(-e,)xBe, =—VBe,
Falls die Ladungstrager
positive lonen waren: v = ve,
E, =-v(e, )xBe, =VBe,

Die Polaritat der Hallspannung
hangt vom Vorzeichen der

Ladungstrager in Bewegung ab.
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Da die Hallspannung der Flussdichte proportional ist, kann
der Hall-Effekt zur Messung des Magnetfeldes verwendet
werden: Hall-Sensor. Der Faktor der Proportionalitat hangt

vom Material ab.
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3.6.2 Der magnetische Dipol

Aquivalenz einer infinitesimal kleinen Stromschleife mit
einem magnetischem Dipol:

3 ;
= /\‘l Analog zum elektrischen Dipol:
5 7 r-m
i B = -m+3 I
= 33 4rr® ( r’ )
I -Qm 1
m=—2~Q,|
Ky

Magnetisches Dipolmoment: | m=IT

Das Stromschleifenmodell ist das physikalisch richtige, da es in

der uns bekannten Materie flr das Magnetfeld zustandig ist.
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3.6.3 Krafte auf einen magnetischen Dipol
Magnetischer Dipol im homogenen magnetischen Feld

— , 4\ ~
4:% \é// m =T I"'=axb

’“@’/

J\’&/@/‘ ‘

!o’.l

n’

_i

f\.

T=rxkK+rxF, :%xl(—axB)—%xl(axB):

=—Ib><(a>< B):—Ia(b-B)+B(a-b)=—IBx(axb):—Ia(b-B)+b(B-a)

T=ITxB=mxB Istdas Feld B inhomogen stimmt diese
Beziehung noch immer, wenn die Schleife

infinitesimal klein wird (I' — dI') 1o



Im inhomogenen Feld wirkt eine Kraft auf einen in der
Richtung des Feldes ausgerichteten Dipol.

Beispiel: elektrischer Dipol im Feld einer Punktladung.

Q = _
o . &g . dR,=Q(E,-F)
1,;-==-'.!:(,}dr e O dE,
dE, =—=dre,

or

dE, =dr-gradE, [dF  =p-gradE,

Analog zur Elektrostatik gilt wegenm = 1" =Q_1 fur die

Kraft auf einen magnetischen Dipol (Stromschleife) im
Inhomogenen magnetischen Feld:

dF, =m-gradB,, dF,=m-gradB , dF, =m-gradB,.
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3.7 Magnetische Felder in Materie

Auch in Magnetfeldern zeigt sich ein Einfluss auf Materie. In
Inhomogenen Magnetfeldern treten Kréfte auf sich dort
befindliche Medien auf, die in drei verschiedene Arten
aufgeteilt werden konnen:

1) Es wird eine Kraft in Richtung abnehmendes
Magnetfeld ausgetbt (Diamagnetische Medien),

2) Die Kraft wirkt in Richtung zunehmendes Magnetfeld
(Paramagnetische Medien),

3) Eine starke Kraft wird in Richtung zunehmendes
Magnetfeld ausgetbt (Ferromagnetische Medien)
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Da die Kraft nur im inhomogenen Feld ausgetbt wird, sind
analog zum elektrischen Feld, magnetische Dipole an den
Kraftwirkungen beteiligt.

Nach unseren heutigen Vorstellungen sind Magnetfelder die
Folge von elektrischen Stromen (Ampere sches Modell).
Schon Ampere ist davon ausgegangen, dass die
magnetischen Eigenschaften der Materie
(Magneteisenstein, Kompassnadeln) durch winzige
Kreisstrome im Inneren der Materie verursacht werden. Es
hat allerdings noch 100 Jahre gedauert, bis seine
Vorstellung bestatigt worden ist.
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3.7.1 Atomare magnetische Dipole

Das magnetische Verhalten der Materie lasst sich auf das
Verhalten der Elektronen zurickfihren. Zum einen kreisen
diese in einem primitiven Atommodell um den Kern und
stellen so atomare Kreisstrome dar, zum anderen haben
Elektronen selbst auch, wegen ihres Spins, ein
magnetisches Moment. Ohne die Einbeziehung
guantenmechanischer Phanomene kdnnen die
magnetischen Eigenschaften nur qualitativ beschrieben
werden.
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Diamagnetismus

Am einfachsten lasst sich noch das Verhalten der um den
Kern kreisenden Elektronen beschreiben. Dieses
klassische Modell (das andere Probleme aufwirft) reicht
aus, um den Einfluss eines externen Magnetfeldes auf
ein um den Atomkern kreisendes Elektron, das somit
einen Kreisstrom darstellt, zu untersuchen.

T . .
m Annahme: B ist dem Dipolmoment
entgegengerichtet und nimmt mit der Zeit zu.
l Es wird eine elektrisches Feld induziert (siehe
Kapitel 4), das das Elektron beschleunigt, d. h. der

< — durch das kreisende Elektron dargestellte
rrop = —  Kreisstrom I wird grofRer, um der VergroRerung von
el e | .
e B Bentgegenzuwirken (,,Lenz’sches Gesetz*). Somit
U wird das magnetische Dipolmoment m des
Elektronenkreisstromes grofRer. Das nun schneller
kreisende Elektron stellt einen groReren Kreisstrom

dar und schwacht das Magnetfeld zusatzlich. 200



: m
— 4| =
7~ . J- '
R _ T = Uml&uft das Elektron in entgegengesetzter Richtung, wird
g - es durch das induzierte E gebremst, der Kreisstrom wird

kleiner und somit auch m, das in diesem Fall nach oben

A\
Tt 1\ 4 1\ T 7 ? gerichtet ist.

i ) { | '

Es zeigt sich also, dass bei einer Erh6hung des externen Feldes bei betrachteten Atomen,
deren Elektronenbahnen etwa normal auf B stehen und deren Elektronen gegensinnig
umlaufen, das gleichgerichtete m kleiner und das entgegen gerichtete m groRer wird.
Somit wird der feldschwachende Effekt groRer.

Das beschriebene Verhalten wird auch als Diamagnetismus bezeichnet. Ohne externes
Magnetfeld sind alle Momente m statistisch so verteilt, dass kein resultierendes Moment
vorhanden ist. Erst bei Anlegen eines dul3eren Feldes treten fir die etwa normal zu B
liegenden Kreisbahnen die oben beschriebenen Effekte auf.

Typische diamagnetische Substanzen sind Wasser, Kupfer, Diamant, fllissiger Stickstoff,

Kochsalz.
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Paramagnetismus

Neben der Bahndrehbewegung besitzt das Elektron auch
einen Eigendrehimpuls der GroRe 7/2 (7 =h/27; hist die
Plank Konstante), Spin genannt. Es sieht so aus, als ob sich
das Elektron um seine eigene Achse drehen wiurde. Das
rotierende Elektron stellt einen Kreisstrom dar, dessen
magnetisches Moment gegen den Eigendrehimpuls (Spin)
gerichtet ist.

In Fur den Diamagnetismus kann der Bahndrehimpuls des Elektrons
vielfache Werte von h annehmen, der Eigendrehimpuls des
Elektrons ist jedoch immer 7/2 und somit kann sich auch m nicht

(@E andern. In einem auleren Feld kann sich zwar m nicht andern, es
_— = wirkt aber ein Drehmoment auf m:
- T T=mxB

/!f, 47 Dieses Drehmoment wirkt so, dass m parallel zu B gestellt wird.
Dieser Effekt wird als Paramagnetismus bezeichnet.
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Der Paramagnetismus ist der Polarisation im elektrischen Feld &hnlich. Die Verstarkung
des angelegten Magnetfeldes ist jedoch aus zwei Griinden sehr Kklein. Erstens stort die
thermische Bewegung die Ausrichtung der Spinmomente und zweitens kénnen sich nicht
alle Momente ausrichten, da sie nicht frei sind. In den meisten Atomen bzw. Molekilen
ordnen sich die Elektronen zu Paaren, wobei deren Spin immer antiparallel sein muss.
D.h., diese Momente ldschen sich aus und es bleibt nur der Diamagnetismus ber. Nur
wenige Molekdle enthalten eine ungerade Anzahl von Elektronen (z.B. NO mit 15
Elektronen). Bestimmte Atome enthalten jedoch auch nicht gepaarte Elektronenspins, die
sich in einem &uReren Feld ausrichten kénnen. Die thermische Bewegung versucht jedoch
immer, diese Ausrichtung zu storen. Es stellt sich ein Gleichgewichtszustand ein.

Die Effekte des Dia- und Paramagnetismus kénnen, ahnlich wie in der Elektrostatik,
durch die Einfuhrung einer relativen Permeabilitatszahl z, beschrieben werden.
Insbesondere kann auch die magnetische Suszeptibilitat

Km = M, -1
definiert werden, wobei x, (bzw. 4, ) in weiten Bereichen von B unabhéngig (linear) ist.
Fur paramagnetische Stoffe (z.B. Aluminium, flissiger Sauerstoff) liegt 4, bei ca. 1,001

und fir diamagnetische Materialien typischerweise bei etwa 0,999. Ublicherweise
brauchen daher Dia- und Paramagnetismus nicht bertcksichtigt werden.
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Ferromagnetismus

Ferromagnetismus ist eine extrem starke Form des
Paramagnetismus. Da die meisten Spins in einem Atom gepaart
vorhanden sind, scheint Ferromagnetismus ein Effekt zu sein,
bei dem die wenigen freien Spins sehr stark ausgerichtet sind.
Ferromagnetische Materialien (z.B. Eisen, Nickel) zeichnen
sich dadurch aus, dass sich die Spins bestimmter Elektronen
des z.B. Eisenatoms spontan in dieselbe Richtung stellen, ohne
dass ein auBeres Feld vorhanden ist. Es bilden sich in solchen
Medien Bezirke mit vielen Milliarden Atomen mit nahezu
perfekter Ausrichtung der Spins und somit der magnetische
Momente (Weil3"sche Bezirke).
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Diese spontane Ausrichtung wird ab einer bestimmten Temperatur zerstort (Curie-Punkt).
Diese Curie Temperatur (Pierre Curie) liegt fur Eisen bei 770 °C (bei Nickel 358 °C). Die
Erklarung fir die spontane Ausrichtung ist nur quantenmechanisch moglich und hat,
obwohl auch energetisch begriindet, nichts mit der magnetischen Wechselwirkung
zwischen den einzelnen Dipolmomenten zu tun. Die Zerstérung der spontanen
Magnetisierung Uber dem Curie-Punkt ist thermisch bedingt. Es geht, &nhnlich wie beim
Schmelzen, ein Zustand hoher Ordnung (Kristall) in einen weniger geordneten Zustand
(Fllssigkeit) tber. Auch am Curie Punkt erfolgt ein solcher Phasenlibergang.

In einem unmagnetisierten Eisenstlck ist diese spontane Magnetisierung in sehr vielen
Bezirken, aber Gberall mit unterschiedlichen Richtungen vorhanden, so dass im Mittel die
Magnetisierung Null ist. Solche Bezirke treten auch in Einkristallen auf, man kann sie
unter einem normalen Mikroskop sehen. Sie enthalten Milliarden magnetischer Momente.
Die unterschiedliche Magnetisierung der einzelnen Bezirke ist energetisch ginstiger als
die einheitliche Ausrichtung (dies wirde einem starken Permanentmagneten
entsprechen). Wird ein auReres Feld angelegt, werden sich die Bezirke, deren
Magnetisierung mehr oder weniger dem aueren Feld gleichgerichtet ist, auf Kosten von
benachbarten Bezirken mit falscher Magnetisierungsrichtung vergrofiern. Dies geschieht
durch Verschieben der Bezirksgrenzen.
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3.7.2 Magnetisierung und magnetische Erregung

Wie in der Elektrostatik, fihren wir eine makroskopische
Mittelung der atomaren magnetischen Dipole in einem
makroskopischen Volumselement d(2 durch, wobel wir
fordern, dass in d<2 eine genligend grof3e Zahl atomarer
Dipole vorhanden ist: ZmAj

dm=>m, M= :Magnetisierung
j J dg

| "“F\a‘ Die Magnetisierung M ist als magnetisches

Moment je Volumen definiert:

dm=Md.Q2

$

M und H haben die M- [177] At A
gleiche Einheit: - [Volumen] Tm®Tm
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Betrachten wir ein Stiick homogen magnetisierte Materie,
von der eine Scheibe normal zur Magnetisierung
herausgeschnitten wird. Diese Scheibe unterteilen wir In

weitere kleine Stiicke d.2:

Zusammenhang

- zwischen dm und dl:

dm=dld/" =Md/ dz =Mdzd "

U
dl =Mdz=Kdz= K=M

Der Strom dl fliel3t als Flachenstrom Kdz um den
Mantel von d.Q2
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Die Strome im Inneren der Scheibe heben sich auf, es bleibt
nur der Strom auf dem Scheibenrand Ubrig:

dT = Mdz

Stapeln wir jetzt diese einzelnen Scheiben der Dicke dz
Ubereinander, erhalten wir unseren ursprunglichen
magnetisierten Block, von dem wir ausgegangen sind. Das
Magnetfeld auf3erhalb dieses magnetisierten Blockes
unterscheidet sich nicht vom Feld eines an der Oberflache
flieBenden Flachenstromes mit K = M. Man kann sogar bis
an die Oberflache gehen (nicht auf MolekUlabstand!).
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An der Mantelflache des homogen
magnetisierten Blockes fliel3t ein
Flachenstrom (K = M).

Im Inneren des Blockes muss das
gemittelte mikroskopische Feld dem
makroskopischen Feld B gleichen
(ohne Bewels).

Mds = Kds
K=(Mxn)
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Bel inhomogener Magnetisierung konnen auch
Magnetisierungsstrome im Inneren des Mediums
(Molumsstromdichte J,,) auftreten. Diese Strome sind im
Gegensatz zu den freien StrOmen in Leitern gebundene
Strome.

Im Allgemeinen sind die Wirbel
von M die Magnetisierungsstrome:

$M-ds=[J,, -dT + [K-dI
C r L
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Homogen magnetisierte Materie kommt im Gegensatz zu
homogen polarisierten Dielektrika in der Praxis haufig vor.
Man nennt sie auch Permanentmagnete (in der Elektrostatik

Elektrete).

Im Aulienraum sind die Felder E und B eines Elektreten bzw.
Permanentmagneten identisch. Innen sind die Verhaltnisse

vollkommen unterschiedlich. E ist an den Stirnflachen wegen
der Polarisationsflachenladung o} unstetig, wahrend B an den

Mantelflachen wegen K unstetig ist.
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Sind auch freie Strome vorhanden, bilden diese zusammen

mit den Magnetisierungsstromen die Wirbel von B ;
Hy

gS— ds = jJ dr+jJ dr+jK dl

c o T

<‘|.>M-ds

@(E—M] ds = jJ dr

Hy

Die freien Stréome sind die Wirbel von H;: C_‘SH ds = IJ -dIl
C r

Es gilt daher im Allgemeinen:

H:E—M oder B = y,H+ 1,M

Hy
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Die Beziehung zwischen M und dem Feld H ist haufig
linear, d.h. es gilt:

M=y H

Die magnetische Suszeptibilitat y., ist fir diamagnetische
Stoffe negativ, flr paramagnetische und ferromagnetische
Medien positiv.

B = pH+ 17, H= 14 (1+Zm)H
In linearen Medien sind daher H und B auch proportional.

Die relative Permeabilitat ist u, =1+ y,,

B=uuH=uH U= iy Permeabilitat
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3.7.3 Grenzflachenbedingungen

Verhalten von B auf der Grenzflache zwischen zwel Medien
mit verschiedener Permeabilitat:

C_‘SB-dF:O
A

g—>0; Al > dTI

$B-dI=B,-dI', +B,-dI', =0
I

24

MitdT, =—n,,d/" und dT, =n,d 7" folgt: —B, +B, =0
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Die Normalkomponente von B ist stetig!

BZn — Bln

. |H
Wegen w,H,, = g H,, gilt|—= -2
H,,

Die Normalkomponenten von H verhalten sich an der
Grenzflache umgekehrt proportional zum Verhéltnis der
Permeabilitaten!
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Verhalten von H auf der Grenzflache zwischen zwel Medien mit
verschiedener Permeabilitat

e i, Fiir K =0 gilt:
£y NG
n A S @;4 gﬁH-ds:Hl-dleer-dsZ:O
/ H,«?. L—l = "l ”
i LN\ W, = —H,ds+H,ds=0

ds, =(—nxn,)ds
ds, =(—nxn,,)ds
H,-ds,=H,-(n,xn)ds=n-(H,xn,)ds=n-(-nH,)ds =—-H,ds
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Die Tangentialkomponenten von H sind stetig, wenn auf
der Grenzflache keine freien Flachenstrome flief3en!

H,xn=H,xn

Wegen By _ B gilt By _ 44

2 B,, i

Die Tangentialkomponenten von B verhalten sich an der
Grenzflache direkt proportional zum Verhéltnis der
Permeabilitaten!
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3.7.4 Nichtlinearitat, Hysterese, die B/H Kennlinie

Die Beziehung B = xH ist in ferromagnetischen Medien nur
eine N&herung (weichmagnetische Materialien). In
Permanentmagneten (hartmagnetische Medien) gilt sie
uberhaupt nicht.

Betrachten wie den Permanentmagneten in einem Punkt im
Inneren. Es gilt dort : y¢,H =B - 1 ,M

i =
N r/ HL\E Im Inneren des
"\ /{ Permanentmagneten (M

v Ist fest vorgegeben)
haben B, H und M nicht
einmal die gleiche
Richtung!

\
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Stecken wir ein Stlick ferromagnetisches Material in eine Spule
mit N Windungen und erh6hen den Strom durch diese von Null
auf einen bestimmten Endwert, so wird sich ein typischer
Zusammenhang zwischen B und dem Strom | (und somit mit H)
ergeben. Damit B einigermal3en homogen ist, kdnnte man das
Eisen als Torus ausfuhren:

-

Durchflutungssatz:

T
S
S
' . = = —
) | $H-ds = Hds =H pds =2zrH
2 r: v C C C
Mo ,/C
= =[3-dr=NI = H =N
- 2rr

H ist proportional zu | und zu 1/r. Furr, = r_, wird H

einigermaf3en homogen. 219



B/H Kennlinie

I\B[T]

H.: Koerzitiverregung
B,: Remanenzflussdichte

K )
Erhoht man den Strom | von Null ausgehend, nimmt B nichtlinear
ZU. Zuerst etwas langsamer, dann schneller und dann sehr viel
langsamer, bis die Steigung der Kurve dem g, entspricht (wére
auf der Ordinate statt B die Magnetisierung M aufgetragen, wurde
die Kurve bei der Sattigungsmagnetisierung M, horizontal
werden). Der erste Teil der Kurve ist vom ,,Bezirkswachstum®
gepragt, im flachen zweiten Tell ,,klappen® die verbliebenen
Bezirke mit falsch orientierter Magnetisierung in die
Feldrichtung. 220



Wird der Spulenstrom wieder verringert, folgt der B/H Verlauf
nicht mehr der Neukurve, sondern der gestrichelt gezeichnete
Kurve, wobel bel H = 0 das Remanenzfeld B, bleibt. Diese
Irreversibilitat wird Hysterese genannt. Sie beruht darauf, dass
u. a. die ,,Rtickwandlung® der Bezirksgrenzen nicht mehr
vollstandig erfolgt (Reibung!). Dieser Effekt ist einerseits
unangenehm, da er flr die sogenannten
Ummagnetisierungsverluste in z.B. Transformatoren
verantwortlich ist, andererseits wird er in Permanentmagneten
ausgenutzt. Die skizzierte Kennlinie ist eine typische
Permanentmagnetkennlinie (Alnico, Aluminium, Nickel, Kobalt
Legierung mit B, =1,2 T). Andere typische
Permanentmagnetmaterialien sind Legierungen von Kobalt mit
seltenen Erden (Samarium-Kobalt, B, 1,22 T).
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In weichmagnetischen B/T
Materialien kann die Hysterese | —

oft vernachlassigt werden,und |  /~ EEn |
die B/H-Kennlinie ist mit guter *°
Naherung eine nichtlineare 14
eins-zu-eins Beziehung. In 12
diesem Fall gilt fur ,,kleine*

Werte von B (bisca. 1,5 T)

B= :ur/uOH 06
mit . ~10°-10° 04
Flr hohere Flussdichten ist u 02
eine nichtlineare Funktion T I T

60
von H, bzw. B. H/AM™
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4. Elektromagnetische Induktion

Drei charakteristische Experimente Faradays (1831)

& ”HJ

Experiment 1.

Eine Leiterschleife, abgeschlossen mit einem Widerstand R
(oder auch kurzgeschlossen) wird nach rechts mit der
Geschwindigkeit v aus einem Bereich mit einem normal zur
Zeichenebene gerichteten von einem ruhenden Magneten
erzeugten Magnetfeld B herausgezogen. Es fliel3t in der
Schleife ein Strom I.
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Experiment 2:
Die Leiterschleife ruht und es wird der Magnet nach links mit

der Geschwindigkeit v beweqgt. Es fliel3t in der Schleife ein
Strom 1.
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B(t) g
(X) R

Experiment 3:

Leiterschleife und Magnet sind in Ruhe, aber das
Magnetfeld B ist entsprechend zeitabhangig B = B(t). Es
flieBt wieder ein Strom | in der Schleife.
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Im ersten Fall bewegt sich die Leiterschleife in einem
statischen Magnetfeld, d.h. ein Stromfluss kann nur
zufolge der Lorentzkraft auf die in der Schleife
mitgeflihrten Elektronen zustande kommen.

In den Fallen 2 und 3 ist die Leiterschleife in Ruhe, der
Strom kann nicht auf die Lorentzkraft zurtickgefthrt
werden, es muss vielmehr ein elektrisches Feld daftr
verantwortlich sein. Es war die geniale Idee Faradays,
dass dieses elektrische Feld durch die zeitliche Anderung
des Magnetfeldes induziert wird (Faraday‘sches
Induktionsgesetz).
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Dass der Strom in den Féllen 1 und 2 identisch ist, ist eine
Folge der speziellen Relativitétstheorie, da es der zufolge

nur auf die Relativgeschwindigkeit zwischen Magnet und

Leiterschleife ankommt.

Spezielle Relativitatstheorie: in Koordinatensystemen,
welche sich gegenlber einander mit einer konstanten
Geschwindigkeit bewegen, laufen alle physikalischen
\Vorgange In identischer Weise ab.

Dies bedeutet, dass das elektrische Feld und das
Magnetfeld in verschiedenen Koordinatensystemen
nicht Gbereinstimmen konnen: im Experiment 1 wirkt
ein Magnetfeld auf die sich bewegenden Ladungstragern
Im Experiment 2 sind die Ladungstragern in Ruhe, es

kann nur ein elektrisches Feld auf sie wirken. 207



Zwel Koordinatensysteme:
S :ruhendes System, Laborsystem
S”: bewegt sich mit der konstanter Geschwindigkeit v bzg. S

Transformation der elektrischen und magnetischen Feldern:
GroRenin S: E, B, GroReninS™: E, B".
Aufteilung in Komponenten parallel (||) und senkrecht (1) zu v:

E=E +E, E'=E/+E,, B=B,+B,, B'=B/+B

! ! 1
E”:E”, E, = 2(E¢+VXBL) -
1_& Flr |v| <C:
c’ E'=E+VvxB,
[} ' 1 V B,ZB
B”:BH, BJ_: | |2 (BJ‘_C_ZXEJ‘j
V
1_C—2
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4.1 Bewegungsinduktion

4.1.1 Bewegung eines stabformigen Leiters in einem homogenen
Magnetfeld

M
A

-éa
!A

|

F=Q(vxB)
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Durch die Bewegung des Leiters im Magnetfeld werden sich
zufolge der Lorentzkraft (magnetische Kraft) Elektronen am
hinteren Ende des Stabes ansammeln und positive
Atomrimpfe am vorderen Ende des Stabes hinterlassen. Es
baut sich ein elektrisches Feld auf, bis im stationaren Zustand
das elektrische Feld im Gleichgewicht mit der magnetischen

Kraft steht:
F=QE+Q(vxB)=0= im Leiter gilt: E=—(vxB)
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In einem mit dem Stab mitbewegten Bezugssystem S’, stellt
der Beobachter ein Magnetfeld B und ein homogenes
elektrisches FeldE = vx B fest (angenommen, dass v im
Vergleich zur Lichtgeschwindigkelit ¢ klein ist).

In diesem elektrischen Feld ruht der Stab, es treten keine
magnetischen Kréafte auf, auf der Oberflache des Stabes
stellen sich Flachenladungen so ein, dass das Innere des
Stabes feldfrel ist (Influenz). Diese Oberflachenladungen
erzeugen aulierhalb des Stabes ein zusatzliches elektrisches
Feld, das, fir |v| < c, gleich wie das in S beobachtete
elektrische Feld aussieht.

231



4.1.2 Bewegung einer rechteckigen Drahtschleife in einem
homogenen Magnetfeld

In S treibt die Lorentz-Kraft
die Ladungstrager quer zur
_, V. Es flieft kein Strom In
v der Schleife.

Y

Im Bezugssystem S’, in dem die Schleife ruht, stellt der
Beobachter die Felder B’ ~ B und E' ~ v x B fest. Die Kraft auf
die Ladungen ist hier eine rein elektrische, da die Ladungen in
S” ruhen. Das Leiterinnere ist feldfrei (Influenz).
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Die Kraft, welche auf die Ladungstrager wirkt ist konservativ:

gt pF-ds=Qf(vxB)-ds=0 in S
£ F 4/ - -
C E [ ' r_ ' r_ : '
ol <£F ds QCEEE ds’=0 iIn S\

Es gibt keine induzierte Spannung. Der Fluss der
Leiterschleife ist in beiden Systemen zeitunabhangig.
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4.1.3 Bewegung der Leiterschleife in einem inhomogenen
Magnetfeld

& 17 -7
S AL >y

Im Laborsystem S bewegt sich die Leiterschleife mit der
Geschwindigkeit v in y-Richtung in einem inhomogenen
Magnetfeld. Wieder treten nur magnetische Kréafte auf die
Elektronen in der Schleife auf. B sei nur eine Funktion von

y: B=B(y)
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Das Linienintegral CJSF -ds = Qc_f)(vx B)-ds=Qv(B,-B,)b
C C

Ist die Arbeit, die von der Kraft F wahrend eines Umlaufes an
der Ladung Q verrichtet wird. Die Arbelit je Ladung ist die
Induzierte Spannung Ug« (EMK, elektromotorische Kraft):

U cux :éc_[)F-ds=<_‘5(VXB)-ds=vb(Bl—Bz)
C C

Es wird ein Strom flielRen, der durch das Ohm’sche Gesetz
gegeben ist:

| :UEMK
R
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4.1.4 Fluss durch die bewegte Schleife

_B?A /)\lé tdt A =
“ Position der Schleife zur
»g( Zeit t+dt
sdt neu in Schleife eintretender
aus Schleife L7 Fluss
austretender vat
Fluss

U.. =Vb(B,—B
Austretender Fluss:—d @ = B,bvdt EMK (B, ~B,)
Eintretender Fluss: d@, = B,bvdt U

Flussanderung: d@ =—(B, — B,)bvdt do

U. —=——
EMK dt
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Diese Beziehung gilt nicht nur fur diese spezielle Schleife, sondern
flr eine beliebige Anordnung:

Die Schleife C, hat sich in der Zeit
dt weiterbewegt und hat nun die
Form C..

Die urspringliche Flache 77 bildet
mit der neuen Flache 7>, (mit dem
Rand C,) und der Randflache d/,
die Hullflache eines Volumens, flr
dessen Oberflache wegen des
zeitlich unveranderlichen
Magnetfeldes gilt:

¢ B-dI'=0

I+1,+d 1y,
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Der Differenzfluss ist genau der Fluss durch die Randflache d/, :

D(t+dt) = j B-dr=d>(t)+jB-dr

r+dry, dry,

d® =@ (t+dt) - D(t) = j B.dI = <j’>B (vdt x ds)

dr,

:>__<JSB (vxds) =—(vxB)-ds

G
Die Kraft F auf eine ladung Q ist F =Q(vxB). Somit:

F do d
Uy =P—-ds=P(vxB)-ds=———=—-—|B-dI
=K CE[DQ i} dt  dty

do
U. —=——
EMK dt
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4.2 Zeitlich veranderliches Magnetfeld: das
Faraday‘sche Induktionsgesetz

Andert sich B auch zeitlich, ist die totale Ableitung des

Flusses noch um das Flachenintegral Uber die zeitliche
Anderung von B zu ergéanzen:

do 0B
22 _ 1% .gr-§(vxB)-ds.
dt i@t qf(vx )-ds

Wegen der zeitlichen Anderung von B ist nun auch ein

elektrisches Feld vorhanden, welches zusatzlich einen
Beitrag zur EMK leistet:

Uew =P (E+VvxB)-ds.
C
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Somit ergibt sich wiederum die Flussregel:

oB
ot

dI’-l—Cﬁ(VxB) ds-—d—cp

Ug = P(E+VxB)-ds=-[— -

C I

Faraday‘sche Induktionsgesetz:

Die zeitliche Anderung des Magnetfeldes erzeugt ein
elektrisches Feld:

<j>E ds_—j— dr

Dies gilt auch, wenn keine Leiterschleife vorhanden ist.
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4.3 Die Lenz‘sche Regel

Andert sich der Fluss einer Leiterschleife mit einem
endlichen Widerstand, induziert die EMK einen Strom.
Dieser Strom verursacht ein Magnetfeld, welches den Fluss
der Schleife andert. Die Lenz‘sche Regel sagt, dass die
Anderung des Flusses durch den induzierten Strom der
induzierenden Anderung des Flusses entgegenwirk.
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Beispiel: Ruhende Schleife mit zeitlich veranderlichem
Fluss

U =<j‘>E-ds=—ja—B-ndr=—d—@
J ). ot dt

: do

Fall A. Fluss nimmt zu: —t>0:>UEMK <0
B: Rechtshandregel
Tn | B-n<0= @ nimmt ab!
C >

. . do

Fall B. Fluss nimmtab: —<0=U_, >0

dt

B: Rechtshandregel

B-n>0= @ nimmt zu!
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Beispiel: Bewegung einer Leiterschleife im inhomogenen

Magnetfeld

-_—
<t
o B,
-'FA T - -
< - —— &1 72 U,
E Bl <IF,|

Der Fluss nimmt wegen
der Bewegung ab.

Das Magnetfeld des
Stromes wirkt der
Flussabnahme entgegen.

Die Kraft auf die Schleife
Ist nach links gerichtet, fur
die Bewegung der Schieife
mit der Geschwindigkeit v
nach rechts muss eine

Kraft aufgewendet werden.
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Beispiel: Fallender Kupferring im Feld einer Spule

Der Ring oberhalb der Spule fallt nach unten. Der Fluss
durch den Ring nimmt zu. Es wird eine Spannung
induziert, die einen Strom | treibt, der selbst wieder ein
Magnetfeld erzeugt, das der Zunahme des Spulenfeldes
entgegenwirkt. In diesem Fall ist das Magnetfeld des
Ringes dem Spulenfeld entgegen gerichtet.

Der Ring unterhalb der Spule fallt nach unten. Der Fluss
durch den Ring nimmt ab. Es wird eine Spannung
induziert, die einen Strom | treibt, der selbst wieder ein
Magnetfeld erzeugt, das der Abnahme des Spulenfeldes
entgegenwirkt. In diesem Fall unterstitzt das Feld des
Ringes das Spulenfeld.
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Die Beziehung zwischen der Spannung und dem Strom einer
Spule
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4.4 Energie Im magnetischen Feld

Energie von zwel Leiterschleifen mit den Stromen 1, und ..

Il
Die Strome werden von 0 auf die jeweiligen Endwerte 1,

bzw. |, erhoht. Die dabei geleistete Arbeit ist die Energie.
Annahme: lineare Materialeigenschaften

B=uH, bzw. @ = LI
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Energie der Schleife 1: der Strom i, wird in der Zeit dt um di,
erhoht (die andere Schleife bleibt stromlos). Dadurch erhoht
sich der Fluss @, durch die Schleifeumd@,: d@, =L di, .
Es wird eine Spannung

_ dddtjl — —Llli Induziert.

dt
Um diese Stromerhohung di, zu realisieren, muss die
angelegte Spannung —u,, betragen. Dabei wird in der Zeit
dt eine Arbeit dW, = —-u,,dQ, = —u,,i,dt = L ,i,di, geleistet.

U,,=

Die gesamte Arbeit, d.h. der magnetische Energieinhalt
der Schleife 1 ist:

|

: A | 1
Wl — j |—11|1d|1:§|-11|12 :Ell@l
i,=0
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Auf ahnliche Weise wird danach in der Schleife 2 der Strom von
Null auf 1, erhdht. Die dabel von der Quelle zu leistende Arbeit

ISt; I, o 1 , 1
Wz = _“ L22|2d|2:§|—22|2 :Elz@z

Wird der Strom in der Schleife 2 in der Zeit dt um di, erhoht,

andert sich auch der Fluss in der Schleife 1 um den Wert

d@,, = L,di, undes wird in der Schleife 1 eine Spannung
__9Py, _ —LIZ& induziert.

ul_z_ dt dt |
Diese Spannung muss der Generator der Schleife 1

kompensieren (- uy,), da sich der Strom I, in der Schleife 1 nicht
mehr andern darf. Die Quelle 1 leistet daher die Arbeit dW,:

I
dW,, = —Uy,dQ, = —Uy, It = L, Ldi,, bzw.[Wi, = [ Ly, 1,di =Lyl
i,=0

2
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Die gesamte von den Quellen geleistete Arbeit, welche als
magnetische Energie im System der beiden Schleifen steckt, ist:

W :%Lﬂlf +%L22I22 +L,,l,1,

Wird zuerst die Schleife 2 auf Strom gebracht und danach erst
die Schleife 1, ist das Ergebnis:

W =%L11I12 +%L22I§ +L,,0,1,
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Allgemein gilt fir N Schleifen wegen der Symmetrie und

L1, = 1l

N N
1 ZZ LIJ 1 magnetische Energie eines systems von N Schleifen

=1 j=1

Der Ausdruck ¥; = ZLI Ist der Fluss (Flussverkettung)

ij " ]

durch die Schleife i zufolge der Strome in allen N Schleifen:
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4.4.1 Energieinhalt des magnetischen Feldes

B und H seien die magnetische Flussdichte und die
magnetische Erregung in einem Punkt im Raum. In einem
sehr kleinen Volumen A2 um diesen Punkt kann das Feld als

homogen betrachtet werden.
Energie einer infinitesimalen Leiterschleife:

o 1 1 1
g AW =—KAd BA/"=—HBAdJA/ =—H-BAQ
N 2y 2 2
Ad
magnetische Energiedichte AW 1

. 3 : - LW, =
(eine Feldgrolie) wird postuliert als: mT A0 2
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Magnetische Energie in einem Volumen (2.
1
W= [w,d2==[H-Bde
Q0 2 0

Die Energie wird nicht in den Strdmen, sondern im
magnetischen Feld gespeichert.

252



4.4.2 Magnetische Energie bei Anwesenheit ferromagnetischer
Werkstoffe

Die Energiedichte flr Materialien mit einer B
nichtlinearen Beziehung zwischen B und H ist: W,, =_[H -dB,

wobei die Flussdichte von Null bis zum endgultigen ©
Wert B erhoht wird.

Magnetische Energie:

W = ITH dBd.Q
Q0
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Ist der Zusammenhang zwischen B und H linear, fuhrt das
Integral fUr w_, auf die bereits bekannte Beziehung w. = EH -B

Die magnetische
Energiedichte entspricht der
oberen Dreiecksflache:

r 1
deB:—HB
) 2

Die untere Dreiecksflache ist gleich grof3 wie die obere und
wird magnetische Koenergiedichte genannt.
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Ist der Zusammenhang zwischen B und H nichtlinear, ergibt
das Integral im Allgemeinen einen kleineren \Wert als die

Dreiecksflache (Sattigung) wahrend sich fur die
Koenergiedichte ein grofierer Wert als die Dreiecksflache

ergibt:

- =%
-H.B

Fir die Koenergiedichte gilt: w__=H-B—w_
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Unter Beriicksichtigung der Hysterese erhalt man bel
periodischen Vorgangen wéahrend der beispielsweise
positiven Halbperiode des Stromes als Differenz der
magnetischen Energiedichten die halbe Schleifenflache.

Die der Schleifenflache entsprechende Energiedichte (iber das
gesamte Volumen integriert, geht wahrend einer Periode von |
als Verlustenergie (Hysteresisverluste, Warme) verloren.
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4.4.3 Virtuelle Verschiebung

Berechnung der Kraft auf stromfiihrende Leiterschleifen
aus Energieerhaltungssatz. Die Schleife wird um ein
kleines Wegelement dr im Feld aller Schleifen
verschoben. Fir ein energetisch abgeschlossenes System
gilt:

F.dr+dwW =0 | bzw. |F-dr=—-dW

Dies ist der Fall, wenn durch die Verschiebung keine
Spannungen in den Schleifen induziert werden. Daflir muss
der Fluss @ durch die Schleifen konstant gehalten werden.
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Halten wir jedoch die Strome in den Schleifen konstant,
handelt es sich um ein gekoppeltes System. Die Summe der
Energien, die vom einen System aufgenommen werden, ist
gleich der Energie, die vom anderen System abgegeben wird.
In diesem Fall werden in den Schleifen bei der Verschiebung
Spannungen induziert, die von den Quellen kompensiert
werden mussen. Die Quellen leisten dabei die Arbeit:

N do
dw, = > I.

FUr dieses gekoppelte System gilt daher:

_ N
Ldt =) 1,do,
j=1

N
dW, =) 1.d®, =dW +F-dr

j=1
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N
Im linearen Fall ist die Energie W ZEZ |.@ ., d.h.
2 = J J
1 N
dW ==>"1.d@,
23
N 1 N 1 N
dW,, —dW =Z;|jdqu—§;|jdcbj =§Z;|jdcz>j =dW =F-dr
)= J= J=

Fur konstant gehaltene Strome gilt daher im linearen Fall:

F-dr =dW

259



Im nichtlinearen Fall (Anwesenheit von ferromagnetischer
Materie) gilt:

W, W :ZN:IJ.QDJ.—jTH-dBdQ:jH-BdQ—jTH-dBdQ:WmC
=1 Q0 Q Q0

W, ist die Koenergie und das Prinzip der virtuellen
Verschiebung ergibt:

F-dr =dW__
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5. Elektromagnetische Wellen

5.1 Zeitlich veranderliches elektrisches Feld: der
Verschiebungsstrom

Andert sich das elektrische Feld zeitlich, gilt fir die
Quellen der elektrischen Stromdichte das
Kontinuitatsgesetz:

__[%
jde— ;Eﬁt do

Aus dem Durchflutungssatz

gﬁH-ds:IJ-dF:jJ-dF
C Il I

folgt aber, dass cﬁJ -dI'=0
I
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Der Widerspruch ist bei der Entladung eines Kondensators

offensichtlich:
o durch 1o et offensichtlich

L(e\'n_ Strom

)
1\
L ;T[m C durch T fleltT
1 <_[>H ds_der_l
{
\ steht im Wlderspruch ZU

cﬁH-ds:jJ-dF:O
C

Auch durch 77, muss der Strom | auftreten. Die entsprechende
Stromdichte ist die Verschiebungsstromdichte Jy:

$H-ds= [ J-dr =1
C A
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5.2 Die Maxwell‘sche Erganzung des Durchflutungssatzes

Der Durchflutungssatz muss daher lauten:

95 H.ds= I(J +J, )-dT fir eine beliebige offene Flache I~
A

C=0l"
Daraus folgt

[(3+3p)-dT = [(3+3,)-dT

Iy

D.h., dass flr eine beliebige geschlossene Flache 7~ gilt:

$ (I+3,)-dr=0

=00
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Die Quellen der Summe der Leitungsstromdichte und der
Verschiebungsstromdichte sind daher Null, d.h. die Quellen
der Leitungsstromdichte sind:

$ J-dr=— ¢ J,-dr

I’'=00 =00

Die Quellen der Leitungsstromdichte sind aus dem
Kontinuitatsgesetz:

d
(ji J-sz—E:([pd_Q

I’'=00

Es gilt daher fur die Verschiebungsstromdichte:
$ I, -drzijpdﬂ
=00 dt Q
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Aus dem Gaul’*schen Gesetz hat man

<JS D.drszdg
1'=00 0
D.h.:
d oD
dr = — dr = -~ .d
FngJD F dt FEEQD F FEEQ at r

Da dies flr eine beliebige geschlossene Flache gilt, hat man
oD
J, =

ot
Die Maxwell‘sche Erganzung des Durchflutungssatzes ist daher:

oD
P H-ds:i(JJrEj-dF

C=orI"
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Die Beziehung zwischen der Spannung und dem Strom eines
Kondensators

Integration des Kontinuitatsgesetzes Uber Q:

<j>J-ndr+ijde=—i+d—Q=o.
J dt J dt

1=C—
dt 266




Auch die ein zeitlich verandertes elektrisches Feld
verursacht ein Magnetfeld!

Speziell, falls aber auch im Vakuum
i 2o oD
ot ot %J %t
H
H H
Im Vakuum:

Das zeitveranderliche elektrische

ob _oB
@Eﬁ @at und magnetische Feld erzeugen
einander gegenselitig:
H(t) E(t) elektromagnetisches Feld,

elektromagnetische Wellen



5.3 Leitungen

Leitung: sehr (unendlich) lange Anordnung von zwei
parallelen Leitern mit konstantem Querschnitt:

v

allgemeine Leitung Doppeldraht mit kreisformigem Querschnitt

Materialeigenschaften:
u,7,¢ Inder Umgebung,

7, Inden Leitern.

Koaxialkabel 268



5.3.1 Verteilte Netzwerkparameter

Widerstand, Induktivitat, Leitwert und Kapazitat pro
Langeneinheit: R", L", G", C’. Einheiten: 2/m, H/m, S/m, F/m.

Serielle Parameter:
du =du, +du, =iR'dz,

R” hangt von der

Geometrie und von  ab.

dy =il'dz,

L h&ngt von der

Geometrie und von u ab.

du,

1(z,1)
du,

Stromungsfeld in
Leitern

7 7+ dz

Magnetfeld in der

Umgebung

7 7+ dz

»
>
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Parallele Parameter:

_ . Stromungsfeld In
di =uG'dz, ”(Z’t)l ld' der Umgebung
G” hangt von der .
Geometrie und von yab. 7 7 + dz
dQ
dO =uC'dz, elektrisches Feld
? u(z,t)l —dQ © inder Umgebung
C” héangt von der
Geometrie und von ¢ ab. >

7 7 + dz
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5.3.2 Die Leitungsgleichungen

1(z,t) /CF
M. ./
u(z,t)“ dys \*'lu(z,t)+?zjdz
iZf) [T
Z Z+ dz
d
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0

u(z,t)y ldi ()

7 7+ dz

C d
Kontinuitatsgesetz: J-ndl"'=——| pdQ,
g Eﬁ dtg[p
- @i - [ a /
1(z,t)+—dz—i(z,t)+uG'dz =——(uC’)dz,
0z ot

_a =G'u +C’8—u.
0z ot
272



Leitungsgleichungen: _u_ Rl + L’@,
0z ot
_QZG,U C’é—u
0z ot

2 2+
8 Rau L,au Rau Laau
s 0z ozot 0z otoz
Telegraphengleichungen:

2 2
a_ G-V o e - Ue 1)
0z° ot* ot
Ahnlich fir den Strom:
O’ O’

—LC’—+(RC’+LG) +RG|
0z° ot’

273



5.3.3 Ldsung der Leitungsgleichungen im Frequenzbereich

Annahme: u(z,t) =U (z) cos(wt + @, (2)),
i(z,t) = [ (z) cos(wt + @ (2)).

Komplexe Amplituden ) |
(komplexe Scheitelwerte): U (z) =U (z)e'*",

1(2) = 1 (2)e'®.

Leitungsgleichungen im Frequenzbereich:

V@ Ry oLy )
dz

_4@) _ 6t jechu ().
dz
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d’U(z) dl

T2 =R+ jol) d(zZ) - (R'+ joL')(G'+ jwC")U (2).
! - ! ! - d2U Z
p2 =(R"+ joL")(G"+ jowC"), dz§ )= pZU(z).

p=+(R + joL)(G'+ joC") : Ausbreitungskoeffizient.
p=a+ ], a=Re(p)=0,L=Im(p)=0.

U(z)=U"e ™ +Ue",
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1(z) =—

L, =

1

dU (2) _

R'+ jol" dz

P

R+

R'+ja)L’_\/R’+ja)L’_

G'+ joC’

p U+e—pz . p
joL' R'+ jol'

Wellenimpedanz.

1(2) =

U+
ZO

e P —

[epz.
Z0

U e¥
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U +(Z) _ U +e—pz _ U +e—(a+jﬂ)z

beschreibt eine sich in der positiven z-Richtung ausbreitende,
gedampfte Welle:

u*(z,t) =U"e* cos(wt — B2).

Die Phase der Spannung kann im Zeitpunkt t an der Stelle z
gleich sein, wie im Zeitpunkt t+At an der Stelle z+Az:

ot— =0l +Al)— [(z+AZ2) = oAt = AL

AZ_v=?  pp hwindigkeit
A 5 asengeschwindigkeit.
27T

Wellenlange A:  pl=2r= A= 7
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U

T

T
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€

T

T

T

T

A
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0.6

0.4

0.2

T

T

T

T

T

T

T
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Ahnlich beschreibt
U~ (z) =U eP =U el ?"

eine sich in der negativen z-Richtung ausbreitende, gedampfte
Welle:

u (z,t) =U e cos(wt + B2).

Bedingung flr die gleiche Phase im Zeitpunkt t an der Stelle z
und im Zeitpunkt t+At an der Stelle z+Az:

Az
ot + fz=o(t+Al)+ [(2+AZ) = wAt = - Az, EzV:—%.

o . Dampfungsfaktor, /S : Phasenfaktor.
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Allgemeine Lésung: U (z)=U"e ™ +U e",

U ., U
e -
Z0 Z0

Z

e,

1(2) =

Die Wellenimpedanz Z,, ist das Verhaltnis zwischen den
komplexen Amplituden der sich in der positiven Richtung
ausbreitenden Spannungs- und Stromwellen.

Far die sich in der negativen Richtung ausbreitenden
Wellen ist dieses Verhaltnis -Z,,.
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5.3.4 Ideale Leitung

R'=0,G"=0.

p=./(joL")(joC") = joNL'C' = a =0, = /L'C".

Keine Dampfung!

ot - Die Well d t reell!
jaC’ ‘/C’ le Wellenimpedanz ist ree

v=2_ . Im Allgemeinen gilt L'C' =
154 \/LC’

L . 2.9979.10° 1 —¢: Lichtgeschwindigkeit!

\ Moo S

Im Vakuum: v =
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Ideale Leitung bel allgemeiner Zeitabhangigkeit:

ou_ . ,0i di_,0u
. . . — L’_, —_——= C,—.
Leitungsgleichungen: pe o' oz ot

2 2 2; 2;
a_l: - L'C'a_g, 8_; = L’C'a—zl: skalare 1D Wellengleichung.
0z ot 0z ot

Alle Funktionen der Form f(z,t) = f(t$£) sind LAsungen
Vv

1
der 1D Wellengleichung (v = :
gleichung (v="7)

o’ f

t2

o f
0z°

1 4
S K AL T T e W LT
V \Y V V V

g.e.d.
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f(t —E) beschreibt eine sich in der positiven z-Richtung mit einer
Y
Geschwindigkeit v ausbreitende Welle:

2.8, 10

f(z,t), 10 T1=At
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5.3.5 Abschluss von Leitungen

L 1(2)
|—C
Ul O lU(2) :Eﬂzz
0 |z
U@ =U,, U)=2z1I().
U~ U~
N=U*%e"1+Ue” I()=—e"-——02g",
Ui =U*e™+Ue”, I(I) 2 2
. U e”
+~— Pl —A Pl + Y
7,-7 U'e" +Ue _7 U*e P

‘Ue®_Uu=e” ° Ue"’
U'e™
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, = —=——=e"" . Reflexionskoeffizient.
U'e” ¥
1_ r2 ZZ + ZO

U (z) =U'e ™ (" ? +re*"?),

/ N

einfallende Wellen reflektierte Wellen

286



Am Anfang der Leitung: U (0)=U, =U*(L+r,e>"),

Ut = Yo U =U"re?", r:ZZ_ZO.
1—|—I‘ze_2pl’ ’ 2 Z,+Z,

Anpassung:
Wenn Z,=27,:r,=0. Keine Reflexion:

U+e_IOZ
z, |l 7

U(z)=U%e ™, 1(2)=
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Kurzschluss:

Wenn Z,=0:r,=-1.

Mit der Bezeichnung x=1-1z:

UX)=U"e ™™ -e™), I(X)= Lé

0

Spezialfall: ideale Leitung (¢ =0, p=jf)

UX)=U"e (e —eP)=2jU e #sin gx,

I(x)_ e R CIEETRAE 22 e % cos fx.
0 0

Stehende Wellen.

+ e (™ +e ™).
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Spannung und Strom beim Kurzschluss.

t 2 U(X,1)
t, >, t, >t
X [, >t
t1(Xx,1)
X t, >’El Y t, %
) t, >1 0
t, > 1 ; >1,

289



Leerlauf:

Wenn Z, »oo:r, =1.

Far ideale Leitungen:

U(X)=U"e (e +e ) =2U"e " cos gx,

I(x)— e’ﬂ'(e’ﬂX e 1) = 2]3 e "' sin px.
0 0
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Spannung und Strom beim Leerlauf:

fu(x,t)

X t, >1\:1 /1:1 %

t, >t 0
| t, >1, >t
tl s |(X,t)
t, >, t, >1,
X t, >t
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6. Die Maxwell‘schen Gleichungen

6.1 Die integrale Form der Maxwell‘schen Gleichungen

Die 1. Maxwell*sche Gleichung

<J§ H.ds:j(J+%—Dj-ndF far alle Flachen I”

Der Ampere‘sche
Durchflutungssatz mit
der Maxwell“schen
Erganzung: die Wirbel
der magnetischen
Erregung sind die
Leitungs- und
Verschiebungsstrome
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Die 2. Maxwell*sche Gleichung

§ E-ds=—[Sndr
I’

C=o0Il"

fur alle Flachen I

Das Faraday‘sche
Induktionsgesetz: der
Wirbel der elektrischen
Feldstarke ist die
zeitliche Ableitung des
magnetischen Flusses
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Die 3. Maxwell*sche Gleichung

cﬁ B-nd/ =0|fur alle Volumen 2

Quellenfreiheit der
magnetischen Flussdichte
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Die 4. Maxwell*sche Gleichung

b

I'=00

D-nd/ = | pd 2
Q0

fur alle Volumen 22

Gauld‘scher Satz: Die Quellen

der elektrischen Flussdichte
sind die Ladungen
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6.2 Vektoranalysis

Die integralen Maxwell*schen Gleichungen gelten flr
beliebige Flachen, bzw. Volumen. Mit Hilfe der
Vektoranalysis konnen Sie als Beziehungen fir die
Feldgrofien in beliebigen Punkten als (partielle)
Differentialgleichungen geschrieben werden.
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6.2.1 Gradient eines Skalarfeldes

Die Anderung einer Skalar-Vektorfunktion u(r) (Ortsvektor
r als unabhangige Variable) wird durch eine Vektorfunktion,
den Gradienten:|_gradu(r) beschrieben.

In einer beliebigen Richtung (Einheitsvektor e), beschreibt

der Differentialquotient U (r AS
y u(r+Ase)-u(r) r u(r+Ase)
Aam AS o r + Ase

die Anderung von u. Fiir den Gradienten gilt:

e-gradu(r):lirrgu(HAZes)_u(r)

297



Die Richtung des Gradienten ist die Richtung der schnellsten
Anderung von u.

Der Gradient ist senkrecht auf die Flachen u = konst.

Das Linienintegral des Gradienten hangt nur von den
Werten der Funktion u im Anfangs- und Endpunkt der

Linie ab:

’, gradu P,
J'gradu-ds=u(P2)—u(Pl) ds
: P

Daher:

<j> gradu -ds =0 flr alle geschlossenen Linien
C

298



Beispiel:

Die elektrostatische Feldstarke E hat die Eigenschaften:

I:)2
$E-ds=0und [E-ds=V (P)-V(PR,)
C P

Es gilt daher: |E=-gradV falls %:0
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6.2.2 Divergenz eines Vektorfeldes, der Gaul‘sche Integralsatz

Die Quellen einer Vektor-Vektorfunktion v(r) (Ortsvektor r
als unabhangige Variable) werden durch eine Skalarfunktion,
die Divergenz‘divv(r) beschrieben. Fur die Divergenz gilt in
einem Punkt r:

. 1
divw(r)=lim— v-nd/l”
( ) 20 Q| Fi@
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Der Fluss von v durch die Randflache 7 eines Volumens 2:

95 v-nd/”
['=00
Zerlegt man 221in 5
zwel Teilgebiete
£, und £
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Fur eine N-fache Unterteilung des Volumens 2 gilt:

=1 I
N <j>v-dF
pv-dr=3 dpv-dr=>|2|" 7]
r I=1 T, I=1 i
—>de —divw @Vdr
Grenzubergang N — oo i|!2i| — de und - ) — divw
=1 Q i

Damit ergibt sich der Gaul3’sche Integralsatz:
gf) v-dI' = jdiVVdQ fur alle Volumen Q2
Q

['=00
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Beispiel:

Die elektrische Flussdichte hat die Eigenschaft:

95 D-nd/ = jde fur alle Volumen 2

I'=00

Aus dem Gaul} schen Satz folgt:
cﬁ D-nd/ = IdIVDdQ und daher

['=00

jdldeQ = jde fur alle Volumen Q2
Q

Es gilt daher:

divD=p
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6.2.3 Rotation eines Vektorfeldes, der Stokes‘sche Satz

Die Wirbel einer Vektor-Vektorfunktion v(r) (Ortsvektor r
als unabhangige Variable) werden durch eine
Vektorfunktion, die Rotation|rotv(r)|beschrieben. Fur die
Rotation in einer Richtung (Einheitsvektor €) gilt in einem
Punkt r (e ist der Normalvektor der Flache /7in diesem
Punkt):

1
e-rotv(r)=|im— V- ds
( ) [0 F|C§EF
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Das Linienintegral von v Uber einen geschlossenen Weg
(Randkurve C einer Flache 7): Cﬁ v-dr

C=oI"

Zerlegt man 7”in
zwel Teilflachen
77 und 75

C=C/+C] c
C,=C/+C,; C,=C,+C,

305



Fur eine N-fache Unterteilung der Flache 77 gilt:

g")v-ds:Zgﬁv-ds:Z|Fi|r‘|Fi|

i=1
%K_J
—>J.dl“ —n- rotv

<j>v ds

— N-rotv
17

Grenziibergang N — oo:: Z|F |- de und =

Damit ergibt sich der Stokes’sche Satz:
<_[> v-ds= jrotv-ndf fur alle Flachen I~
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Beispiel:

Die elektrostatische Feldstarke hat die Eigenschaft:
<_f> E-ds =0 flr alle Flachen I~

C=0rI"

Aus dem Stokes'schen Satz folgt:
<_[> E~ds:jrotE-ndF und daher
C=0rI" r

jrotE -nd /" =0 fur alle Flachen I~
A

Es gilt daher: [rotE =0 falls %: 0

Die Aussage E =—gradV falls 9 =0 ist aquivalent:

ot
rotgradu = 0 fir alle Skalarfunktionen u
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6.2.4 Gradient, Divergenz und Rotation in orthogonalen
Koordinatensystemen, der Nabla-Operator

Allgemeine orthogonale Koordinaten x,, X,, X,

Kartesische Koordinaten: X, =X, X, =Y, X; = Z.

zylinderkoordinaten: 21 +(1¢.2)
X\ =I, X, =0, X, =1. Y
X=rCcos¢, y=rsing

NS\W

Kugelkoordinaten:

X, =I X, =0,X,=9.
X=rsin@cosg, y =rsinfsin g,
Z=1rcosé
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Im Allgemeinen bedeuten X,

X, und X5 keine Langen.

Der differenzielle Abstand ds, zwischen den Punkten
(X1, X5, X3) UNd (X;+0Xq, X5, X3) ISt hdX;.

Allgemein: ds; = h.dx.

metrische
Koeffizienten
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Metrische Koeffizienten in verschiedenen Koordinatensystemen:

Kartesisches Koordinatensystem: ds, = dx, ds, =dy, ds, = dz,

X, =X X, =Y, X, =12 h=1h,=1h,=1.
Zylinderkoordinatensystem: ds, =dr, ds, =rdg, ds, = dz,

X =0X, =0, X =1 h=1h =rh =1
Kugelkoordinatensystem: ds, =dr,ds, =rdé, ds, =rsin&dg,

X\ =rX,=0,X,=¢ h=Lh,=r,h,=rsing.
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Gradient im allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem:

u(x,, X,, X;) sei eine Skalarfunktion.

(gradu)l = lim u(X1+AX1’X2’X3)_U(X1’X2,X3) _ 1 ou
As; —0 ASl hl aXI

1 ou 1 ou 1 ou

radu(x,, X,,X,)=——e, + ——e, +——¢
g (1 2 3) hl 6)(1 1 h2 8)(2 2 h3 8X3 3

ou 6u @u
radu(x, y, z ——e
gradu(r,qﬁ,z)z—er+18—ue¢+(’9—ueZ

or r og 0z

gradu(r,8,¢) = 6—uer +18—ue9 - 1 o e,
or r oo rsiné@ og
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Divergenz im allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem:

V(X X,, X;) Sel eine Vektorfunktion.

divv = I|m—<_[>v nd/” Vy

20]02) ds, = h,dx o Mg
| v-nd I =—v,h,hdx,dx, P o,
ds, = hydX,
1
[ veondr= (vl +%dxlj(h2h3 ALY dxljdx
7, OX, Oy

=v1h2h3dx2dx3+5("522h3)dxldx2dx3+0(dx A dx, )
1
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o(v;h,h, )

j v-nd/ = J'v ndF+J'v nd/ = dx, dx, dx,
I+ Xl

cﬁv nd/’ { (v ) (Vzhlh3) + (V"”hlhz)}dxldxzdx?)
OX, OX, OX4

2| = ds,ds,ds, = hh,h,dx,dx,dx,

: 1
divw(x,, X,, X,;) = h,h,)+ v,hh + v,h h
)= | L)+ 2 )+ 2 )
0
divv(x,y,z) = V, X+ Vy+8vz
oXx oy oz
oV,
divv(r, g,z = 2OVe) [ 1V | OV,
r or r8¢ 0z
oV
d|vv(r<9¢)_la(rv)+ 1 8(S|n¢9v9)+ 1 ;
r’ or rsind o6 rsiné o¢ 313



Rotation im allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem:

V(X X,, X;) Sel eine Vektorfunktion.
C,=CP+C®+C®+C
(rotv), = I|m—<j>v dr X1 C®

Cl(3) o 1
X
v-dr =Vv.h.dx X3 2
C'!n S ds, = h,dx ds, = hydx,

@ co
oV, :
jv-ndl‘ =—| V,+—=dX, | h,
c OX
)

1
+ahzdx3jdx2 -
OX,

3
=—V2h2dX2—6(V2 22 dx, dx, + O(dxax,dx,)
OX4
[v-dr= 00 g gy [v-dr= 003 4y o,
cWic® 8X3 c@tc® @Xz
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o(vshs)

§v -dr = ™ dx,dx, — a(;)Z(hZ)dxzdx?) |7, = ds,ds, = h,h,dx,dx,
2 3
1 1 1
rotv(x,, X,, X,) ), = e, _— . T @
( 1 : 82 3 ) h2h3 1 h3h1 : h1h2 ’
L)L) oy 0 0 o

0%, OX, OX,
hlvl h2V2 h3V3

Z. B.: Kartesische Koordinaten:

e, €, &,
0 0 O
rotv =
oX oy oz
vV, Vv, V,
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Der Nabla-Operator (V-Operator) :

In kartesischen Koordinaten:

0 0 0
V=—e +—e +—¢,.
ox oy ' oz

Gradient, Divergenz und Rotation mit v :

0 0 0 ou ou ou
Vu=| —e,+—€ +—¢, U=—¢, +—€ +—e,=gradu
ox = oy 0z OX oy ' oz

0 0 0
Vov=l—e +—e, +—e, [(V,e +V,e, +Ve,)=
ox oy ' oz
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€ € €

X y Z

VXV = 0o 9 3 = rotv
OX oy 0z
vV, V, V

« Yy VY,
Produktregeln:
grad (uv) =V (uv)=V(uyv)+V(uv,)=uvv+vvu =
= ugradv + vgradu

div(uv)=V-(uv)=V-(u,v)+V-(uv,)=uvv+v-Vu =

= udivv +Vv-gradu
rot(uv)=Vx(uv)=Vx(uv)+Vx(uv,)=uVxv+Vuxv=

= urotv + gradu x v
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Beispiel: Beweis der Aquivalenz der zwei Ausdriicke
flr die elektrische Energie:

1 1
WG:EJdeQ:EHELE-DdQ

div(VD) =VdivD+gradV -D=V p—E-D
| pvd2= | pvd2=[E-Dd2+ | div(VD)d2
R® Q R® R®

P

GauR'scher Satz: jdiv(VD)d_Qz <J5VD-ndF= <_[> VD-nd/I”
RS oR3

[ —0
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Das Potential jeder im Endlichen liegenden Ladungsverteilung
geht im Unendlichen mit 1/r gegen Null, wahrend die
elektrische Flussdichte mit 1/r2 gegen Null geht.
Daher geht das Produkt VD.n mit 1/r2 gegen Null, die
Integrationsoberflache aber nur mit r2 gegen unendlich. Damit
gilt:

$ VD-ndr =0

[ —

ijdQ= ijdgsz.DdQ
RS Q0 R3

2,

1
WG:EJdeQ:EH!gE-DdQ g.e. d.

2,
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6.3 Die differentielle Form der Maxwell*schen Gleichungen

Die 1. Maxwell‘sche Gleichung

<ﬁ H-ds=j(J+i—?j°ndF flr alle Flachen I°

C=0I" r

Stokes‘scher Satz: <]5 H-ds=jrotH-ndF
C=0I" A

Daher: jrotH nd/ = j(J +8—Dj-ndf
. . ot

Da dies fur beliebige Flachen gilt: | rotH =J +@

ot
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Die 2. Maxwell‘sche Gleichung

C=orI

<_[> E.ds= —j%—?-ndf fur alle Flachen I
I

Stokes‘scher Satz: <j> E-ds=_[rotE-ndF

C=orI"

Daher: jrotE nd/ = —j— nd/”

Da dies flr beliebige Flachen gilt:

rotke = —@

ot
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Die 3. Maxwell*sche Gleichung

<f> B-nd/ =0 far alle Volumen 2

I’'=00

Gaul¥‘scher Satz: CJS B-ndF:jdideQ
=0(2 Q0

Daher: J-C“VBd.Q =0
Q0

Da dies flr beliebige Volumen gilt:

divB =0
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Die 4. Maxwell*sche Gleichung

<_f> D-nd/ = jpd.Q fur alle Volumen Q2
=00

Q0
Gaul¥‘scher Satz: c_ﬁ D-ndl“:jdide_Q
=0(2 Q0

Daher: |divDd2 = [ pd©2
0 0

Da dies fir beliebige Volumen gilt: divD=p
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Zusammenfassung:

|. rotH = J+8—D

ot

1. rotE——a—B,

ot
111.divB =0,

IV. divD = p,

D=5E,B:yH,J:7/E
1

W=W,+W EE D+ H-B
J

p=—.
/4

fes

O'—oU

W:jwd.o, P:jpdg.
Q0

_|_
O ey 0

H -dB],
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