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1 Das elektrische Feld

1.1 Die elektrische Ladung

Lange Zeit galten Atome als die kleinsten, nicht weiter teilbaren Bausteine der Materie
(atomos heiBt unteilbar). Die Griechen Leukipp und Demokrit beschrieben dies schon
etwa 500 vor Christus in ihren Schulen. Sie machten Beobachtungen iiber Anziehungen
von einem Stiick Fell, welches mit Bernstein (griechisch: elektron) in Berithrung kam.
Damit haben sie den Begriff Elektrizitat gepriagt. Erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts
erkannten die Physiker, dafl das Atom nicht unteilbar ist (Rutherford, 1871-1937). Das
Atom besteht nunmehr aus einem Atomkern um den in bestimmten Absténden Elek-
tronen kreisen. Der Atomkern besteht aus Neutronen und Protonen. Die Wirkung eines
Atoms nach auflen hin ist neutral. Entzieht man einem Atom beispielsweise ein Elektron,
so kann eine Wirkung beobachtet werden, die man als elektrisch bezeichnet. Aus einer
Vielzahl von in der Natur vorkommenden Kraftfeldern (z.B. Gravitationsfeld) befafit sich
die Elektrotechnik intensiv mit einem Kraftfeld, welches als elektrisches Feld bezeichnet
wird. Ein Korper im elektrischen Feld reagiert zufolge einer elektrischen Ladung. Die
elektrische Ladung Q) beschreibt den elektrischen Zustand eines Korpers. Sie hat die aus
den SI-Einheiten abgeleitete Einheit [As| oder auch Coulomb [C] genannt und wird in
einem Vielfachen der sogenannten Elementarladung e ausgedriickt.

Elementarladung e = 1, 602189210 1°C

Es ist dies eine Naturkonstante. Es gibt nun Koérper, die per Definition positiv geladen
sind und solche die negative Ladung aufweisen. Beispielsweise gilt :

ein Elektron ist negativ geladen, d.h. Q = -e
ein Proton ist positiv geladen, d.h. Q = e
ein Neutron ist ungeladen, d.h. Q = 0

Der willkiirlichen Definition der Vorzeichen liegt zugrunde, dafl ein Elektroneniiber-
schufl mit minus, ein Elektronenmangel mit plus bezeichnet wird.
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1.2 Wirkung elektrischer Ladungen

Man erkannte aus zahlreichen Versuchen (z.B. Bernsteinversuch der Griechen), daf elek-
trisch geladene Korper aufeinander eine Kraft ausiiben. Charles Augustin Coulomb (1736
-1806, franzosischer Ingenieur und Physiker) gelang es, fiir diese Kraftwirkung eine, dem
Gravitationsgesetz &hnliche GesetzméBigkeit aufzustellen(1785):

Zwei Korper wirken entlang ihrer Verbindungslinie mit einer Kraft, die proportional
dem Produkt ihrer elektrischen Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrat
ihres Abstandes ist.

In mathematischer Schreibweise lautet das Coulombsche Kraftgesetz :

5, Q1.0
F:k%en (1.1)

[
|
|
|
|
|
« -

Abbildung 1.1: Krifte zweier geladener Korper, in diesem Fall: Abstolung zweier gleich-
namig geladener Korper.

Die Proportionalitidtskonstante in (1.1) entspricht dabei:

k= (1.2)

Nm?
_ 9
= 8,987.10 [02 ]

TEQ
€p wird darin als elektrische Feldkonstante bezeichnet. Die physikalische Bedeutung

dieser Grofle wird spéter noch besprochen. Es ist nun zweckméfig, den Begriff der elek-
trischen Feldstérke einzufiithren. Dazu denke man sich den Korper mit der elektrischen
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Ladung @) festgehalten. Mit der zweiten elektrischen Ladung () (Probeladung) unter-
suchen wir die Wirkung des ersten Korpers im Raum. Bezieht man die gemessene Kraft
F auf die Ladung )» des Probekorpers, erhélt man die elektrische Feldstéirke E :

—

7 Flkgm1 N Ws1 VAs1 'V

_ - _ = = — 1.
! Q2| s2 As As m As m As m (13)
bzw.
= 1 Q.
E. = =, 1.4
! 4meg 12 (14)

Dem entsprechend existiert um einen geladenen Korper ein elektrisches Feld, dessen
Grofle proportional der elektrischen Ladung ist und mit dem Quadrat des Abstandes vom
geladenen Korper abnimmt. Die Richtung des Feldes entspricht der radialen Richtung
€., vom Mittelpunkt der Ladung laufend. Die Gesamtheit aller Feldstarkevektoren E
bezeichnet man als das elektrische Feld.

Wird ein Koérper mit der Ladung Q in ein elektrisches Feld E gebracht, so erfahrt
dieser die Kraft

F = QE, (1.5)

wobei E die elektrische Feldstirke am Ort des Korpers mit der Ladung Q angibt. Bei
diesen Betrachtungen mufl vorausgesetzt werden, dafl die raiumlichen Ausdehnung des ge-
ladenen Korpers und dessen Ladung so gering sind, daf§ die urspriinglich vorherrschende
Feldverteilung nicht gestért wird (Punktladungen). Sind mehrere Punktladungen vor-
handen, so erzeugt jede fiir sich ein elektrisches Feld. Da der Zusammenhang zwischen
E und Q linear ist (Gl. 1.4), ergibt die Uberlagerung der Felder aller Ladungen das Ge-
samtfeld. Beispielsweise ergibt die Gesamtfeldstéarke fiir drei unterschiedliche Ladungen
@1, Q2 und Q3 in einem beliebigen Punkt im Raum :

Die Gesamtfeldstirke £ im Punkt P errechnet sich dabei zu

E =

1 S0,
S Sl (1.6)

1.2.1 Feldlinien und Feldlinienbilder

Um den optischen Eindruck iiber das Feldverhalten im gesamten Raum zu erhalten,
miifite man in sehr vielen Punkten die Feldstirkevektoren in Betrag und Richtung dar-
stellen. Ubersichtlicher ist es, das Verhalten mit Hilfe sogenannter Fedlinien wiederzu-
geben. Man erhilt eine Fedllinie, wenn man von einem gegebenen Punkt aus ein kleines
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Q1

Abbildung 1.2: Uberlagerung der elektrischen Feldstérken mehrerer Punktladungen in
einem beliebigen Aufpunkt P.

O

Abbildung 1.3: Konstruktion einer elektrischen Feldlinie.

Stiick in Richtung des Feldstiarkevektors geht, die Richtung des Feldstéarkevektors be-
stimmt, wieder ein kleines Stiick weiterschreitet, und so fort. Aus dieser Darstellung ist
sehr gut der qualitative Verlauf des elektrischen Feldes zu erkennen. Diese Darstellung
gibt indirekt auch iiber den Betrag der elektrischen Feldstirke Auskunft. Er ist um so
hoher, je dichter beisammen die Feldlinien liegen. Alle Feldlinien haben einen Anfangs-
und einen Endpunkt. Entsprechend einer willkiirlichen Festlegung beginnen sie in den
positiven Ladungen und enden in den negativen.

Die positiven Ladungen werden als Quellen, die negativen Ladungen als Senken des
elektrischen Feldes bezeichnet.

1.3 Arbeit, Potential und Spannung

Beﬁndej sich im elektrischen Feld E eine elektrische Ladung Q, so wirkt auf diese eine
Kraft F' gemafl Gl. 1.1. Soll nun diese Ladung Q bewegt werden, so mufl dazu Arbeit
verrichtet werden. Bei einer Verschiebung der Ladung in Gegenrichtung zum elektrischen



1 Das elektrische Feld

Abbildung 1.4: Feldlinienbild zweier punktférmiger Ladungen.

Feld E ist eine Energiezufuhr von auflen erforderlich. D.h. es ist eine mechanische Kraft
erforderliche, welche der Kraftwirkung des elektrischen Feldes entgegenwirkt. Erfolgt
hingegen die Verschiebung in Richtung der elektrischen Feldstérke, so verrichtet das Feld
die notwendige Arbeit. Die Arbeit W ist definiert als das Produkt der lings des Weges
wirkenden Kraft und dem zuriickgelegten Weg. Im Allgemeinen mufl die Richtung der
Kraft nicht mit der Richtung des Weges iibereinstimmen, sodafl die vektorielle Projektion
fiir die notwendige Arbeit mafgeblich ist. Fiir ein differentielles Wegelement ds gilt
allgemein:

AW = Foeen -d§ = —F. -d§=—QE -d§ [Nm=.J] .. Joule (1.7)

ds

Q
P,

Abbildung 1.5: Arbeit im elektrischen Feld.

|dW| = | F||d3] cos o (1.8)
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Die erforderliche Arbeit Wiy zur Verschiebung der Ladung Q von P; nach P (im elek-
trischen Feld) ergibt sich aus dem Wegintegral :

Py

Py -
Wi = —/ F,-ds=-Q | E-ds (1.9)
Py

Py
Bewegt man nun die Ladung Q von P, nach P; zuriick, so dndert sich lediglich die
Richtung des Wegelementes zu —ds, und die Arbeit Wy ergibt sich zu:
P, P, P,
Wy = — el~d§‘:—Q/ B-di=q [ E-ds (1.10)
Py Py Py

Entfernt man folglich eine Ladung ) im elektrischen Feld von einem Punkt P, und bringt
diese Ladung anschliefend wieder in diesen Punkt zuriick, wird keine Gesamtarbeit W
verrichtet:

W:W12+W21 :0 (111)

Die Grofle der Arbeiten Wi, und Ws; sind auch von der Wahl des Weges zwischen den
Punkten P; und P, unabhéngig:

Abbildung 1.6: Bestimmung der verrichteten Arbeit entlang unterschiedlicher Wege.

Dieses Ergebnis 148t sich auch folgendermaflen interpretieren. Das Linienintegral iiber
die elektrische Feldstirke E im elektrostatischen Feld entlang eines geschlossenenen
Weges ist Null.

j{ﬁ-d§: 0. (1.12)

Ein Feld mit dieser Eigenschaft bezeichnet man allgemein als wirbelfrei. Bedingt durch
diese Wegunabhéingigkeit des Integrales wird die Arbeit W nur vom Anfangs- und vom
Endpunkt bestimmt. Man ordnet daher diesen Punkten eine charakteristische Grofe,
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das elektrostatische Potential ® zu. Es wird definiert:

Wa=— [ Fi-ds=Q /. —E - d3] = Q[&(P5) — B(Py)]. (1.13)

Py

Diese Definition erlaubt es, zum Potential ®(P) einen beliebigen, konstanten Wert zu ad-
dieren, ohne daf} sich der Wert des Linienintegrals (Gl. 1.13) dndert. Das elektrostatische
Potential ist eine skalare Grofe.

Fiir die Differenz der Potentiale in den Punkten P; und P kann

P V

Py

geschrieben werden. Die Grofle Uy, bezeichnet man als elektrische Spannung zwischen
den Punkten P, und Ps.

1.4 Materie im elektrischen Feld

Bisher erfolgten alle Betrachtungen fiir luftleeren Raum, d.h. weder elektrisch leitfahige
noch isolierende Korper waren vorhanden. Bei Vorhandensein derartiger Kérper miissen
die entsprechenden Materialeigenschaften mitberiicksichtigt werden. Bringt man nun ein
Material, zB. einen Matalldraht oder PVC in des elektrische Feld ein, so wird sich das
elektrische Feld im Inneren derselben unterschiedlich einstellen. Um dies nun beschrei-
ben zu konnen, ist es zweckméflig, neben der elektrischen Feldstérke E, eine weitere
FeldgroBe, namlich die elektrische Verschiebung 5, einzufithren. Sie ist als Propor-
tionalitédt zur elektrischen Feldstérke folgent definiert:

. L[ C* VvV (A’ V As
D=ek Nm2m  VAsmm

(1.15)

m2 |’

Die Einheit der elektrischen Verschiebung D entspricht einer Ladung pro Fliche (Gl
1.15). Auf die Proportionalititskonstante € wird bei der Beschreibung isolierender Stoffe
niher eingegangen.

Zunéchst werden elektrisch leitfahige Korper und hernach nichtleitende Korper in ein
elektrisches Feld eingebracht und die jeweiligen Auswirkungen und Phénomene unter-
sucht.
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1.4.1 Leitfdhige Korper - Influenz

Ein leitfahiger Korper, zB. ein Stiick Kupferdraht, zeichnet sich dadurch aus, dass die
um die Atomkerne kreisenden Elektronen unter sehr geringem energetischen Aufwand
fiir einen Ladungstransport (=Strom) zur Verfiigung stehen. Die Elektronen sind hoch
beweglich.

Bringt man nun einen Leiter, -er ist elektrisch neutral- in ein elektrisches Feld E ein,
so wird auf die Elektronen jeweils die Kraft F = QE wirken. Aufgrund ihrer hohen Be-
weglichkeit werden sich diese Elektronen bewegen. Diese Bewegungen erfolgen so lange
bis die Elektronen keine Feldstéarke mehr verspiiren, dh. wenn die Bedingung E=0
erfiillt ist. Damit ist auch die Kraft £ auf die Ladungen Null. Diesen Vorgang nennt
man die elektrische Verschiebung oder Influenz

Alle Ladungen des Leiters sind nunmehr flichenhaft an der Oberfliche des Leiters
verteilt (vgl. Abb. 1.7).

M Ladungen

Leiter

Abbildung 1.7: Ladungsverteilung und elektrisches Feld in einem elektrisch leitfdhigen
Korper.

Somit ist das Innere des Leiters feld- und ladungsfrei. Man kénnte sich dieses Gebiet
durch einen Isolator oder durch leeren Raum ersetzt denken, an dessen duflerer Begren-
zung die Ladungen sitzen. Die folgenden wesentlichen Aussagen kénnen nun getroffen
werden:

1. Elektrische Felder werden durch leitfihige Korper abgeschirmt.

2. Die elektrischen Feldlinien miinden auf leitfihigen Koérpern stets senk-
recht ein.

3. Da das Innere eines Leiters feld- und ladungsfrei ist, muf3 die Leitero-
berfliche eine Fliche konstanten Potentials darstellen (Aquipotential-
fldche).

Aus der Einheit der elektrischen Verschicbung D [As/m?| ersieht man, dafl aus dessen
Integration iiber eine Flédche eine elektrische Ladung Q resultieren muf.
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Tatséchlich ergibt ein geschlossenes Oberflaichenintegral von D iiber ein beliebiges
Gebiet die darin enthaltene Gesamtladung:

ﬁﬁ-df:@. (1.16)

Diese Beziehung bezeichnet man als das Gauf3sche Gesetz. Wird das Integral nicht
iiber eine geschlossene Fliche, sondern nur iiber eine beliebige Fliache I' ausgefiihrt, so
ergibt dies den elektrischen Flufl W;:

U, = / D-dr. (1.17)
I

War der leitende Kérper vor dem Einbringen in das Fremdfeld E ¢ ungeladen, so ist
er es dann auch wieder. Das geschlossene Oberfldchenintegral iiber den eingebrachten
Leiter ergibt Null, da eine gleich grofle Anzahl von positiven und negativen Ladungen
influenziert wurde. In jedem Fall liegen die Influenzladungen umgekehrten Vorzeichens zu
den influenzierenden Ladungen niher diesen influenzierenden Ladungen. Aufgrund der
hoheren Feldstdrken im nédheren Bereich werden sich influenzierende und influenzierte
Leiter immer anziehen. Zur Feststellung der elektrischen Verschiebung D kann der Effekt
der Influenz herangezogen werden.

1.4.2 Nichtleiter oder Isolatoren - Polarisation

Anders als beim leitenden Korper kann ein Isolator von einem elektrischen Feld durch-
setzt werden. Man bezeichnet derartige Stoffe oft als Dielektrika (dia heifit durch).
Die Elektronen eines isolierenden Materials, zB. PVC oder Glas, sind nur beschrinkt
beweglich. Sie konnen sich nicht solange bewegen, bis vollige Feldfreiheit vorherrscht. Es
wird ein elektrisches Feld im Inneren verbleiben. Ein Maf fiir die Verschiebbarkeit von
Ladungen wird nun mit der Dielektrizitdtszahl e ausgedriickt.

Ahnlich dem Falle eines Leiters im elektrischen Feld kann man auch bei einem Isolator
die Ladungen an der Oberfliche vermuten. Die Dichte der Ladungen an der Oberfléche
wird jedoch vergleichsweise klein sein, da ja im Inneren ein Feld EZ verbleibt. Man nennt
diese Ladungen Polarisationsladungen mit der Dichte o,,,. Als Polarisation bezeichnet
man die makroskopisch feststellbare Ladungsverschiebung in dielektrischen Stoffen.

Im atomaren Verband kénnen sich in einem Isolator die Ladungsschwerpunkte nur sehr
begrenzt verschieben. Dies ist so lange moglich, bis sich zwischen der trennenden Kraft
des dufleren elektrischen Feldes und der Anziehungskraft der Polarisationsladungen ein
Gleichgewichtszustand einstellt. Auf die unterschiedlichen Arten der Polarisation (Elek-
tronenpolarisation, Molekiil-Polarisation und Orientierungspolarisation) wird
hier nicht nédher eingegangen.



1 Das elektrische Feld

Die Abschwéichung der elektrischen Feldstéirke in einem dielektrischen Stoff gegeniiber
luftleeren Raum kann durch den formalen Zusammenhang

D=¢E = ¢ e FE, (1.18)

A a
€ = 8,854 -10712 [—S = —} ... Farad pro Meter. (1.19)
Vm m

iiber € bzw. ¢, erfaBit werden. ¢, bezeichnet man als relative und ¢ als absolute
Dielektrizitdtskonstante des entsprechenden Stoffes. Gl. 1.18 besagt, dafl eine Erhchung
der relativen Dielektrizitiatszahl eines Mediums eine Erniedrigung des elektrischen Feldes
in diesem Medium zur Folge hat.

1.4.3 Unterschiedliche dielektrische Stoffe

In der nachfolgenden Tabelle 1.1 sind die Dielektrizitédtszahlen einiger Stoffe aufgelistet.

Stoff | ¢, Stoff | e,
Luft | 1,00059 Quarz | 3,8 bis b
Petroleum | 2,0 Glas | 5 bis 7
Polyéthylen | 3,2 Keramik | 9,5 bis 100
Polystyrol | 2,6 Diamant | 16,5
Gummi | 2,5 bis 3,5 Nitrobenzol | 36,0
Bernstein | 2,8 destil. Wasser | 81,0

Tabelle 1.1: relative Dielektrizitatszahlen.

Es gibt in der Natur einige Stoffe, die in den unterschiedlichen Achsenrichtungen
verschiedene Dielektrizitéitseigenschaften aufweisen. Zur Beschreibung des Feldverhal-
tens derariger Stoffe miissen die Materialeigenschaften entsprechend durch eine Matrix
beriicksichtigt werden, z.B. durch:

ez 0 0
0 0 e,

€z, € und €, sind darin die relativen Dielektrizitédtszahlen fiir die indizierten Achsen-
richtungen.

10
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1.4.4 Die Kapazitit

Man betrachte die einfache Anordnung zweier paralleler, in einem Abstand d angeord-
neter Platten (Abb. 1.8). Auf einen der Leiter bringt man eine positive Ladungsmenge
+Q auf, auf den anderen gleich viele Ladungen umgekehrten Vorzeichens. In der Praxis
erfolgt dies mit einer Spannungsquelle, deren Klemmen {iber leitende Verbindungen mit
den zwei Platten verbunden sind.

+Q‘

_Q‘

Abbildung 1.8: Zwei parallele Platten mit Batterie als Spannungsquelle

Es werden hierbei auf dem einen Leiter Ladungen der einen Art, auf dem anderen dieje-
nigen umgekehrten Vorzeichens verschoben (influenziert). Bei einer gegebenen Spannung
kénnen diese Platten nur eine ganz bestimmte Anzahl von Ladungen aufnehmen. Ein
Maf dafiir ist die Kapazitat C (Aufnahmeféhigkeit). Aus Versuchen erkannte man, dafl
C umso grofer ist, je grofer die Fliache A der Leiter ist, je grofler die Dielektrizitétszahl
€ des dazwischenliegenden Mediums ist und sie wichst mit kleiner werdendem Abstand
d der beiden Platten zueinander. Fiir die Ladungsmenge auf einer Platte gilt:

Q=-—"U=CU. (1.21)

C=2=L""""1" — Farad (1.22)

Zur Veranschaulichung betrachte man eine Plattenanordnung mit einer Flédche von
A=1 em? in einem Abstand von d=1 mm zueinander plaziert. An diese Platten wird
eine Spannung von U=1 V gelegt. Das Medium zwischen den Platten sei Luft (¢, = 1).
Es ergibt sich die Kapazitét :

A 1,0.10*
C =e— =8,854.10712 2

11
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——__ /
I

Abbildung 1.9: Kapazitiat zwischen zwei leitenden Kérpern

Bei einer Spannung von 1 V folgt die Ladungsmenge je Platte, nach Gl. 1.21 zu
Q=C0U =8,854.10"" As. (1.24)

Dividiert man diese Ladungsmenge durch die Elementarladung e, so erhélt man die
Anzahl der auf der Platte pro Quadratzentimeter befindlichen Ladungen. Hier sind dies
5,52615.10° Elektronen.

Voneinander isoliert angeordnete Leiter, zwischen denen sich ein elektrisches Feld ein-
stellen kann, nennt man Kondensatoren. Ihr Einsatzgebiet in der Elektrotechnik er-
streckt sich iber praktisch alle Teilgebiete, von der Elektronik iiber die Nachrichtentech-
nik bis zur Hochspannungs- und Anlagentechnik. Dementsprechend gibt es eine Vielzahl
von Bauarten und Ausfiihrungen von Kondensatoren.

Parallelschaltung von Kondensatoren

Das Schaltsymbol eines Kondensators wird durch zwei etwas dickere, parallele Striche,
welche die Platten eines Kondensators stilisieren, und den elektrischen Verbindungen zu
diesen Platten dargestellt (Abb. 1.10).

Abbildung 1.10: Schaltsymbol eines Kondensators

Durch das Verbinden jeweils einer Platte von zwei oder mehr Kondensatoren in nach-
folgender Weise werden die verbundenen Platten auf gleiches Potential gebracht.

12
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Abbildung 1.11: Parallelschaltung von Kondensatoren

Damit liegt an allen Kondensatoren dieselbe Spannung U. Die Gesamtkapazitit ist
die Summe aller verschobenen Ladungen bezogen auf die Spannung U:

Cges:Qées:Q1+Q2+C(2]3+”‘+Qn:Ol+02+03+"'+0n (125)

Werden Kapazititen parallel geschalten, so ergibt sich die Gesamtkapazitit
aus der Summe aller Teilkapazititen.

X1 Qi

C1ges = U

=", C; (1.26)
Da an allen Teilkapazitéiten dieselbe Spannung U liegt, folgt
Q;=C;U — Q1:Q2:Q3: - :Q,=C1:Cy:C3:---:C,. (1.27)

Die zugefiihrte elektrische Ladungsmenge @),¢s verteilt sich auf die Kondensatoren im
Verhiiltnis ihrer Kapazitaten.

Reihenschaltung von Kondensatoren

Schaltet man mehrere Kondensatoren derart, dafl zwischen dem Ende des einen und dem
Beginn des néchsten eine leitende Verbindung besteht, so erhélt man eine Serien- oder
Reihenschaltung von Kondensatoren (Abb. 1.12).

Schliefit man dieses Gebilde an den beiden duflersten Anschliissen mit einer Span-
nungsquelle (z.B. Batterie) zusammen, so werden sich zunéchst an den beiden dufersten
Platten Ladungen verschieben. Durch das entstehende elektrische Feld werden infolge In-
fluenz auch Ladungen auf den dazwischenliegenden Platten verschoben. An allen Platten
muf sich dieselbe Ladungsmenge +Q bzw. -Q einstellen. Es gilt:

@ _Q 50 _@Q
a, UQ = 02, U3 — Un - . (128)

U, = I
! Cs’ C,

13
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el el

e e e al—

U, U, U, U

n

v

U

Abbildung 1.12: Reihenschaltung von Kondensatoren

Die gesamte angelegte Spannung verteilt sich auf die Kondensatoren gemé$ :

- 1 1 1 1
U= [ B-di=U+Us+ Vst +U, = (— I —) 1.29
§=U1+Us+Us+ -+ Q01+O2+03+ +Cn( )
Die Gesamtkapazitéit erhélt man wiederum aus dem Quotienten % Zu:
I (1.30)
C1ges B Cl 02 CS Cn '

Als héufig auftretenden Sonderfall sei hier die Seireinschaltung zweier Kondensatoren
angefiihrt:

1 Oy
o=~ | - =2 1.31
<F+C—> N (1.31)

Durch die Serienschaltung von Kondensatoren wird die Gesamtkapazitat
verkleinert.

1.4.5 Beispiel aus der Praxis

Man betrachte die in Abb. 1.13 dargestellte Anordnung einer Hochspannungs-Freileitung.

Die drei Leitungen des Energieiibertragungssystemes haben unterschiedliches Poten-
tial. Damit ist eine typisch kapazitive Anordnung gegeben. Die Kapazititen, sie sind in
der mittleren Abbildung dargestellt, beeinflussen nachhaltig das elektrische Verhalten
eines Energieiibertragungsnetzwerkes. Bei Doppel- und Mehrfachsystemen, wie sie bei
380kV-Trassen eingesetzt werden, sind die Verhéltnisse noch komplexer (rechte Abbil-
dung).

14



1 Das elektrische Feld

Abbildung 1.13: Kapazitéiten an einer Hochspannungsleitung.

1.5 Energie im elektrostatischen Feld

Bisher wurde davon gesprochen, daf sich ungleichnamige Ladungen anziehen (Coulomb-
sches Kraftgesetz). Zur Trennung von Ladungen mufl hingegen mechanische Arbeit ver-
richtet werden. Beim Bernstein-Versuch war die mechanische Tétigkeit das Reiben des
Fells an Bernstein. Dem Energieerhaltungsprinzip entsprechend muf} sich diese Arbeit
in irgend einer Form wiederfinden. In unserem Falle ist dies die elektrische Feldener-
gie. Sie ist im Raum, in welchem sich das elektrische Feld erstreckt, gespeichert. Man
beobachte nun folgenden Versuch.

Zwei Korper, Leiterl und Leiter 2 haben die elektrischen Potentiale ®; und ®5 (Abb.
1.14).

O
D, dQ D,

Abbildung 1.14: Verrichtung mechanischer Arbeit und Speicherung elektrischer Energie.
Wird nun eine differentielle elektrische Ladung dQ entgegen der elektrischen Feldkréifte

von Leiter 1 nach Leiter 2 gebracht, so mufl mechanische Arbeit —dW,,..., aufgebracht
werden (negatives Vorzeichen bedeutet verbrauchte Energie):

AW = —dWipeen, = dQ (Pg — $1) = dQ Uy = dQ U. (1.32)

15



1 Das elektrische Feld

Allgemein ist die Ladung proportional der Spannung (@ = C' U, Gl. 1.21). Bei diesem
Versuch bleibt die Kapazitidt C der Anordnung unveréndert. Somit muf fiir die infinite-
simale transportierte Ladung dQ gelten:

dQ = C dU, (1.33)

sodafl mit 1.32

cvr_ QU _ @
2 2 20

Q U

W :/ UdQ = O/ UdU = (1.34)
0 0

folgt und man folgende allgemeine Aussage ableiten kann:

Die in einem Kondensator gespeicherte elektrische Energie entspricht dem
halben Produkt aus der Kapazitit und dem Quadrat der angelegten elektri-
schen Spannung.

16



2 Gleichformig bewegte Ladungen

2.1 Der elektrische Strom

Bisher wurden elektrische Feldverteilungen behandelt, welche sich aufgrund ruhender
Ladungen ergeben haben. Es wurde bei der Influenz zwar von Ladungsverschiebungen
gesprochen, jedoch wurden nur die Endzusténde, d.h. alle Ladungen befanden sich wieder
in einer stabilen, ruhenden und ortsfesten Lage, betrachtet. Dieses Kapitel befafit sich
mit bewegten Ladungen. Die Gesamtheit bewegter elektrischer Ladungen wird
als elektrischer Strom bezeichnet.

2.1.1 Die elektrische Stromstarke

Man betrachte dazu einen -durch welche Mechanismen auch immer- geladenen Konden-
sator, auf dessen einer Platte ein Elektroneniiberschu8 (negative geladene Platte) auf
der anderen ein Eleketronenmangel (positiv geladene Platte) vorliegt (Abb. 2.1).

Elektronenmangel, +Q Stromstirke 1
| > A

Elektronenstrom

Elektroneniiberschuf3, -Q

Abbildung 2.1: Feldabbau an einem Kondensator.

Soll sich nun die zwischen den Platten eingestellte elektrische Feldestérke abbauen, so
muf} ein Ladungsausgleich stattfinden. Die iiberschiissigen Elektronen der einen Platte
miissen zur Platte mit Elektronenmangel fliefen. Damit dies moglich ist, mufl zwischen
den Platten eine leitende Verbindung hergestellt werden. In Metallen sind Ladungen
frei beweglich. Entsprechend eines, wie in Abb. 2.1 dargestellten Leiters wird dieser

17



2 Gleichférmig bewegte Ladungen

Ladungsausgleich moglich. Als phsyikalische Grofle zur Beschreibung des elektrischen
Stromes wird die elektrische Stromstérke I definiert :

Definition:
AQ
I= A7 [A] ... Ampere. (2.1)

Die elektrische Stromstérke I ist die pro Zeiteinheit durch einen festgeleg-
ten Querschnitt hindurchflieBende Ladungsmenge.

Da im allgemeinen die Stromstérke I zeitlich nicht gleichbleibend ist, kann fiir den
augenblicklichen Stromstérkewert die differentielle Anderung der Ladungen pro Zeit an-
gegeben werden(2.2).

_de

I —
dt

A]. (2.2)

Die Flufirichtung des Stromes ist definiert als die Richtung entgegengesetzt zum Elek-
tronenstrom. D.h. der elektrische Strom flieit immer von plus nach minus (Quelle =
Senke). Versuche haben gezeigt, daf§ die Dauer, bis ein Ladungsausgleich erfolgt ist,
abhéngig ist vom verwendeten Material. Die Gesetzméfigkeit zur Beschreibung dieses
Ladungsausgleiches erfolgt spéater.

2.1.2 Gleichstrom, Gleichspannung und Spannungsquellen

Zum Erreichen eines gleichbleibenden Elektronenflusses (Gleichstrom) und damit ei-
ner gleichméfigen Stromstédrke I mufl gesorgt werden, daf§ die ab- bzw. zuflieBenden
Ladungen an den Kondensatorplatten immer in gleichem Mafle vorhanden bleiben. Dies
kann durch eine gleichbleibende Spannung U an den Platten erreicht werden. Es kann
die Spannung U als treibende Grofle fiir die Ladungsbewegung angesehen werden. Un-
abhéngig von der Anordnung mufl also immer Energie (mechanische, chemische, ...)
aufgewendet werden, um fiir die notwendigen Ladungen, die dann zu- bzw. abflielen
konnen, zu sorgen. Bei unseren Betrachtungen ist es zunéchst nicht erheblich, aus wel-
cher Energieform dies geschieht. Der Einfachheit halber verwendet man ein Schaltsymbol
und bezeichnet dieses als Spannungsquelle.

Der Pfeil von der plus-Klemme zur minus-Klemme in Abb. 2.1 wird als Zéahlpfeil
bezeichnet und hat nichts mit einem Vektor zu tun. Der Zihlpfeil wird so gewéhlt, dafl
er vom hoheren zum niedrigeren Potential gerichtet ist.

Durch Verbinden der Klemmen der Gleichspannungsquelle mit einem Leiter entsteht
ein Stromkreis, in dem ein gleichbleibender Strom der Stromstérke I flief3t.

18



2 Gleichférmig bewegte Ladungen

o

U

Abbildung 2.2: Schaltsymbole von Gleichspannungsquellen, links allgemein, rechts
Batterie.

2.1.3 Die elektrische Stromdichte

Damit die vorhin beschriebene richtungsabhéngige Bewegung der Elektronen im Leiter
mathematisch korrekt erfolgen kann, wird wiederum eine vektorielle Grofle benotigt.

Flache A \

Abbildung 2.3: Zur Definition der elektrischen Stromdichte.

Dazu wird die sogenannte elektrische Stromdichte J wie folgt definiert. Fiir ein infi-
nitesimales Flachenelement dA gilt:

dI = J - dA. (2.3)

Die Gesamtstromstirke, welche durch eine Fldche A flieit errechnet sich aus der In-
tegration aller infinitesimaler Stromstérken dI iiber diesen Querschnitt:

I:/fdff (2.4)
A

Umgekehrt kann die elektrische Stromdichte durch

I
J:Z€A (25)
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2 Gleichférmig bewegte Ladungen

dargestellt werden. Man kann dieselbe Stromdichte ]f\ = J in einem Leiter erreichen,
wenn einmal der Strom hoch und der Querschnitt hoch und umgekehrt wenn der Strom
klein und der Querschnitt klein sind.

2.2 Das Ohmsche Gesetz

Es wurde schon erwéhnt, dal die Dauer des Ladungsausgleiches zwischen Quelle und
Senke vom verwendeten Material des Leiters abhéngig ist. In Metallen (gute Leiter) sind
die Elektronen der duflersten Schale praktisch ungebunden. Somit stehen pro Atom zu-
mindest ein freies Elektron fiir den Ladungsausgleich zur Verfiigung. Fiir Metalle ergibt
sich eine untere Schranke von etwa 10?3 Ladungstriger pro ¢m?. Diese ungebundenen
Ladungstréger fiilhren bei Temperaturen gréfler als 0 Kelvin ungeordnete Bewegungen
aus (vgl. Brownsche Moelkularbewegung). Nach aufen erscheint der Leiter elektrisch
neutral.

E >
oy A . e . . o o e

Abbildung 2.4: Bewegung der Ladungstriger im Metall,
links ohne elektrisches Feld, rechts mit elektrischem Feld.

Durch Anlegen einer Spannung U an den Leiter wird nun ein elektrisches Feld erzeugt
und die Elektronen werden entsprechend der auf sie wirkenden Kraft beschleunigt. Nach
einiger Zeit treffen sie auf die Atomriimpfe des Gitters (=Ionen, es fehlen Elektronen)
und werden unter Abgabe von Energie an das Gitter abgebremst, abgelenkt oder zuriick-
geworfen. Sie erreichen keine hohe Geschwindigkeit. Es kann jedoch eine mittlere Drift-
geschwindigkeit festgestellt werden, die proportional zur elektrischen Feldstirke ist. Es
gilt:

7= —pE. (2.6)

Die Proportionalitidtskonstante pi. [T"}—z] wird als Beweglichkeit der Elektronen be-

nannt. Mit der Einfiihrung einer spezifischen Leitfdhigkeit v, definiert durch

V= T HePe = _ﬂe(n(_e»’ (27)
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2 Gleichférmig bewegte Ladungen

wobei n die Anzahl der freien Elektronen pro Volumseinhei ist, folgt fiir die elektrische
Stromdichte :

- ~ Am A S
J=~FE - _ - _ = 2.8
ol = sy =7, = (2.8)
Nachfolgend sind fiir einige wichtige elektrische Werkstoffe deren Materialdaten zu-
sammengefafit:

Leiter | 7[2 .10°] pr [Qm.107% | ag [+ 1077
Silber | 62,5 0,016 | 3,8
Kupfer | 56 0,01786 | 3,93
Gold | 44 0,023 | 4,0
Aluminium | 35 0,02857 | 3,77
Messing | 11-14 0,09-0,7 | 1,5
Eisen | 5-10 0,2-0,15 | 4,5-6
Kohle | 0,01-0,02 100-50 | -0,2 bis -0,8

Tabelle 2.1: Materialdaten einiger Stoffe

Entsprechend Gl. 2.8 ist durch die Vorgabe der elektrischen Feldstirke auch die Rich-
tung des elektrischen Stromes bestimmt. Die Gesamtheit der Stromdichtevektoren J ei-
nes betrachteten Gebietes bezeichnet man als elektrisches Stromungsfeld. Auch hier
gibt es die Unterscheidung zwischen homogenen und inhomogenen Strémungsfeldern.

Zur Beschreibung der Auswirkung des Flieflens elektrischen Stromes in Stoffen wird
nun der Begriff des elektrischen Widerstandes eingefiihrt. Das in Abb. 2.5 darge-
stellte zylindrische Metallstiick sei an dessen Enden mit den Klemmen einer Gleichspan-
nungsquelle verbunden:

Strom I ;
—>

AN
Y |

Abbildung 2.5: Der Ohmsche Widerstand
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2 Gleichférmig bewegte Ladungen

Der Querschnitt A dieses metallischen Zylinders bleibt iiber die gesamte Lénge [ un-
verdndert. éufgrund der angelegten Spannung U stellt sich eine konstante elektrische
Feldstarke £ entlang des metallischen Leiters ein. Fiir die Spannung gilt:

U:/E-d§:|ﬁ|z. (2.9)
l

Infolge des homogenen Leiters ist die Stromdichte iiberall gleich grof3. Daraus resultiert
die Stromstéarke I zu:

I =~|E| A. (2.10)
Nach Substitution der elektrischen Feldstarke mit Hilfe von Gl. 2.9 erhalt man:

U= VLAI (2.11)

Diese Beziehung wird als das Ohmsche Gesetz bezeichnet. Es beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der an einem Leiter angelegten Spannung U und dem, infolge
dieser Spannung flieenden Strom I. Fiir den Bruch in Gleichung 2.11 wird der Begrift
des elektrischen Widerstandes mit dem Formelzeichen R eingefiihrt:

[ m \%4
Vm

und Gleichung 2.11 kann vereinfacht dargestellt werden:
U=RI. (2.13)

Die elektrische Stromstirke I in einem metallischen Leiter ist proportional
der angelegten elektrischen Spannung U.

Sehr haufig wird anstelle der elektrischen Leitfidhigkeit v dessen reziproker Wert, der
sogenannte spezifische Widerstand pp verwendet. Die Zahlenwerte fiir pr einiger
wichtiger Stoffe sind bereits in Tabelle 2.1 aufgelistet. Fiir Gleichung 2.12 kann daher
auch

(2.14)
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2 Gleichférmig bewegte Ladungen

geschrieben werden. Desgleichen verwendet man héufig den als elektrischen Leit-
wert G bezeichneten reziproken Widerstand R™1.

I:%U:GU; [@z{%zS}.”(&mmmS) (2.15)

Im allgemeinsten Fall ist ein elektrischer Leiter nicht so regelméflig wie im falle eines
Zylinders. Es gilt hier

g JE-ds | [E-d§
R===2%_ _—-35__ (2.16)
I [J-dA ~[E-dA
A A

2.2.1 Bauformen Ohmscher Widerstande

Je nach Anwendungsgebiet gibt es eine Vielzahl unterschiedlicher Bauformen Ohmscher
Widerstédnde. Kriterien dafiir sind die thermische Belastbarkeit, Genauigkeit, Langzeit-
stabilitéit, das parasitdre Verhalten, usw. In den nachfolgenden Abbildungen sind unter-
schiedliche Bauformen dargestellt.

Mehrfach -Lackschicht Mehrfach -Lackschicht
Kappe Widerstandsschicht ~ (Wendel ) Kappe Widerstandswicklung
Keramikkdrper
— anhiugret N\ AnschluRdraht
a) Schichtwiderstand b) Drahtwiderstand
Widerstandsmaterial Schutzebdeckung
Anschiu® - | Leiter \ Widerstandsschicht
draht I Lot
—Keramikrohr L otanschiug Keremikireger
L 1 T
¢) Massewiderstand d) Diinnschichtwiderstand

Ebene Schichtwiderstéinde werden auch in Dickschichtschaltungen (a) sowie in inte-
grierten Schaltkreisen (b) ausgefiihrt.

Mittels eines veréinderbaren Abgriffes an einem Widerstand lassen sich sogenannten
Potentiometer oder Spannungsteiler verwirklichen. Bei Drahtwidersténden ermdoglicht
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Leiterbahn Leiterbahn ot If:oly-krlislellllines S_ilizium der Dicke D
onta
Widerstands- | Bt

Schicht

N P (@)

|
>_<I !
1 i e (b2)
Substrat :

ein beweglicher Schleifkontakt den Abgriff an unterschiedlichen Stellen. Auch in Schicht-
technologie werden Potentiometer ausgefiihrt.

2.3 Die Temperaturabhidngigkeit des elektrischen
Widerstandes

Der lineare zusammenhang zwischen Strom und Spannung gilt nur dann, wenn der Ohm-
sche Widerstand R sich nicht &ndert. Nur dann ist gewéhrleistet, dafl eine Erhohung der
Spannung am Widerstand auch eine proportionale Erhéhung des Stromes zur Folge hat.
Diese Konstanz von R ist nicht {iber den gesamten Temperaturbereich gegeben.

() Spezifischer Widerstand pr(T)

293K|

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Temperatur in

Abbildung 2.6: Temperaturabhéngigkeit des spezifischen Widerstandes pg

In Abb. 2.6 ist die Abhéngigkeit des spezifischen Widerstande von Kupfer von der
absoluten Temperatur T [K] grafisch dargestellt. 0K entsprechen -273,15° C. In weiten
Teilen nimmt der spezifische Widerstand pp etwa linear mit der Temperatur zu. Im Be-
reich der Raumtemperatur 75=20° C = 293 K hat folgende lineare Ndherung Giiltigkeit:

Pr(T) = pry [1 + ago(T = T)] [Qm)]. (2.17)
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Darin ist pg, der spezifische Widerstand bei Raumtemperatur 7. Der Temperaturko-
effizient aw ist eine Materialkenngréfe. Fiir einige Stoffe ist dieser Wert in Tab. 2.1 auf-
gelistet. Dieser Temperaturkoeffizient kann auch negatives Vorzeichen besitzen, d.h. der
spezifische elektrische Widerstand wird mit steigender Temperatur kleiner. Bei sehr vie-
len Anwendungen will man iiber einen weiten Temperaturbereich eine Konstanz des elek-
trischen Widerstandes erreichen. Dies kann durch Zusammenschalten von Widerstdnden
mit entsprechenden Temperaturkoeffizienten erreicht werden.

Sind sehr grofle Temperaturbereiche zu betrachten, so ist die lineare Néaherung nicht
mehr genau genug. Es muf} eine quadratische Ndherung herangezogen werden. Die be-
ziehung wird in 2.18 angedeutet, ohne aber auf den darin verwendeten Temperaturkoef-
fizienten [ naher einzugehen.

pr(T) = pro [1+ ax(T — Ty) + B (T — Tp)?]. (2.18)

Es gibt Stoffe, die ihren spezifischen elektrischen Widerstand bei sehr tiefen Tempera-
turen (nur einige Kelvin) plotzlich verlieren und bis zum absoluten Nullpunkt auf Null
bleiben. Derertige Materialien werden als Supraleiter bezeichnet.

2.4 Analogie zwischen elektrostatischem Feld und
Stromungsfeld

Die Gegeniiberstellung der Gleichungen des elektrostatischen Feldes mit denen des elek-
trischen Stromungsfeldes 148t folgende Analogien erkennen:

Elektrostatisches Feld Stromungsfeld

D =¢E J=~E

U= / D-df [= [T d
r A
2 2

U= / E-ds U= [ B.ds
1 1

Q=CU I1=GU
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E und U haben in beiden Fillen dieselbe Bedeutung. Die elektrische Stromdichte
J entspricht der elektrischen Verschiebung 5, der elektrische Flufl ¥ der elektrischen
Stromstérke I, die Dielektrizitédtszahl e ist analog zur elektrischen Leitfdhigkeit v und
die Kapazitit C' entspricht dem Leitwert G.

2.5 Die Leistung im stationdren Stromungsfeld

Zur Beschreibung der elektrischen Leistung P betrachte man ein differentielles Volums-
element dV, gemaf Abb. 2.7 :

dv

_ >dA

Abbildung 2.7: Bestimmung der elektrischen Leistung.
Fiir das differentielle Volumselement gilt:
AV = A - ds (2.19)

In diesem differentiell kleinen Volumen ist die elektrische Feldstérke E und das Langen-
element ds in gleicher Richtung. Die umgesetzte elektrische Leistung dP ergibt sich aus
dem Produkt der elektrischen Spannung in diesem Volumselement mit dem durchflie-
Benden Strom :

AP = dU dI (2.20)

Setzt man darin die Beziehungen
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dU = E - d5
und
dl = J-dA

ein, so folgt:

—

dP=dUdl = E-d3J-dA=E - JdV. (2.21)

Das skalare Vektorprodukt aus den beiden Vektoren E und J bezeichnet man dabei
als Leistungsdichte p.

AP - -
p==E-J (2.22)

Damit wird die in einem Gesamtvolumen () umgesetzte elektrische Leistung zu

P:/E-fdv — Ul [VA=W] .. Watt. (2.23)
Q
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3 Gleichstromschaltungen

3.1 Der einfache elektrische Stromkreis

Der einfache elektrische Stromkreis besteht zumindest aus einer Spannungs- bzw. Strom-
quelle, einem Verbraucherwiderstand und den leitenden, widerstandsbehafteten Verbin-
dungen zur Quelle.

U, o]

RL2

Abbildung 3.1: Einfacher elektrischer Stromkreis.

Die von der Gleichspannungsquelle erzeugte Spannung an den Klemmen wird durch
den Spannungszahlpfeil Ug dargestellt. Die Zuleitungswiderstdnde Ry, und Ry, bedeu-
ten fiir den elektrischen Strom einen Widerstand. An den Klemmen des Verbrauchers
Ry wird daher nur eine um den Spannungsabfall auf den Leitungen kleinere Spannung U
auftreten. Das rechteckige Schaltsymbol stellt den elektrischen Widerstand Ry des Ver-
brauchers dar. In ebensolcher Darstellung konnen die Leitungswiderstinde Ry, und Ry
im sogenannten Widerstandsersatzschaltbild, hdufig nur als Ersatzschaltbild bezeichnet,
dargestellt werden. Die dabei auftretenden elektrischen Spannungsabfélle werden wie-
derum durch Spannungszahlpfeile dargestellt.

Im Ersatztschaltbild mufl folgende Regelung eingehalten werden. Der Strom [/ fliefit
von der positiven Klemme der Spannungsquelle zur negativen. Ist die Richtung des
Stromes [ festgelegt, so sind die Z#hlpfeile der Spannungsabfille iiber den Ohmschen
Widerstédnden in derselben Richtung wie die des elektrischen Stromes [ zu wéhlen. Im
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U, o]

Abbildung 3.2: Ersatzschaltbild des einfachen Stromkreises.

Widerstandsersatzschaltbild Abbildung 3.2 sind die, auf die Leiterldnge verteilten Zu-
leitungswidersténde durch diskrete Widerstédnde Rp; und Rpo ersetzt. Damit gilt im
Widerstandsersatzschaltbild, dafl alle darin eingezeichneten Leitungen ideal, das heift
unendlich gut leitend sind. Entsprechend dem Ohmschen Gesetz errechnen sich die ein-
zelnen Spannungsabfille zu:

URLI = IRLl URL2 = IRLQ U=1R. (31)

3.2 Zweipole

Im Ersatzschaltbild in Abbildung 3.2 werden nur Elemente mit zwei Anschliissen ver-
wendet. Derartige Schaltelemente bezeichnet man als Zweipole. Durch das Strom-
Spannungsverhalten an den Klemmen wird der Zweipol in seinem elektrischen Verhalten
eindeutig beschrieben.

1 I

s p—— o——

I I

I I

I I

IN I

// \ [
L) U U N
<~ -
I |

| |

I |

| |
I o1

Abbildung 3.3: Verhéltnisse an einem allgemeinen Zweipol.

Am linken Zweipol in Abbildung 3.3 werden die tatséichlichen Strom- und Span-
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nungsverhéiltnisse an den Klemmen eines Erzeugers (Quelle) dargestellt. Strom- und
Spannungszéahlpfeil sind entgegengesetzt gerichtet. Diese Richtungszuordnung wird als
Erzeugerpfeilsystem, EZS bezeichnet. In strichelierter Weise ist beispielsweise eine
schon beschriebene Gleichspannungsquelle eingezeichnet.

Auf der rechten Seite in Abbildung 3.3 sind Strom- und Spannungszéhlpfeil in gleicher
Richtung dargestellt. Ein derartiges Klemmenverhalten charakterisiert den elektrischen
Zweipol als Verbraucher. Diese Darstellung wird als Verbraucherzihlpfeilsystem,
VZS bezeichnet. Zur Beschreibung eines Ersatzschaltbildes wird in der Regel nur ein
System verwendet. Im allgemeinen ist dies das Verbraucherzahlpfeilsystem. Wird in die-
sen Arbeitsunterlagen nicht das VZS verwendet, so wird extra darauf hingewiesen.

An einem Ohmschen Verbraucher ist das Produkt aus Strom mal Span-
nung, die elektrische Leistung oder auch Verlustleistung, stets positiv!

Quellen werden solcher Art als aktive und Verbraucher als passive Zweipole bezeich-
net.

3.2.1 Zusammenschaltung von Zweipolen

Durch die Zusammenschaltung von aktiven und passiven Zweipolen kann ein elektrisch
beliebig komplexes Gebilde, das sogenannte Netzwerk entstehen. Zu dessen Analyse
miissen bestimmte Regeln beriicksichtigt werden.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz

Aus der Kenntnis der Quellenfreiheit des elektrischen Stromungsfeldes (es gibt keine
Quellen und Senken von J) kann zunéchst der sogenannte Knotenpunktsatz oder das
erste Kirchhoffsche Gesetz hergeleitet werden. Man betrachte folgende allgemeine

Zusammenschaltung von Ohmschen Widerstédnden in Abbildung 3.4.

Bildet man darin iiber eine beliebig gewéhlte jedoch geschlossene Oberfliche I' das
Flachenintegral gemafl Gleichung 2.4

j{ J-dA=o0, (3.2)
I

so ergibt dies immer Null. Fiihrt man weiter von allen Zu- und Abfithrungen zum
Volumen das Integral aus, so ergeben sich nur Beitrage zum Gesamtintegral, wenn am
entsprechenden Oberflachenelement dA eine Stromdichte J ungleich Null vorliegt. Durch
die unterschiedlichen Richtungen der immer nach auflen gerichteten Fldchennormalen

-

(Richtung von dA) ergeben sich die ins Volumen flieBenden Sréme mit negativen, die
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3 Gleichstromschaltungen

Abbildung 3.4: Zum ersten Kirchhoffschen Gesetz.

aus dem Volumen flieenden Strome mit positiven Vorzeichen. Fiir das von I' begrenzte
Volumen folgt :

—[1+IQ+[3+I4:O bzw. Il :[2+13+I4. (33)

Die Summe der in ein geschlossenes Volumen (in unserem Falle mit der Beran-
dung I') hinein- und herausflieBenden Stréome ist immer gleich Null.

Reduziert man nun dieses Volumen I' auf das Gebiet rund um einen Knoten, z.B. den
Knoten 1 mit der Oberflache I'y, so folgt:

_[1+Il4+112:0 bzw. Il :[14+[12 (34)

Dies gilt fiir alle beliebigen Volumen in einem Netzwerk, also auch fiir jeden einzelnen
Punkt einer Stromverzweigung (Knoten). Somit gilt fiir eine beliebigie Anzahl von zu-
und abflieBenden Stromen in einem Knoten in einem allgemeinen Netzwerk (Abbildung
3.5:

Die Summe aller zu- und abflielenden Strome in einem Knoten eines elek-
trischen Netzwerks ist immer Null

S 1 =0. (3.5)

Diese Beziehung wird als das erste Kirchhoffsche Gesetz bezeichnet. Oftmals wird
dafiir auch der Begriff Knotenregel verwendet.
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Abbildung 3.5: Knoten im Netzwerk mit n Stromen.

Das zweite Kirchhoffsche Gesetz

Mit dem zweiten Kirchhoffschen Gesetz werden die Spannungsverhéltnisse in einem
Netzwerk mit beliebig vielen Quellen und Verbrauchern beschrieben. Folgender Aus-
schnitt aus einem Netzwerk soll zur Beschreibung herangezogen werden:

J

Abbildung 3.6: Zum zweiten Kirchhoffschen Gesetz.

Der Netzwerkausschnitt enthélt drei Gleichspannungsquellen mit den Klemmenspan-
nungen Uy, Uy und Ugz. Entsprechend der Konvention, dafi Klemmenspannung und
Klemmenstrom bei Quellen entgegengerichtet sind, ist durch die Vorgabe der Zahlpfeile
fiir die Klemmenspannungen auch die Stromrichtung in diesen Zweigen festgelegt. Die
Verbindung von einem Knoten zu einem benachbarten wird dabei als Zweig bezeich-
net. Die Richtungen der Spannungsabfille Ug; bis Ugs liber den Widerstanden R; bis
Rs sind durch die Richtungen der Strome in den einzelnen Zweigen vorgegeben (Ver-
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braucher, passive Zweipole). Mit den solcherart gefundenen Teilspannungen kann eine
Spannungsbilanz entlang einer geschlossenen Schleife (Masche) gezogen werden.

Durchlauft man eine Masche, so stellt man fest, daf§ in den einzelnen Knoten unter-
schiedliche Potentiale vorherrschen. Man kann den Umlauf der Masche in einem beliebi-
gen Knoten beginnen. Ebenso ist der Umlaufsinn wéhlbar. Durchlduft man eine Masche
und beginnt beispielsweise im Knoten 1 mit dem Potential ¢, so stellt man fest, dafl die
Potentiale in den einzelnen Knoten der Masche unterschiedliche Werte aufweisen. Been-
det man die Masche jedoch wieder im Ausgangsknoten 1, so mufl dort wieder dasselbe
Potential ¢, erreicht werden. Das bedeutet, durch einen geschlossenen Maschenumlauf
ist die gesamte, durchschrittene Potentialdifferenz Null.

Zunichst weist man allen Elementen im Ersatzschaltbild, d.h. sowohl an den aktiven
als auch an den passiven Zweipolen die Spannungszihlpfeile zu. Anschliefend summiert
man alle Teilspannungen entlang der gewihlten Masche. Dabei werden die Teilspannun-
gen, deren Richtungen dem Maschenumlaufsinn gleichen, positiv, alle anderen negativ,
gezahlt. Diese Summe muf8 Null ergeben. Fiir unsere Masche in Abbildung 3.6 folgt
daher:

—~Urt —Ury —Ups +Up — Ups +Up — Uyz + Ups = 0. (3.6)

Nach dem Umformen von Gleichung 3.6, indem man die Spannungen aller aktiven
Elemente auf einer Seite 148t, folgt:

—Upt —Upe —Ups —Upy + Ups = —Uy — Ugo + Uys. (3.7)

Aus Gl. 3.7 erkennt man, dal die vorzeichenrichtige Summe aller Spannungsquellen
der Summe aller Spannungen an den passiven Zweipolen entspricht. Fiir eine allgemeine
Masche mit m Spannungsabfillen Ug,, an passiven Zweipolen und n Quellenspannungen
Ugn gilt :

In Worten gefaf3t, besagt die Kirchhoffsche Maschenregel bzw. das zweite Kirch-
hoffsche Gesetz:

Die Summe aller Spannungen bei einem vollstindigen Maschenumlauf er-
gibt immer Null!

Serienschaltung von Ohmschen Widerstdnden

Die Serien- oder Reihenschaltung von Ohmschen Widerstdnden wird am nachfol-
gendem Beispiel diskutiert. In Abbildung 3.7, links sind drei Widersténde in Reihe ge-
schaltet. Diese werden von einer Gleichspannungsquelle mit einer Klemmenspannung U
gespeist.
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1 I R, R, R, 1 I
————>— J 1 1 1 f *~———>
—> —> —>
Uy, Uk, Ups

=) U (=) v URgesl H R,

2

N e

Abbildung 3.7: Serienschaltung Ohmscher Widersténde.

Die grundlegende Eigenschaft bei einer Serienschaltung von Widerstdnden besteht
darin, daf3 alle Widerstdnde vom gleichen Strom I durchflossen werden. Bei Kenntnis
der Widerstandswerte konnen die Spannungsabfille an den Widerstdnden mittels des
Ohmschen Gesetzes angegeben werden. An den Klemmen 1 und 2 Liegt eine Spannung
U und ein Strom [ fliet in die Serienschaltung.

Dieses elektrische Verhalten an den Klemmen kann nun auch durch einen, an Stelle
der Serienschaltung eingebrachten Ersatzzweipol mit dem Ersatzwiderstand Rg., nach-
gebildet werden (Abbildung 3.7, rechts). Bildet man in der Reihenschaltung 3.7, links
den Maschenumlauf, so folgt dafiir:

UR1+UR2+UR3:U bzw. IR1+IR2+[R3:U (39)
Fiir den Ersatzzweipol rechts gilt naturgeméf:
Urges =U  bzw. IRy, ="U. (3.10)

Soll das Klemmenverhalten beider Schaltungen gleich sein, so miissen sich der Strom
I und die Spannung U an den Klemmen gleichen. Die Gleichsetzung der Spannung U
aus den Gleichungen 3.9 und 3.10 ergibt:

IR, + 1Ry + IR3 = I Ryes, (3.11)
und die Division durch den Strom I fithrt zum Ersatzwiderstand der Reihenschaltung:
Ry + Ry + R3 = Ryes. (3.12)

Der Gesamtwiderstand einer Reihenschaltung errechnet sich aus der Sum-
me aller Einzelwiderstéinde.
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Allgemein gilt fiir die Serienschaltung von n Ohmschen Widerstédnden:
Rges = Z?:an' (313)

Durch die Reihenschaltung von Ohmschen Widerstéanden kann folglich eine Erhéhung
des Gesamtwiderstandes erreicht werden.

Parallelschaltung von Ohmschen Widerstanden

In dhnlicher Weise wie bei der Behandlung der Serienschaltung kann hier fiir die Par-
allelschaltung von Widersténden ein Ersatzzweipol mit elektrisch gleichem Klemmen-
verhalten gefunden werden. Abbildung 3.8, links zeigt drei parallel geschaltete Ohmsche
Widerstédnde. Diese Schaltung wird wieder von einer Spannungsquelle mit der Klemmen-
spannung U gespeist. In die Parallelschaltung flieft der Strom 1.

1 Knoten 1 1

1B @ v | v R

2 2

Abbildung 3.8: Parallelschaltung Ohmscher Widersténde.

Alle parallel geschalteten Widersténde liegen an derselben Spannung U. Je nach Groéfie
der einzelnen Widerstdnde wird nun iiber diese ein, dem Ohmschen Gesetz entsprechen-
der Strom flieBen. GemaB der Knotenregel (erstes Kirchhoffsches Gesetz) mufl die Summe
aller Strome an einem Knoten Null ergeben. Fiir diesen Fall gilt daher:

U U U
I=L+L+13 bzwl=—+—+ —. 3.14
1 + 2 + 3 A Rl + R2 + Rg ( )

Fiir den Ersatzzweipol mit dem Ersatzwiderstand Ry, gilt an den Klemmen:

U

I = .
Rges

(3.15)

Klemmenstrom- und Spannung miissen wieder gleich sein. Das Gleichsetzen des Stro-
mes [ ergibt:

v, U, u_uvu
Rl R2 RS B Rges’

(3.16)
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und die Division durch U fiihrt zu:

1 1 1 1

e . 3.17
B R Ry Ry (347
Fiir eine Parallelschaltung mit m Ohmschen Widerstédnden gilt allgemein:
1 1
=X",—. 3.18
Rges i=1 Rz ( )

Bei der Parallelschaltung addieren sich die Leitwerte aller Einzelwiderstinde
zum Kehrwert des Gesamtwiderstandes

In Leitwerten geschrieben lautet Gleichung 3.18
Gges - E:ile (319)

Fiihrt man dies beispielsweise fiir zwei Widerstiande mit R; = 22 und Ry = 4Q) aus,
so folgt :

R R 8 4
Ri+Ry, 6 3
Der Ersatzwiderstand R,.s einer Parallelschaltung ist kleiner als der kleinste Einzel-

widerstand! Durch eine Parallelschaltung wird immer eine Verminderung des Gesamt-
widerstandes erreicht.

3.2.2 Zusammenschaltung von Quellen mit Verbrauchern

Im Ersatzschaltbild eines einfachen elektrischen Stromkreises (3.2) wurde eine Gleich-
spannungsquelle mit der Klemmenspannung Ug mit einer Serienschaltung von drei Wi-
dersténden verbunden. Das Verhalten der Quellen ist im allgemeinen nicht unabhéngig

von den an den Klemmen zugeschalteten Netzwerken. Die Eigenschaften von Spannungs-
und Stromquellen bei unterschiedlicher Belastung werden nachfolgend erlautert.

Aligemeine Eigenschaften von Quellen

Die moglichen Belastungen von Quellen liegen zwischen zwei Grenzfillen. In Abbildung
3.9 sind dafiir die entsprechenden aktiven Zweipole und deren Beschaltung dargestellt.
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=0 U=0
——o —0
Quelle U=u, Quelle I=Ig
v
——0 —

Abbildung 3.9: Leerlauf und Kurzschlul einer Quelle.

Die Quelle auf der linken Seite ist unbelastet, d.h. es ist kein Widerstand (gleichbe-
deutend mit R = oo zugeschaltet. Diesen Belastungszustand nennt man Leerlauf. An
den Klemmen herrscht die Leerlaufspannung U = Uy, der Strom mufl [ = I, = 0 sein.
Auf der rechten Seite in Abbildung 3.9 ist der zweite Extremfall einer Belastung dar-
gestellt. An den Klemmen der Quelle wird ein unendlich gut leitender Widerstand, d.h.
R = 0 zugeschaltet. Diese Belastung wird als Kurzschluf bezeichnet. Es flieit der Kurz-
schluBstrom I = Ix. Bedingt durch den Ohmschen Widerstand R = 0 an den Klemmen
kann kein Spannungsabfall entstehen, sodafl im Kurzschluflfall fiir die Klemmenspan-
nung U = Uxg = 0 gelten mufl. Nachdem zu beobachten ist, dafi im Kurzschluffalle
der Kurzschluistrom, obwohl R = 0 gilt, nicht unendlich hoch wird, muf} eine genauere
Beschreibung der Quellen gefunden werden.

Die belastete Spannungsquelle

Eine ideale Spannungsquelle soll, unabhéngig von der angeschlossenen Last, immer ei-
ne konstante Klemmenspannung U liefern. Dies widerspricht den Erfahrungstatsachen.
Vielmehr ist feststellbar, dafl ein erhéhter Stromflul einen nicht unbedeutenden Span-
nungsriickgang an den Klemmen der Quelle zur Folge hat. Im Inneren einer Gleich-
spannungsquelle (z.B. Akkumulator, Batterie) befinden sich widerstandsbehaftete Lei-
tungen, wie Wicklungsdrihte, Elektrolyte, ...). In Summe wird daher, abhéngig von der
Stromstérke I auch im Inneren der Quelle ein Spannungsabfall auftreten, sodafl an den
Klemmen der Quelle eine um diesen Spannungsabfall verringerte Spannung U herrschen
wird. Im Ersatzschaltbild einer realen Spannungsquelle kann man dies durch einen in
Reihe geschalteten Innenwiderstand R; berticksichtigen (Abbildung 3.10):

Uber den Lastwiderstand R, fliefit der Strom I;. Am Innenwiderstand R; der Quelle
fallt der Spannungsfall U; ab. Entsprechend der Maschenregel ergibt sich die Klemmen-

37



3 Gleichstromschaltungen

I
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Ul ||®
U R,
0, (=)
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L

Abbildung 3.10: Elektrische Verhéltnisse an einer realen Spannungsquelle bei allgemei-
ner Belastung.

spannung U aus:

Der dabei flieende Strom wird durch die beiden Widerstéinde R; und R begrenzt:

U,
I =—%—. 3.21
v R, + Ry, ( )
Mit dieser Beziehung folgt aus Gleichung 3.20 fiir die Klemmenspannung
U, Ry
U=1I.R . =——U,=U,— IR 3.22
Livy, Rz + RL L Rz + RL q q L ( )

Der Innenwiderstand einer Spannungsquelle soll méglichst klein, im Ideal-
fall Null sein, um die Konstanz der Klemmenspannung bei unterschiedlichen
Belastungen zu gewéhrleisten!

Diskutiert man die Beziechung U = U, — I R;, so erkennt man, daf} fiir den Strom
I, = 0 die Klemmenspannung U gleich der Quellenspannung U,, gleichbedeutend mit
der Leerlaufspannung Uy, den gréfiten Wert annimmt. Bei Kurzschlu8 hingegen wird
der Kurzschlufsstrom 7 nur durch den inneren Widerstand R; der Quelle begrenzt.
Dieses Quellenverhalten kann in einem Spannungs-Stromdiagramm dargestellt werden

(Abbildung 3.11):

38



3 Gleichstromschaltungen

U
A
U=U_|
U, U=U,L R
U,
0 i > 1
0 I, L, 108

Abbildung 3.11: Belastungskennlinie einer realen Spannungsquelle bei allgemeiner
Belastung.

Durch zwei Belastungen mit unterschiedlichen Widerstdanden R;; und Ry konnen
die Klemmenspannungen Uy, und Ups mit den Strémen I, und I, gemessen werden.
Daraus kann man den Innenwiderstand der Spannungsquelle durch

U - U,

Ri=1—72
Ipy =11

(3.23)

ermitteln.

Die belastete Stromquelle

Bei der Spannungsquelle war gefordert, dal an deren Klemmen eine von der Belastung
unabhéngige, konstante Spannung vorherrscht. In dhnlicher Weise kann man auch for-
dern, daf} eine Quelle einen konstanten Strom liefern soll. Ein aktiver Zweipol, der einen
gleichbleibenden Strom in ein Netzwerk einspeist, nennt man Stromquelle. Auch in
diesem Fall wird eine, von der Belastung beeinflufite Verkleinerung des Stromes aus
der Stromquelle feststellbar sein. Das Verhalten kann mit Hilfe des in Abbildung 3.12
dargestellten Ersatzschaltbildes beschrieben werden:

Die Stromquelle liefert einen Quellenstrom I,. Parallel zu dieser wird ein innerer Leit-
wert G; = ﬁ geschaltet. Entsprechend der Grofle des Lastwiderstandes Ry bzw. dessen
Leitwertes GG, wird nun eine Spannung U an den Klemmen vorherrschen, da ja

1
U=IR,=1I,— (3.24)
Gr
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**************************

Abbildung 3.12: Elektrische Verhéltnisse an einer realen Stromquelle bei allgemeiner
Belastung.

gilt. Diese Spannung bestimmt auch den {iber den inneren Leitwert G; flieenden
Strom I; :

Um diesen Wert [; ist nun der Strom /;, an den Klemmen geringer als der Quellenstrom
I,, da ja am Knoten im Inneren der Quelle die Knotenregel gilt:

I,=1,+1,=(Gi+Gp)U. (3.26)
Mit der Beziehung fiir die Klemmenspannung aus Gleichung 3.26

g (3.27)

U= _—_—"9__
Gi+ G

errechnet sich der Strom an den Klemmen zu

G
I, =G lU=—-="+1,=1,—G,U. 3.28
L L Gz“f‘GLq q ( )

Je hoher der Innenwiderstand R; bzw. je niedriger dessen Leitwert GG; einer Stromquelle
ist, umso geringer ist die Abhéngigkeit des Klemmenstromes von der Belastung. Bei einer
idealen Stromquelle ist der innere Widerstand unendlich grof3. Dies wird im Schaltsymbol
der Stromquelle durch die Unterbrechung des Kreises dargestellt.

Das allgemeine Verhalten einer Stromquelle bei unterschiedlichen Belastungen 1483t
sich wieder durch ein Kennline, in diesem Fall durch die Strom- Spannungskennlinie
darstellen (Abbildung 3.13).
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|
A
[=1¢ k
I, 1,=1,-GU
I,
0 i > U
0 U, U, U,

Abbildung 3.13:  Belatsungskennlinie einer realen Stromquelle bei allgemeiner
Belastung.

Auch in diesem Fall kann durch zwei unterschiedlichen Belastungen der Innenwider-
stand, im jetzigen Falle der innere Leitwert G; durch

1 I -1
G =L _fu=l

= 3.29
R; Uy — Uy (3:29)

ermittelt werden.

3.2.3 Leistungsanpassung

In den vorherigen Abschnitten wurde dargestellt, dafl reale Quellen unterschiedlichen
Belastungen ausgesetzt werden koénnen. Es ist nun sinnvoll, fiir eine gegebene Quelle,
das heifit, mit vorgegebener Quellenspannung U, und gegebenem inneren Widerstand
R; eine optimale Belastung zu finden. Das Ziel dabei ist, dafi die Quelle dem Verbrau-
cher (der Last) bei moglichst geringen Verlusten eine maximale Leistung abgeben kann.
Verluste werden dabei sowohl in der Quelle, bedingt durch R; und in den Zuleitungen ent-
stehen. Bei der Herleitung des optimalen Belastungspunktes miissen diese Widersténde
unbedingt mitberiicksichtigt werden.

In Abbildung 3.14 sind die Zahlpfeile bei einem allgemeinen Verbraucherwiderstand
R, dargestellt. Die von der Quelle gelieferte Leistung wird darin mit P, bezeichnet. Sie
errechnet sich zu :

p_ Y
" R.+R,

(3.30)
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Abbildung 3.14: Reale Spannungsquelle mit Verbraucher.

Der durch alle Widerstinde begrenzte Strom [ entspricht der Beziehung:

U,
I = i, 3.31
R, + R, (3:31)
Daraus folgt die Leistung P, am Verbraucher:
U2
P,=I'R,= —%L—R,. 3.32
(R, + Ry)? (3:32)

Im Verbraucherwiderstand R, ist auch der Widerstandsanteil der Zuleitungen mit-
beriicksichtigt. Die Leistung am Verbraucher (P, = f(R,)) ist somit in zweiter Ordnung
vom Lastwiderstand R, abhéingig.

Fiir R, = 0, dem Kurzschluf}fall ist die Verlustleistung P, = 0. Ebenso ist die Leistung
im Leerlauf, das heifit, bei R, = oo gleich Null. Zwischen zwei Nullstellen einer Funktion
muf} immer ein Extremalwert bestehen. Aus der Differentiation der Verlustleistung P,
(Gleichung 3.32) nach dem Verlustwiderstand R, und anschliefendem Nullsetzen erhélt
man den optimalen Wert fiir R, :

or, - 1 N —2R,
OR, | (Ri+R,)? (R +R,)3
R, + R, — 2R R, — R
U v O U e Sy |} 3.33
7 (R + R,)? “(R; + R,)3 (3.33)

Somit ergibt sich der optimale Belastungswiderstand der Quelle zu
R, = R,. (3.34)

Dieser Belastungszustand wird als Leistungsanpassung bezeichnet. Bei Widerstands-
gleichheit zwischen Quellen-Innenwiderstand und Lastwiderstand, d.h. R, =
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R,, 148t sich an einem Verbraucher die maximale Leistungsausbeute erzielen!
Mit diesen Widerstandswerten errechnet sich die maximale Leistung an R, zu:

U? U?
pvmax - ﬁ - ﬁ (335)

Fiir diese Leistung am Verbraucher muf3 die Quellenleistung

U? U?
P =_—41 — 9 .
" 2R, 2R, (3.36)

betragen. Definiert man noch den sogenannten Wirkungsgrad 7 als das Verhiltnis
der Leistung am Verbraucher zur Leistung der Quelle

b, R,
=== - 3.37
1 P, R +R, (3.37)
so erhélt man einen maximal moglichen Wirkungsgrad von
P’U max

mar — - 07 d. 3.38

U P, (3.38)

Der Verlauf des Wirkungsgrades, abhéngig vom Verhéltnis der Widerstédnde % ist in

Abbildung 3.15 dargestellt.
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Abbildung 3.15: Abhéngigkeit des Wirkungsgrades n vom Widerstandsverhéltnis
R, zu R;.
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Gleichstromnetzwerke

Betrachtet man die Strom/Spannungsbeziehungen energiespeichernder Netzwerkelemen-
te, also von Kondensatoren und Spulen, so erscheinen darin Zeitableitungen der Span-
nungen bzw. der Strome. Eine Analyse des Netzwerkes fiihrt daher immer zu Integro-
differentialgleichungen. Fiir das Verstehen der grundsétzlichen Methoden zur Behand-
lung von Netzwerken kann dies vermieden werden, indem man zunéchst nur Netzwerke
mit Quellen und ohmschen Widerstianden, das heifit resistive Netzwerke betrachtet. Be-
schrinkt man sich weiters auch auf Quellen mit Gleichspannungen und Gleichstromen,
so erhélt man letztendlich reelle algebraische Gleichungssysteme, die dann noch mit ge-
eigneten Methoden zu l6sen sind. In diesem Fall werden alle im Netzwerk vorkommenden
Strome und Spannungen, die ja zeitlich konstant sind, durch Grolbuchstaben dargestellt

(U, 1, ...).
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4.1 Aquivalenz von Quellen

|

Abbildung 4.1: Aquivalenz von realen Quellen.

RL RB
Uy =U;——"— I, =1,———
TR+ R, LR+ R,
Uk Uy, Ry
I, =—= = Upi = Ryl = Rgl,———
“" R, Ri+R., M LT B R LR,
Aquivalenz, wenn R4 = Rp = R;
und U, = R,
Ri RL
Iy =1,—— Uy =U;———
LT MR YR, MR+ R,

Fine Spannungsquelle U, mit einem Innenwiderstand R; in Serie ist dquivalent zu ei-
ner Stromquelle I, und einem parallelen Innenwiderstand R;, wenn bei Verwendung des
Verbraucherzihlpfeilsystems (VZS) folgender Zusammenhang gilt.

U, = R, (4.1)

4.2 Zusammenschaltung von Quellen

Treten mehrere Quellen in einem Netzwerk auf, so konnen diese zusammengefafit werden.
Liegen mehrere Spannungsquellen in Serie, so werden die Teilspannungen unter Beriick-
sichtigung der Zahlpfeile addiert (Abb.4.2(a)). Liegen mehrere Stromquellen parallel, so
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konne diese, wieder unter Beriicksichtigung der Zahlpfeile, zu einer Stromquelle zusam-
mengefafit werden(Abb. 4.2(b)).

O T s
o P T

(a) (b)

Abbildung 4.2: (a) Serienschaltung (b) Parallelschaltung

4.2.1 Quellenvervielfachung

Spannungsquellen kénnen nur dann parallel geschaltet werden, wenn sie dieselbe Quel-
lenspannung besitzen (Abb.4.3(a)). Stromquellen kénnen nur dann in Serie geschaltet
werden, wenn sie dieselbe Stromstéirke besitzen (Abb.4.3(b)).

l@—%@l@ fl\'lu T

(a) (b)

Abbildung 4.3: Quellenvervielfachung (a) Spannungsquellen (b) Stromquellen
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4.3 Ersatzquellenverfahren

Sind in einem Netzwerk mehrere Quellen und Widersténde vorhanden, so konnen diese
beziiglich zweier Knoten (k,1) im Netzwerk durch

e cine Spannunngsquelle U,4 mit einem seriellen Innenwiderstand R4 (Thevenin-
quelle)

e cine Stromquelle /,4 mit einem parallelen Innenwiderstand R4 (Nortonquelle)

ersetzt werden (Abb.4.4). Dabei ermittelt man die Quellenspannung U, 4 der Erstzspan-

UqA:RA IqA

Abbildung 4.4: Thevenin- und Nortonquelle.

nungsquelle als Leerlaufspannung beziiglich der Klemmen (k,[), den Quellenstrom I, 4
der Ersatzstromquelle als den negativen Kurzschlufistrom iiber die Klemmen (k,) und
den Innenwiderstand der Quelle als Gesamtwiderstand der zu ersetzenden Schaltung, wo-
bei alle Spannungsquellen durch Kurzschliisse, alle Stromquellen durch Leerldufe ersetzt
werden. Zwischen diesen Groflen gilt natiirlich wieder der Zusammenhang.

Uga = Rilja (4.2)
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4.4 Uberlagerungsprinzip, Superpositionsprinzip

Sind in einem linearen Netzwerk mehrere Quellen (=Ursachen) vorhanden, die an ir-
gendeiner Stelle des Netzwerkes einen Strom oder eine Spannung (=Gesamtwirkung)
erzeugen, so laBt sich diese Gesamtwirkung auch als Summe der Einzelwirkungen, die
jede Quelle fiir sich erzeugt, ermitteln (Abb.4.5). In diesem Falle werden alle anderen
Quellen durch ihre Innenwiderstéinde (Kurzschlufl bei Spannungsquellen, Leerlauf bei
Stromquellen) ersetzt.

Abbildung 4.5: Uberlagerungsprinzip.

Allgemein liaf3t sich z.B. die Gesamtspannung Ug; an einem Widerstand R; folgenderma-
Ben als Summe der Wirkungen aller Quellen (n Spannungsquellen U,, m Stromquellen
1,) darstellen

URj = Z Ckqu -+ ch[qla (43)

k=1 =1

wobei ¢, und ¢; entsprechende konstante Koeffizienten darstellen.
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4.5 Das elektrische Netzwerk als Graph

4.5.1 Topologische Grundbegriffe

Die Lehre der Anordnung geometrischer Gebilde im Raum wird Topologie genannt. Die
im Gleichstromfalle aus den Zweipolen Widerstand, reale Quelle und ideale Quelle zu-
sammengesetzten elektrischen Netzwerke konnen meist zweidimensional dargestellt wer-
den (planare Netzwerke).

Abbildung 4.6 zeigt ein Gleichspannungsnetzwerk mit 4 Quellen und 7 ohmschen
Widerstédnden. Man erkennt in diesem Netzwerk k=5 Knoten und z=7 Zweige.

Abbildung 4.6: Gleichspannungsnetzwerk.

Zeichnet man nun nur diese Knoten und Zweige ohne elektrische Bauelemente, so
erhélt man den Graphen des Netzwerkes (Abb. 4.7 (a)). Ordnet man den Zweigen auch
noch eine Richtung zu, so erhélt man den gerichteten Graphen des Netzwerkes mit k=5
Knoten und z=7 Zweigen (Abb. 4.7 (b)).

N4

Abbildung 4.7: (a) Graph (b) gerichter Graph.
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In einem Knoten beginnen oder enden Zweige. (Ausnahme: isolierter Knoten)

Der Grad eines Knotens entspricht der Anzahl der Zweige, die in ihm beginnen oder
enden. Der Grad des Knotens ny in Abb. 4.7 (a) ist gleich 3.

Ein Pfad ist ein Teilgraph.

Eine Masche m (Maschen m; in Abb. 4.8 (a)) ist ein Pfad, der geschlossen ist (Anfangs-
und Endknoten sind identisch).

Ein wvollstindiger Baum t des Graphen (Abb. 4.8 (b)) ist zusammenhéngend, verbindet
alle Knoten und bildet keine Maschen. Es gibt mehr als einen vollstdndigen Baum. Die
Zweige des Baumes nennt man Baumzweige (by, by, by und by), die verbleibenden Zweige
nennt man Co-Baumzweige oder Maschenzweige (bs, bg und by). Man erhélt immer k — 1
Baumzweige und z — (k — 1) Co-Baumzweige.

bs b,
Ny //4>—\\n2/ e 4

o
R
1

Abbildung 4.8: (a) Masche m (b) vollsténdiger Baum ¢.

Eine Schnittmenge ¢ (Abb. 4.9) teilt den Graphen in zwei, nicht zusammenhéngende
Teilgraphen, indem eine minimale Anzahl an Zweigen geschnitten wird. Jeder Schnitt-

menge wird eine Richtung zugeordent.

4.5.2 Fundamentales Schnittmengensystem und fundamentales
Maschensystem

Fundamentale Schnittsysteme und fundamentale Maschensysteme lassen sich am ein-
fachsten mit Hilfe eines vollstindigen Baumes und des dazugehorigen Co-Baumes bil-

den.

Eine fundamentale Schnittmenge schneidet genau einen Baumzweig und sonst lauter
Co-Baumzweige (Abb. 4.10 (a)). Mit diesem Baumzweig diirfen keine weiteren Schnitt-
mengen gebildet werden. Das System dieser (k—1) Schnittmengen ((k—1) ist die Anzahl
der Baumzweige) ist ein fundamentales Schnittmengensystem.
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Abbildung 4.9: Schnittmenge c.

Eine fundamentale Masche besitzt genau einen Co-Baumzweig und sonst lauter Baum-
zweige (Abb. 4.10 (b)). Mit diesem Co-Baumzweig diirfen keine weiteren Machen ge-
bildet werden. Das System dieser z — (k — 1) Maschen (z — (k — 1)) ist die Anzahl der
Co-Baumzweige) ist ein fundamentales Maschensystem.

Abbildung 4.10: (a) fundamentale Schnittmengen (b) fundamentale Maschen.
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4.6 Die Zweigstromanalyse

In einem Netzwerk mit z Zweigen (und & Knoten) gibt es in jedem Zweig j zwei unbe-
kannte elektrische Grofien, die Zweigspannung U.; und den Zweigstrom I;. Im gesamten
Netzwerk gibt es daher 2 x z unbekannte Groflen, zu deren Losung man 2 X z linear
unabhéngige Gleichungen benétigt. Abbildung 4.11 (a) zeigt ein Netzwerk mit vier Kno-
ten (k=4) und sechs Zweigen (z=6), Abbildung 4.11 (b) zeigt den gerichteten Graphen
dieses Netzwerkes. Im Zweig z; befindet sich eine Spannungsquelle U, im Zweig 2z eine
Stromquelle /.

Ny

lg6

(b)
Abbildung 4.11: (a) Netzwerk (b) gerichteter Graph.

Zunichst wird der Knoten ny als Bezugsknoten gewihlt (beliebig). Danach werden in
den restlichen k£ — 1 Knoten die Kirchhoff’schen Knotengleichungen formuliert.

ng o Ly +Ilo+13=0
N9y = — 22+Iz4+lz5:0 (44)
ny : —I3—I4+1¢=0.

Dann stellt man in den z — (k — 1) unabhéngigen Maschen die Kirchhoff’schen Ma-
schengleichungen auf. Um zu linear unabhéngigen Maschen zu gelangen, ermittelt man
zunéchst einen vollstiandigen Baum. Danach verwendet man die fundamentalen Maschen
(enthalten einen exklusiven Co-Baumzweig, sonst lauter Baumzweige), um zu den Ma-
schengleichungen zu kommen (Abb. 4.12).

mi : Ups —Upgs +Ugrs =0
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ms3 m2

@
I
o>
@
C
3

lU R3
Urg

o l() ny 43»— n3
Ug l m.Y YY l

Uy Urs Urs

O
Ny Ny

Abbildung 4.12: (a) Baum und fundamentale Maschen (b) Netzwerk mit Maschen.

my @ —Upi +Ugs+ Ugrs = Uy (4.5)
m3 : —Upi +Ups + Ups +Ups = Ug.

In diesen Gleichungen wurde die Quellspannung U,; bereits auf die rechte Seite gebracht.
Verwendet man noch die Strom/Spannungsbeziehungen an den passiven Elementen

URJ':R]'IR]' j:1,,6 (46)
in den Maschengleichungen, so erhilt man nachfolgende Gleichungen:

my : Ralpy — Rslps + Relps = 0
mo —R1]R1 =+ Rg[Rg =+ R6]R6 = Uql (47)
ms : —RiIpi + Rolpy + Rylps + Relre = Uy

Um auch in den Gleichungen (4.7) die Zweigstrome I; als unbekannte Grofien zu erhal-
ten, verwendet man die Knotenregel im Zweig z4

Le = 146 + Irs, (4.8)
ersetzt in den restlichen Zweigen

Lj=1p j=1,---,5 (4.9)
und erhélt folgende Maschengleichungen:

my : Ryly — Rsl.5 + Rel.c = Rely
mo _Rl-[zl + R3123 + RGszi = Uq1 + R6Iq6 (410)
ms : —Rylg + Rolp + Ryl + Rel.e = Uy + Relys.
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Schreibt man (4.10) und (3.18) als Gleichungssystem, so ergibt sich ein lineares Glei-

chungssystem zur eindeutigen Berechnung der gesuchten Zweigstrome I ={I,;, -, I 26}T.
[ 0 0 0 Ry —Rs Re¢ ]| ( I Re1 6
—-R;, 0 Ry O 0 Rs 1.9 Up + Relys
—R, Ry 0 Ry 0 Rs Ls | _ ) Up + Relge (4.11)
11 1 0 0 0 1.4 0 '
0 -1 0 1 10 L. 0
0 0 -1 -1 0 1|\ Ls 0

4.7 Das Knotenspannungsverfahren

Die Knotenspannungsanalyse reduziert das zu 16sende Gleichungssystem von z Gleichun-
gen auf k — 1 Gleichungen. Ausgangspunkt ist das nachfolgend dargestellte Netzwerk.

Das Netzwerk wird von drei realen Spannungsquellen ((U,1, R1), (Uga, Ra), (Ugs, Rs))
und einer realen Stromquelle (7,5, Rg) versorgt. Im ersten Schritt werden alle Zweigstrome
(1,13, - -+ L) festgelegt.

Im Anschlufl werden alle Spannungsquellen (nur fiir die realen moglich) in Stromquel-
len umgewandelt. Wie bei der Quellendquivalenz gezeigt, wird die Richtung der neuen
Quelle geéndert und es gilt folgender Zusammenhang: Uy = R;1;.

Quelle 1: ]ql = Uql/Rl Quelle 4: Iq4 = Uq4/R4
Quelle 6: I, =Usp/Rs  Quelle 8 I

Danach wird ein Knoten des Netzwerkes zum Bezugsknoten erkliart (Knoten 5 in Abbil-
dung 4.13, oben). Von jedem verbleibenden Knoten zu diesem Bezugsknoten wird nun
eine sogenannte Knotenspannung definiert (U, — Up,y). Nun stellt man in jedem dieser
k — 1 Knoten die Kirchhoffsche Knotengleichung auf.

Iy — L+ 1.9+ 13

_23_Iq4_I4+Iz5 -

_Z2+Iq6+16+lz7 -
Iy — I — I —Ig—Ig+ 19 =

o O O O

Die Strome, die iiber die Widerstdnde flieen, werden durch die Spannungsabfille an
den Widerstdnden ausgedriickt, die bekannten Quellstéme auf die rechte Seite gebracht.

Ul Uz2 UzS
] _ 7
m R R al
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Abbildung 4.13:  Ausgangsschaltung und Schaltbild nach Umwandlung der realen

Spannungsquellen.
Uz3 U4 UzS
_ _ 4 -7

Rs R R “

Uz2 U6 Uz? o

Ry  Re Ry
U6 Uz? Uz8 Uz9

- = = = = ] 1,

Re R, Rs | R a0+ Lo

Jetzt werden die einzelnen Spannungsabfille an den Widerstdnden durch die Knoten-
spannungen ersetzt.

Ul = —Unil
Uz2 - Unl_Un3
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Us = Un —Un
U = —Un

Us = Up

Us = Unz—Un
Usz = Ung—Una

UZS = —Un4g
Uz9 - Un4

Die Knotenspannungen werden danach in die Knotengleichungen eingesetzt.

1+ 1 3+ 1 2

-n — 7
R, R Rs a
Unl - U, n2 Un2 Un2
— — 7
" R R at
o 1 3 + 3 4 + 3 4 _ 46
Ry Re R,
Un3 - Un4 UnS - Un4 Un4 Un4
_ _ = Io+1
R R R Ry a6 a8

Fafit man die Koeffizienten bei den einzelnen Knotenspannungen zusammen, so erhélt
man folgende Gleichungen.

11 1 1 1
Up(— 4+ — 4+ —) = Uy — Upg— = I
1(R1+R2+R3) Ry * R, al
1 11 1
Uy 4+ Upp(— + — +—) = I
"R, T 2(R3+R4+R5) o
1 11 1 11
Uy — A Up(— 4+ — 4+ =) —Upy(—+ —) = —
g Ul t R PRy Ul T Ry @
11 1 1 1 1

—Upy(—+—)4+Upu(—+ —+—+—) = I5+1
3(R6+R7)+ W(=4+=+=+=) o6+ Igs

1 1 1 1 1
(R_1+R_ﬁ+R_3) 1 7f2_3 1 R 0 Unt Iq1
B (Rs ;¥ 1 (1) 1 10 1 Un2 = fas
B ’ (mtm e mrw) ] s ho o7
0 0 —(R—+R—) (R_6+R_7+R_8+Rg) nd a6 + 1g8

Die Koeffizientenmatrix auf der rechten Seite wird als Knotenadmittanzmatriz [G,]
bezeichnet. In dem Fall, wenn keine idealen Spannungsquellen vorhanden sind oder ge-
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steuerte Quellen noch nicht berticksichtigt wurden, konnen die Elemente dieser Matrix
folgendermaflen berechnet werden.

e Die Matrix ist quadratisch und symmetrisch

e Elemente der Hauptdiagonale: positive Summe aller Leitwerte an dem Knoten, der
dem Hauptdiagonalelement entspricht

e Elemente aulerhalb der Hauptdiagonale: negative Koppelleitwerte zwischen zwei
Knoten

Der Quellvektor auf der rechten Seite beinhaltet jene Stromquellen, die zum entspre-
chenden Knoten gehoéren, und zwar

o + I, wenn der Quellenstrom zum betreffenden Knoten hinflief3t
o - [, wenn der Quellenstrom vom betreffenden Knoten wegfliefit

Die Anzahl der zu losenden Gleichungen wurde von z (= Anzahl der Zweige) auf
k — 1 (= Anzahl der Knoten weniger eins) reduziert, da die Knotenspannungen die
Maschengleichungen implizit erfiillen.

4.8 Maschenstromverfahren

Die Maschenstromanalyse reduziert das zu losende Gleichungssystem von z Gleichungen
auf z — (k — 1) Gleichungen. Als Beispiel dient das in Abb. 4.14 dargestellte Netzwerk,
indem die Stromquelle I3 bereits in eine Spannungsquelle umgewandelt wurde. Die
Richtung der neuen Quelle wurde gedndert und fiir die Umrechnung wurde Uy = Rglys
verwendet. Im néchsten Schritt werden alle Zweigstrome (1,1, Lo, - -+ I,9) festgelegt. Fiir

Abbildung 4.14: Netzwerk zum Maschenstromverfahren.

die Quellen gilt:
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Quelle 1: Up, Quelle 4: U,y
q q
Quelle 6: U Quelle 8: U, = I5 * Rs.

Danach miissen solche Maschen im Netzwerk definiert werden, dass die daraus resultie-
renden Maschengleichungen linear unabhéngig werden. Dazu stellt man am besten den
Graphen des Netzwerkes (Abb. 4.15) auf, bestimmt einen Baum und den zugehorigen
Co-Baum und legt die Maschen derart fest, dafl jede von ihnen einen Co-Baumzweig
exklusiv und sonst lauter Baumzweige beinhaltet. Jeder Masche wird danach ein Ma-
chenstrom zugeordnet (I,,,; bis I,5).

b,

Abbildung 4.15: Vollstdandiger Graph, Baum ¢ und Maschen my - ms.

Zunéchst konnen in allen Zweigen die Zweigstrome I.; durch die Stréme [;, die iiber
die Widerstande R; flieBen, ersetzt werden. Nun stellt man in jeder dieser z — (k — 1)
Maschen die Kirchhoff’sche Maschengleichung auf. Dabei sind die Spannungsabfille an
den Widerstdnden bereits als Funktion der Strome I; ausgedriickt.

—Up +Ugps + Ry + R3ls — Ryly =

—Ugps + Ryly + Rsl5s =

—Ugys — Ugs + Roly — R3ls + Ryly + Relg + Roly =
Ug — Rsls — Roly =

U — Rels + R7I; =

o o o o o

Jetzt werden die einzelnen Strome an den Widerstanden durch die Maschenstrome
I,1 bis 1,5 ersetzt. Man erhélt:
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L = L

L = Iy Is =
I3 = Ipi—Ips I; =
Iy = —ILni+ Lo + I3 Iy =
Is = 1,9 Iy =

[m3 - Im5
[m5

—Im4a

[m3 - Im4'

Die Maschenstrome werden danach in die Maschengleichungen eingesetzt.

Ryl + R3(Iymi — Ims) — Ra(—Im1 + L + L)
Ry(—=1Ip1 + I + Ling) + Rslmo

— In3) + Ra(— L1 + Tono + L)+
+Re(Iim3z — Ims) + Ro(Lnz — Iima)
—Rs(—Ina) — Ro(Iinz — Ina)
—Rs(Inz — Ims) + Rylps

R2Im3 - RB(Iml

— Uql - Uq4
= Uq4

= Uq4—|—Uq6
= —Ugs

= —Ugs-

Fasst man die Koeffizienten fiir die einzelnen Maschenstréme zusammen, so erhélt man

folgende Gleichungen:

Li(Ry+ Ry + Ry) — Lo Ry + Inys(—Rs — Ry) = Upy — Uy
—Ii Ry + Lyo(Ry+ Rs) + IsRy = Ugp
Ini(=R3 — Ry) 4 Lo Ry + Inns(Ro 4+ R3 + Ry + R + Ry)—
IRy — L5 R = Ug + Ug
— L3Ry + Lna(Rs + Ry) = —Ugs
— L3R + Lns(Re + R7) = —Ug.

Diese Gleichungen konnen nun in eine Matrixform gebracht werden:

R1+ R3+ Ry —Ry —(R3 + R4) 0 0
—R4 R4 + Rs R4 0 0
—(R3 + R4) Ry Ry + R3 + R4 + Rs + Rg —Ryg —Rg
0 0 —Rg Rs + Rog 0
0 0 —Rg 0 Rg + Ry

Ima Up —Uga
Iim2 Uq4
Im3 = Uq4 + Uqﬁ
Iima _UqS
Im5 *Uq6

(4.12)

Die Koeffizientenmatrix auf der linken Seite wird als Maschenimpedanzmatriz [Z,)
bezeichnet. Sind keine idealen Spannungsquellen vorhanden, so kénnen die Elemente

dieser Matrix folgendermaflen berechnet werden:

e die Matrix ist quadratisch und symmetrisch
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e Elemente der Hauptdiagonale: positive Summe aller Widerstdnde in der Masche,
die dem Hauptdiagonalelement entspricht

e Elemente auflerhalb der Hauptdiagonale: Koppelwiderstéinde zwischen zwei Ma-
schen

— positiv, wenn die Maschen in dieselbe Richtung zeigen
— negativ, wenn die Maschen in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Der Quellvektor auf der rechten Seite beinhaltet jene Spannungsquellen, die zur entspre-
chenden Masche gehoren, und zwar

e + U,, wenn die Quellspannung entgegengesetzt zur Maschenrichtung zeigt
o - U,, wenn die Quellspannung in Maschenrichtung zeigt.

Die Anzahl der zu losenden Gleichungen wurde von z (= Anzahl der Zweige) auf z —
(k — 1) (=Anzahl der unabhingigen Maschen) reduziert, da die Maschenstrome die
Knotengleichungen implizit erfiillen.
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5 Ungleichformig bewegte Ladungen

5.1 Allgemeines

Elektrische Ladungen konnen beschleunigt und abgebremst werden. In einem spéteren
Kapitel wird erldutert, wie diese ungleichférmigen Bewegungen zustande kommen. Im
allgemeinen werden in der Elektrotechnik zeitlich periodische Vorgénge auftreten. Zur
mathematischen Beschreibung miissen hierzu einige Eigenschaften und Kenngréfien de-
finiert und beschrieben werden. Das Zeitverhalten elektrischer Groflen bei Ein- und Aus-
schaltvorgingen, den sogenannten transienten Vorgingen , wird hier nicht bertick-
sichtigt. Alle Betrachtungen erfolgen hier fiir stationére Vorginge.

5.2 Periodische WechselgroBBen

Elektrische Groflen, welche nach gleichbleibenden Zeitintervallen immer wieder in Grofie
und Richtung gleich sind, nennt man in der Zeit periodisch. In Abbildung 5.1 ist ein
derartiger qualitativer Verlauf am Beispiel einer elektrischen Spannung dargestellt.

u=ft) Periodische GréRen

08

H Periodendauer T }9

Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf einer periodischen Spannung.

Der Abstand zwischen zwei Punkten gleichen Zustandes im Zeitdiagramm u = f(t)
nennt man Periode oder Periodendauer T. Fiir ein periodisches Verhalten einer Zeit-
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funktion f(¢) mufl immer

f(t) = f({t+nT) (5.1)

gelten. n ist darin eine beliebige ganze Zahl gréfer als Null. Bei periodischen Funktio-
nen unterscheidet man reine Wechselgrofien und Mischgréfien. Bei reinen Wechselgréfien
ist je Periode T die Fliache zwischen Funktion und Zeitachse unter der Zeitachse immer
gleich der Fliche zwischen Funktion und Zeitachse oberhalb der Zeitachse (z.B. die Funk-
tion in Abbildung 5.1). Bei Mischgrofien ist der Wechselgrofie immer ein Gleichanteil,
positiv oder negativ, tiberlagert (Abbildung 5.2).

ichanteil, Uberlagert

Abbildung 5.2: Periodische Zeitfunktion mit Gleichanteil, Mischgrofie

5.3 Kennwerte sinusformiger GroBBen

In der Praxis treten héufig reine sinusférmige WechselgréfSen auf. Diese konnen mathe-
matisch sehr einfach beschrieben werden. Reine sinustormige Gréflen bezeichnet man als
zeitharmonische Funktionen. Man betrachte folgendes Zeitverhalten rein sinusformi-
ger Wechselgrofien.

Fiir die Funktionen u,(t) und usy(t) gilt allgemein:
uy(t) = 4y sin [(wt) + 1] (5.2)
us(t) = g sin [(wt) + o (5.3)

Die Sinusfunktionen wiederholen sich nach Ablauf eines Winkels von 360° = 27. Dar-
aus ergibt sich die Periodendauer T

2T
T=— 5.4
; (54)
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Jur=f(t) w=f() a

Abbildung 5.3: Reine sinusférmige Wechselgrofien.

w wird darin als Kreisfrequenz bezeichnet. Der reziproke Wert der Periodendauer wird
als Frequenz f bezeichnet.

1 w 1
f= T o [g = Hz} .. Hertz. (5.5)

Die Winkel ¢; und ¢, werden als Nullphasenwinkel bezeichnet. Der Nullphasenwinkel
gibt die Verschiebung, das heiflt, um wieviel Grad eine allgemeine Sinusfunktion zur Zeit
t = 0 frither oder spéter gegeniiber der reinen Sinusfunktion f(t) = sin(wt) durch Null
geht, an.

In Abbildung 5.3 ist im Falle der Zeitfunktion wu;(¢) ist der Nullphasenwinkel positiv
und entsprechend dazu der Nullphasenwinkel von uy(t) negativ. Man sagt, die Spannung
uy(t) eilt der Spannung usy(t) vor. Aus der Differenz der beiden Nullphasenwinkel ergibt
sich die Phasenverschiebung oder der Phasenwinkel zwischen den beiden Spannun-
gen zu

»=$1— P2 (5.6)
Eine weiter Kenngrofie aus den Gleichungen 5.2 und 5.3 sind die mit einem Déchchen
gekennzeichneten Maximalwerte der Funktionen w () und wus(t).

Man bezeichnet diese Maximalwerte oder Amplituden w; und us auch als Scheitel-
werte der Zeitfunktionen.

Durch die Angabe von Scheitelwert, Frequenz und Nullphasenwinkel ist
eine sinusfoérmige Grofle eindeutig beschrieben!

Zur Beschreibung der Wirkungen periodischer Wechselgréfien ist es zweckméiBiger, mit
Begriffen zu arbeiten, welche von der Kurvenform unabhéngig sind. Zu deren Festlegung
geht man von den Wirkungen des elektrischen Stromes aus.
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5 Ungleichférmig bewegte Ladungen

5.3.1 Der lineare Mittelwert

Wir wissen, daf die elektrische Stromstéirke I aus der Anderung der Ladungen pro
Zeiteinheit gegeben ist (I = Cé—?, Gleichung 2.2). Die iiber eine Zeitspanne transportierte
Ladungsmenge () errechnet sich zu

Q= /Oti(f)dr (5.7)

Will man einen Gleichstrom der Stérke [ fiir diesen Ladungstransport mit einem
Wechselstrom i(t) vergleichen, so muff man iiber die Preiodendauer T" integrieren. Man
erhilt den linearen Mittelwert i :

1

1 T
= /0 idt. (5.8)

Fiir reine Wechselgrofien ergibt die Integration immer Null, da die Flachen unter der
psoitiven und iiber der negativen Halbschwingung jeweils gleich grof} ist. Die Ladung @)
wird in der einen Halbperiode in die eine Richtung, in der zweiten Halbperiode in die
andere Richtung bewegt. Es kommt daher zu keinem resultierenden Ladungstransport.
Fiir Mischstrome ist der lineare Mittelwert von Null verscheiden und entspricht dem
iiberlagerten Gleichanteil.

5.3.2 Der Gleichrichtwert

Mittels Halbleiterbauelementen, z.B. Dioden, kann man eine sogenannte Gleichrich-
tung einer Wechselgrofle erzielen. hernach werden die beiden Halbschwingungen dieselbe
Stromrichtung aufweisen.

Der zeitliche Mittelwert dafiir ergibt sich aus dem Integral

— 1T
|Z|ZT/0 i|dt. (5.9)

Fiir sinusformige GroBen wie i(t) = isin(wt) und u(t) = asin(wt) ergibt sich das
Integral zu:

il _qul _ 17 2
BB /0 [sin(wt)|d(wt) = = = 0, 6366. (5.10)

7 u
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:

Abbildung 5.4: Gleichrichtung einer sinusformigen Wechselgrofie.

5.3.3 Der Effektivwert oder quadratische Mittelwert

Fiir den Vergleich der elektrischen Leistung an einem Widerstand, in einem Falle mit
Gleichstrom, im anderen Falle mit Wechselstrom durchflossen, miissen folgende Uberle-
gungen gelten. Im Falle von Gleichstrom gilt fiir die Leistung P = UI = I’R = U?/R.
Fiir den Wechselstromfall gilt sinngeméf:

P =4*(t)R. (5.11)
Fithrt man darin das Quadrat iiber den sinusférmigen Strom aus, so folgt:
i2(t) = 12sin?(wt). (5.12)

In Abbildung 5.5 sind die Verldufe der einzelnen Groflen grafisch dargestellt.

Der Mittelwert des Quadrates der Kurve i(t) wird, da es sich um eine Gleichgriofie
handelt, mit 72 bezeichnet. Fiir das Integral iiber die Periode T ergibt sich :

:%/OTZ.Q(t T/ sin? (wt)dt = T/ sin® (wt)d(wt) = % (5.13)

Der Mittelwert I2 entspricht daher dem halben Quadrat des Scheitelwertes 2. Der
erhaltene quadratische Mittelwert [

,/T/ — i (5.14)

wird als Effektivwert bezeichnet.

Der Effektivewert ist jene Kenngrofle eines Wechselstromes, der die gleiche
Wirkung wie ein Gleichstrom derselben Hoéhe hervorruft!
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Abbildung 5.5: Zur Herleitung des Effektivwertes.

5.4 Darstellungsformen zeitharmonischer WechselgréBen

Die Darstellung von elektrischen Groen (z.B. v = u(t),i = i(t) ) im Zeitdiagramm ist
oft sehr umsténdlich, insbesondere dann, wenn mehrere Gréflen gleichzeitig diskutiert
werden. Zudem sind die mathematischen Operationen oft sehr aufwendig. Es wird daher
versucht, die zeitharmonischen Grofien in einer symbolischen Weise darzustellen.

5.4.1 Die Zeigerdarstellung oder das Zeigerdiagramm

Am Beispiel einer sinusférmigen Spannung der Form
u = usin(wt + @,)

soll diese Form der Darstellung gezeigt werden. Es muf3 natiirlich einen Zusammanhang
zwischen Zeitdiagramm und Zeigerdiagramm geben. Dazu betrachte man nachfolgende
Abbildung.

In dieser Abbildung wird die Spannung durch einen einfachen Pfeil der Lange u dar-
gestellt. Zur Kennzeichnung, dafl es sich um einen Zeiger handelt, wird die physikalische
Grofle durch einen Unterstrich beim Symbol dargestellt. Fiir den Spannungszeiger gilt
damit die Zeigerdarstellung . Definitionsgeméfl dreht sich nun der Spannungszeiger @
entgegen dem Uhrzeigersinn mit der Kreisfrequenz w. Aus der Projektion des Zeigers
auf die y-Achse (oder eine beliebige, dazu parallele Linie) kann fiir jeden beliebigen
Zeitpunkt ¢ der Augenblickswert der Spannung abgelesen werden. Am Papier kénnen
nur feststehende Zeiger gezeichnet werden. Ein Zeigerdiagramm gibt also iiber den Mo-
mentanwert der einzelnen dargestellten Groflen Auskunft. Werden beispielsweise zwei
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A tO
‘\/E u(t)=0 sin(ot,+@,)
z fiir t,=0:

u(t,)=0 sin
o 4  u(t)=isin(o,)

270

Abbildung 5.6: Zum Zeigerdiagramm.

elektrische Spannungen und eine elektrische Stromstérke

uy = Ujl sin(wt + (;Oul)
Uy = Ugsin(wt + @u2)

i = isin(wt + ;)

in einem Zeigerdiagramm fiir einen bestimmten Zeitpunkt ¢; dargestellt, so hat dieses
folgendes Aussehen.

=

Abbildung 5.7: Zeigerdiagramm fiir drei elektrische Groflen.

In Abbildung 5.7 wurde schon darauf Bedacht genommen, daf} fast ausschliefllich mit
den Effektivwerten der Wechselgréflen gearbeitet wird. Bei Vorhandensein mehrerer Zei-
ger ist es zweckméafig, einen davon als Bezugszeiger zu wihlen und die Phasenverschie-
bungen zueinander zu bezeichnen. In der obigen Abbildung wurde der Strompfeil I dazu
verwendet. Der Winkel ¢, gibt an, um wieviel die Spannung U, dem Strom I nacheilt.
Umgekehrt ist es im Falle der Spannung U,. Diese eilt dem Strom um @y voraus.
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Ein Zeiger ist durch folgende Angaben eindeutig beschrieben:
e Symbol der dargestellten Grofle (z.B. U, I, ).

e Betrag der sinusformigen Grofle. Dieser ist proportional der Lange des Zeigers.
Dazu ist immer ein Mafistab notwendig, z.B. 1em =5Volt, 1cm =3 Ampere.

e Frequenz f oder Kreisfrequenz w der Schwingung.
e Phasenwinkel zu einem Bezugszeiger oder Nullphasenwinkel, z.B. ¢1, ¢py1.

GemaéfB der schon hergeleiteten Beziehung zwischen Effektiv- und Scheitelwerten bei si-
nusformigen Groflen miiiten die Zeigerldngen in obigem Zeigerdiagramm um den Faktor
V2 verlingert werden, um das Zeigerdiagramm fiir Scheitelwerte zu erhalten.

Die Uberlagerung (Addition oder Subtraktion) von sinusférmigen Zeitsignalen gleicher
Frequenz ergibt immer ein Signal mit sinusférmigem Verlauf bei gleicher Frequenz. Aus

diesem Grunde kénnen Zeiger wie Vektoren geometrisch addiert bzw. subtrahiert werden
(Abbildung 5.8).

Abbildung 5.8: Geometrische Addition und Subtraktion von Zeigern.

Rechnerisch sind diese beiden Operationen sehr umstandlich durchzufiihren. Die bei-
den sinusférmigen Spannungen wu;(t) und wus(t) seien folgend gegeben.

uy = Uy sin(wt + 1)

Ug = Ug sin(wt + @)
Die Uberlagerung beider Spannungen ergibt:
u = Gsin(wt + @) = Uy sin(wt + 1) + Ug sin(wt + ¢3)
Nach Anwendung des Summensatztes sin(a £ ) = sin a.cos § £ cos asin f erhélt man :

u = usin(wt+ @)

=[Gy cos @1 + Uy cos @] sin(wt) + [t sin 1 + Ug sin o] cos(wt)
Damit ergibt sich fiir die Gesamtspannung wu:

usinp = U sing; + g sin @y

UCOSY = Uy COS Y| ~+ Usg COS o (5.15)
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Aus der Division dieser beiden Gleichungen erhélt man iiber den Arcus-Tangens den
resultierenden Phasenwinkel zu:

sin ¢ 1y sin 1 + Us Sin g
COS @ 1y COS 1 + Uy COS Py

¢ = arctan (5.16)

Durch Quadrieren und Addieren der sin- und cos-Terme findet man den Scheitelwert @
der Gesamtspannung.

4% = [y sin @y + 1o sin @y]? + [y cos oy + Gy cos @)

0 = \/ﬁ% + U3 + 241 1Us cos(pr — ¢2) (5.17)

In dieser Beziehung 5.17 wurde noch Gebrauch von der Identitét cos(a—f) = cos a cos S+
sin asin 8 gemacht. Man erkennt die Umsténdlichkeit dieser einfachen mathematischen
Manipulation bereits bei nur zwei zu addierenden/subtrahierenden Groen.

5.4.2 SinusgroBen als komplexe Zeiger

Bildet man einen Zeiger in der komplexen Zahlenebene ab, so kann dieser Zeiger durch
eine komplexe Zahl eindeutig beschrieben werden. Es kénnen alle Vorteile aus der kom-
plexen Zahlenrechnung angewandt werden. Die Sinusschwingung im Zeitbereich
wird in die komplexe Ebene transformiert. Es ist dies lediglich eine einfachere, ei-
ne symbolische Darstellungsform der sinusformigen Groéflen. Ein komplexer Zeiger wird
ebenfalls durch einen Unterstrich gekennzeichnet. Auch hier hat sich die Verwendung des
Effektivwertes durchgesetzt. In Abbildung 5.9 ist fiir eine Spannung und fiir einen Strom
deren komplexer Effektivwert U, bzw. I dargestellt. Man sagt dazu auch die komplexe
Spannung bzw. der komplexe Strom.

Die dargestellte Spannung U kann durch die Exponentialform oder Eulersche Form
U = U W) = [J @t 7% (5.18)

mathematisch beschrieben werden. Unter Verwendung des Satztes von Moivre kann
daraus die trigonometrische Form erstellt werden:

U = U [cos(wt + ¢) + j sin(wt + ¢)]. (5.19)

Die bekannte Frequenz f bzw. Kreisfrequenz w der harmonischen Gréfle ist nur fiir
die Bestimmung von Zeitwerten notwendig. In allen anderen Féllen wird auch in der
komplexen Darstellung eines Zeigers auf die Drehung des Zeigers mit der Kreisfrequenz
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Im /\j

1<

Im(U)’

¢
l

» > Re

0 Re(U)

Abbildung 5.9: Zeiger in der komplexen Zahlenebene.

w verzichtet. Man lifit in diesen Féllen den Term e’“! aus Gleichung 5.18 weg. Dies
entspricht dem Momentanzustand zum Zeitpunkt ¢t = 0.

Man bezeichnet die in Abbildung 5.9 eingezeichneten Grofien, den auf der reellen Achse
aufgetragenen Anteil von U als Realteil und den auf der imaginéren Achse aufgetragenen
Anteil von U als Imaginérteil.

Der Real- und der Imaginérteil einer komplexen Gréfle berechnet sich durch

Re(U) = U cos(wt+ ¢)
Im(U) = U sin(wt+ ¢) (5.20)

Mit diesen Beziehungen ist der Zusammenhang zur Zeitfunktion der Sinusgrofie gegeben.
Aus diesen Komponenten kann nun der Betrag und der Winkel ¢ nachfolgend berechnet
werden:

Re(U) = a;  ImU)=b — U=a+jb
U = U =Va+0P (5.21)

¢ = arctan—
a

Zur komplexen Grofle U gibt es eine dazu konjugiert komplexe Grofle. Diese hat
ein zur komplexen Grofle umgekehrtes Vorzeichen im Imaginérteil und demzufolge auch

im Winkel (Abbildung 5.10).

Die konjugiert komplexe Grofie wird mit einem hochgestellten Stern am Grofiensymbol
gekennzeichnet.
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Im i
Im() 1
¢
Re(l) Re
O\ /-0
-Im(U) U

Abbildung 5.10: Komplexe und dazu konjugiert komplexe Grofe.
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