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1 Das elektrische Feld

1.1 Die elektrische Ladung

Lange Zeit galten Atome als die kleinsten, nicht weiter teilbaren Bausteine der Materie
(atomos heiBt unteilbar). Die Griechen Leukipp und Demokrit beschrieben dies schon
etwa 500 vor Christus in ihren Schulen. Sie machten Beobachtungen iiber Anziehungen
von einem Stiick Fell, welches mit Bernstein (griechisch: elektron) in Berithrung kam.
Damit haben sie den Begriff Elektrizitdat gepriagt. Erst zu Beginn des 20. Jahrhunderts
erkannten die Physiker, da8 das Atom nicht unteilbar ist (Rutherford, 1871-1937). Das
Atom besteht nunmehr aus einem Atomkern um den in bestimmten Abstdnden Elek-
tronen kreisen. Der Atomkern besteht aus Neutronen und Protonen. Die Wirkung eines
Atoms nach auflen hin ist neutral. Entzieht man einem Atom beispielsweise ein Elektron,
so kann eine Wirkung beobachtet werden, die man als elektrisch bezeichnet. Aus einer
Vielzahl von in der Natur vorkommenden Kraftfeldern (z.B. Gravitationsfeld) befafit sich
die Elektrotechnik intensiv mit einem Kraftfeld, welches als elektrisches Feld bezeichnet
wird. Ein Korper im elektrischen Feld reagiert zufolge einer elektrischen Ladung. Die
elektrische Ladung Q beschreibt den elektrischen Zustand eines Korpers. Sie hat die aus
den SI-Einheiten abgeleitete Einheit [As| oder auch Coulomb [C] genannt und wird in
einem Vielfachen der sogenannten Elementarladung e ausgedriickt.

Elementarladung e = 1,602189210~°C

Es ist dies eine Naturkonstante. Es gibt nun Koérper, die per Definition positiv geladen
sind und solche die negative Ladung aufweisen. Beispielsweise gilt :

ein Elektron ist negativ geladen, d.h. Q = -e
ein Proton ist positiv geladen, d.h. Q = e
ein Neutron ist ungeladen, d.h. Q =0

Der willkiirlichen Definition der Vorzeichen liegt zugrunde, dafl ein Elektroneniiber-
schufl mit minus, ein Elektronenmangel mit plus bezeichnet wird.
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1.2 Wirkung elektrischer Ladungen

Man erkannte aus zahlreichen Versuchen (z.B. Bernsteinversuch der Griechen), daf elek-
trisch geladene Korper aufeinander eine Kraft ausiiben. Charles Augustin Coulomb (1736
-1806, franzosischer Ingenieur und Physiker) gelang es, fiir diese Kraftwirkung eine, dem
Gravitationsgesetz ahnliche Gesetzmafigkeit aufzustellen(1785):

Zwei Korper wirken entlang ihrer Verbindungslinie mit einer Kraft, die proportional
dem Produkt ihrer elektrischen Ladungen und umgekehrt proportional dem Quadrat
ihres Abstandes ist.

In mathematischer Schreibweise lautet das Coulombsche Kraftgesetz :

F= ler'ZQQ* (1.1)

€12

Abbildung 1.1: Kréfte zweier geladener Korper, in diesem Fall: AbstoBung zweier gleich-
namig geladener Korper.

Die Proportionalitidtskonstante in (1.1) entspricht dabei:

k= (1.2)

4dmeq

N 2
—8,987.109[ m]
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€p wird darin als elektrische Feldkonstante bezeichnet. Die physikalische Bedeutung
dieser Grofle wird spéter noch besprochen. Es ist nun zweckméfig, den Begriff der elek-
trischen Feldstirke einzufithren. Dazu denke man sich den Koérper mit der elektrischen
Ladung @) festgehalten. Mit der zweiten elektrischen Ladung @)y (Probeladung) unter-
suchen wir die Wirkung des ersten Korpers im Raum. Bezieht man die gemessene Kraft
F auf die Ladung )2 des Probekorpers, erhédlt man die elektrische Feldstéarke E:

i — F kgm 1 N  Ws1 VASL_K (1.3)
YT, | 2 As T As m As  m As m '

bzw.

= 1
Aol

ey 12

(1.4)

Dem entsprechend existiert um einen geladenen Korper ein elektrisches Feld, dessen
GroBe proportional der elektrischen Ladung ist und mit dem Quadrat des Abstandes vom
geladenen Koérper abnimmt. Die Richtung des Feldes entspricht der radialen Richtung
€., vom Mittelpunkt der Ladung laufend. Die Gesamtheit aller Feldstérkevektoren E
bezeichnet man als das elektrische Feld.

Wird ein Korper mit der Ladung Q in ein elektrisches Feld E gebracht, so erfahrt
dieser die Kraft

F =QE, (1.5)

wobei E die elektrische Feldstirke am Ort des Korpers mit der Ladung Q angibt. Bei
diesen Betrachtungen muf3 vorausgesetzt werden, daf§ die raumlichen Ausdehnung des ge-
ladenen Koérpers und dessen Ladung so gering sind, daf§ die urspriinglich vorherrschende
Feldverteilung nicht gestort wird (Punktladungen). Sind mehrere Punktladungen vor-
handen, so erzeugt jede fiir sich ein elektrisches Feld. Da der Zusammenhang zwischen
E und Q linear ist (Gl. 1.4), ergibt die Uberlagerung der Felder aller Ladungen das Ge-
samtfeld. Beispielsweise ergibt die Gesamtfeldstéirke fiir drei unterschiedliche Ladungen
@1, Q2 und Q3 in einem beliebigen Punkt im Raum :

Die Gesamtfeldstirke £ im Punkt P errechnet sich dabei zu

E =

Z 3 L& (1.6)

47T601 1Tip

1.2.1 Feldlinien und Feldlinienbilder

Um den optischen Eindruck iiber das Feldverhalten im gesamten Raum zu erhalten,
miiffite man in sehr vielen Punkten die Feldstéarkevektoren in Betrag und Richtung dar-
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Q1

Abbildung 1.2: Uberlagerung der elektrischen Feldstérken mehrerer Punktladungen in
einem beliebigen Aufpunkt P.

stellen. Ubersichtlicher ist es, das Verhalten mit Hilfe sogenannter Fedlinien wiederzu-
geben. Man erhélt eine Fedllinie, wenn man von einem gegebenen Punkt aus ein kleines
Stiick in Richtung des Feldstéarkevektors geht, die Richtung des Feldstédrkevektors be-
stimmt, wieder ein kleines Stiick weiterschreitet, und so fort. Aus dieser Darstellung ist

O

Abbildung 1.3: Konstruktion einer elektrischen Feldlinie.

sehr gut der qualitative Verlauf des elektrischen Feldes zu erkennen. Diese Darstellung
gibt indirekt auch iiber den Betrag der elektrischen Feldstiarke Auskunft. Er ist um so
hoher, je dichter beisammen die Feldlinien liegen. Alle Feldlinien haben einen Anfangs-
und einen Endpunkt. Entsprechend einer willkiirlichen Festlegung beginnen sie in den
positiven Ladungen und enden in den negativen.

Die positiven Ladungen werden als Quellen, die negativen Ladungen als Senken des
elektrischen Feldes bezeichnet.
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Abbildung 1.4: Feldlinienbild zweier punktférmiger Ladungen.

1.3 Arbeit, Potential und Spannung

Befindet sich im elektrischen Feld E eine elektrische Ladung Q, so wirkt auf diese eine
Kraft F geméfl Gl. 1.1. Soll nun diese Ladung QQ bewegt werden, so mufl dazu Arbeit
verrichtet werden. Bei einer Verschiebung der Ladung in Gegenrichtung zum elektrischen
Feld E ist eine Energiezufuhr von auflen erforderlich. D.h. es ist eine mechanische Kraft
erforderliche, welche der Kraftwirkung des elektrischen Feldes entgegenwirkt. Erfolgt
hingegen die Verschiebung in Richtung der elektrischen Feldstérke, so verrichtet das Feld
die notwendige Arbeit. Die Arbeit W ist definiert als das Produkt der ldngs des Weges
wirkenden Kraft und dem zuriickgelegten Weg. Im Allgemeinen muf§ die Richtung der
Kraft nicht mit der Richtung des Weges iibereinstimmen, sodafl die vektorielle Projektion
fiir die notwendige Arbeit mafigeblich ist. Fiir ein differentielles Wegelement ds gilt
allgemein:

AW = Foeen -dS = —F-d§=—QE -d3 [Nm=.J] .. Joule (1.7)

[dW| = |F||d3] cos o (1.8)
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Abbildung 1.5: Arbeit im elektrischen Feld.

Die erforderliche Arbeit Wi, zur Verschiebung der Ladung Q von P; nach P, (im elek-
trischen Feld) ergibt sich aus dem Wegintegral :

Py

P — —
wh:ri/QEdez—Q E.ds (1.9)
Py

Py

Bewegt man nun die Ladung Q von P, nach P; zuriick, so &ndert sich lediglich die
Richtung des Wegelementes zu —ds, und die Arbeit Wy, ergibt sich zu:

P P P,
Wy = — e,.dg:_Q/ E-ds=qQ [ E-dz (1.10)
Py Py Py

Entfernt man folglich eine Ladung Q im elektrischen Feld von einem Punkt P, und bringt
diese Ladung anschlieend wieder in diesen Punkt zuriick, wird keine Gesamtarbeit W
verrichtet:

W =Wy + Wy =0 (1.11)

Die Grofle der Arbeiten Wi und Ws; sind auch von der Wahl des Weges zwischen den
Punkten P; und P, unabhéngig:

Abbildung 1.6: Bestimmung der verrichteten Arbeit entlang unterschiedlicher Wege.
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Dieses Ergebnis a8t sich auch folgendermaflen interpretieren. Das Linienintegral iiber
die elektrische Feldstdrke E im elektrostatischen Feld entlang eines geschlossenenen
Weges ist Null.

}{E~d§: 0. (1.12)

Ein Feld mit dieser Eigenschaft bezeichnet man allgemein als wirbelfrei. Bedingt durch
diese Wegunabhéngigkeit des Integrales wird die Arbeit W nur vom Anfangs- und vom
Endpunkt bestimmt. Man ordnet daher diesen Punkten eine charakteristische Grofle,
das elektrostatische Potential ® zu. Es wird definiert:

Py Py —
Wg=— i Foy-ds=Q i [—E -ds] = Q[®(Py) — ®(P)]. (1.13)
Diese Definition erlaubt es, zum Potential ®(P) einen beliebigen, konstanten Wert zu ad-

dieren, ohne daf sich der Wert des Linienintegrals (Gl. 1.13) &ndert. Das elektrostatische
Potential ist eine skalare Grofie.

Fir die Differenz der Potentiale in den Punkten P; und P kann

Py
[ B ds=a(n) - a(p) = U, U;m - v} L Volt (1.14)

Py

geschrieben werden. Die Grofle Uy bezeichnet man als elektrische Spannung zwischen
den Punkten P; und 5.

1.4 Materie im elektrischen Feld

Bisher erfolgten alle Betrachtungen fiir luftleeren Raum, d.h. weder elektrisch leitfahige
noch isolierende Korper waren vorhanden. Bei Vorhandensein derartiger Kérper miissen
die entsprechenden Materialeigenschaften mitberiicksichtigt werden. Bringt man nun ein
Material, zB. einen Matalldraht oder PVC in des elektrische Feld ein, so wird sich das
elektrische Feld im Inneren derselben unterschiedlich einstellen. Um dies nun beschrei-
ben zu konnen, ist es zweckméifBig, neben der elektrischen Feldstérke E, eine weitere
Feldgrofle, namlich die elektrische Verschiebung 5, einzufithren. Sie ist als Propor-
tionalitdat zur elektrischen Feldstérke folgent definiert:

2 2
BB c* V. (As)" V. As

(1.15)

Nm2m VAsmm m2|
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Die Einheit der elektrischen Verschiebung D entspricht einer Ladung pro Flidche (Gl
1.15). Auf die Proportionalititskonstante € wird bei der Beschreibung isolierender Stoffe
naher eingegangen.

Zunichst werden elektrisch leitfahige Korper und hernach nichtleitende Korper in ein
elektrisches Feld eingebracht und die jeweiligen Auswirkungen und Phénomene unter-
sucht.

1.4.1 Leitfahige Korper - Influenz

Ein leitfahiger Korper, zB. ein Stiick Kupferdraht, zeichnet sich dadurch aus, dass die
um die Atomkerne kreisenden Elektronen unter sehr geringem energetischen Aufwand
fiir einen Ladungstransport (=Strom) zur Verfiigung stehen. Die Elektronen sind hoch
beweglich.

Bringt man nun einen Leiter, -er ist elektrisch neutral- in ein elektrisches Feld E ein,
so wird auf die Elektronen jeweils die Kraft F = QE" wirken. Aufgrund ihrer hohen Be-
weglichkeit werden sich diese Elektronen bewegen. Diese Bewegungen erfolgen so lange
bis die Elektronen keine Feldstérke mehr verspiiren, dh. wenn die Bedingung E=10
erfiillt ist. Damit ist auch die Kraft F auf die Ladungen Null. Diesen Vorgang nennt
man die elektrische Verschiebung oder Influenz

Alle Ladungen des Leiters sind nunmehr flichenhaft an der Oberfliche des Leiters
verteilt (vgl. Abb. 1.7).

QM Ladungen

Leiter

Abbildung 1.7: Ladungsverteilung und elektrisches Feld in einem elektrisch leitfahigen
Korper.

Somit ist das Innere des Leiters feld- und ladungsfrei. Man koénnte sich dieses Gebiet
durch einen Isolator oder durch leeren Raum ersetzt denken, an dessen duflerer Begren-
zung die Ladungen sitzen. Die folgenden wesentlichen Aussagen kénnen nun getroffen
werden:

1. Elektrische Felder werden durch leitfihige Korper abgeschirmt.
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2. Die elektrischen Feldlinien miinden auf leitfidhigen Koérpern stets senk-
recht ein.

3. Da das Innere eines Leiters feld- und ladungsfrei ist, muf3 die Leitero-
berfliche eine Fliche konstanten Potentials darstellen (Aquipotential-
flache).

Aus der Einheit der elektrischen Verschiebung D [As/m?] ersicht man, daB aus dessen
Integration iiber eine Flédche eine elektrische Ladung Q resultieren muf.

Tatséchlich ergibt ein geschlossenes Oberflichenintegral von D iiber ein beliebiges
Gebiet die darin enthaltene Gesamtladung;:

ﬁﬂdﬁ:@. (1.16)

Diese Beziehung bezeichnet man als das Gaufische Gesetz. Wird das Integral nicht
iiber eine geschlossene Fliche, sondern nur iiber eine beliebige Flache I' ausgefiihrt, so
ergibt dies den elektrischen Flufl W.;:

U, = / D-dr. (1.17)
r

War der leitende Kérper vor dem Einbringen in das Fremdfeld E + ungeladen, so ist
er es dann auch wieder. Das geschlossene Oberflachenintegral iiber den eingebrachten
Leiter ergibt Null, da eine gleich groflie Anzahl von positiven und negativen Ladungen
influenziert wurde. In jedem Fall liegen die Influenzladungen umgekehrten Vorzeichens zu
den influenzierenden Ladungen néher diesen influenzierenden Ladungen. Aufgrund der
hoheren Feldstéirken im nédheren Bereich werden sich influenzierende und influenzierte
Leiter immer anziehen. Zur Feststellung der elektrischen Verschiebung D kann der Effekt
der Influenz herangezogen werden.

1.4.2 Nichtleiter oder Isolatoren - Polarisation

Anders als beim leitenden Korper kann ein Isolator von einem elektrischen Feld durch-
setzt werden. Man bezeichnet derartige Stoffe oft als Dielektrika (dia heifit durch).
Die Elektronen eines isolierenden Materials, zB. PVC oder Glas, sind nur beschriankt
beweglich. Sie konnen sich nicht solange bewegen, bis vollige Feldfreiheit vorherrscht. Es
wird ein elektrisches Feld im Inneren verbleiben. Ein Maf fiir die Verschiebbarkeit von
Ladungen wird nun mit der Dielektrizitdtszahl e ausgedriickt.

Ahnlich dem Falle eines Leiters im elektrischen Feld kann man auch bei einem Isolator
die Ladungen an der Oberfléiche vermuten. Die Dichte der Ladungen an der Oberfliche
wird jedoch vergleichsweise klein sein, da ja im Inneren ein Feld E; verbleibt. Man nennt
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diese Ladungen Polarisationsladungen mit der Dichte 0,,,;. Als Polarisation bezeichnet
man die makroskopisch feststellbare Ladungsverschiebung in dielektrischen Stoffen.

Im atomaren Verband koénnen sich in einem Isolator die Ladungsschwerpunkte nur sehr
begrenzt verschieben. Dies ist so lange moglich, bis sich zwischen der trennenden Kraft
des dufleren elektrischen Feldes und der Anziehungskraft der Polarisationsladungen ein
Gleichgewichtszustand einstellt. Auf die unterschiedlichen Arten der Polarisation (Elek-
tronenpolarisation, Molekiil-Polarisation und Orientierungspolarisation) wird
hier nicht néher eingegangen.

Die Abschwichung der elektrischen Feldstéirke in einem dielektrischen Stoff gegeniiber
luftleeren Raum kann durch den formalen Zusammenhang

D=c¢E = ¢ ek, (1.18)

A F
€ = 8,854 -10712 [8 = ] ... Farad pro Meter. (1.19)
Vm m

iiber € bzw. ¢, erfafit werden. €, bezeichnet man als relative und ¢ als absolute
Dielektrizitéitskonstante des entsprechenden Stoffes. Gl. 1.18 besagt, daf3 eine Erhéhung
der relativen Dielektrizitétszahl eines Mediums eine Erniedrigung des elektrischen Feldes
in diesem Medium zur Folge hat.

1.4.3 Unterschiedliche dielektrische Stoffe

In der nachfolgenden Tabelle 1.1 sind die Dielektrizitdtszahlen einiger Stoffe aufgelistet.

Stoff | e, Stoff | €,
Luft | 1,00059 Quarz | 3,8 bis 5
Petroleum | 2,0 Glas | 5 bis 7
Polyéthylen | 3,2 Keramik | 9,5 bis 100
Polystyrol | 2,6 Diamant | 16,5
Gummi | 2,5 bis 3,5 Nitrobenzol | 36,0
Bernstein | 2,8 destil. Wasser | 81,0

Tabelle 1.1: relative Dielektrizitatszahlen.

Es gibt in der Natur einige Stoffe, die in den unterschiedlichen Achsenrichtungen
verschiedene Dielektrizitdtseigenschaften aufweisen. Zur Beschreibung des Feldverhal-

10
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tens derariger Stoffe miissen die Materialeigenschaften entsprechend durch eine Matrix
beriicksichtigt werden, z.B. durch:

ez 0 0
e=¢ | 0 ¢ 0 [. (1.20)
0 0 e,

€z, € und €, sind darin die relativen Dielektrizitétszahlen fiir die indizierten Achsen-
richtungen.

1.4.4 Die Kapazitat

Man betrachte die einfache Anordnung zweier paralleler, in einem Abstand d angeord-
neter Platten (Abb. 1.8). Auf einen der Leiter bringt man eine positive Ladungsmenge
+Q auf, auf den anderen gleich viele Ladungen umgekehrten Vorzeichens. In der Praxis
erfolgt dies mit einer Spannungsquelle, deren Klemmen iiber leitende Verbindungen mit
den zwei Platten verbunden sind.

+Q‘

_Q‘

Abbildung 1.8: Zwei parallele Platten mit Batterie als Spannungsquelle

Es werden hierbei auf dem einen Leiter Ladungen der einen Art, auf dem anderen dieje-
nigen umgekehrten Vorzeichens verschoben (influenziert). Bei einer gegebenen Spannung
konnen diese Platten nur eine ganz bestimmte Anzahl von Ladungen aufnehmen. Ein
Ma#f dafiir ist die Kapazitéit C (Aufnahmefihigkeit). Aus Versuchen erkannte man, daf
C umso grofer ist, je grofer die Flache A der Leiter ist, je grofler die Dielektrizitétszahl
€ des dazwischenliegenden Mediums ist und sie wéchst mit kleiner werdendem Abstand
d der beiden Platten zueinander. Fiir die Ladungsmenge auf einer Platte gilt:

A
Q:%U —-CU. (1.21)

Fiir eine allgemeine Anordnung zweier Leiter, entsprechend Abb. 1.9 folgt:

C=2=L" " 122 — Farad (1.22)

11
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_— /
r

Abbildung 1.9: Kapazitit zwischen zwei leitenden Korpern

Zur Veranschaulichung betrachte man eine Plattenanordnung mit einer Flédche von
A=1 e¢m? in einem Abstand von d=1 mm zueinander plaziert. An diese Platten wird
eine Spannung von U=1 V gelegt. Das Medium zwischen den Platten sei Luft (¢, = 1).
Es ergibt sich die Kapazitit :

A 1,0.107*
C=e— =8,854.10712 2

Bei einer Spannung von 1 V folgt die Ladungsmenge je Platte, nach Gl. 1.21 zu
Q=C0U =8,854.107" As. (1.24)

Dividiert man diese Ladungsmenge durch die Elementarladung e, so erhélt man die
Anzahl der auf der Platte pro Quadratzentimeter befindlichen Ladungen. Hier sind dies
5,52615.10° Elektronen.

Voneinander isoliert angeordnete Leiter, zwischen denen sich ein elektrisches Feld ein-
stellen kann, nennt man Kondensatoren. [hr Einsatzgebiet in der Elektrotechnik er-
streckt sich iiber praktisch alle Teilgebiete, von der Elektronik iiber die Nachrichtentech-
nik bis zur Hochspannungs- und Anlagentechnik. Dementsprechend gibt es eine Vielzahl
von Bauarten und Ausfithrungen von Kondensatoren.

Parallelschaltung von Kondensatoren

Das Schaltsymbol eines Kondensators wird durch zwei etwas dickere, parallele Striche,
welche die Platten eines Kondensators stilisieren, und den elektrischen Verbindungen zu
diesen Platten dargestellt (Abb. 1.10).

Durch das Verbinden jeweils einer Platte von zwei oder mehr Kondensatoren in nach-
folgender Weise werden die verbundenen Platten auf gleiches Potential gebracht.

12
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Abbildung 1.10: Schaltsymbol eines Kondensators

@ o ————————

Abbildung 1.11: Parallelschaltung von Kondensatoren

Damit liegt an allen Kondensatoren dieselbe Spannung U. Die Gesamtkapazitit ist
die Summe aller verschobenen Ladungen bezogen auf die Spannung U:

C _Qges_@l+@2+@3+"'+@n
ges — U - U

=C+C+C3+---+C, (1.25)

Werden Kapazititen parallel geschalten, so ergibt sich die Gesamtkapazitit
aus der Summe aller Teilkapazititen.

X Q;
Co =" =51, (1.26)

Da an allen Teilkapazitédten dieselbe Spannung U liegt, folgt
Q:=C;U — Q1:Q2:Q3: - :Q,=0C1:Cy:C5: -+ :Cp,.  (1.27)

Die zugefiihrte elektrische Ladungsmenge ()4, verteilt sich auf die Kondensatoren im
Verhiiltnis ihrer Kapazitéaten.

Reihenschaltung von Kondensatoren
Schaltet man mehrere Kondensatoren derart, dafl zwischen dem Ende des einen und dem

Beginn des néichsten eine leitende Verbindung besteht, so erhilt man eine Serien- oder
Reihenschaltung von Kondensatoren (Abb. 1.12).

13
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g [ | | R o

e I i —

U, U, U, U

n

v

0]

Abbildung 1.12: Reihenschaltung von Kondensatoren

Schlieffit man dieses Gebilde an den beiden duflersten Anschliissen mit einer Span-
nungsquelle (z.B. Batterie) zusammen, so werden sich zunéchst an den beiden duflersten
Platten Ladungen verschieben. Durch das entstehende elektrische Feld werden infolge In-
fluenz auch Ladungen auf den dazwischenliegenden Platten verschoben. An allen Platten
muf sich dieselbe Ladungsmenge +Q bzw. -Q einstellen. Es gilt:

Q _Q _Q _Q
oo =g Us= U, = . (1.28)

U = oo o

Die gesamte angelegte Spannung verteilt sich auf die Kondensatoren geméf3 :

_, 1 1 1 1
U= [ B-ds=U+Us+Us+- o+, = ( NI )Lw
. §=U1+Us+Us+ - + QQ+@+%+ +%( )
Die Gesamtkapazitit erhélt man wiederum aus dem Quotienten % AVE
1—1+1+1+ +1 (1.30)
C1ges B C(1 CQ CY3 Cn .

Als haufig auftretenden Sonderfall sei hier die Seireinschaltung zweier Kondensatoren
angefiihrt:

1 C1 0y
C=|v——F = . 1.31
<C+C> €1+ Co 3

Durch die Serienschaltung von Kondensatoren wird die Gesamtkapazitit
verkleinert.

14
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Abbildung 1.13: Kapazitdten an einer Hochspannungsleitung.

1.4.5 Beispiel aus der Praxis

Man betrachte die in Abb. 1.13 dargestellte Anordnung einer Hochspannungs-Freileitung.

Die drei Leitungen des Energieiibertragungssystemes haben unterschiedliches Poten-
tial. Damit ist eine typisch kapazitive Anordnung gegeben. Die Kapazititen, sie sind in
der mittleren Abbildung dargestellt, beeinflussen nachhaltig das elektrische Verhalten
eines Energieiibertragungsnetzwerkes. Bei Doppel- und Mehrfachsystemen, wie sie bei
380kV-Trassen eingesetzt werden, sind die Verhéltnisse noch komplexer (rechte Abbil-
dung).

1.5 Energie im elektrostatischen Feld

Bisher wurde davon gesprochen, da8 sich ungleichnamige Ladungen anziehen (Coulomb-
sches Kraftgesetz). Zur Trennung von Ladungen mufl hingegen mechanische Arbeit ver-
richtet werden. Beim Bernstein-Versuch war die mechanische Tétigkeit das Reiben des
Fells an Bernstein. Dem Energieerhaltungsprinzip entsprechend muf} sich diese Arbeit
in irgend einer Form wiederfinden. In unserem Falle ist dies die elektrische Feldener-
gie. Sie ist im Raum, in welchem sich das elektrische Feld erstreckt, gespeichert. Man
beobachte nun folgenden Versuch.

Zwei Korper, Leiterl und Leiter 2 haben die elektrischen Potentiale ®; und ®, (Abb.
1.14).

Wird nun eine differentielle elektrische Ladung dQ entgegen der elektrischen Feldkrifte
von Leiter 1 nach Leiter 2 gebracht, so mufl mechanische Arbeit —dW,,..,, aufgebracht
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1 Das elektrische Feld

D, y D,
dQ

Abbildung 1.14: Verrichtung mechanischer Arbeit und Speicherung elektrischer Energie.
werden (negatives Vorzeichen bedeutet verbrauchte Energie):
AW = —dWipeen = dQ (Pg — $1) = dQ Uy = dQ U. (1.32)

Allgemein ist die Ladung proportional der Spannung (@ = C'U, Gl. 1.21). Bei diesem
Versuch bleibt die Kapazitit C der Anordnung unverdndert. Somit muf fiir die infinite-
simale transportierte Ladung dQ gelten:

dQ = CdU, (1.33)

sodafl mit 1.32

cU? QU Q?
> T2 a0 (134

Q U
Wel:/ UdQ:C/ UdU =
0 0

folgt und man folgende allgemeine Aussage ableiten kann:

Die in einem Kondensator gespeicherte elektrische Energie entspricht dem
halben Produkt aus der Kapazitit und dem Quadrat der angelegten elektri-
schen Spannung.
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2 Gleichformig bewegte Ladungen

2.1 Der elektrische Strom

Bisher wurden elektrische Feldverteilungen behandelt, welche sich aufgrund ruhender
Ladungen ergeben haben. Es wurde bei der Influenz zwar von Ladungsverschiebungen
gesprochen, jedoch wurden nur die Endzusténde, d.h. alle Ladungen befanden sich wieder
in einer stabilen, ruhenden und ortsfesten Lage, betrachtet. Dieses Kapitel befafit sich
mit bewegten Ladungen. Die Gesamtheit bewegter elektrischer Ladungen wird
als elektrischer Strom bezeichnet.

2.1.1 Die elektrische Stromstarke

Man betrachte dazu einen -durch welche Mechanismen auch immer- geladenen Konden-
sator, auf dessen einer Platte ein Elektroneniiberschufi (negative geladene Platte) auf
der anderen ein Eleketronenmangel (positiv geladene Platte) vorliegt (Abb. 77?).

Elektronenmangel, +Q Stromstirke I
| > A

Elektronenstrom

Elektroneniiberschul3, -Q

Abbildung 2.1: Feldabbau an einem Kondensator.

Soll sich nun die zwischen den Platten eingestellte elektrische Feldestéarke abbauen, so
muf} ein Ladungsausgleich stattfinden. Die iiberschiissigen Elektronen der einen Platte
miissen zur Platte mit Elektronenmangel flieen. Damit dies moglich ist, mufl zwischen
den Platten eine leitende Verbindung hergestellt werden. In Metallen sind Ladungen
frei beweglich. Entsprechend eines, wie in Abb. 77 dargestellten Leiters wird dieser
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

Ladungsausgleich moglich. Als phsyikalische Grofle zur Beschreibung des elektrischen
Stromes wird die elektrische Stromstéarke I definiert :

Definition:
AQ
I= Xt [A] ... Ampere. (2.1)

Die elektrische Stromstéirke I ist die pro Zeiteinheit durch einen festgeleg-
ten Querschnitt hindurchflieBende Ladungsmenge.

Da im allgemeinen die Stromstérke I zeitlich nicht gleichbleibend ist, kann fiir den
augenblicklichen Stromstirkewert die differentielle Anderung der Ladungen pro Zeit an-
gegeben werden(?7).

_deQ

I =
dt

[A]. (2.2)

Die Flufirichtung des Stromes ist definiert als die Richtung entgegengesetzt zum Elek-
tronenstrom. D.h. der elektrische Strom fliefit immer von plus nach minus (Quelle =
Senke). Versuche haben gezeigt, dafi die Dauer, bis ein Ladungsausgleich erfolgt ist,
abhéngig ist vom verwendeten Material. Die GesetzméfBigkeit zur Beschreibung dieses
Ladungsausgleiches erfolgt spéter.

2.1.2 Gleichstrom, Gleichspannung und Spannungsquellen

Zum Erreichen eines gleichbleibenden Elektronenflusses (Gleichstrom) und damit ei-
ner gleichméafigen Stromstéirke I mufl gesorgt werden, dafl die ab- bzw. zuflieBenden
Ladungen an den Kondensatorplatten immer in gleichem Mafle vorhanden bleiben. Dies
kann durch eine gleichbleibende Spannung U an den Platten erreicht werden. Es kann
die Spannung U als treibende Grofle fiir die Ladungsbewegung angesehen werden. Un-
abhéngig von der Anordnung mufl also immer Energie (mechanische, chemische, ...)
aufgewendet werden, um fiir die notwendigen Ladungen, die dann zu- bzw. abfliefen
konnen, zu sorgen. Bei unseren Betrachtungen ist es zunéchst nicht erheblich, aus wel-
cher Energieform dies geschieht. Der Einfachheit halber verwendet man ein Schaltsymbol
und bezeichnet dieses als Spannungsquelle.

Der Pfeil von der plus-Klemme zur minus-Klemme in Abb. 7?7 wird als Zéahlpfeil
bezeichnet und hat nichts mit einem Vektor zu tun. Der Zahlpfeil wird so gewéhlt, daf3
er vom hoheren zum niedrigeren Potential gerichtet ist.

Durch Verbinden der Klemmen der Gleichspannungsquelle mit einem Leiter entsteht
ein Stromkreis, in dem ein gleichbleibender Strom der Stromstérke I flief3t.
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

et

U

Abbildung 2.2: Schaltsymbole von Gleichspannungsquellen, links allgemein, rechts
Batterie.

2.1.3 Die elektrische Stromdichte

Damit die vorhin beschriebene richtungsabhéngige Bewegung der Elektronen im Leiter
mathematisch korrekt erfolgen kann, wird wiederum eine vektorielle Grofle bendtigt.

Flache A \

Abbildung 2.3: Zur Definition der elektrischen Stromdichte.

Dazu wird die sogenannte elektrische Stromdichte J wie folgt definiert. Fiir ein infi-
nitesimales Fldchenelement dA gilt:

dI = J-dA. (2.3)

Die Gesamtstromstéirke, welche durch eine Flache A flieit errechnet sich aus der In-
tegration aller infinitesimaler Stromstéarken dI iiber diesen Querschnitt:

I= [ J-dA (2.4)
/

Umgekehrt kann die elektrische Stromdichte durch

J="¢4 (2.5)
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

dargestellt werden. Man kann dieselbe Stromdichte |f| = J in einem Leiter erreichen,
wenn einmal der Strom hoch und der Querschnitt hoch und umgekehrt wenn der Strom
klein und der Querschnitt klein sind.

2.2 Das Ohmsche Gesetz

Es wurde schon erwéhnt, daf§ die Dauer des Ladungsausgleiches zwischen Quelle und
Senke vom verwendeten Material des Leiters abhéngig ist. In Metallen (gute Leiter) sind
die Elektronen der duflersten Schale praktisch ungebunden. Somit stehen pro Atom zu-
mindest ein freies Elektron fiir den Ladungsausgleich zur Verfiigung. Fiir Metalle ergibt
sich eine untere Schranke von etwa 10?3 Ladungstriger pro cm?. Diese ungebundenen
Ladungstréger fiithren bei Temperaturen grofler als 0 Kelvin ungeordnete Bewegungen
aus (vgl. Brownsche Moelkularbewegung). Nach aulen erscheint der Leiter elektrisch
neutral.

PRl T

Abbildung 2.4: Bewegung der Ladungstrager im Metall,
links ohne elektrisches Feld, rechts mit elektrischem Feld.

Durch Anlegen einer Spannung U an den Leiter wird nun ein elektrisches Feld erzeugt
und die Elektronen werden entsprechend der auf sie wirkenden Kraft beschleunigt. Nach
einiger Zeit treffen sie auf die Atomriimpfe des Gitters (=Ionen, es fehlen Elektronen)
und werden unter Abgabe von Energie an das Gitter abgebremst, abgelenkt oder zuriick-
geworfen. Sie erreichen keine hohe Geschwindigkeit. Es kann jedoch eine mittlere Drift-
geschwindigkeit festgestellt werden, die proportional zur elektrischen Feldstéirke ist. Es
gilt:

—

U= —puk. (2.6)

Die Proportionalitédtskonstante . ["’}—z] wird als Beweglichkeit der Elektronen be-

nannt. Mit der Einfithrung einer spezifischen Leitfahigkeit v, definiert durch

Y = —HePe = _,U/e(n(_e))7 (27)
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

wobei n die Anzahl der freien Elektronen pro Volumseinhei ist, folgt fiir die elektrische
Stromdichte :

- ~ Am A S
J=~vFE =|l===—=— 2.8
Eop=|5n == (28)
Nachfolgend sind fiir einige wichtige elektrische Werkstoffe deren Materialdaten zu-
sammengefafit:

Leiter | 7[2 .10°] pr [Qm.107% | ag [7 1077
Silber | 62,5 0,016 | 3,8
Kupfer | 56 0,01786 | 3,93
Gold | 44 0,023 | 4,0
Aluminium | 35 0,02857 | 3,77
Messing | 11-14 0,09-0,7 | 1,5
Eisen | 5-10 0,2-0,15 | 4,5-6
Kohle | 0,01-0,02 100-50 | -0,2 bis -0,8

Tabelle 2.1: Materialdaten einiger Stoffe

Entsprechend GI. 77 ist durch die Vorgabe der elektrischen Feldstérke auch die Rich-
tung des elektrischen Stromes bestimmt. Die Gesamtheit der Stromdichtevektoren J ei-
nes betrachteten Gebietes bezeichnet man als elektrisches Stromungsfeld. Auch hier
gibt es die Unterscheidung zwischen homogenen und inhomogenen Stromungsfeldern.

Zur Beschreibung der Auswirkung des Flieflens elektrischen Stromes in Stoffen wird
nun der Begriff des elektrischen Widerstandes eingefiihrt. Das in Abb. 7?7 dargestellte
zylindrische Metallstiick sei an dessen Enden mit den Klemmen einer Gleichspannungs-
quelle verbunden:

Strom | ,
—

AN
Y |

Abbildung 2.5: Der Ohmsche Widerstand
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

Der Querschnitt A dieses metallischen Zylinders bleibt iiber die gesamte Lénge [ un-
verdndert. Aufgrund der angelegten Spannung U stellt sich eine konstante elektrische
Feldstarke E entlang des metallischen Leiters ein. Fiir die Spannung gilt:

U:/E-d§:|ﬁ|z. (2.9)
l

Infolge des homogenen Leiters ist die Stromdichte {iberall gleich grof3. Daraus resultiert
die Stromstéarke I zu:

I =~|E|A. (2.10)

Nach Substitution der elektrischen Feldstarke mit Hilfe von GIl. ?? erhalt man:

U= PylAI (2.11)

Diese Bezichung wird als das Ohmsche Gesetz bezeichnet. Es beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der an einem Leiter angelegten Spannung U und dem, infolge
dieser Spannung flieBenden Strom /. Fiir den Bruch in Gleichung ?? wird der Begriff
des elektrischen Widerstandes mit dem Formelzeichen R eingefiihrt:

[ m \%4

und Gleichung 7?7 kann vereinfacht dargestellt werden:
U=RI. (2.13)

Die elektrische Stromstérke / in einem metallischen Leiter ist proportional
der angelegten elektrischen Spannung U.

Sehr hiufig wird anstelle der elektrischen Leitfahigkeit v dessen reziproker Wert, der
sogenannte spezifische Widerstand pp verwendet. Die Zahlenwerte fiir pr einiger
wichtiger Stoffe sind bereits in Tabelle 7?7 aufgelistet. Fiir Gleichung 7?7 kann daher
auch

(2.14)
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

geschrieben werden. Desgleichen verwendet man héaufig den als elektrischen Leit-
wert G bezeichneten reziproken Widerstand R~

I= Zl%U =GU; G] = {;2 = S] ... (Siemens,S). (2.15)

Im allgemeinsten Fall ist ein elektrischer Leiter nicht so regelméflig wie im falle eines
Zylinders. Es gilt hier

1

=,

[B-ds d5
T JdA
A

R (2.16)

1

~| S
S

1
Y[E-d

2 o

2.2.1 Bauformen Ohmscher Widerstande

Je nach Anwendungsgebiet gibt es eine Vielzahl unterschiedlicher Bauformen Ohmscher
Widerstédnde. Kriterien dafiir sind die thermische Belastbarkeit, Genauigkeit, Langzeit-
stabilitét, das parasitdre Verhalten, usw. In den nachfolgenden Abbildungen sind unter-
schiedliche Bauformen dargestellt.

Mehrfach -Lackschicht Mehrfach -Lackschicht
Widerstandsschicht ~ (Wendel )
Kappe
Keramikkorper
—— mnsthiugdrant N\ Anschlufdraht
a) Schichtwiderstand b) Drahtwiderstand
Widerstandsmaterial Schutzabdeckung
AnschluR - I Leiter \ Widerstandsschicht
draht ] Lot
| Keramikrohr Létanschiuf Keramiktrager
$a%%
¢) Massewiderstand d) Diinnschichtwiderstand

Ebene Schichtwiderstdnde werden auch in Dickschichtschaltungen (a) sowie in inte-
grierten Schaltkreisen (b) ausgefiihrt.

Mittels eines verdnderbaren Abgriffes an einem Widerstand lassen sich sogenannten
Potentiometer oder Spannungsteiler verwirklichen. Bei Drahtwiderstdnden ermdoglicht
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

poly-kristallines Silizium der Dicke D
Kontakt Isolator (SiOy)

Leiterbahn Leiterbahn

Widerstands-
Schicht

)
| 77

~ “,
_— X X
| v e el g

i
Substrat f L ot

ein beweglicher Schleifkontakt den Abgriff an unterschiedlichen Stellen. Auch in Schicht-
technologie werden Potentiometer ausgefiihrt.

2.3 Die Temperaturabhdngigkeit des elektrischen
Widerstandes

Der lineare zusammenhang zwischen Strom und Spannung gilt nur dann, wenn der Ohm-
sche Widerstand R sich nicht éndert. Nur dann ist gewéhrleistet, daf§ eine Erhéhung der
Spannung am Widerstand auch eine proportionale Erh6hung des Stromes zur Folge hat.
Diese Konstanz von R ist nicht {iber den gesamten Temperaturbereich gegeben.

(™) Spezifischer Widerstand pr(T)

293K|

100 200 300 400 500 600 700 800
Temperatur in

Abbildung 2.6: Temperaturabhéngigkeit des spezifischen Widerstandes pg

In Abb. 7?7 ist die Abhéngigkeit des spezifischen Widerstande von Kupfer von der
absoluten Temperatur T [K] grafisch dargestellt. 0K entsprechen -273,15° C. In weiten
Teilen nimmt der spezifische Widerstand pg etwa linear mit der Temperatur zu. Im Be-
reich der Raumtemperatur 7p=20° C = 293 K hat folgende lineare Ndherung Giiltigkeit:

Pr(T) = pr, [1 + ax(T —Tp)]  [Q2m]. (2.17)
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

Darin ist pg, der spezifische Widerstand bei Raumtemperatur 7. Der Temperaturko-
effizient ay ist eine Materialkenngrofle. Fiir einige Stoffe ist dieser Wert in Tab. 77 auf-
gelistet. Dieser Temperaturkoeffizient kann auch negatives Vorzeichen besitzen, d.h. der
spezifische elektrische Widerstand wird mit steigender Temperatur kleiner. Bei sehr vie-
len Anwendungen will man iiber einen weiten Temperaturbereich eine Konstanz des elek-
trischen Widerstandes erreichen. Dies kann durch Zusammenschalten von Widerstdnden
mit entsprechenden Temperaturkoeffizienten erreicht werden.

Sind sehr grofle Temperaturbereiche zu betrachten, so ist die lineare Ndherung nicht
mehr genau genug. Es mufl eine quadratische Ndaherung herangezogen werden. Die be-
ziehung wird in 7?7 angedeutet, ohne aber auf den darin verwendeten Temperaturkoeffi-
zienten [ niher einzugehen.

pr(T) = pry [1+ as (T —Tp) + B(T — Tp)?]. (2.18)

Es gibt Stoffe, die ihren spezifischen elektrischen Widerstand bei sehr tiefen Tempera-
turen (nur einige Kelvin) plotzlich verlieren und bis zum absoluten Nullpunkt auf Null
bleiben. Derertige Materialien werden als Supraleiter bezeichnet.

2.4 Analogie zwischen elektrostatischem Feld und

Stromungsfeld

Die Gegeniiberstellung der Gleichungen des elektrostatischen Feldes mit denen des elek-
trischen Stromungsfeldes 148t folgende Analogien erkennen:

Elektrostatisches Feld Stromungsfeld
D=¢E J=~E
\I/:/ﬁ-df‘ ]z/f-d/f

r A

2 2
U= [ E-as U= [ E-as

1 1
Q=CU I=GU
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

E und U haben in beiden Fillen dieselbe Bedeutung. Die elektrische Stromdichte
J entspricht der elektrischen Verschiebung l_j, der elektrische FluB8 ¥ der elektrischen
Stromstérke I, die Dielektrizitdatszahl e ist analog zur elektrischen Leitfdhigkeit v und
die Kapazitiat C' entspricht dem Leitwert G.

2.5 Die Leistung im stationdren Stromungsfeld

Zur Beschreibung der elektrischen Leistung P betrachte man ein differentielles Volums-
element dV', gemafl Abb. 77 :

dVv

N

7

E

Abbildung 2.7: Bestimmung der elektrischen Leistung.
Fiir das differentielle Volumselement gilt:
AV = A - ds (2.19)

In diesem differentiell kleinen Volumen ist die elektrische Feldstérke £ und das Léangen-
element ds in gleicher Richtung. Die umgesetzte elektrische Leistung dP ergibt sich aus
dem Produkt der elektrischen Spannung in diesem Volumselement mit dem durchflie-
Benden Strom :

AP = dU dI (2.20)

Setzt man darin die Beziehungen
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2 Gleichféormig bewegte Ladungen

dU = E - ds
und
dl = J-dA

ein, so folgt:

-

dP=dUdl = E -d3J-dA=E - JdV. (2.21)

Das skalare Vektorprodukt aus den beiden Vektoren E und J bezeichnet man dabei
als Leistungsdichte p.

P - -
pZWZE-J- (2.22)

Damit wird die in einem Gesamtvolumen () umgesetzte elektrische Leistung zu

P:/E-fdv —UI [VA=W] .. Watt. (2.23)
Q
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3 Gleichstromschaltungen

3.1 Der einfache elektrische Stromkreis

Der einfache elektrische Stromkreis besteht zumindest aus einer Spannungs- bzw. Strom-
quelle, einem Verbraucherwiderstand und den leitenden, widerstandsbehafteten Verbin-
dungen zur Quelle.

u, o]

RL2

Abbildung 3.1: Einfacher elektrischer Stromkreis.

Die von der Gleichspannungsquelle erzeugte Spannung an den Klemmen wird durch
den Spannungszéhlpfeil Ug dargestellt. Die Zuleitungswiderstdnde Ry, und Rps bedeu-
ten fiir den elektrischen Strom einen Widerstand. An den Klemmen des Verbrauchers
Ry wird daher nur eine um den Spannungsabfall auf den Leitungen kleinere Spannung U
auftreten. Das rechteckige Schaltsymbol stellt den elektrischen Widerstand Ry des Ver-
brauchers dar. In ebensolcher Darstellung konnen die Leitungswiderstiande Ry, und Ry
im sogenannten Widerstandsersatzschaltbild, haufig nur als Ersatzschaltbild bezeichnet,
dargestellt werden. Die dabei auftretenden elektrischen Spannungsabfille werden wie-
derum durch Spannungszahlpfeile dargestellt.

Im Ersatztschaltbild mufl folgende Regelung eingehalten werden. Der Strom I fliefit
von der positiven Klemme der Spannungsquelle zur negativen. Ist die Richtung des
Stromes [ festgelegt, so sind die Zahlpfeile der Spannungsabfille iiber den Ohmschen
Widersténden in derselben Richtung wie die des elektrischen Stromes I zu wéhlen. Im

28



3 Gleichstromschaltungen

Abbildung 3.2: Ersatzschaltbild des einfachen Stromkreises.

Widerstandsersatzschaltbild Abbildung 7?7 sind die, auf die Leiterldnge verteilten Zu-
leitungswiderstdnde durch diskrete Widerstinde Rp; und Rps ersetzt. Damit gilt im
Widerstandsersatzschaltbild, dafl alle darin eingezeichneten Leitungen ideal, das heifit
unendlich gut leitend sind. Entsprechend dem Ohmschen Gesetz errechnen sich die ein-
zelnen Spannungsabfille zu:

URLl - [RLl URL2 = [RLQ U == [R (31)

3.2 Zweipole

Im Ersatzschaltbild in Abbildung ?? werden nur Elemente mit zwei Anschliissen ver-
wendet. Derartige Schaltelemente bezeichnet man als Zweipole. Durch das Strom-
Spannungsverhalten an den Klemmen wird der Zweipol in seinem elektrischen Verhalten
eindeutig beschrieben.

(0]

Abbildung 3.3: Verhéltnisse an einem allgemeinen Zweipol.

Am linken Zweipol in Abbildung ?? werden die tatsdchlichen Strom- und Spannungs-
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3 Gleichstromschaltungen

verhéltnisse an den Klemmen eines Erzeugers (Quelle) dargestellt. Strom- und Span-
nungszihlpfeil sind entgegengesetzt gerichtet. Diese Richtungszuordnung wird als Er-
zeugerpfeilsystem, EZS bezeichnet. In strichelierter Weise ist beispielsweise eine schon
beschriebene Gleichspannungsquelle eingezeichnet.

Auf der rechten Seite in Abbildung ?? sind Strom- und Spannungszéhlpfeil in gleicher
Richtung dargestellt. Ein derartiges Klemmenverhalten charakterisiert den elektrischen
Zweipol als Verbraucher. Diese Darstellung wird als Verbraucherzihlpfeilsystem,
VZS bezeichnet. Zur Beschreibung eines Ersatzschaltbildes wird in der Regel nur ein
System verwendet. Im allgemeinen ist dies das Verbraucherzéhlpfeilsystem. Wird in die-
sen Arbeitsunterlagen nicht das VZS verwendet, so wird extra darauf hingewiesen.

An einem Ohmschen Verbraucher ist das Produkt aus Strom mal Span-
nung, die elektrische Leistung oder auch Verlustleistung, stets positiv!

Quellen werden solcher Art als aktive und Verbraucher als passive Zweipole bezeich-
net.

3.2.1 Zusammenschaltung von Zweipolen

Durch die Zusammenschaltung von aktiven und passiven Zweipolen kann ein elektrisch
beliebig komplexes Gebilde, das sogenannte Netzwerk entstehen. Zu dessen Analyse
miissen bestimmte Regeln beriicksichtigt werden.

Das erste Kirchhoffsche Gesetz

Aus der Kenntnis der Quellenfreiheit des elektrischen Stromungsfeldes (es gibt keine
Quellen und Senken von J) kann zunéchst der sogenannte Knotenpunktsatz oder das
erste Kirchhoffsche Gesetz hergeleitet werden. Man betrachte folgende allgemeine

Zusammenschaltung von Ohmschen Widerstdnden in Abbildung ?77.

Bildet man darin iiber eine beliebig gewéhlte jedoch geschlossene Oberfliche I' das
Flachenintegral gemafl Gleichung 77?7

7{ J-dA=o, (3.2)
I

so ergibt dies immer Null. Fiihrt man weiter von allen Zu- und Abfiihrungen zum
Volumen das Integral aus, so ergeben sich nur Beitrage zum Gesamtintegral, wenn am
entsprechenden Oberflachenelement dA eine Stromdichte J ungleich Null vorliegt. Durch
die unterschiedlichen Richtungen der immer nach auflen gerichteten Fldchennormalen

—

(Richtung von dA) ergeben sich die ins Volumen flieBenden Sréme mit negativen, die
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Abbildung 3.4: Zum ersten Kirchhoffschen Gesetz.

aus dem Volumen flielenden Strome mit positiven Vorzeichen. Fiir das von I' begrenzte
Volumen folgt :

—[1+IQ+13+[4:O bzw. Il :[2+[3+[4. (33)

Die Summe der in ein geschlossenes Volumen (in unserem Falle mit der Beran-
dung I') hinein- und herausflieenden Stréme ist immer gleich Null.

Reduziert man nun dieses Volumen I' auf das Gebiet rund um einen Knoten, z.B. den
Knoten 1 mit der Oberfliche I'y, so folgt:

—11+Il4+]12:0 bzw. 112114+112 (34)

Dies gilt fiir alle beliebigen Volumen in einem Netzwerk, also auch fiir jeden einzelnen
Punkt einer Stromverzweigung (Knoten). Somit gilt fiir eine beliebigie Anzahl von zu-

und abflieBenden Stromen in einem Knoten in einem allgemeinen Netzwerk (Abbildung
?9.

Die Summe aller zu- und abflie3enden Strome in einem Knoten eines elek-
trischen Netzwerks ist immer Null

S 1 =0. (3.5)

Diese Beziehung wird als das erste Kirchhoffsche Gesetz bezeichnet. Oftmals wird
dafiir auch der Begriff Knotenregel verwendet.
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Abbildung 3.5: Knoten im Netzwerk mit n Strémen.

Das zweite Kirchhoffsche Gesetz

Mit dem zweiten Kirchhoffschen Gesetz werden die Spannungsverhéltnisse in einem
Netzwerk mit beliebig vielen Quellen und Verbrauchern beschrieben. Folgender Aus-
schnitt aus einem Netzwerk soll zur Beschreibung herangezogen werden:

Abbildung 3.6: Zum zweiten Kirchhoffschen Gesetz.

Der Netzwerkausschnitt enthélt drei Gleichspannungsquellen mit den Klemmenspan-
nungen Uy, Uy und Uz, Entsprechend der Konvention, dafi Klemmenspannung und
Klemmenstrom bei Quellen entgegengerichtet sind, ist durch die Vorgabe der Zahlpfeile
fiir die Klemmenspannungen auch die Stromrichtung in diesen Zweigen festgelegt. Die
Verbindung von einem Knoten zu einem benachbarten wird dabei als Zweig bezeich-
net. Die Richtungen der Spannungsabfiille Ug; bis Ugs iiber den Widerstdnden R; bis
R sind durch die Richtungen der Stréome in den einzelnen Zweigen vorgegeben (Ver-
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braucher, passive Zweipole). Mit den solcherart gefundenen Teilspannungen kann eine
Spannungsbilanz entlang einer geschlossenen Schleife (Masche) gezogen werden.

Durchlauft man eine Masche, so stellt man fest, dafl in den einzelnen Knoten unter-
schiedliche Potentiale vorherrschen. Man kann den Umlauf der Masche in einem beliebi-
gen Knoten beginnen. Ebenso ist der Umlaufsinn wéhlbar. Durchlauft man eine Masche
und beginnt beispielsweise im Knoten 1 mit dem Potential ¢, so stellt man fest, dafl die
Potentiale in den einzelnen Knoten der Masche unterschiedliche Werte aufweisen. Been-
det man die Masche jedoch wieder im Ausgangsknoten 1, so mufl dort wieder dasselbe
Potential ¢, erreicht werden. Das bedeutet, durch einen geschlossenen Maschenumlauf
ist die gesamte, durchschrittene Potentialdifferenz Null.

Zunéchst weist man allen Elementen im Ersatzschaltbild, d.h. sowohl an den aktiven
als auch an den passiven Zweipolen die Spannungszihlpfeile zu. Anschliefend summiert
man alle Teilspannungen entlang der gewahlten Masche. Dabei werden die Teilspannun-
gen, deren Richtungen dem Maschenumlaufsinn gleichen, positiv, alle anderen negativ,
gezihlt. Diese Summe mufl Null ergeben. Fiir unsere Masche in Abbildung 7?7 folgt
daher:

—URl—URQ—U33+UQ1—UR4+Uq2—Uq3+UR5=0. (36)

Nach dem Umformen von Gleichung 7?7, indem man die Spannungen aller aktiven
Elemente auf einer Seite 143t, folgt:

—Urt —Urs —Urs —Ups + Ups = Uy — Ugo + Uys. (3.7)

Aus Gl. 7?7 erkennt man, daf3 die vorzeichenrichtige Summe aller Spannungsquellen
der Summe aller Spannungen an den passiven Zweipolen entspricht. Fiir eine allgemeine
Masche mit m Spannungsabfillen Ug, an passiven Zweipolen und n Quellenspannungen
Uy gilt :

E;-L:quj — Z;llURi =0 bzw. E?:quj = E:ilURz (38)

In Worten gefafit, besagt die Kirchhoffsche Maschenregel bzw. das zweite Kirch-
hoffsche Gesetz:

Die Summe aller Spannungen bei einem vollstindigen Maschenumlauf er-
gibt immer Null!

Serienschaltung von Ohmschen Widerstianden

Die Serien- oder Reihenschaltung von Ohmschen Widerstéinden wird am nachfol-
gendem Beispiel diskutiert. In Abbildung 7?7, links sind drei Widerstdnde in Reihe ge-
schaltet. Diese werden von einer Gleichspannungsquelle mit einer Klemmenspannung U
gespeist.
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=) U <= U URgesl H Ry

2 2

Abbildung 3.7: Serienschaltung Ohmscher Widersténde.

Die grundlegende Eigenschaft bei einer Serienschaltung von Widerstdnden besteht
darin, daf} alle Widerstdnde vom gleichen Strom I durchflossen werden. Bei Kenntnis
der Widerstandswerte konnen die Spannungsabfille an den Widerstdnden mittels des
Ohmschen Gesetzes angegeben werden. An den Klemmen 1 und 2 Liegt eine Spannung
U und ein Strom [ flieft in die Serienschaltung.

Dieses elektrische Verhalten an den Klemmen kann nun auch durch einen, an Stelle
der Serienschaltung eingebrachten Ersatzzweipol mit dem Ersatzwiderstand Ry, nach-
gebildet werden (Abbildung ??, rechts). Bildet man in der Reihenschaltung 7?7, links
den Maschenumlauf, so folgt dafiir:

URl+URQ+U33:U bzw. IR1+[R2+[R3:U (39)
Fiir den Ersatzzweipol rechts gilt naturgemas:
Urges = U bzw. IRges ="U. (3.10)

Soll das Klemmenverhalten beider Schaltungen gleich sein, so miissen sich der Strom
I und die Spannung U an den Klemmen gleichen. Die Gleichsetzung der Spannung U
aus den Gleichungen 7?7 und ?7? ergibt:

IRy + 1Ry + IR3 = I Ryes, (3.11)
und die Division durch den Strom [ fiihrt zum Ersatzwiderstand der Reihenschaltung:
Ry + Ry + Rz = Ryes. (3.12)

Der Gesamtwiderstand einer Reihenschaltung errechnet sich aus der Sum-
me aller Einzelwiderstéinde.
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Allgemein gilt fiir die Serienschaltung von n Ohmschen Widerstédnden:
Ryes = X7 R, (3.13)

Durch die Reihenschaltung von Ohmschen Widerstéanden kann folglich eine Erhéhung
des Gesamtwiderstandes erreicht werden.

Parallelschaltung von Ohmschen Widerstinden

In dhnlicher Weise wie bei der Behandlung der Serienschaltung kann hier fiir die Par-
allelschaltung von Widerstdnden ein Ersatzzweipol mit elektrisch gleichem Klemmen-
verhalten gefunden werden. Abbildung ?7, links zeigt drei parallel geschaltete Ohmsche
Widerstéande. Diese Schaltung wird wieder von einer Spannungsquelle mit der Klemmen-
spannung U gespeist. In die Parallelschaltung flieit der Strom 1.

1 Knoten 1 1

2 2

Abbildung 3.8: Parallelschaltung Ohmscher Widerstéande.

Alle parallel geschalteten Widersténde liegen an derselben Spannung U. Je nach Grofie
der einzelnen Widerstdnde wird nun {iber diese ein, dem Ohmschen Gesetz entsprechen-
der Strom flieen. GeméB der Knotenregel (erstes Kirchhoffsches Gesetz) mufl die Summe
aller Strome an einem Knoten Null ergeben. Fiir diesen Fall gilt daher:

U U U
I=1 I s bzwl=— 4+ — + —. 3.14
1+ Io+ 13 bzw R1+R2+R3 ( )

Fiir den Ersatzzweipol mit dem Ersatzwiderstand Rg.s gilt an den Klemmen:

U

I = .
Rges

(3.15)

Klemmenstrom- und Spannung miissen wieder gleich sein. Das Gleichsetzen des Stro-
mes [ ergibt:

v U U U

= 3.16
Rl R2 R3 Rges ’ ( )
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und die Division durch U fihrt zu:

1 1 1 1

—+—+ == . 3.17
Rl * R2 - RS Rges ( )
Fiir eine Parallelschaltung mit m Ohmschen Widerstdnden gilt allgemein:
1 1
=" —. 3.18
Rges =1 Rz ( )

Bei der Parallelschaltung addieren sich die Leitwerte aller Einzelwiderstinde

zum Kehrwert des Gesamtwiderstandes

In Leitwerten geschrieben lautet Gleichung 7?7
Gges = E?lle (319)

Fiihrt man dies beispielsweise fiir zwei Widerstiande mit R; = 22 und Ry = 40 aus,

so folgt :

RiR, 8 4

Ryes = 5—F5 == =
 Ri+R 6 3

Der Ersatzwiderstand Ry, einer Parallelschaltung ist kleiner als der kleinste Einzel-

widerstand! Durch eine Parallelschaltung wird immer eine Verminderung des Gesamt-
widerstandes erreicht.

3.2.2 Zusammenschaltung von Quellen mit Verbrauchern

Im Ersatzschaltbild eines einfachen elektrischen Stromkreises (?7) wurde eine Gleich-

spannungsquelle mit der Klemmenspannung Ugs mit einer Serienschaltung von drei Wi-
derstdnden verbunden. Das Verhalten der Quellen ist im allgemeinen nicht unabhéngig
von den an den Klemmen zugeschalteten Netzwerken. Die Eigenschaften von Spannungs-
und Stromquellen bei unterschiedlicher Belastung werden nachfolgend erldutert.

Allgemeine Eigenschaften von Quellen

Die moglichen Belastungen von Quellen liegen zwischen zwei Grenzfillen. In Abbildung

7?7 sind dafiir die entsprechenden aktiven Zweipole und deren Beschaltung dargestellt.
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=0 U=0
—0 —
Quelle U=u, Quelle =1y
v
—0O —

Abbildung 3.9: Leerlauf und Kurzschluf einer Quelle.

Die Quelle auf der linken Seite ist unbelastet, d.h. es ist kein Widerstand (gleichbe-
deutend mit R = oo zugeschaltet. Diesen Belastungszustand nennt man Leerlauf. An
den Klemmen herrscht die Leerlaufspannung U = Uy, der Strom mufl [ = I;, = 0 sein.
Auf der rechten Seite in Abbildung ?7? ist der zweite Extremfall einer Belastung darge-
stellt. An den Klemmen der Quelle wird ein unendlich gut leitender Widerstand, d.h.
R = 0 zugeschaltet. Diese Belastung wird als Kurzschluf3 bezeichnet. Es flieit der Kurz-
schluistrom I = Ix. Bedingt durch den Ohmschen Widerstand R = 0 an den Klemmen
kann kein Spannungsabfall entstehen, sodafl im Kurzschluffall fiir die Klemmenspan-
nung U = U = 0 gelten mufl. Nachdem zu beobachten ist, dafl im Kurzschlufifalle
der Kurzschlufistrom, obwohl R = 0 gilt, nicht unendlich hoch wird, muf} eine genauere
Beschreibung der Quellen gefunden werden.

Die belastete Spannungsquelle

Eine ideale Spannungsquelle soll, unabhéingig von der angeschlossenen Last, immer ei-
ne konstante Klemmenspannung U liefern. Dies widerspricht den Erfahrungstatsachen.
Vielmehr ist feststellbar, dafl ein erhdhter Stromflul einen nicht unbedeutenden Span-
nungsriickgang an den Klemmen der Quelle zur Folge hat. Im Inneren einer Gleich-
spannungsquelle (z.B. Akkumulator, Batterie) befinden sich widerstandsbehaftete Lei-
tungen, wie Wicklungsdréhte, Elektrolyte, ...). In Summe wird daher, abhéngig von der
Stromstérke I auch im Inneren der Quelle ein Spannungsabfall auftreten, sodafl an den
Klemmen der Quelle eine um diesen Spannungsabfall verringerte Spannung U herrschen
wird. Im Ersatzschaltbild einer realen Spannungsquelle kann man dies durch einen in
Reihe geschalteten Innenwiderstand R; beriicksichtigen (Abbildung ?7):

Uber den Lastwiderstand R; flieft der Strom I;. Am Innenwiderstand R; der Quelle
fallt der Spannungsfall U; ab. Entsprechend der Maschenregel ergibt sich die Klemmen-
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0"

U —

q

0 <

Abbildung 3.10: Elektrische Verhéltnisse an einer realen Spannungsquelle bei allgemei-
ner Belastung.

spannung U aus:

Der dabei flielende Strom wird durch die beiden Widerstéinde R; und R; begrenzt:

U,
Ip=—%—. 3.21
TR+ R, (3.21)
Mit dieser Beziehung folgt aus Gleichung ?? fiir die Klemmenspannung
U, Ry,
U=I R =—*R,=——"—U,=U,— IR;. 3.22
P T R+ R,Y T Ri+R, YT (3:22)

Der Innenwiderstand einer Spannungsquelle soll méglichst klein, im Ideal-
fall Null sein, um die Konstanz der Klemmenspannung bei unterschiedlichen
Belastungen zu gewéhrleisten!

Diskutiert man die Bezichung U = U, — I R;, so erkennt man, daf} fiir den Strom
I, = 0 die Klemmenspannung U gleich der Quellenspannung Uy, gleichbedeutend mit
der Leerlaufspannung Uy, den gréfiten Wert annimmt. Bei Kurzschlufl hingegen wird
der Kurzschluistrom /i nur durch den inneren Widerstand R; der Quelle begrenzt.
Dieses Quellenverhalten kann in einem Spannungs-Stromdiagramm dargestellt werden

(Abbildung ?7):
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U
A
U=U_|
U, U=U_L R,
U,
0 | > 1
0 I, L, 0%

Abbildung 3.11: Belastungskennlinie einer realen Spannungsquelle bei allgemeiner
Belastung.

Durch zwei Belastungen mit unterschiedlichen Widerstdnden R;; und Ry, konnen
die Klemmenspannungen Uy, und Ups mit den Strémen I7; und I, gemessen werden.
Daraus kann man den Innenwiderstand der Spannungsquelle durch

U, — U,
R =——= 3.23
Ity —Ipo (3:23)

ermitteln.

Die belastete Stromquelle

Bei der Spannungsquelle war gefordert, da3 an deren Klemmen eine von der Belastung
unabhéngige, konstante Spannung vorherrscht. In dhnlicher Weise kann man auch for-
dern, dafl eine Quelle einen konstanten Strom liefern soll. Ein aktiver Zweipol, der einen
gleichbleibenden Strom in ein Netzwerk einspeist, nennt man Stromquelle. Auch in
diesem Fall wird eine, von der Belastung beeinflufite Verkleinerung des Stromes aus
der Stromquelle feststellbar sein. Das Verhalten kann mit Hilfe des in Abbildung ?7?
dargestellten Ersatzschaltbildes beschrieben werden:

Die Stromquelle liefert einen Quellenstrom I,. Parallel zu dieser wird ein innerer Leit-
wert G; = % geschaltet. Entsprechend der Grofle des Lastwiderstandes Ry bzw. dessen
Leitwertes GG, wird nun eine Spannung U an den Klemmen vorherrschen, da ja

1
U=1I,R, =1I,— (3.24)
Gr
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Abbildung 3.12: Elektrische Verhéltnisse an einer realen Stromquelle bei allgemeiner
Belastung.

gilt. Diese Spannung bestimmt auch den iiber den inneren Leitwert G; flieBenden
Strom I; :

Um diesen Wert I; ist nun der Strom /;, an den Klemmen geringer als der Quellenstrom
I,, da ja am Knoten im Inneren der Quelle die Knotenregel gilt:

Iq:Ii+IL: (GZ—I—GL)U (326)
Mit der Beziehung fiir die Klemmenspannung aus Gleichung 7?7

Ly (3.27)

U=_"9__
Gi+ G

errechnet sich der Strom an den Klemmen zu

GL
I, = =—1I,=1,—G,;U. 2
L= O = e T = 1 G (3.28)

Je hoher der Innenwiderstand R; bzw. je niedriger dessen Leitwert GG; einer Stromquelle
ist, umso geringer ist die Abhéngigkeit des Klemmenstromes von der Belastung. Bei einer
idealen Stromquelle ist der innere Widerstand unendlich grof. Dies wird im Schaltsymbol
der Stromquelle durch die Unterbrechung des Kreises dargestellt.

Das allgemeine Verhalten einer Stromquelle bei unterschiedlichen Belastungen 1483t
sich wieder durch ein Kennline, in diesem Fall durch die Strom- Spannungskennlinie
darstellen (Abbildung ?7).

40



3 Gleichstromschaltungen

1
A
[=1g k
I, 1,=1-GU
L,
0 1 > U
0 U, U, U,

Abbildung 3.13:  Belatsungskennlinie einer realen Stromquelle bei allgemeiner
Belastung.

Auch in diesem Fall kann durch zwei unterschiedlichen Belastungen der Innenwider-
stand, im jetzigen Falle der innere Leitwert G; durch

1 Ity — I
G=—=">+ "= 3.29
R; U, — U, ( )

ermittelt werden.

3.2.3 Leistungsanpassung

In den vorherigen Abschnitten wurde dargestellt, dafl reale Quellen unterschiedlichen
Belastungen ausgesetzt werden koénnen. Es ist nun sinnvoll, fiir eine gegebene Quelle,
das heifit, mit vorgegebener Quellenspannung U, und gegebenem inneren Widerstand
R; eine optimale Belastung zu finden. Das Ziel dabei ist, dafy die Quelle dem Verbrau-
cher (der Last) bei moglichst geringen Verlusten eine maximale Leistung abgeben kann.
Verluste werden dabei sowohl in der Quelle, bedingt durch R; und in den Zuleitungen ent-
stehen. Bei der Herleitung des optimalen Belastungspunktes miissen diese Widerstédnde
unbedingt mitberiicksichtigt werden.

In Abbildung ?? sind die Zéhlpfeile bei einem allgemeinen Verbraucherwiderstand R,
dargestellt. Die von der Quelle gelieferte Leistung wird darin mit P, bezeichnet. Sie
errechnet sich zu :

Uy

pP=—-—9 3.30
" R, +R, (3.30)

41



3 Gleichstromschaltungen

Abbildung 3.14: Reale Spannungsquelle mit Verbraucher.

Der durch alle Widersténde begrenzte Strom I entspricht der Beziehung:

U,
I = 4 3.31
R, + R, (3:31)
Daraus folgt die Leistung P, am Verbraucher:
U2
P,=I’R,=—%_R,. 3.32
(R + R,)? (3:32)

Im Verbraucherwiderstand R, ist auch der Widerstandsanteil der Zuleitungen mit-
berticksichtigt. Die Leistung am Verbraucher (P, = f(R,)) ist somit in zweiter Ordnung
vom Lastwiderstand R, abhéngig.

Fiir R, = 0, dem Kurzschluffall ist die Verlustleistung P, = 0. Ebenso ist die Leistung
im Leerlauf, das heifit, bei R, = oo gleich Null. Zwischen zwei Nullstellen einer Funktion
muf} immer ein Extremalwert bestehen. Aus der Differentiation der Verlustleistung P,
(Gleichung ?7?) nach dem Verlustwiderstand R, und anschlieBendem Nullsetzen erhilt
man den optimalen Wert fiir R, :

opP, 12 1 N —2R,
OR, ‘| (Ri+R,)? (Ri+R,)?
R, + R, — 2R R,— R
= U= Y Lot . 3.33
" (R + R,)? (R, + R,)? ( )

Somit ergibt sich der optimale Belastungswiderstand der Quelle zu
R; = R, (3.34)

Dieser Belastungszustand wird als Leistungsanpassung bezeichnet. Bei Widerstands-
gleichheit zwischen Quellen-Innenwiderstand und Lastwiderstand, d.h. R; =
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R,, 148t sich an einem Verbraucher die maximale Leistungsausbeute erzielen!
Mit diesen Widerstandswerten errechnet sich die maximale Leistung an R, zu:

U? U?
Pvmax: 4}% - 4}§ . (335)

Fiir diese Leistung am Verbraucher mufl die Quellenleistung

U? U?
ok~ 639

betragen. Definiert man noch den sogenannten Wirkungsgrad 7 als das Verhéltnis
der Leistung am Verbraucher zur Leistung der Quelle

P, R,
— v _ 3.37
m P, R+ R,’ ( )
so erhélt man einen maximal moglichen Wirkungsgrad von
P’U max
mar — = 07 5. 3.38
" P, (3.38)

Der Verlauf des Wirkungsgrades, abhédngig vom Verhéltnis der Widerstédnde % ist in
Abbildung 7?7 dargestellt.
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Abbildung 3.15: Abhéngigkeit des Wirkungsgrades n vom Widerstandsverhéltnis
R, zu R;.
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4 Analyse linearer
Gleichstromnetzwerke

Betrachtet man die Strom/Spannungsbeziehungen energiespeichernder Netzwerkelemen-
te, also von Kondensatoren und Spulen, so erscheinen darin Zeitableitungen der Span-
nungen bzw. der Strome. Eine Analyse des Netzwerkes fithrt daher immer zu Integro-
differentialgleichungen. Fiir das Verstehen der grundsétzlichen Methoden zur Behand-
lung von Netzwerken kann dies vermieden werden, indem man zunéchst nur Netzwerke
mit Quellen und ohmschen Widersténden, das heif3t resistive Netzwerke betrachtet. Be-
schrankt man sich weiters auch auf Quellen mit Gleichspannungen und Gleichstréomen,
so erhélt man letztendlich reelle algebraische Gleichungssysteme, die dann noch mit ge-
eigneten Methoden zu 16sen sind. In diesem Fall werden alle im Netzwerk vorkommenden
Strome und Spannungen, die ja zeitlich konstant sind, durch Grolbuchstaben dargestellt

(Up, I, ...
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4.1 Aquivalenz von Quellen

|

Abbildung 4.1: Aquivalenz von realen Quellen.

RL RB
U =U,——"—— I =Ij———-
! “Ra+ Ry LM RE+ R,
Ui, U, Ry,
I, = — = Uy = Ryl;, = Rgl,———
L= R, T RatRy ML T B R R,
Aquivalenz, wenn R4 = Ry = R;
und U, = R,
Ri RL
I, =1,——— U =U,———
L=%R R, ST UUR Ry

FEine Spannungsquelle U, mit einem Innenwiderstand R; in Serie ist dquivalent zu ei-
ner Stromquelle I, und einem parallelen Innenwiderstand R;, wenn bei Verwendung des

Verbraucherzihlpfeilsystems (VZS) folgender Zusammenhang gilt.

Uq — RZIq

4.2 Zusammenschaltung von Quellen

Treten mehrere Quellen in einem Netzwerk auf, so kénnen diese zusammengefaf3t wer-
den. Liegen mehrere Spannungsquellen in Serie, so werden die Teilspannungen unter
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Beriicksichtigung der Z#hlpfeile addiert (Abb. ??(a)). Liegen mehrere Stromquellen par-
allel, so konne diese, wieder unter Beriicksichtigung der Zihlpfeile, zu einer Stromquelle
zusammengefafit werden(Abb. ?7(b)).

T

(a) (b)

Abbildung 4.2: (a) Serienschaltung (b) Parallelschaltung

4.2.1 Quellenvervielfachung

Spannungsquellen konnen nur dann parallel geschaltet werden, wenn sie dieselbe Quel-
lenspannung besitzen (Abb. ??(a)). Stromquellen kénnen nur dann in Serie geschaltet
werden, wenn sie dieselbe Stromstérke besitzen (Abb. ??(b)).

4.3 Ersatzquellenverfahren

Sind in einem Netzwerk mehrere Quellen und Widerstéinde vorhanden, so konnen diese
beziiglich zweier Knoten (k,[) im Netzwerk durch

e cine Spannunngsquelle U,4 mit einem seriellen Innenwiderstand R4 (Thevenin-
quelle)

e cine Stromquelle /4 mit einem parallelen Innenwiderstand R4 (Nortonquelle)

ersetzt werden (Abb. 7?). Dabei ermittelt man die Quellenspannung U, 4 der Erstzspan-
nungsquelle als Leerlaufspannung beziiglich der Klemmen (k,[), den Quellenstrom I, 4
der Ersatzstromquelle als den negativen Kurzschlufistrom iiber die Klemmen (k,1) und
den Innenwiderstand der Quelle als Gesamtwiderstand der zu ersetzenden Schaltung, wo-
bei alle Spannungsquellen durch Kurzschliisse, alle Stromquellen durch Leerldufe ersetzt
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l@—%@l@ @U T

(a) (b)

Abbildung 4.3: Quellenvervielfachung (a) Spannungsquellen (b) Stromquellen

werden. Zwischen diesen Groéflen gilt natiirlich wieder der Zusammenhang.

Uga = Rilya (4.2)

4.4 Uberlagerungsprinzip, Superpositionsprinzip

Sind in einem linearen Netzwerk mehrere Quellen (=Ursachen) vorhanden, die an ir-
gendeiner Stelle des Netzwerkes einen Strom oder eine Spannung (=Gesamtwirkung)
erzeugen, so laf3t sich diese Gesamtwirkung auch als Summe der Einzelwirkungen, die
jede Quelle fiir sich erzeugt, ermitteln (Abb.??). In diesem Falle werden alle anderen
Quellen durch ihre Innenwidersténde (Kurzschluf§ bei Spannungsquellen, Leerlauf bei
Stromquellen) ersetzt.

Allgemein 1dt sich z.B. die Gesamtspannung Ug, an einem Widerstand R; folgenderma-
Ben als Summe der Wirkungen aller Quellen (n Spannungsquellen U,, m Stromquellen
I,) darstellen

Ur, = > cxlUp + Y cilg, (4.3)
k=1 =1

wobei ¢, und ¢; entsprechende konstante Koeffizienten darstellen.
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Abbildung 4.4: Thevenin- und Nortonquelle.
4.5 Das elektrische Netzwerk als Graph

4.5.1 Topologische Grundbegriffe

Die Lehre der Anordnung geometrischer Gebilde im Raum wird Topologie genannt. Die
im Gleichstromfalle aus den Zweipolen Widerstand, reale Quelle und ideale Quelle zu-
sammengesetzten elektrischen Netzwerke konnen meist zweidimensional dargestellt wer-
den (planare Netzwerke).

Abbildung ?? zeigt ein Gleichspannungsnetzwerk mit 4 Quellen und 7 ohmschen Wi-
derstdnden. Man erkennt in diesem Netzwerk k=5 Knoten und z=7 Zweige.

Zeichnet man nun nur diese Knoten und Zweige ohne elektrische Bauelemente, so
erhilt man den Graphen des Netzwerkes (Abb. ?? (a)). Ordnet man den Zweigen auch
noch eine Richtung zu, so erhéilt man den gerichteten Graphen des Netzwerkes mit k=5
Knoten und z=7 Zweigen (Abb. 7?7 (b)).

In einem Knoten beginnen oder enden Zweige. (Ausnahme: isolierter Knoten)

Der Grad eines Knotens entspricht der Anzahl der Zweige, die in ihm beginnen oder
enden. Der Grad des Knotens n; in Abb. 77 (a) ist gleich 3.
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uIC

Abbildung 4.5: Uberlagerungsprinzip.

Ein Pfad ist ein Teilgraph.

Eine Masche m (Maschen my in Abb. 77 (a)) ist ein Pfad, der geschlossen ist (Anfangs-
und Endknoten sind identisch).

Ein vollstindiger Baum t des Graphen (Abb. ?7 (b)) ist zusammenhéingend, verbindet
alle Knoten und bildet keine Maschen. Es gibt mehr als einen vollstédndigen Baum. Die
Zweige des Baumes nennt man Baumzweige (b1, by, by und by), die verbleibenden Zweige
nennt man Co-Baumzweige oder Maschenzweige (bs, bg und b7). Man erhdlt immer £ — 1
Baumzweige und z — (k — 1) Co-Baumzweige.

Eine Schnittmenge ¢ (Abb. ?7) teilt den Graphen in zwei, nicht zusammenhéngende
Teilgraphen, indem eine minimale Anzahl an Zweigen geschnitten wird. Jeder Schnitt-
menge wird eine Richtung zugeordent.

4.5.2 Fundamentales Schnittmengensystem und fundamentales
Maschensystem

Fundamentale Schnittsysteme und fundamentale Maschensysteme lassen sich am ein-
fachsten mit Hilfe eines vollstindigen Baumes und des dazugehorigen Co-Baumes bil-
den.

Eine fundamentale Schnittmenge schneidet genau einen Baumzweig und sonst lauter
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Abbildung 4.7: (a) Graph (b) gerichter Graph.

Co-Baumzweige (Abb. 7?7 (a)). Mit diesem Baumzweig diirfen keine weiteren Schnitt-
mengen gebildet werden. Das System dieser (k—1) Schnittmengen ((k—1) ist die Anzahl
der Baumzweige) ist ein fundamentales Schnittmengensystem.

Eine fundamentale Masche besitzt genau einen Co-Baumzweig und sonst lauter Baum-
zweige (Abb. 77 (b)). Mit diesem Co-Baumzweig diirfen keine weiteren Machen gebildet
werden. Das System dieser z — (k — 1) Maschen (z — (k — 1)) ist die Anzahl der Co-
Baumzweige) ist ein fundamentales Maschensystem.

20



4 Analyse linearer Gleichstromnetzwerke

Abbildung 4.9: Schnittmenge c.

4.6 Die Zweigstromanalyse

In einem Netzwerk mit z Zweigen (und & Knoten) gibt es in jedem Zweig j zwei unbe-
kannte elektrische Groen, die Zweigspannung U.; und den Zweigstrom I.;. Im gesamten
Netzwerk gibt es daher 2 x z unbekannte Groflen, zu deren Losung man 2 X z linear
unabhéngige Gleichungen benétigt. Abbildung 77 (a) zeigt ein Netzwerk mit vier Kno-
ten (k=4) und sechs Zweigen (2=6), Abbildung ?? (b) zeigt den gerichteten Graphen
dieses Netzwerkes. Im Zweig z; befindet sich eine Spannungsquelle Uy, im Zweig 2 eine
Stromquelle /.

Zunéchst wird der Knoten ny4 als Bezugsknoten gewihlt (beliebig). Danach werden in
den restlichen & — 1 Knoten die Kirchhoff’schen Knotengleichungen formuliert.
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Ny

N4

(b)

Abbildung 4.11: (a) Netzwerk (b) gerichteter Graph.

ng @ Iyi+ILy+13=0
nyg @ —lo+Ila+15=0 (4.4)
ng o = 23_1z4+Iz6:0-

Dann stellt man in den z — (k — 1) unabhéngigen Maschen die Kirchhoff’schen Ma-
schengleichungen auf. Um zu linear unabhéingigen Maschen zu gelangen, ermittelt man
zunéchst einen vollstindigen Baum. Danach verwendet man die fundamentalen Maschen
(enthalten einen exklusiven Co-Baumzweig, sonst lauter Baumzweige), um zu den Ma-
schengleichungen zu kommen (Abb. ?7).
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Abbildung 4.12: (a) Baum und fundamentale Maschen (b) Netzwerk mit Maschen.

mi : Urs —Upgs +Uprs =0
my : —Upi +Ugs+ Ugrs = Uy (4.5)
mz : —Upi +Ugp2 + Ugrs + Urs = Uy

In diesen Gleichungen wurde die Quellspannung U,; bereits auf die rechte Seite gebracht.
Verwendet man noch die Strom/Spannungsbeziehungen an den passiven Elementen

Upj = Rijlg; j=1,---,6 (4.6)
in den Maschengleichungen, so erhélt man nachfolgende Gleichungen:

my : Rylpy — Rslps + Relre = 0
mo _RIIRI + Rg]Rg -+ Rﬁ]R6 = Uql (47)
mz : —RiIri + Rolpy + Rylps + Relre = Uy

Um auch in den Gleichungen (??) die Zweigstrome I,; als unbekannte GréBen zu erhal-
ten, verwendet man die Knotenregel im Zweig zg

Ie = 146 + IR, (4.8)
ersetzt in den restlichen Zweigen

Izj:IRj j:1,75 (49)
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und erhéalt folgende Maschengleichungen:

my Rl — Rsls + Rel.e = Relye

mo —R1[Z1 + Rg[zg + R6[ZG = Uql + RGI(]G (410)
mz : —Ryl+ Rol.o+ Ryly + Rel.6 = Uy + Relye.
Schreibt man (?7?) und (3.18) als Gleichungssystem, so ergibt sich ein lineares Gleichungs-
system zur eindeutigen Berechnung der gesuchten Zweigstrome I,={I,q, - -, [ZG}T.
[0 0 0 Ry —Rs Rg|( Ia Rel 6
“Ri 0 Ry 0 0 Re|| ILs Up + Rely
“Ri Ry 0 Ry 0 Ry || Ly | _ | Up+Rely (411)
1 1 1 0 0 0 1.4 0 )
0O -1 0 1 1 0 L5 0
0o 0 -1 -1 0 1] | L 0

4.7 Das Knotenspannungsverfahren

Die Knotenspannungsanalyse reduziert das zu l6sende Gleichungssystem von z Gleichun-
gen auf k — 1 Gleichungen. Ausgangspunkt ist das nachfolgend dargestellte Netzwerk.

Das Netzwerk wird von drei realen Spannungsquellen ((Ugi, R1), (Uga, Ra), (Ugs, Rs))
und einer realen Stromquelle (1,5, Rs) versorgt. Im ersten Schritt werden alle Zweigstrome
(1,1, Lo, -+ L) festgelegt.

Im Anschlufl werden alle Spannungsquellen (nur fiir die realen moglich) in Stromquel-
len umgewandelt. Wie bei der Quellendquivalenz gezeigt, wird die Richtung der neuen
Quelle geéndert und es gilt folgender Zusammenhang: U, = R; 1.

Quelle 1: Iy =Upn /Ry Quelle 4: Iy = Uy /Ry
Quelle 6: I, =Us/Rs  Quelle 8: g

Danach wird ein Knoten des Netzwerkes zum Bezugsknoten erklért (Knoten 5 in Ab-
bildung ??, oben). Von jedem verbleibenden Knoten zu diesem Bezugsknoten wird nun
eine sogenannte Knotenspannung definiert (U,; — Uy,4). Nun stellt man in jedem dieser
k — 1 Knoten die Kirchhoffsche Knotengleichung auf.

~dpg—h+ 1o+ 13 =
Iy — Iy —I4+ 15 =
Lo+ 1+ Ig+ 1, =
—Ip—lo—Lr—Is—Is+ 19 =

o O O O
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[£]

Abbildung 4.13:  Ausgangsschaltung und Schaltbild nach Umwandlung der realen

Spannungsquellen.

Die Strome, die iiber die Widerstinde flieBen, werden durch die Spannungsabfille an
den Widerstéanden ausgedriickt, die bekannten Quellstome auf die rechte Seite gebracht.

Ul Uz? U23
Ry + Ry + R
Ry Ry Rs
U22 U6 Uz?
Ry + Rg + R

U6 Uz7 UzS Uz9

Re Ry Rs Ry

ql

Iy
—1I

]qﬁ + ]q8
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Jetzt werden die einzelnen Spannungsabfille an den Widerstdnden durch die Knoten-
spannungen ersetzt.

U = —Ux

Uz = Un —Uns
Us = Uni —Un
Uy = U

Us = Un

Us = Unz—Un
Usz = Unz—Uns
Usg = —Unu

Usg = Un

Die Knotenspannungen werden danach in die Knotengleichungen eingesetzt.

1 + 1 3 + 1 2

R R, Ry at
Unl - Un2 Un2 Un2
_ - 7
Ry Ri R o
. 1 3 + 3 4 + 3 4 = I
Ry R Ry
Un3 - Un4 Un3 - Un4 Un4 Un4
_ — = ] 1
Ry R, Ry Ry e

FaBt man die Koeffizienten bei den einzelnen Knotenspannungen zusammen, so erhélt
man folgende Gleichungen.

1 1 1 1 1
Up(— 4+ — 4+ —)—Upyp— —Upg— = I
1(Rl+TRQ*’Rg) Ry * Ry at
1 1 1 1
Uy — 4 Upp(—+ — 4+ —) = I
%ﬁ‘ﬂm+m+&) o
1 1 1 1 11
Uy A Up(— 4+ — 4+ =) —Upy(—+ —) = —
g Ul T TR T U T Ry @
11 1 1 1 1

U+ =) Upp(— + — 4+ — 4 =) = Le+1
“&+mﬂ‘4m+m+&+&> a6 g8

Diese Gleichungen konnen nun in eine Matrixform gebracht werden.
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(mrtmtar) R 7 0 Uni I
_$ (Rid—‘r E+%5) 1 (1) 1 1 0 1 U2 = Iq4
Ry 0 (R7,2+R76+R77) _(R75+R77) UnS _Iq6

Die Koeffizientenmatrix auf der rechten Seite wird als Knotenadmittanzmatriz [G,]
bezeichnet. In dem Fall, wenn keine idealen Spannungsquellen vorhanden sind oder ge-
steuerte Quellen noch nicht beriicksichtigt wurden, kénnen die Elemente dieser Matrix
folgendermaflen berechnet werden.

e Die Matrix ist quadratisch und symmetrisch

e Elemente der Hauptdiagonale: positive Summe aller Leitwerte an dem Knoten, der
dem Hauptdiagonalelement entspricht

e Elemente auflerhalb der Hauptdiagonale: negative Koppelleitwerte zwischen zwei
Knoten

Der Quellvektor auf der rechten Seite beinhaltet jene Stromquellen, die zum entspre-
chenden Knoten gehoren, und zwar

e + I, wenn der Quellenstrom zum betreffenden Knoten hinfliefit
o - [, wenn der Quellenstrom vom betreffenden Knoten wegfliefit

Die Anzahl der zu lésenden Gleichungen wurde von z (= Anzahl der Zweige) auf
k — 1 (= Anzahl der Knoten weniger eins) reduziert, da die Knotenspannungen die
Maschengleichungen implizit erfiillen.

4.8 Maschenstromverfahren

Die Maschenstromanalyse reduziert das zu losende Gleichungssystem von z Gleichungen
auf z — (k — 1) Gleichungen. Als Beispiel dient das in Abb. 7?7 dargestellte Netzwerk,
indem die Stromquelle Iy bereits in eine Spannungsquelle umgewandelt wurde. Die
Richtung der neuen Quelle wurde geéndert und fiir die Umrechnung wurde U,s = Rglys
verwendet. Im néchsten Schritt werden alle Zweigstrome (1,1, Lo, - -+ I,9) festgelegt. Fiir
die Quellen gilt:

Quelle 1: Up Quelle 4: Uy
Quelle 6: U Quelle 8 U, = I5 * Rs.
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Abbildung 4.14: Netzwerk zum Maschenstromverfahren.

Danach miissen solche Maschen im Netzwerk definiert werden, dass die daraus resultie-
renden Maschengleichungen linear unabhéngig werden. Dazu stellt man am besten den
Graphen des Netzwerkes (Abb. ??7) auf, bestimmt einen Baum und den zugehérigen Co-
Baum und legt die Maschen derart fest, daf§ jede von ihnen einen Co-Baumzweig exklusiv
und sonst lauter Baumzweige beinhaltet. Jeder Masche wird danach ein Machenstrom
zugeordnet (L1 bis  Ips).

Abbildung 4.15: Vollstandiger Graph, Baum ¢ und Maschen my - ms.

Zunéchst konnen in allen Zweigen die Zweigstrome I.; durch die Strome I;, die iiber
die Widerstdnde R; flieBen, ersetzt werden. Nun stellt man in jeder dieser z — (k — 1)
Maschen die Kirchhoff’sche Maschengleichung auf. Dabei sind die Spannungsabfille an
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den Widerstdanden bereits als Funktion der Stréme I; ausgedriickt.

—Up +Ugps + Ry + R3l3s — Ryly =

—Uy + Ryly + RsI; =

—Ugys — Ugs + Roly — R3ls + Ryly + Relg + Roly =
Ugs — Rgls — Roly =

Ugp — Rels + R7I; =

o o o o o

Jetzt werden die einzelnen Strome an den Widerstinden durch die Maschenstrome
1,1 bis 1,5 ersetzt. Man erhélt:

L = ILn

Iy = I3 Ie = Iz —Ins
I3 = Ini—ILns I; = Inps

Iy = —Ipi+ 1o+ 13 Iy = —Ima

Is = I, ly = I,3— L.

Die Maschenstrome werden danach in die Maschengleichungen eingesetzt.

Ryl + Rs(Iyg — Lins) — Ra(—Ipn + Lo + Ins) = Up —Up
Ry(—Ipy + Lo+ L) + Rl = Up
Rols — Rs(Iny — Imz) + Ra(—1Im1 + Lo + In3)+
+R6(Img — Ims) + Ro(Iims — Lma) = Upu +Ug
—Rg(—Ima) — Ro(Ln3 — I;na) = —Ugs
—Re(Iims — Ijms) + Relns = —Ug.

Fasst man die Koeffizienten fiir die einzelnen Maschenstrome zusammen, so erhélt man
folgende Gleichungen:

Loa(Ri+ Ry + Ry) — LoRy 4+ Iins(—Rs — Ry) = Uy — Uy
—Ii Ry + Ia(Ry + Rs) + IsRy = Uy
Ini(—Rs — Ry) + IyoRy + In3(Ra + R3 + Ry + Rg + Rg)—
IRy — L5 R = Ug + Ug
— L3Ry + Ina(Rs + Ry) = —Upg
—ImsRe + Lns(Re + R7) = —Ul.

Diese Gleichungen kénnen nun in eine Matrixform gebracht werden:
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Ri + Rz + R4 —Ry —(R3 + R4) 0 0 I Ugt —Uga
—Ry R4+ Rs Ry 0 0 T2 Uqa
—(R3 + Ra) Ry Ro+ Rs + Ry + Rg + Ro —Rog —Rg I3 = Uga + Uge . (4.12)
0 0 —Ry Rs + Ro 0 Ima —Ugs
0 0 —Rg 0 Re¢ + R7 Ims —Ugs

Die Koeffizientenmatrix auf der linken Seite wird als Maschenimpedanzmatriz [Z,,]
bezeichnet. Sind keine idealen Spannungsquellen vorhanden, so kénnen die Elemente
dieser Matrix folgendermaflen berechnet werden:

e die Matrix ist quadratisch und symmetrisch

e Elemente der Hauptdiagonale: positive Summe aller Widersténde in der Masche,
die dem Hauptdiagonalelement entspricht

e Elemente auflerhalb der Hauptdiagonale: Koppelwiderstiande zwischen zwei Ma-
schen

— positiv, wenn die Maschen in dieselbe Richtung zeigen
— negativ, wenn die Maschen in entgegengesetzte Richtungen zeigen.

Der Quellvektor auf der rechten Seite beinhaltet jene Spannungsquellen, die zur entspre-
chenden Masche gehoren, und zwar

e + U,, wenn die Quellspannung entgegengesetzt zur Maschenrichtung zeigt
e - U,, wenn die Quellspannung in Maschenrichtung zeigt.

Die Anzahl der zu lésenden Gleichungen wurde von z (= Anzahl der Zweige) auf z —
(k — 1) (=Anzahl der unabhingigen Maschen) reduziert, da die Maschenstrome die
Knotengleichungen implizit erfiillen.
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5 Ungleichformig bewegte Ladungen

5.1 Allgemeines

Elektrische Ladungen konnen beschleunigt und abgebremst werden. In einem spéteren
Kapitel wird erldutert, wie diese ungleichformigen Bewegungen zustande kommen. Im
allgemeinen werden in der Elektrotechnik zeitlich periodische Vorgénge auftreten. Zur
mathematischen Beschreibung miissen hierzu einige Eigenschaften und Kenngréfien de-
finiert und beschrieben werden. Das Zeitverhalten elektrischer Gréfen bei Ein- und Aus-
schaltvorgéngen, den sogenannten transienten Vorgingen , wird hier nicht beriick-
sichtigt. Alle Betrachtungen erfolgen hier fiir stationére Vorginge.

5.2 Periodische WechselgroB3en

Elektrische Groéfien, welche nach gleichbleibenden Zeitintervallen immer wieder in Grofie
und Richtung gleich sind, nennt man in der Zeit periodisch. In Abbildung 7?7 ist ein
derartiger qualitativer Verlauf am Beispiel einer elektrischen Spannung dargestellt.

u=ft) Periodische GroRen

EAVAN

/\ /

-1,57 —0% opo 079 147| 236 31/3,93 4}\5}[ 628 707 785 864 942 /10,21 HW 12,57 1335
-0,2

ot

06

%‘ Periodendauer T }9

Abbildung 5.1: Zeitlicher Verlauf einer periodischen Spannung.

Der Abstand zwischen zwei Punkten gleichen Zustandes im Zeitdiagramm u = f(t)
nennt man Periode oder Periodendauer T. Fiir ein periodisches Verhalten einer Zeit-
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funktion f(¢) mufl immer

f(t) = f(t +nT) (5.1)

gelten. n ist darin eine beliebige ganze Zahl gréfler als Null. Bei periodischen Funktio-
nen unterscheidet man reine Wechselgréfien und Mischgréflen. Bei reinen Wechselgréfien
ist je Periode T die Flache zwischen Funktion und Zeitachse unter der Zeitachse im-
mer gleich der Fliache zwischen Funktion und Zeitachse oberhalb der Zeitachse (z.B. die
Funktion in Abbildung ??). Bei Mischgrofien ist der Wechselgroie immer ein Gleichan-
teil, positiv oder negativ, iiberlagert (Abbildung ?7).

______________________________________

ichanteil, Uberlagert

Abbildung 5.2: Periodische Zeitfunktion mit Gleichanteil, Mischgrofie

5.3 Kennwerte sinusformiger GroBen

In der Praxis treten hiufig reine sinusférmige Wechselgréfien auf. Diese kénnen mathe-
matisch sehr einfach beschrieben werden. Reine sinusformige Gréflen bezeichnet man als
zeitharmonische Funktionen. Man betrachte folgendes Zeitverhalten rein sinusférmi-
ger Wechselgrofien.

Fiir die Funktionen u;(t) und uy(t) gilt allgemein:
uy (t) = 4y sin [(wt) + 1] (5.2)
ug(t) = tg sin [(wt) + o (5.3)

Die Sinusfunktionen wiederholen sich nach Ablauf eines Winkels von 360° = 27. Dar-
aus ergibt sich die Periodendauer T:

2T
T=— 5.4
i (5.4)
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lur=it) w=f(t) o
05
ot
-2 / 2 6 8 10 2
-05

Abbildung 5.3: Reine sinusférmige Wechselgrofien.

w wird darin als Kreisfrequenz bezeichnet. Der reziproke Wert der Periodendauer wird
als Frequenz f bezeichnet.

1 w 1
f T =5 L z} ertz (5.5)

Die Winkel ¢ und ¢ werden als Nullphasenwinkel bezeichnet. Der Nullphasenwinkel
gibt die Verschiebung, das heifit, um wieviel Grad eine allgemeine Sinusfunktion zur Zeit
t = 0 frither oder spéter gegeniiber der reinen Sinusfunktion f(¢) = sin(wt) durch Null
geht, an.

In Abbildung ?? ist im Falle der Zeitfunktion u,(¢) ist der Nullphasenwinkel positiv
und entsprechend dazu der Nullphasenwinkel von uy(t) negativ. Man sagt, die Spannung
uy(t) eilt der Spannung usy(t) vor. Aus der Differenz der beiden Nullphasenwinkel ergibt
sich die Phasenverschiebung oder der Phasenwinkel zwischen den beiden Spannun-
gen zu

© =1 — P2 (5.6)
Eine weiter Kenngrofle aus den Gleichungen 7?7 und 7?7 sind die mit einem Dé&chchen
gekennzeichneten Maximalwerte der Funktionen u, (t) und wuy(t).

Man bezeichnet diese Maximalwerte oder Amplituden ; und us auch als Scheitel-
werte der Zeitfunktionen.

Durch die Angabe von Scheitelwert, Frequenz und Nullphasenwinkel ist
eine sinusformige Grofle eindeutig beschrieben!

Zur Beschreibung der Wirkungen periodischer Wechselgroflen ist es zweckméBliger, mit
Begriffen zu arbeiten, welche von der Kurvenform unabhéngig sind. Zu deren Festlegung
geht man von den Wirkungen des elektrischen Stromes aus.
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5.3.1 Der lineare Mittelwert

Wir wissen, daf die elektrische Stromstéirke I aus der Anderung der Ladungen pro
Zeiteinheit gegeben ist (I = %, Gleichung ?7). Die iiber eine Zeitspanne transportierte
Ladungsmenge () errechnet sich zu

= /Otz'(f)df. (5.7)

Will man einen Gleichstrom der Stérke [ fiir diesen Ladungstransport mit einem
Wechselstrom i(t) vergleichen, so mufl man iiber die Preiodendauer 7" integrieren. Man
erhélt den linearen Mittelwert i :

_ 1 Td
=~ | idt. :
i T/o i (5.8)

Fiir reine Wechselgréflen ergibt die Integration immer Null, da die Flachen unter der
psoitiven und iiber der negativen Halbschwingung jeweils gleich grof} ist. Die Ladung @)
wird in der einen Halbperiode in die eine Richtung, in der zweiten Halbperiode in die
andere Richtung bewegt. Es kommt daher zu keinem resultierenden Ladungstransport.
Fiir Mischstrome ist der lineare Mittelwert von Null verscheiden und entspricht dem
iiberlagerten Gleichanteil.

5.3.2 Der Gleichrichtwert

Mittels Halbleiterbauelementen, z.B. Dioden, kann man eine sogenannte Gleichrich-
tung einer Wechselgrofle erzielen. hernach werden die beiden Halbschwingungen dieselbe
Stromrichtung aufweisen.

Der zeitliche Mittelwert dafiir ergibt sich aus dem Integral

1T
|z|:?/0 i |dt. (5.9)

Fiir sinusformige GroBen wie i(t) = isin(wt) und u(t) = asin(wt) ergibt sich das
Integral zu:

i _ |1f| _ ﬁ/o [sin(wt)]d(wt) = = = 0,6366. (5.10)

7 U
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09
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02

0
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Abbildung 5.4: Gleichrichtung einer sinusformigen Wechselgrofie.

5.3.3 Der Effektivwert oder quadratische Mittelwert

Fiir den Vergleich der elektrischen Leistung an einem Widerstand, in einem Falle mit
Gleichstrom, im anderen Falle mit Wechselstrom durchflossen, miissen folgende Uberle-
gungen gelten. Im Falle von Gleichstrom gilt fiir die Leistung P = UI = I*R = U?/R.
Fiir den Wechselstromfall gilt sinngeméf:

P=it)R. (5.11)
Fiithrt man darin das Quadrat iiber den sinusféormigen Strom aus, so folgt:
i2(t) = 12sin’(wt). (5.12)

In Abbildung ?? sind die Verlaufe der einzelnen Groéfien grafisch dargestellt.

Der Mittelwert des Quadrates der Kurve i(t) wird, da es sich um eine Gleichgriofie
handelt, mit 72 bezeichnet. Fiir das Integral iiber die Periode T ergibt sich :

52

1 [T ;2 T 2T ]
r= | = = | sin(t)dt = = | sin*(wtdwt) = 5 (5.13)
0 0 0

Der Mittelwert 2 entspricht daher dem halben Quadrat des Scheitelwertes 2. Der
erhaltene quadratische Mittelwert [

[ ,/;/OT P2(t)dt — \;5 (5.14)

wird als Effektivwert bezeichnet.

Der Effektivewert ist jene Kenngrof3e eines Wechselstromes, der die gleiche
Wirkung wie ein Gleichstrom derselben Hohe hervorruft!
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Abbildung 5.5: Zur Herleitung des Effektivwertes.

5.4 Darstellungsformen zeitharmonischer WechselgréBen

Die Darstellung von elektrischen GroBen (z.B. u = u(t),i = i(t) ) im Zeitdiagramm ist
oft sehr umstindlich, insbesondere dann, wenn mehrere Grofien gleichzeitig diskutiert
werden. Zudem sind die mathematischen Operationen oft sehr aufwendig. Es wird daher
versucht, die zeitharmonischen Groflen in einer symbolischen Weise darzustellen.

5.4.1 Die Zeigerdarstellung oder das Zeigerdiagramm

Am Beispiel einer sinusformigen Spannung der Form
u = dsin(wt + @)

soll diese Form der Darstellung gezeigt werden. Es mufl natiirlich einen Zusammanhang

zwischen Zeitdiagramm und Zeigerdiagramm geben. Dazu betrachte man nachfolgende
Abbildung.

In dieser Abbildung wird die Spannung durch einen einfachen Pfeil der Lange u dar-
gestellt. Zur Kennzeichnung, dafl es sich um einen Zeiger handelt, wird die physikalische
Grofle durch einen Unterstrich beim Symbol dargestellt. Fiir den Spannungszeiger gilt
damit die Zeigerdarstellung @. Definitionsgem&fl dreht sich nun der Spannungszeiger u
entgegen dem Uhrzeigersinn mit der Kreisfrequenz w. Aus der Projektion des Zeigers
auf die y-Achse (oder eine beliebige, dazu parallele Linie) kann fiir jeden beliebigen
Zeitpunkt t der Augenblickswert der Spannung abgelesen werden. Am Papier kénnen
nur feststehende Zeiger gezeichnet werden. Ein Zeigerdiagramm gibt also iiber den Mo-
mentanwert der einzelnen dargestellten Groflen Auskunft. Werden beispielsweise zwei
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(O]
A tU
\E u(t)=a sin(ot+o,)
z fiir t;=0:

u(t,)=0 sin
@ 4 , U=t sin(p,)

t

270

Abbildung 5.6: Zum Zeigerdiagramm.

elektrische Spannungen und eine elektrische Stromstérke

up = upsin(wt + pu1)
Uy = 1,22 sin(wt + @u?)

i = asin(wt + ;)

in einem Zeigerdiagramm fiir einen bestimmten Zeitpunkt t; dargestellt, so hat dieses
folgendes Aussehen.

=

Abbildung 5.7: Zeigerdiagramm fiir drei elektrische Groflen.

In Abbildung ?? wurde schon darauf Bedacht genommen, daf} fast ausschliefllich mit
den Effektivwerten der Wechselgroflen gearbeitet wird. Bei Vorhandensein mehrerer Zei-
ger ist es zweckméfig, einen davon als Bezugszeiger zu wihlen und die Phasenverschie-
bungen zueinander zu bezeichnen. In der obigen Abbildung wurde der Strompfeil I dazu
verwendet. Der Winkel ¢; gibt an, um wieviel die Spannung U; dem Strom [ nacheilt.
Umgekehrt ist es im Falle der Spannung U,. Diese eilt dem Strom um ¢, voraus.
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5 Ungleichférmig bewegte Ladungen

Ein Zeiger ist durch folgende Angaben eindeutig beschrieben:
e Symbol der dargestellten Grofie (z.B. U, I, ).

e Betrag der sinusformigen Grofle. Dieser ist proportional der Lange des Zeigers.
Dazu ist immer ein Mafistab notwendig, z.B. 1ecm =5Volt, 1cm =3 Ampere.

e Frequenz f oder Kreisfrequenz w der Schwingung.
e Phasenwinkel zu einem Bezugszeiger oder Nullphasenwinkel, z.B. 1, ¢p1.

Geméf der schon hergeleiteten Beziehung zwischen Effektiv- und Scheitelwerten bei si-
nusformigen Groflen miiiten die Zeigerldngen in obigem Zeigerdiagramm um den Faktor
V2 verlingert werden, um das Zeigerdiagramm fiir Scheitelwerte zu erhalten.

Die Uberlagerung (Addition oder Subtraktion) von sinusformigen Zeitsignalen gleicher
Frequenz ergibt immer ein Signal mit sinusférmigem Verlauf bei gleicher Frequenz. Aus

diesem Grunde konnen Zeiger wie Vektoren geometrisch addiert bzw. subtrahiert werden
(Abbildung ?7).

Abbildung 5.8: Geometrische Addition und Subtraktion von Zeigern.

Rechnerisch sind diese beiden Operationen sehr umstandlich durchzufiihren. Die bei-
den sinusférmigen Spannungen w(t) und uy(t) seien folgend gegeben.

uy = Uy sin(wt + 1)

ug = Ug sin(wt + @)
Die Uberlagerung beider Spannungen ergibt:
u = Gsin(wt + @) = Uy sin(wt + p1) + g sin(wt + ¢3)
Nach Anwendung des Summensatztes sin(a £ ) = sin a.cos 8 + cos asin J erhélt man :

u = ausin(wt+ @)

= [l cos @1 + s cos ps| sin(wt) + [ty sin @1 + U sin o] cos(wt)
Damit ergibt sich fiir die Gesamtspannung u:

usinp = U siny; + g sin @y

UCOS @ = MUy COS P + g COS Yo (5.15)
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5 Ungleichférmig bewegte Ladungen

Aus der Division dieser beiden Gleichungen erhélt man iiber den Arcus-Tangens den
resultierenden Phasenwinkel zu:

sin Uy Sin 1 + 1o sin o
COS @ 1y COS 1 + U COS Py

¢ = arctan (5.16)

Durch Quadrieren und Addieren der sin- und cos-Terme findet man den Scheitelwert @
der Gesamtspannung.

i = \Jid + 8§+ iz cos(pr — o) (5.17)

In dieser Beziehung ?? wurde noch Gebrauch von der Identitét cos(a— ) = cos a cos S+
sin asin 8 gemacht. Man erkennt die Umsténdlichkeit dieser einfachen mathematischen
Manipulation bereits bei nur zwei zu addierenden /subtrahierenden Groéfien.

5.4.2 SinusgroBen als komplexe Zeiger

Bildet man einen Zeiger in der komplexen Zahlenebene ab, so kann dieser Zeiger durch
eine komplexe Zahl eindeutig beschrieben werden. Es konnen alle Vorteile aus der kom-
plexen Zahlenrechnung angewandt werden. Die Sinusschwingung im Zeitbereich
wird in die komplexe Ebene transformiert. Es ist dies lediglich eine einfachere, ei-
ne symbolische Darstellungsform der sinusférmigen Grofien. Ein komplexer Zeiger wird
ebenfalls durch einen Unterstrich gekennzeichnet. Auch hier hat sich die Verwendung des
Effektivwertes durchgesetzt. In Abbildung 7?7 ist fiir eine Spannung und fiir einen Strom
deren komplexer Effektivwert U, bzw. I dargestellt. Man sagt dazu auch die komplexe
Spannung bzw. der komplexe Strom.

Die dargestellte Spannung U kann durch die Exponentialform oder Eulersche Form
U =U W) = [J edvt % (5.18)

mathematisch beschrieben werden. Unter Verwendung des Satztes von Moivre kann
daraus die trigonometrische Form erstellt werden:

U = U [cos(wt + ¢) + j sin(wt + ¢)]. (5.19)

Die bekannte Frequenz f bzw. Kreisfrequenz w der harmonischen Grofie ist nur fiir
die Bestimmung von Zeitwerten notwendig. In allen anderen Féllen wird auch in der
komplexen Darstellung eines Zeigers auf die Drehung des Zeigers mit der Kreisfrequenz w
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Im A

1<

Im(U)’

¢

Vi~

0 Re(U)

Abbildung 5.9: Zeiger in der komplexen Zahlenebene.

verzichtet. Man 148t in diesen Fillen den Term e¢’“! aus Gleichung ?? weg. Dies entspricht
dem Momentanzustand zum Zeitpunkt ¢ = 0.

Man bezeichnet die in Abbildung 77 eingezeichneten Gréfien, den auf der reellen Achse
aufgetragenen Anteil von U als Realteil und den auf der imagindren Achse aufgetragenen
Anteil von U als Imaginérteil.

Der Real- und der Imaginérteil einer komplexen Gréfle berechnet sich durch

Re(U) = U cos(wt+ @)
Im(U) = U sin(wt + ¢) (5.20)

Mit diesen Beziehungen ist der Zusammenhang zur Zeitfunktion der Sinusgrofie gegeben.
Aus diesen Komponenten kann nun der Betrag und der Winkel ¢ nachfolgend berechnet
werden:

Re(U) = a; ImU)=b — U=a+jb
U = |U]=va*+b? (5.21)

¢ = arctan —
a

Zur komplexen Grofie U gibt es eine dazu konjugiert komplexe Grofie. Diese hat
ein zur komplexen Groéfle umgekehrtes Vorzeichen im Imaginérteil und demzufolge auch

im Winkel (Abbildung ?7).

Die konjugiert komplexe Gréfie wird mit einem hochgestellten Stern am Grofiensymbol
gekennzeichnet.
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Im i
Im(U) u
¢
Re(U) Re
O\ /-
-Im(U) U

Abbildung 5.10: Komplexe und dazu konjugiert komplexe Grofe.
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6 Das magnetische Feld

6.1 Grunderscheinungen

Bereits im Altertum war die anziehende bzw. abstolende Wirkung von in der Natur
vorkommenden Eisenerzen bekannt (Magneteisen, Magnetkies). Der Namen der ma-
gnetischen Wirkung entstand nach der Stadt Magnesia in Kleinasien, in deren Néahe
derartige Erze gefunden wurden. Die Erde selbst ist ein weiterer natiirlicher Magnet,
dessen Wirkung biespielsweise bei der Magnetnadel eines Kompasses ausgenutzt wird.
In Versuchen zeigte sich die stirkste Wirkung eines magnetischen Stabes (Anziehung,
Abstofiung) an dessen beiden Enden. In der Mitte eines Stabes ist praktisch keine Wir-
kung festzustellen. Man spricht von einer neutralen Zone des Stabes. Die beiden Enden
werden als Pole bezeichnet. Geméfl der Drehung der Magnetnadel eines Kompasses wird
jenes Ende der Nadel, welches zum geografischen Nordpol zeigt, als Nordpol bezeichnet
und vice versa. Bei Anndherung zweier Magnete kann folgendes festgestellt werden:

Gleichnamige Pole stoflen einander ab, ungleichnamige ziehen einander an!

Die magnetische Kraftwirkung ist davon unabhéingig, ob sich der Magnet im Vaku-
um oder in Luft befindet. Uberall im Raum kann jedoch eine Kraftwirkung festgestellt
werden. Der Zustandes des Raumes wird durch das magnetische Feld beschrieben.

6.1.1 Elektromagnetismus

Eine wesentliche Entdeckung machte der dénische Physiker Oerstedt 1920. Er erkannte,
dafl eine Magnetnadel, welche sich in der Néhe eines stromdurchflossenen Leiters be-
findet, abgelenkt wird. Damit gelangte man zu eine der wichtigsten Erkenntnisse der
Elektrotechnik, dafi ndmlich eine bewegte elektrische Ladung (Strom) immer von ei-
nem Magnetfeld begleitet wird. Das magnetische Feld kann dabei vergréfiert werden,
wenn man die Stromstérke durch den Leiter erhéht. Ebenso erkannte man, dafl die Stro-
mumkehr im Leiter zu einer Umkehrung der Kraftwirkung fithrt. Das bedeutet, dafl das
magnetische Feld durch gerichtete Gréflen beschrieben werden muf.
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6 Das magnetische Feld

6.1.2 Feldvektoren und Feldbilder

Fiir die folgenden Betrachtungen wird angenommen, dafl neben stromfiihrenden elektri-
schen Leitern nur luftleerer Raum bzw. Luft vorhanden ist. Das magnetische Feld kann
durch einen Vektor, welcher magnetische Induktion genannt und mit dem Symbol B
bezeichnet wird, beschrieben werden. Wie im Falle des elektrischen Feldes, kann auch die
Darstellung des magnetischen Feldes mit Hilfe von Feldlinien in iibersichtlicher Weise
erfolgen. In Abbildung 7?7 ist die Magnetfeldverteilung eines stromdurchflossenen Leiters
mit den Feldlinien dargestellt.

~

/ \ Bl[iﬁf 1]

1173

782

391

000

N—

Abbildung 6.1: Magnetfeld einer stromfiihrenden Leiters.
Zur Darstellung des Stromflusses im Leiter gilt folgende Konvention:

(9 Der Strom fliefit in die Zeichenebene hinein.
©) Der Strom flieft aus der Zeichenebene heraus.

Je dunkler die Hintergrundfarbe ist, umso grofier ist der Betrag der magnetischen
Induktion B. Es besteht ein definierter Zusammenhang zwischen der Stromrichtung
durch den Leiter und der Richtung der Feldlinien.

Dreht man eine Rechtsschraube in Richtung der bei den Feldlinien ange-
gebenen Pfeile, so bewegt sich die Schraube in Richtung des Stromes (Rechts-
schraubenregel)!

In Abbildung ?7? ist fiir eine kreisformige Stromschleife ein entsprechendes Feldbild
dargestellt.

Das magnetische Feld einer Spule mit mehreren Windungen ergibt sich nachfolgend
(Abbildung ?7):

Auch Im Falle des magnetischen Feldes gibt es den Begriff Homogenitit des Feldes.
Im Vergleich zwischen den Abbildungen 7?7 und ?? ersieht man schon, dafl durch die
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B[107°T]
1.625
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Abbildung 6.2: Magnetfeld einer kreisformigen Stromschleife.

B [107 T]
2.996

2249

1.501

006

Abbildung 6.3: Magnetfeld einer Spule mit mehreren Windungen.

Verliangerung der Spule (von einer Windung auf acht Windungen) das Feld im Inneren
der Spule dem homogenen Fall immer ndher kommt. Je Langer die Spule, je dichter
bewickelt und je diinner sie ist, umso homogener wird das Feld werden.

6.1.3 Vergleich zum elektrischen Feld

Aus den Felddarstellungen kann man einen wesentlichen Unterschied zu den Feldbildern
des elektrischen Feldes erkennen. Im elektrischen Feld beginnen und enden die Feldlinien
bei den Ladungen (Quellen und Senken).

Die Feldlinien der magnetischen Induktion B sind immer in sich geschlossen
!
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Man kann daraus ableiten, dafl es im Gegensatz zum elektrischen Feld keine magne-
tischen Ladungen gibt. Das magnetische Feld ist stets quellenfrei.

6.2 Kraft auf bewegte Ladungen

Der magnetische Feldvektor B wird aus der Kraftwirkung des Feldes abgeleitet. Dazu
betrachte man folgendes Experiment. Unter der Annahme, dafl kein elektrisches Feld E
vorhanden ist, wird ein Probeteilchen mit der positiven Ladung )y in ein homogenes
magnetisches Feld B mit einer Geschwindigkeit 7 eingebracht (Abbildung ?7?):

A Z

B

v

<v

Abbildung 6.4: Kraftwirkung auf eine bewegte Ladung Q.

Man stellt nun fest, da} die Probeladung )y unter dem Einflu des magnetischen
Feldes eine Ablenkung aus der urspriinglich geraden Bahn in eine Kreisbahn erfihrt.
Der Betrag der Geschwindigkeit bleibt dabei immer gleich. Auf die Probeladung )
wirkt folglich eine Kraft gleichbleibender Grofle in radialer Richtung zur Mitte eines
gedachten Kreismittelpunktes. Schieft man hingegen die Probeladung Q) in gleicher oder
gegengleicher Richtung zur Richtung des Magnetfeldes ein, so erfolgt keine Kraftwirkung
auf (Qy. Die Grofle der Kraft F kann aus dem Radius r der Bahnkurve zusammen mit
der Geschwindigkeit ¥ der Ladung und deren Masse m bestimmt werden. Es ergibt sich
folgender Zusammenhang:

=12
Bl = m! (6.1)
T
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Aus diesem Experiment wird deutlich, daff bei bekannter Masse und bekannter Ge-
schwindigkeit eines Teilchens durch die Messung des Halbmessers r» der Bahnkurve die
Grofle der Kraft F' bestimmt werden kann. Weitere Versuche mit demselben Teilchen
(gleichbleibende Masse m), mit jedoch unterschiedlicher Ladung und verschiedenen Ge-
schwindigkeiten ergeben folgende Proportionalitét:

|F| = Qo 7] Bl. (6.2)

Mit dem Wissen der sich ergebenden Richtung der Kraft aus dem Experiment kann
unter Verwendung des vektoriellen Kreuzproduktes die Definitionsgleichung fiir den ma-
gnetischen Vektor B gefunden:

F = Qo(v x B). (6.3)

In der folgenden Abbildung wird nochmals die Richtung der Kraftwirkung verdeutlicht:
Die Einheit der magnetischen Induktion B ergibt sich aus

Abbildung 6.5: Bestimmung der Kraftrichtung auf eine Ladung @)y in einem Punkt P.

o [F] [N N ¥y
5] = Qo] [As’j; T Am Am om?
{Bﬂ = [::;; =T] --- Tesla (6.4)
i1 = [10'G] - Gaus.

Die Einheit Gaufl wird nicht mehr haufig verwendet. In der Gréfenordnung von einem
Gauf liegt das Magnetfeld der Erde. Im Elektromaschinenbau werden magnetische In-
duktionswerte im Bereich um 1 T'esla verwendet. Bei supraleitenden Luftspulen erreicht
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man bis zu 4 Tesla. Aufgrund der Tatsache, dafl die magnetische Kraft stets senkrecht
zur Richtung der Bewegung des geladenen Teilchens steht, wird keine Arbeit an der
Ladung verrichtet. Andernfalls miiite sich der Betrag der Geschwindigkeit des Teilchens
dandern. Folglich gilt:

AW =F-d§=F-dt =0. (6.5)

Bei Vorhandensein einer elektrischen Feldstirke E und eines Magnetfeldes B iiberlagern
sich die Kraftwirkungen aus den unterschiedlichen Feldern zu

F=QyE+Q(7xB). (6.6)

Diese Beziehung wird als Lorentz-Gleichung bezeichnet [Hendrick A. Lorentz, hollandi-
scher Physiker]. In dieser Beziehung wird der erste Ausdruck Coulomb-Kraft, der zweite
als Lorentz-Kraft benannt. Mit den nun bekannten Beziehungen der magnetischen Kraft-
auswirkung auf bewegte Ladungen kann die Auswirkung auf stromdurchflossene Leiter
beschrieben werden.

6.3 Magnetische Kraftwirkung auf einen
stromdurchflossenen Leiter

Ein zylinderférmiger Draht wird von einem Strom I durchflossen, wobei sich der Leiter in
einem Magnetfeld B befindet (Abbildung ?7). Auf jede, sich mit der Driftgeschwindigkeit

)
B

Abbildung 6.6: Teil eines stromdurchflossenen Leiters im Magnetfeld.
vy bewegende Ladung der Grofle Q = —e wird eine Kraft ﬁq ausgeiibt.

—

F, = —e(t; x B). (6.7)
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Bei einer Ladungstriagerdichte N [Ladungen pro Volumseinheit] und dem Drahtstiick der
differentiellen Lange dl mit dem Querschnitt A ergibt sich die Summe aller Einzelkréfte
F, zu

dF = NAdl F,, = —N Ae (7, x B)dl. (6.8)

Mit den bekannten Groflen

p = —Ne
J = PUd
av = Adl
folgt daraus:
dF = (J x B)dV. (6.9)

Die Kraft pro Volumseinheit des Drahtes ergibt sich damit aus dem Kreuzprodukt der
Stromdichte J mit der magnetischen Induktion B. Unter Zuhilfenahme des Richtungs-
vektors dl der Lange dl, in Richtung der Stromdichte J zeigend und der Beriicksichti-
gung, dafl die Flachenrichtung von A in dieselbe Richtung wie Al weist, kann Gleichung
77?7 folgend umgeschrieben werden:

avJ = J-A-dl
JA-dl = Idl (6.10)
dF = I(dl x B).

Bezieht man Gleichung 77 auf den Betrag dl, erhilt man schliellich:
dF  dl & -

6.4 Die Erregung des magnetischen Feldes

Aus dem Bisherigen haben wir die qualitative Wirkung, die Kraftwirkung des Magnet-
feldes diskutiert und daraus die magnetische Induktion definiert. Die Abhéngigkeit der
Grofle des Magnetfeldes vom verursachetnden Strom wird im Folgenden anhand eines
geraden Stromfadens gefunden.
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6 Das magnetische Feld

6.4.1 Das magnetische Feld eines Stromfadens

Ist die Annahme giiltig, dafl ein stromfithrender Leiter einen sehr kleinen Durchmesser
hat im Verhéltnis zu dessen Lénge, so spricht man von einem Stromfaden. Von einem
derartigen Leiter wissen wir bereits, daf§ die Feldlinien durch konzentrische Kreise um
den Stromfaden nachgebildet werden konnen. Die Richtung wurde der Rechtsschrau-
benregel entsprechend zugeordnet. In der folgenden Untersuchung wird noch der Einflufl
der Stromstérke I auf die Gréfle des Feldes und dessen Abhéngigkeit vom Radius r im
Experiment ermittelt. Die prinzipielle Anordnung ist in Abbildung ?? dargestellt: Drei

@

Abbildung 6.7: Magnetfeld eines Stromfadens.

wichtige Aussagen kénnen aus dieser Anordnung erkannt werden:

1. Entlang der konzentrischen Kreise ist der Betrag der magnetischen Induktion |§ |
immer gleich. Dies kann beispielsweise durch eine Magnetnadel nachvollzogen wer-
den.

2. Auf den unterschiedlichen Kreisen mit den Radien 7 und ry sind die Betridge der
| B| magnetischen Induktion umgekehrt proportional den Radien.

3. Eine Anderung des Stromes I hat eine proportionale Anderung der magnetischen
Induktion zur Folge.

Zusamenfassend konnen diese Erfahrungstatsachen in der Beziechung

I
Bl =k (6.12)

Der Proportionalitédtsfaktor wird unter Einfithrung der sogenannten Permeabilitéts-
konstanten iy definiert und fiir den Betrag der magnetischen Induktion ergibt sich
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hernach:
Vs
= 471077 []
Ho n Am
ko= %OT (6.13)
- 1
Bl = —
| | 'u027r7‘

In dhnlicher Weise zum elektrischen Feld wird auch hier eine weitere vektorielle Grofie
definiert, um spéter auch die Materialeigenschaften des Raumes, welche ungleich denen
von Vakuum bzw. Luft sind, beriicksichtigen zu konnen. Dazu wird die magnetische
Erregung H definiert

B = poH. (6.14)

Der Vektor H wird, historisch bedingt, hdufig als magnetische Feldstérke, analog zur
elektrischen Feldstéirke E bezeichnet. An einem beliebigen Ort konnen somit die Ursache
durch die magnetische Erregung H und die Wirkung durch die magnetische Induktion
B beschrieben werden. Aus der Definitionsgleichung fiir H ergibt sich die magnetische
Erregung des Fadenstromes zu

H| = [A] - (6.15)

2rr m

6.4.2 Magnetische Spannung und Durchflutung

In Analogie zum elektrischen Feld kann auch hier eine Spannung, die magnetische
Spannung U,,,, aus dem Integral der magnetischen Erregung H entlang des Weges [

2
Upag = /1 i ds (6.16)

berechnet werden. Im Falle eines homogenen Magnetfeldes kann, bei Integration entlang
einer Feldlinie, das vektorielle In-Produkt durch die Skalare der parallel gerichteten
Groflen ersetzt werden, sodafl fiir n Wegstiicke

Umag:Hlll+H2l2+...+Hnln:E?:lHill (617)

gilt (Abbildung ??, links). Die Einheit der magnetischen Spannung ist das Ampere [A].

Betrachtet man beispielsweise die schon beschriebene Magnetfeldverteilung eines Strom-
fadens und integriert dabei entlang einer geschlossenen Feldlinie (ist nur in diesem
Falle ein Kreis), so erhélt man den Strom I (Abb. 77, links).
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homogenes Feld inhomogenes  Feld

—
-
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d |2 |3

Integrationsweg | Integrationsweg 4

Abbildung 6.9: Integration von H entlang eines Weges [, Durchflutungssatz.
Mit Gleichung ?? wird

27 2 J
jé H,rdp = j{  rdp=1 (6.18)
»=0 @

—0 27T

Legt man nun N Stromfdden zusammen und fiithrt wieder die Integration iiber eine
geschlossene Feldlinie aus, so erhédlt man daraus N I. Dieses Produkt aus N [ wird als
Durchflutung © bezeichnet.
G):EI:NI:/f-d/f [A] (6.19)
A

Bei Leitern mit endlichem Radius bzw. endlichem Querschnitt ergibt sich der Gesamt-
strom I auch aus dem Integral der Stromdichte J iiber den Querschnitt A.
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6.4.3 Der Durchflutungssatz

Mit dem Durchflutungssatz wird das geschlossene Wegintegral oder Umlaufintegral
iiber die magnetische Erregung H allgemein beschrieben:

Umag:jl{ﬁ-df: 3 JZ/AfM (6.20)

eingeschl.

Wendet man dies auf die in der Abb. 77, rechts dargestellten, beliebig gewéhlten
geschlossenen Wege (4, [, und [3 an so ergibt sich:

fﬁ-di:fﬁfg—b
I
fﬁ-di:fl—fg
lo
fﬁ-di:o
l3

Integriert man iiber einen geschlossenen Weg, welcher keinen stromfiihrenden Leiter
umfaflt, so ergibt dieses Integral stets den Wert N U L L !

Der Durchflutungssatz gilt immer, sowohl fiir homogene als auch inhomogene Fel-
der und auch bei Anwesenheit beliebiger Materie. Gleichung 7?7 besagt weiter, dafl die
magnetische Erregung die Durchflutung wie Wirbel umschliefit. Die Durchflutung ©
stellt die Wirbel des magnetischen Feldes dar.

6.4.4 Der magnetische FluBB ¢

In volliger Analogie zum elektrischen Stromungsfeld ist es auch hier sinnvoll, eine integra-
le Grole zur Beschreibung der magnetischen Stromung zu definieren. Der magnetische
Fluf3 ¢, ist folgend definiert:

— — V
o= [ Bad | Sm—vs—wb| o Weber (6.21)
A m

Der magnetische Flufl durch einen Querschnitt A entspricht der Integration der ma-
gnetischen Induktion iiber diesen Querschnitt A. Die magnetische Induktion B wird
daher oftmals als magnetische Flufldichte bezeichnet. Der magnetische Fluff & ist
eine skalare Grofle!
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6.5 Materie im magnetischen Feld

Bei sehr vielen praktischen Anwendungen ist es nicht ausreichend, den magnetischen
FluB nur in Luftgebiet stromen zu lassen. Es ist vielmehr vorteilhaft, den magnetischen
Flul mit Materialien, welche wesentlich bessere magnetische Eigenschaften als Luft oder
Vakuum aufweisen, zu fithren. Fiir diesen Fall kann der Erregerbedarf (die Durchflutung
oder die Amperewindungen) wesentlich verringert werden. Analog zum elektrischen Feld
wird hier eine Grofle, die relative Permeabilititszahl eingefiihrt, welche das Materi-
alverhalten representativ beschreiben kann. Aus Gleichung 7?7 wird dadurch

B=pouH=upH. (6.22)

1o Permeabilitétskonstante 47 1077 [12]
1, relative Permeabilitédtszahl, dimensionslos
p Permeabilitét [=]

Entsprechend der Gréfle der relativen Premeabilitédtszahl gibt es folgende Fallunterschei-
dungen:

e Stoffe mit ferromagnetischen Eigenschaften, 10? < p, < 10° z.B.: Fe, Ko, Ni.
e Stoffe mit diamagnetischen Eigenschaften, u, < 1 z.B.: Cu, Ag, H, H,O, Glas.
e Stoffe mit paramagnetischen Eigenschaften, u, > 1 z.B.: Si, Al, Luft.

Sehr viele Materialien weisen in den einzelnen geometrischen Richtungen ein unterschied-
liches Feldverhalten auf. Diese FEigenschaft wird als Anisotropie bezeichnet. Richtungs-
unabhéngige Materialeigenschaften werden als isotrop bezeichnet. Zudem kann das Ma-
gnetfeldverhalten nichtlinear sein, das heifit, eine Erh6hung der magnetischen Erregung
wird keine proportionale Erhohung der magnetischen Induktion bzw. des Flusses zur
Folge haben. Nichtlineare, ferromagnetische Stoffe (Eisen, Stahlbleche,...) kommen in-
dustriell sehr hiufig zur Anwendung.

6.5.1 Ferromagnetisches Material im Magnetfeld

Es ist sehr schwierig, genaue Aussagen iiber die Materialeigenschaften von ferritischen
Stoffen zu treffen. Zum einen zeigt das Feldverhalten einen nichtlinearen Verlauf, wel-
cher nur indirekt durch Messungen gefunden werden kann. Andererseits spielt die Vorge-
schichte des Materials eine bedeutende Rolle. Man kann sich dies folgend vorstellen. Bei
ferromagnetischen Stoffen weisen einige Atome und Molekiilgruppen einen nicht neu-
tralen Zustand auf. Die sogenannten Weifischen Bezirke sind bereits in eine bestimmte
Richtung orientiert. Erst oberhalb einer Temperatur von 763° Grad Celsius, dem Curie-
Punkt, geht diese Orientierung verloren. Die Orientierung der einzelnen Bezirke ist dann
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vollig unregelméfig, sodafl keine bevorzugte Magnetisierung feststellbar ist. Legt man
hingegen eine magnetische Erregung H an, so wird durch Wandverschiebungen und
Drehungen der Weiflschen Bezirke entsprechend der dufleren Erregung ein Magnetisie-
rungszustand erreicht (Abbildung ?7). Der Vorgang der Magnetisierung ist reversibel.

> >
H H

NN
/N JIN

neutral Wandverschiebungen Drehungen

Abbildung 6.10: Illustration zur Magnetisierung.

Man denke sich einen unmagnetisierten ferritischen Eisenring, um welchen Windun-
gen sehr eng bewickelt sind (Abbildung ??). Erhtht man nun die elektriche Stromstérke

Strom 7, N Windungen

Abbildung 6.11: Bewickelter Ringkern.

durch diese Spule sukzessive, so wird die magnetische Erregung in gleichem Mafle erh6ht
werden. Miit man zu jedem Stromwert /I die magnetische Flu8dichte im Eisenkern, so
erkennt man, dafl ab einer bestimmten magnetischen Erregung der Zuwachs der Induk-
tion B nicht mehr proportional mit der Erregung H wéchst. Das Material erreicht eine
Sattigungszustand. Dabei sind die Weifischen Bezirke schon bis zu einem sehr hohen
Grad ausgerichtet. Verringert man nun den Strom wieder auf Null und erhéht ihn in
die andere Richtung, so wird eine, wie in Abbildung ??7 dargestellte Schleife durchlau-
fen. Nachdem auch im negativen Bereich eine Sattigung erreicht wurde, regelt man den
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Strom wieder zuriick und in die andere Richtung wieder auf. Die so vervollstédndigte
Schleife wird als Hysteresisschleife bezeichnet. Der dargestellte Kurvenverlauf ist fiir je-

B8l1

H [A/m]
0

Abbildung 6.12: Magnetisierungskennlinie.

des ferritische Material unterschiedlich. Schaltet man beim Stromdurchlauf genau dann
ab, wenn die Erregung H Null ist, so wird trotzdem eine magnetische Flufldichte, die
Remanenzfluidichte B, verbleiben. Jenachdem, ob man vom positiven oder vom nega-
tiven Séttigungspunkt kommt, wird das Vorzeichen von B, entsprechend positiv oder
negativ sein. Andererseit wird man beim Durchlaufen der Schleife feststellen, daf§ beim
Nulldurchgang der magnetischen Induktion B eine magnetische Erregung, die sogenann-
te Koerzitivfeldstiarke H, vorhanden sein wird. Zum Erreichen eines induktionsfreien
Zustandes im Eisen mufl daher eine magnetische Erregung aufgebracht werden, welche
die Remanenzfluidichte kompensiert. Die Neukurve wird nur beim erstmaligen Aufma-
gnetisieren eines ferritischen Stoffes durchschritten. Fiir die Berechnung magnetischer
Kreise ist es notwendig, die Hysteresis-Kurven genau zu kennen. Magnetische Stoffe, die
eine sehr breite Hysteresisschleife aufweisen werden als hartmagnetisch, solche die eine
sehr schmale Schleife aufweisen als weichmagnetisch bezeichnet.

Wandelt man die Beziehung ?? um, so erhilt man fiir kleine Anderungen der Feld-
grofen

1 AB
= 6.23
und fiir infinitesimale Anderungen folgt
1 dB
P =——. 6.24
: po dH (6.24)
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Die Ableitung der B(H)-Kennlinie (Abbildung ?7)ist somit ein Ma$ fiir die relative Per-
mabilitdt im betrachteten Erregungszustand. Zeichnet man diese Ableitung in ein eigenes
Diagramm, so erkennt man, dafl nach dem Erreichen eines Maximums ab einem gewissen
Erregungszutsand fast keine Anderung mehr vorkommt. Die Eigenschaft, daf nach dem

25

BT}, ur

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
H[A/m]

Abbildung 6.13: Relative Permeabilitét p,..

Abschalten des Erregerstromes (bei H = 0) noch eine Remanenzinduktion vorhanden
bleibt, macht man sich bei einigen Werkstoffen gezielt zunutze. Bei den sogenannten
Dauermagneten oder auch Permanentmagneten ( Eisen,- Kobald- und Nickelle-
gierungen, Seltene Erd- Verbindungen, wie Neodym-Eisen-Bor Legierung Ndi2Fe4B )
lassen sich Remanenzfeldstérken B, von bis zu 1,3 Tesla bzw. H, von etwa -2000 [kA /m]
verwirklichen. Die hohen Koerzitivfeldstdrken sind notwendig, um nicht ein sofortiges
Entmagnetisieren durch Anlegen einer Durchflutung © zu erwirken. Die Aufmagnetisie-
rung von Dauer- oder Permanentmagneten erfolgt einmalig mittels einer duflerst hohen
magnetischen Erregung. Der Arbeitspunkt von magnetischen Kreisen mit Dauermagne-
ten ist in der Regel im zweiten Quadranten der Hysteresis-Kennlinie.

6.6 Das Ohmsche Gesetz fiir magnetische Kreise

Es wurde erldautert, daf§ die Durchflutung © ein Maf fiir die Ursache des magnetischen
Feldes ist. Betrachten wir den Ringkern aus Abbildung ?? mit dem kreisférmigen Quer-
schnitt A. Da der Querschnitt {iberall gleich ist wird im gesamten magnetischen Kreis
ein gleichbleibender magnetischer Flul ¢ fliefen. Demzufolge ist auch die magnetische
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Induktion B dem Betrage nach iiberall gleich. Die mittlere Lange der Feldlinien sei [.
Der magnetische Flufl ® errechnet sich aus

@:BA:MHA:MNZIA:'MZA@:A@. (6.25)

Mit A ist darin der magnetische Leitwert, der Kehrwert des magnetischen Widerstandes
R,.qg bezeichnet.

1 ) [ m A 1
Ry = ~ = —— = -2 -2 .. H 6.26
TN pA A | ZEm Vs H nry (6.26)

Mit dieser Definition des magnetischen Widerstandes R,,,, kann das Ohmsche Gesetz
fiir magnetische Kreise folgend ausgedriickt werden:

)
Rmag

o =

=OA — O=30Ry, (6.27)

Fiir die Berechnung magnetischer Kreise mit n hinetreinanderliegenden unterschiedli-
chen Abschnitten ergibt sich:

0=97 (Rmag,l + Rmag,2 + Rmag,3 + -+ Rmag,n) - q)zznlemag,i' (628)
6.7 Analogie zwischen dem elektrischen und dem

magnetischen Feld

In der nachfolgenden Tabelle sind die anaolgen elektrischen und magnetischen Gréfien
gegeniibergestellt.

elektrische Grofie analoge magnetische Grofie
Spannung U magnetische Spannung Up,q4
Quellenspannung U, Durchflutung ©

Strom [ Flufl ¢

Widerstand R magnetischer Widerstand R,,q4

elektrische Leitfahigkeit magnetische Permeabilitit p
elektrische Erregung D magnetische Erregung H
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6.8 Wirkungen im Magnetfeld

Durch die gezielte Fiihrung des magnetischen Flusses durch magnetisch gut leitende
Werkstoffe (z.B. Eisen) ist es moglich, an entsprechenden Stellen des Magnetkreises -
meist in Luftspalten - &uflerst hohe magnetische Felder zu erreichen. Damit 148t sich in
derartigen Gebieten gezielt eine sehr effiziente Umwandlung elektrischer in mechanische
Energie oder umgekehrt durchfithren. So wird zum einen die schon besprochene Kraftwir-
kung auf stromdurchflossene Leiter im Magnetfeld angewandt (motorisches Prinzip),
zum anderen kommt das generatorische Prinzip, beruhend auf dem Induktionsgesetz
zum tragen.

6.8.1 Das Induktionsgesetz

Die Erzeugung elektrischer Spannung, das heifit, der Ladungstrennung von positiven
und negativen Ladungen unter Zuhilfenahme des magnetischen Feldes kann auf zweierlei
Weise erfolgen. Eine Leiterschleife kann mechanisch in einem Magnetfeld bewegt werden.
Erfolgt dabei eine Zu- oder Abnahme des magnetischen Flusses durch die Leiterschleife,
so kann eine elektrische Spannung an den Enden der Leiterschleife festgestellt werden.
Man spricht von der sogenannten Bewegungsinduktion. Bei der zweiten Moglichkeit
der Spannungserzeugung mit dem Magnetfeld ist eine ruhende, ortsfeste Leiterschleife
gegeben. Tritt nun durch diese Schleife ein zeitlich nicht glechbleibender magnetischer
FluB, so kann an den Schleifenenden wiederum eine elektrische Spannung festgestellt
werden. Diese Wirkung bezeichnet man als Ruheinduktion. Nachfolgend werden diese
beiden Grundprinzipien eingehend beschrieben. Beiden Induktionsarten ist die Anderung
des magnetischen Flusses gemein, welche mathematisch durch das Induktionsgesetz

AD 4D

s 2

beschrieben werden kann. Mit A® wird die FluBénderung pro Zeitintervall At bzw. bei
infinitesimalen Anderungen deren Differentialquotient bezeichnet. Nimmt der Fluff &
zeitlich ab ( ‘fj—f < 0), so entsteht eine Kraftwirkung auf die positiven Ladungen entspre-

chend einer Rechtsschraubenregel zu B.
6.8.2 Die Bewegungsinduktion
In Abbildung ?? ist eine entsprechende Anordnung dargestellt. Fiihrt man eine gleichférmi-

ge Bewegung der Leiterschleife in eingezeichneter Richtung ¢ normal zu einem homoge-
nen, gleichbleibenden Magnetfeld B aus, so ergibt sich, dem Induktionsgesetz entspre-
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I
R u(t) B@ A

Abbildung 6.14: Bewegung eines Leiters im Magntefeld.

chend eine Quellenspannung u,:

dd —dA ds
=——=—B——=Bl— =DBlw. .
Uy 7 o ldt lv (6.30)

Die Ladungstrennung erfolgt, wie in Abbildung 7?7 dargestellt: Aufgrund der Kraft-
wirkung des magnetischen Feldes auf die mit der Geshwindigkeit v bewegten Ladungen
im Leiter, entsprechend

—

Finag = (7 x B)

werden die positiven Ladungen nach oben, die negativen nach unten gedréngt. Inner-
halb des Stabes der Lange [ wird sich daher eine elektrische Fledstéirke £ und demgeméf
eine elektrische Quellenspannung u, zu

Uy = /E dll (6.31)

einstellen. Diese wird iiber den geschlossenen Stromkreis mit dem Widerstand R einen
Strom i treiben. Dieser wiederum hat ein magnetisches Feld zur Folge, welches den durch
die Schleifenfliche hindurchtretenden Flu3 ® verringert. Ursache und Wirkung sind da-
her entgegengesetzt gerichtet. Mit der Lenzschen Regel wird genau dieses Verhalten
beschrieben. Sie besagt daf§ die Wirkung, - in diesem Falle der Strom ¢ - immer so ge-
richtet sein muf}, daf sie der Ursache - in diesem Falle der Flul ® - entgegengerichtet
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Abbildung 6.15: Kraftwirkungen und Feldgrofien.

ist. Stehen die Vektoren B und 7 in einem Winkel a zueinander, so muf die Gleichung
7?7 mit dem Sinus dieses Winkels multipliziert werden:

u, = Blv sina. (6.32)

Diese Art der Induktion wird héufig bei Generatoren angewendet. In den meisten Féllen
werden Leiterschleifen durch mechanische Kréfte in eine Rotationsbewegung versetzt.
Dies geschieht beispielsweise durch ein wasser- oder dampfbetrienes Turbinenrad. Die
Leiterschleifen und der magnetische Kreis sind so ausgefiihrt, daf sich die Leiterschleifen
in einem radialen Luftspalt bewegen ?7. Aufgrund der Winkelabhéngigkeit der Quellen-

D

: ol 4
/\ @, ®, o,
Abbildung 6.16: Drehbewegung von Leiterschleifen im Magnetfeld.

spannung u, von « wird dabei eine sinusformige elektrische Spannung zu erwarten sein.
Der FluB ® durch die Schleifenfliche A ergibt sich bei einer homogenen Induktion B zu

— —

®=BAcosa = B-A. (6.33)
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Daraus ergibt sich fiir die Quellenspannung aus dem Induktionsgesetz (Gleichung ?77)
ein sinusférmiger Verlauf. Die Zeitabhingigkeit des Winkels a kann dabei durch wt
ausgedriickt werden.

) BA
Uy = _Cilt — _d Z(zs(w ) =w B Asin(wt). (6.34)

Sind in einer Anordnung N Windungen in Reihe geschaltet und wird jede Schleife zu
einem Zeitpunkt vom gleichen Flufl durchsetzt, so ergibt sich eine N-mal vergrofierte
Quellenspannung u,:
dd d(B Acos(wt))
= — _— = —N
“a dt dt

= NwB Asin(wt). (6.35)

6.8.3 Die Ruheinduktion

Induktion ist auch bei ruhenden Objekten immer dann méglich, wenn leitende Gebil-
de, zB. Stromschleifen in Bereichen sich zeitlich &ndernder magnetischer Fliisse vor-
kommen. Ein typischer Anwendungsfall ist dabei der Transformator oder Ubertrager.
Im Prinzip sind dabei zwei, elektrisch voneinander getrennte Leiterschleifen iiber einen
magnetischen, sich zeitlich éndernden Fluf8 (WechselfluB) miteinander verkoppelt. Man
spricht bei einer derartigen Trennung zweier elektrischer Kreise von einer galvanischen
Trennung. Zum Zwecke einer besseren Kopplung zwischen beiden Leiterschleifen (im
allgemeienen Spulen) wird der magnetische Fluf} {iber einen magnetisch gut leitenden
Eisenweg, dem Transformatorkern gefithrt. In Abbildung ?? ist das transformatorische
Prinzip dargestellt. Legt man an Spule 1 eine zeitlich verénderliche Spannung u, () an,

A

Spule 1 O Spule 2

u, u,

Y

Eisenkern O

Abbildung 6.17: Grundprinzip eines Transformators.
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so wird ein Strom durch die Spule 1 flieBen. Dieser wird einen magnetischen Wechselflufl
®(t) durch den Eisenweg treiben. Infolge der Fluianderung wird in der Spule 2, entspre-
chend ihrer Windungszahl N eine Spannung us(t) induziert. Aus Gleichung ?? folgt fiir
den Effektivwert der Spannung in Spule 2:

uy(t) = Nwdsin(wt) = Upsin(wt)
Uy N2rfd
V2o V2
Uy, = 4,44 f N .

Uy, = —\V2r fN® (6.36)

Die letzte Gleichung wird als Transformatorgleichung bezeichnet. Naturgeméaf wird sich
bei einem sich zeitlich &ndernden Flufl ® und bei Vorhandensein eletrisch leitfahiger Ma-
terialien immer ein zuséatzlicher Effekt einstellen. Man denke sich die Spule 2 an deren
Enden kurzgeschlossen. Es wird dann die in den Windungen induzierte Spannung us(t)
einen Strom iy(t) treiben. In gleicher Weise passiert dies auch im elektrisch zwar gerin-
gen, jedoch noch immer leitfadhigen Eisenweg. Die solcherart entstehenden Ringstrome
werden als Wirbelstréome bezeichnet. Um diese gering zu halten, werden die Eisen-
kerne sehr haufig aus diinnen Blechen, die gegenseitig elektrisch isoliert sind, gefertigt.
Dadurch erreicht man einen fiir die Wirbelstrome hohen elektrischen Widerstand bei
gleichzeitig guten Eigenschaften zur Leitung des magnetischen Flusses.

6.8.4 Die Induktivitat

Aus den prinzipiellen Betrachtungen der Wirkungsweise eines Transformators oder Ubert-
ragers wurde klar, dafl eine Verkopplung zwischen den Spulen 1 und 2 iiber das magne-
tische Feld besteht. Diese Kopplung ist allgemein auch dann gegeben, wenn es sich nicht
um zeitlich veréinderliche Groflen, also fiir stationédre Vorgéinge handelt. Um diese Kopp-
lung zu beschreiben wurde der Begriff der Induktivitéit eingefithrt. Man betrachte dazu
zwei Leiterschleifen s; und s,. Der Strom [; durch die Schleife s; erzeugt einen magne-
tischen Flufl ®; durch diese Schleife. Ein Teil dieses Flusses wird auch die Schleife s,
durchsetzen. Dieser Anteil wurde in Abbildung ?? mit ®,5 bezeichnet. Er ist proportional
dem Strom I; in der Schleife s.

(1)12 - M12 Il (637)

Der Proportionalitdatsfaktor zwischen dem Strom i; und dn durch diesen Strom ver-
ursachten Flu8 &5 in s, wird als Koeffizient der gegenseitigen Induktion oder
Gegeninduktionskoeffizient, kurz auch als Gegeninduktivitit bezeichnet. Es zeigt
sich wenn der umgekehrte Weg eingeschlagen wird, ndmlich wenn ein Strom iy durch die
Schleife s, flieft, und dessen FluBlanteil ®5; durch die Schleife s; berechnet wird, daf ein
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A
Spule 2
e AYU P
N N
~ @, R Spule 1
N 2
I1 I1

Abbildung 6.18: Gegeninduktion zweier Leiterschleifen.

Proportionalitédtsfaktor derselben Gréfle erreicht wird. Es gilt somit:

P12 = My

By = My Iy (6.38)
V

My = My =M — IS:H -+-  Henry

Betrachtet man hingegen die Verkopplung des Stromes I einer Schleife s und den durch
diesen Strom hervorgerufenen Flufl ¢, der diese Schleife durchsetzt, so erhélt man als
Proportionalitatsfaktor den Koeffizienten der Selbstinduktion oder Selbstinduk-
tivitidtskoeffizienten, kurz auch die Selbstinduktivitat L:

i)
=LI— L= (6.39)

Mit dieser beziehung kann das Induktionsgesetz zu

e __ di

S 4
dt dt (6.40)

Uind =

umgeschrieben werden. Liegen zeitlich verédnderliche Verhéltnisse vor, so kann bei Kennt-
nis dieser Koeffizienten jederzeit die induzierte Spannung in einer entsprechenden An-
ordnung angegeben werden.
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6.8.5 Energie im Magntefeld

Das magnetische Feld ist in der Lage Energie zu speichern. Schaltet man eine Spannungs-
quelle an zB. eine Spule, so wird, bedingt durch das Flieen des elektrischen Stromes
teilweise elektrische Energie im magnetischen Feld gespeichert. Es zeigt sich, dafl die
Umwandlung von elektrischer Energie in magnetische Energie ein reversibler Vorgang
ist. Das erkennt man, wenn man die Spannungsquelle abschaltet und an dessen Stelle ei-
ne kurzschliefende Verbindung gibt. Nun wird das magnetische Feld nicht schlagartig zu
Null werden. Bedingt durch die Abnahme des magnetischen Flusses durch das Wegschal-
ten der Quelle wird ein negatives % entstehen. Dadurch wird eine Spannung induziert.
Diese ergibt, nun iiber die kurzgeschlossene Spule einen Strom und die gespeicherte
magnetische Energie wird wieder in elektrische Energie umgeformt. Zur quantitativen
Beschreibung betrachte man einen Ausschnitt eines magnetischen Kreises mit einem

Luftspalt. Im Luftspalt der Léange [; sei ein homogener magnetischer Feldverlauf iiber

Abbildung 6.19: Zur magnetischen Energie.

den gesamten Querschnitt A gegeben. Damit konnen die Vektoren B und H als Skalare
weiter behandelt werden. Der magnetische Flufl wird durch einen Strom i(¢) generiert.
Ein groflerwerdender Strom i(t) hat ein proportionales Feld H (t) bzw. bei linearen Mate-
rialeigenschaften B(t) zur Folge. Die in einem infinitesimalen Zeitintervall dt zugefiihrte
elektrische Energie errechnet sich aus

dW = u(t)i(t) dt. (6.41)
Mit dem Induktionsgesetz folgt

dW = i(t) N d® = i(t) N AdB. (6.42)
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Uber den Durchflutungssatz folgt die Beziehung

Hl, =i(t) N, (6.43)
wodurch Gleichung 77 zu

dW =Hl, AdB = HV dB. (6.44)

wird. Die Energiedichte dw kann daher durch

d
dw="""_pap. (6.45)
Vi

dargestellt werden. Die magnetische Energiedichte w errechnet sich daraus durch
Bm
w = / HdB. (6.46)
0

Setzt man nun die Materialbeziehungen zwischen B und H ein, so ergibt sich

1 1
w=HB = 2—32 - gH2. (6.47)
1

Integriert man die Energiedichte iiber das gesamte im Luftspaltvolumen V;, so erhélt
man die in diesem Volumen gespeicherte magnetische Energie:

w= [ [/OBdeB] dv. (6.48)

Die Integration der magnetischen Energiedichte iiber das Volumen kann im vorliegenden
Fall separiert durchgefiihrt werden. Entsprechend erhélt man :

1 1 1 1 LI
— - | HBd :ff Hdl/ BdA— —I®—~JL]=2"" 4
W 2‘/‘/ V lmagnA A 2 2 2 (6 9)
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{ Verhalten Passiver Bauelemente bei
zeitharmonischen Vorgangen

7.1 Allgemeines

Das Verhalten der Bauelemente R, C' und L im Falle zeitlich gleichbleibender elektri-
scher Groflen (Gleichstrom/Gleichspannung) wurde bereits beschrieben. Hierbei wurde
erlautert, dafl der Kondensator C' ein Bauteil zur Speicherung elektrischer Energie dar-
stellt. Ein Maf§ dafiir ist durch seinen Kapazititswert (in Farad) gegeben. Betrachtet
man dabei das Verhalten des elektrischen Stromes, so erkennt man, dafl der Kondensa-
tor eine Unterbrechung darstellt. Im Gleichstromfalle flieit {iber den Kondensator kein
Strom.

Ebenso wurde erkannt, dafl eine Spule mit der Induktivitdt L ein Bauelement mit dem
Vermogen zur Speicherung magnetische Energie ist. Ein Mafl dafiir ist dessen Indukti-
vitatswert (in Henry). Im Gleichstromfall wird sich an der Spule kein Spannungsabfall
einstellen. Sie stellt somit einen Kurzschluf3 dar.

Im Falle sich zeitlich éndernder Grofien werden Kondensator und Spule ein wesentlich
verdndertes Verhalten aufweisen, welches im Folgenden diskutiert wird.

7.2 Der Ohm’sche Widerstand

)

u(t) R o i

Zeigerdiagramm:

I

u

Abbildung 7.1: Ohmscher Widerstand an sinusférmiger Wechselspannungsquelle.

Geméif dem Ohmschen Gesetz wird eine sinusformige Spannung u(t) ( Abb. ?7?) der
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Form
u(t) = usin (wt) (7.1)

an einem Ohmschen Widerstand R einen sinusformigen Strom i(t):

~

i(t) = isin (wt) = %sin (wt) (7.2)

zur Folge haben. Der sich ergebende Phasenwinkel zwischen Spannung und Strom ist
immer Null. Im Zeigerdiagramm liegen der Strom- und Spannungszeiger in derselben
Linie. Deren Léngen sind durch den Widerstandswert R festgelegt.

An einem Ohmschen Widerstand sind Strom und Spannung immer in Pha-
se!

Im Widerstand R wird lediglich elektrische Energie irreversibel in Warmeenergie iiber-
gefithrt. Der rein Ohmsche Widerstand R wird Wirkwiderstand oder Resistanz, bzw.
dessen Kehrwert G = 1/R Wirkleitwert oder Konduktanz genannt.

7.2.1 Die Wirkleistung
Der Zeitwert der Leistung P(t) ergibt sich aus der Multiplikation
P(t) = u(t) i(t) = G sin (wt)isin (wt) = Gisin®(wt). (7.3)

In Abb. 77 ist dieser zeitliche Verlaut dargestellt. Die Summe der elektrischen Leistung

p(t)
ult)
s - P=UI

Abbildung 7.2: Leistung an einem Ohmschen Widerstand.

iiber eine Periode T ergibt die, in dieser Zeitspanne umgesetzte elektrische Energie:

T T N 1 -
W= / w(t)i(t)dt = / fvsin (wt) isin (wt) dt = Sii = UIT. (7.4)
0 0
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Wiederum ist es sinnvoll, die mittlere Leistung, dh. die auf die Periode T' bezogene
Energieumsetzung, zu betrachten. Mit (??) folgt:

pP= ;/OT u(t)i(t)dt = UT. (7.5)

Die so erhaltene Wirkleistung P entspricht also dem Produkt der Effektivwerte von
Strom und Spannung. Setzt man in (??7) das Ohmsche Gesetz verschiedentlich ein, folgt
schlulendlich:

2

U
P=UI=I’R= R (7.6)

7.3 Die Induktivitat

Es wird hier eine reine Induktivitédt behandelt. Der ohmsche Widerstand der Spulenwick-
lung wird dabei vernachlissigt. Wird entsprechend Abb. 77 an eine reine Induktivitét

it

08

G) u(t) L

0.4

0.2

Zeigerdiagramm: 45 90 135 18! 225 270 315 0

0.2

Q i(t)

~

$=90° .

Abbildung 7.3: Strom und Spannung an einer reinen Induktivitét.

eine Wechselquelle gelegt, so besteht zwischen Strom und Spannung der aus dem Induk-
tionsgesetz abgeleitete Zusammenhang:

di(t)

=L 7.7

e dt (7.7)
Nimmt man willkiirlich an, dass der zeitliche Verlauf des Stromes durch

i(t) = —i cos(wt) (7.8)
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

beschrieben wird, so folgt mit (??) fiir die Spannung

di(t ~d t A
i) _ —LiM = wlLisin(wt) = usin(wt). (7.9)

- _
e dt dt

Zeichnet man den Verlauf von u(t) und i(¢) in ein Liniendiagramm, so erkennt man, dass
die Spannung zum Strom um 90° phasenverschoben sind.

An der Induktivitit eilt die Spannung dem Strom um 90° voraus!

Fiir die Zeigerdarstellung 148t sich der Strom durch
i =it (7.10)
darstellen. Damit folgt fiir die Spannung

; R Jwt
w— Ld@ B Z,de

- =Li— — jwLie’™t = jwLi (7.11)

Unter der Annahme, dass der Stromzeiger in der reellen Achse liegt, folgt aus (?77?) fiir den
Spannungszeiger eine Multiplikation mit 7, womit die 90° Phasenverschiebung ebenfalls
ersichtlich wird.

7.3.1 Der induktive Blindwiderstand
Dividiert die beiden rechten Ausdriicke in (??) durch sin(wt), so folgt:
wLi= 1. (7.12)

Formal kann wieder eine Proportionalitédt zwischen Strom und Spannung gefunden wer-
den, indem man fiir

1

U.)L:XL —Xiz
L

By (7.13)

einfithrt. X, wird als induktiver Blindwiderstand oder induktive Reaktanz, des-
sen Kehrwert als induktiver Blindleitwert oder induktive Suszeptanz bezeichnet.
Es folgt somit, sowohl fiir die Scheitelwerte, als auch fiir die Effektivwerte (Division

durch v/2):

i=Xyi U=X.1I (7.14)

In komplexer Schreibweise folgt dementsprechend:

1
U=jwll=j X I [=-——U=jBU (7.15)
JXL
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

7.3.2 Die induktive Blindleistung

Bildet man wiederum das Produkt aus w(t) und i(t) zu jedem Zeitpunkt, so ergibt der in
Abb. 7?7 dargestellte Verlauf. Wiederum pulsiert der Zeitwert mit doppelter Frequenz.

Abbildung 7.4: Leistung an einer Induktivitét.

Die Fliachen iiber der Zeitachse und unter der Zeitachse sind jedoch immer gleich grofi.
Je Viertelperiode nimmt die Induktivitét alternierend Energie auf bzw. gibt diese wieder
ab. Im Mittel iiber eine Periode ergibt sich keine Wirkleistung. P ist somit immer 0. Es
wird keine Energie in Wéarme umgewandelt. Als Unterscheidung zur Wirkleistung wird
nun der Zeitwert der Leistung mit Q, der Blindleistung bezeichnet.

Fiir die Blindleistung ergibt sich, analog zur Wirkleistung P beim ohmschen Wider-
stand:

Q=Ul=1’°X, =-U’B, [Einheit : var(Volt Ampere Reaktanz)] (7.16)
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

7.4 Der Kondensator

Wiederum wird ein reiner Kondensator betrachtet. Im Inneren des Kondensators befin-
det sich somit ein ideales (=elektrisch nichtleitendes) Dielektrikum. Die Strom- Span-
nungsverhéltnisse sind in Abb. 7?7 dargestellt. Ausgehend von der fiir Gleichstrom giilti-

)

.
‘ u(t)

08
( i ) uc(t) —c
06
04
itt)

Zeigerdiagramm:

1 45 90 135 18 225 270 315 0

0.2
04

$=90° 06

08

Abbildung 7.5: Strom und Spannung am Kondensator.
gen Beziehung
Q=CU, (7.17)
kann fiir zeitlich verédnderliche Vorgénge die differentielle Ladungsénderung dq(t) zu
dq(t) = Cdu(t) (7.18)

geschrieben werden. Die Ladung ist immer das Produkt aus Strom und Zeit, sodass aus

(?7)

du(t
dg(t) = i()dt = Cdu(t)  bzw.  i(t)=C Q;i ) (7.19)
folgt. Die Spannung am Kondensator sei nun durch
u(t) = usin(wt) (7.20)
gegeben. Mit (?7) folgt fiir den Strom
du(t d sin(wt 5
i(t)y=C ult) = CﬁM = wC'l cos(wt) = icos(wt). (7.21)

dt dt
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Ein sinusférmiger Verlauf der Spannung am Kondensator hat daher einen cosinusférmi-
gen Verlauf des Stromes durch denselben zur Folge (vgl. Abb. 77?).

Am Kondensator eilt der Strom der Spannung um 90° voraus!

Fiir die komplexe Zeigerdarstellung folgt:
u = 0e’t, (7.22)
Mit (??) folgt daraus

d Jwt )
1= Cc% = CﬁedT = jwCe’*" = jwCu. (7.23)
Legt man den Spannungszeiger in die reelle Achse, so ergigt sich fiir den Stromzeiger
durch die Multiplikation mit j eine Phasenverschiebung um 90°, bzw. eine Drehung in

die positive imagindre Achse.

7.4.1 Der kapazitive Blindwiderstand

In Effektivwerten lautet diese Gleichung

1
I = jwCU bzw. U=——1I. 7.24
I =j0CU 2w U=uct ( )
Die Proportionalitit zwischen Strom und Spannung erfolgt wiederum iiber den Blind-
widerstand:

1 1
= bzw. Be=—— =
ZW C XC

Mit dem kapazitiven Blindwiderstand X bzw. dem kapazitiven Blindleitwert Bq ldsst
sich (77?) zu
1

1
U= —J=—j—J=iX.I. 7.26
U= cl="i gl=1%cl (7.26)

7.4.2 Die kapazitive Blindleistung

Aus dem Produkt von u(t) mit i(t) ergibt sich der nachfolgend dargestellte Verlauf. Die
mittlere Leistung ist auch in diesem Falle Null, sodass keine Wirkleistung entsteht (P =
0). Es gibt auch hier nur Blindleistung. Diese schwingt wiederum mit doppleter Frequenz,
jedoch entgegengesetzt der Blindleistung bei der Induktivitat. Fiir die Blindleistung am
Kondensator folgt demgeméf:

Q=-Ul=1I’X¢c=-UBg [Einheit : var(Volt AmpereReaktanz)]. (7.27)
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4
u(t)
08
06

04 i

0,2

0

45 90 135 18 225 270 315 0

-0,2

04

06

08

-1

Abbildung 7.6: Leistung an einem Kondensator.

7.5 Zusammenschaltung von passiven Bauelementen

Bisher wurden die Bauelemente R, L und C' als ideale Bauelemente behandelt. Im Allge-
meinen werden dies Bauelemente jedoch in gemischter Zusammenschaltung vorkommen.
In diesem Abschnitt werden nun derartige Zusammenschaltungen behandelt.

7.5.1 Die Impedanz

Man betrachte zunédchst die Zusammenschaltung eines ohmschen Widerstandes R mit
einer Spule der Induktivitéit L, welche von einer sinusférmigen Spannungsquelle gespeist
wird (Abb. ??). Infolge der Serienschaltung von R mit L wird der sich einstellende Strom

—
Ur l R s utt) o S()=utyict)
<~ U /\ i(t) /\
ULl L 04 / / \\ \ / \
\ \/ P=Ul cos ¢
Zeigerdiagramm: ’ s % 135 1 2 270 316 0
g g .
1'1 04 N
' UL
I U )

Abbildung 7.7: Serienschaltung von R und L.
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

I durch den Wirkwiderstand R und dem Blindwiderstand X begrenzt. Der gesamte
wirksame Widerstand wird als Scheinwiderstand oder Impedanz Z bezeichnet. Z ist im
allgemeinen eine komplexe Grofie.

Z =R+ jwL=27e%  [Ohm]. (7.28)
mit

L
Z =/R? + (wL)? bzw. Y= arctan%. (7.29)

Fiir den Strom [ folgt daraus:

JR
=~ Z R+jwL’

(7.30)

Zur Zeichnung des komplexen Zeigerdiagrammes beginnt man immer mit der gemeinsa-
men Grofe. Bei obiger Serienschaltung ist dies der Strom . Diesen legt man in die reelle
Achse. Als néchstes zeichtet man den Spannungsabfall iiber dem ohmschen Widerstand
R ein. Der zeiger Ug liegt in Phase mit dem Strom /. Dessen Lénge ergibt sich aus

Ur=RI. (7.31)
An dessen Spitze wird anschlieend der Spannungszeiger Uy, gezeichnet. Dessen Richtung
ist auch bekannt, da man weiss, dass die Spannung an der Induktivitdt um 90° voreilt.
Die Lange des Zeigers Uy, ergibt sich aus

U,=wLlI. (7.32)

Damit folgt die Gesamtspannung U aus der geometrischen Summe beider Spannungs-
abfille. der sich einstellende Phasenwinkel ist mit ¢ bereits bestimmt.

7.5.2 Die auftretenden Leistungen

Aus dem Zeigerdiagramm ersieht man eine Vorauseilung der Spannung u(t) gegeniiber
dem Stromi(t). Demgemé$ gilt fiir die Zeitfunktionen:

u(t) = usin(wt) bzw. i(t) = isin(wt + ). (7.33)

Die Bildung des Zeitwertes der Leistung fithrt zu

S(t) = u(t)i(t) = G1sin(wt) sin(wt+);sin asin § = ;(Cos(a—ﬁ)—cos(a+ﬁ)).(7.34)
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

Durch Anwendung trigonometrischer Beziehungen lésst sich dies zu

~
AT

S(t) = %[cos(gp) —cos(2wt + )] = Ul cos p — UI cos(2wt + ) (7.35)

umformen. Das Produkt der Effektivwerte aus U und [ wird als Scheinleistung S defi-
niert:

2
S_UI_FZ_Z. (7.36)

Diskutiert man Gleichung (?7), so ersieht man darin einen von der Zeit ¢t unabhéngigen
Term. Dieser Anteil entspricht der verrichteten Wirkleistung P:

P =Ulcosp=Scosp. (7.37)
Der Ausdruck cosy wird als Leistungsfaktor oder Wirkfaktor bezeichnet. Der zweite
Ausdruck in (?7) ist jener Leistungsanteil welcher mit doppelter Frequenz schwingt.
Das Mittel iiber eine Periode ist Null. Dieser Anteil entspricht der Blindleistung @
im System. Nach Anwendung eines weiteren trigonometrischen Additionstheorems folgt
dafiir:

Q =Ulsinp = Ssing. (7.38)

sin  wird darin als Blindleistungsfaktor bezeichnet. Quadriert und addiert man anschlei-
Bend die beiden Gleichungen (??) und (??), so erhiilt man wegen cos?p + sin*p = 1

S =/P?+ Q2. (7.39)

Aus der komplexen Schreibweise folgt
S= Sel¥ = Ule’? = P + jQ. (7.40)

Auch mit den Zeigern P und Q kann somit ein Zeigerdiagramm in der komplexen Zah-

lenebene erstellt werden:
S
4//19
P

Abbildung 7.8: Leistungsdiagramm.
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7 Verhalten Passiver Bauelemente bei zeitharmonischen Vorgédngen

7.5.3 Parallelschaltung von R und C

Man betrachte nachfolgend die Zusammenschaltung eines ohmschen Widerstandes R
mit einem Kondensator C' (Abb. ?77). Der Gesamtwiderstand der Schaltung entspricht

ey Lk o; it 76 N S()=u(tyict)

G u| TC DR N\ 7\
NS
NV

U Ir
Abbildung 7.9: Parallelschaltung von R und C.

einer Parallelschaltung von R mit X, sodass fiir die Impedanz Z

1

7= Riiic - ng+1 = 1+(wRCR)2 _jlf(ig;) = ReZ +ImZ (7.41)
folgt. Der Winkel ergibt sich aus

© = arctan (g:g) ) (7.42)
Mit dem Betrag von Z

Z = \/(ReZ)? + (ImZ)? (7.43)
folgt fiir Z:

Z = 7%, (7.44)

Der Zusammenhang zwischen Strom und Spannung ist wieder durch

_Uese (7.45)

U=1 bzw. I ==
U 2W I=7=7

gegeben. Fiir die Zeichnung des Zeigerdiagramms beginnt man wieder mit der gemein-
samen grofle, in diesem falle mit der Spannung U. Die Teilstrome Iz und I sind dazu
entsprechend phasenverschoben. Fiir die Leistungsbetrachtungen gelten dieselben Bezie-
ungen wie vorhin.
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7.5.4 Blindstromkompensation

Ziel der Blindstromkompensation ist es, den einem Verbraucher zuzufithrenden Strom
auf den Wirkanteil zu reduzieren. Dadurch konnen die Ohm’schen Verluste entlang der
Zuleitungen minimiert werden.

Abbildung 7.10: Zur Blindstromkompensation, ohmsch-induktive Last.

In Abb. ?? ist eine ohmsch-induktive Schaltung dargestellt. Aus dem Zeigerdiagramm
ersicht man ein Voreilen der Spannung U gegeniiber dem Strom I ;. Der Leistungsfaktor
cos ¢ dieser Konfiguration ergibt sich aus dem Winkel ¢ zwischen Strom und Spannung.

Schaltet man nun einen Kondensator beispielsweise parallel zu dieser Anordnung, so
ergeben sich die nachfolgend dargestellten Verhéltnisse. Der Winkel ¢ zwischen Strom

o °

Abbildung 7.11: Blindstromkompensation, unvollstdndige Kompensation.

und Spannung ist deutlich geringer geworden. Auch die Léinge des Stromzeigers I hat
sich verringert, wodurch sich die Leitungsverluste (~ I?) entsprechend verringern.

Im Falle einer vollstéindigen Kompensation werden Strom und Spannung in Phase sein
(¢ = 0). Die Schaltung verhilt sich dann wie ein Ohm’scher Widerstand. Die Bedin-
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gung fiir vollstdndige Kompensation erhélt man, indem man die Impedanz Z allgemein
darstellt und anschlieBend deren Imaginérteil Null setzt.

7.5.5 Leistungsanpassung

In Abb. 7?7 ist ein allgemeines Netzwerk fiir zeitharmonische Groflen dargestellt. Es
besteht aus einer realen Spannungsquelle mit der Quellspannung U, einer Quellenim-
pedanz Z, (vergleichbar mit dem Innenwiderstand R; im Gleichstromfalle) sowie einer
Impedanz Z, welche die Last darstellt.

1

. e S —

gl

=
| —
L
N

=D

Abbildung 7.12: Leistungsanpassung.

Es gilt nun die Bedingungen zu finden, bei welchen die Leistung an der Last ein
Maximum erreicht. Fiir Quelleninmepdanz und fiir Lastimpedanz gilt:

Z,= R, + 75X, Zy=R+7X (7.46)
Damit lasst sich der Strom [ durch

U
I = ~ +‘IZ (7.47)

“q

ausdriicken. Die Wirkleistung an der Last kann mit dem Realteil der Last-Impedanz
folgend ausgedriickt werden:

P =I* Re(Z). (7.48)
Setzt man fiir den Betrag des Stromes aus Gleichung ?? ein, ergibt sich:

Re(Z) R
P=1U|? = U? 7.49
7, Z+Z,)? T"(R+ Ry)?+ (X + X,)? (7.49)
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Die Leistung am Verbraucher wird dann maximal, wenn die Bedingungen

R, = R
X, = —X
gelten. Damit folgt fiir Leistungsanpassung im Wechselstromfalle:

R+7X = R,—j5X,
Z Z,

mar <~ =q-
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8 Die Frequenzabhangigkeit passiver
Schaltungen

8.1 Allgemeines

In sehr vielen praktischen Féllen ist das Verhalten eines R — L — C-Netzwerkes bei un-
terschiedlichen Frequenzen interessant. Dazu gibt es mehrere Moglichkeiten der Darstel-
lung. Allen ist dabei gemeinsam, dass aus der Darstellungsform iiber einen sehr grofien
Frequenzbereich (einige Hz bis in den GHz-Bereich) sowohl der Amplitudenverlauf als
auch der Phasenverlauf ablesbar sind.

8.2 Ubertragungsfunktion und Bode-Diagramm

o— Passives, z(t) : Erregung

o
x| fineares Ly
o

sinusformige Funktionen
0— Netzwerk

y(t) : Antwort

Komplexe Effektivwerte: X, Y

Das Verhiltnis F = % héngt nur von der Struktur des Netzwerkes und von der
Frequenz ab: Zwischen den komplexen Effektivwerten des Stromes und der Spannung
jedes einzelnen Zweipols besteht eine lineare, algebraische Beziehung. Die Koeffizienten
héingen von jw ab. Die Funktion F(jw) ist die Ubertragungsfunktion des Netzwerkes.
Ist die Ubertragungsfunktion bekannt, so kann die Antwort auf eine beliebige Erregung
einfach bestimmt werden.

2B x(t) = V2X,cos(wol + y)
= )(06]‘90'1c

Y = F(jw) X = Ypel?

Yo = [F(jwo)|Xo, ¢y = ¢, +arg(F(jwo))
y(t) = V2Y, cos(wot + ©y)
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Da die Impedanzen und Admittanzen der Elemente R, L und C' gebrochene rationale
Funktionen von jw sind und die Ubertragungsfunktion durch Addition, Multiplikation
und Division von Impedanzen und Admittanzen erstellt wird, ist die Ubertragungsfunk-
tion selbst auch eine gebrochene rationale Funktion von jw:

ap + a1(jw) + as(jw)® + as(jw)® + - - + am(jw)™  Z(jw)

by + b1 (jw) + ba(jw)? + b3(jw)? + - -+ + b (jw)*  N(jw)

F(jw) =

Die Koeffizienten ag, a1, as, as, - -, a,, des Zéhlerpolynoms Z(jw) und by, by, by, bs, - -
, b, des Nennerpolynoms N (jw) sind reelle Konstanten.

Beispiel:

o__:)_l‘YYY\_T_o %
R L F(jw) = = — 1
uel © an U, R+jwl+ Gl
, 1 Z(jw)
o —o =

1+ jwRC + (jw)2LC h N(jw)

<

Die Darstellungen der Ubertragungsfunktion kénnen im Pol-Nullstellen-Plan (PN-
Plan) oder im Bode-Diagramm erfolgen.

Das Bode-Diagramm ist die graphische Darstellung der Ubertragungsfunktion (?7).
E(jw) = |E(jw)|e’ reE0). (8.1)

Das Bode-Diagramm besteht aus zwei Abbildungen. In der einen wird der Ampli-
tudenverlauf iiber der Frequenz aufgetragen. Diese Abbildung wird auch als Ampli-
tudengang bezeichnet. In einer zweiten Abbildung wird die Phasenverschiebung iiber
der Frequenz aufgetragen, dem Phasengang entsprechend. Der zu iiberstreichende Fre-
quenzbereich ist allgemein sehr groff. Ein linearer Mafistab fiir die Frequenz ist daher
wenig sinnvoll. Sowohl fiir den Amplitudengang als auch fiir den Phasengang wird die
Frequenz auf der horizontalen Achse im logarithmischen Maf} aufgetragen. Somit ent-
spricht der Abstand von beispielsweise 10 Hz auf 100 Hz gleich viele cm am Papier wir der
Abstand zwischen 100 kHz und 1 MHz. Beim Amplitudengang hat sich als zweckméfig
erwiesen, auch den Amplitudenwert im logarithmischen Mafl aufzutragen.

Im zweiten Diagramm wird die Phase der Ubertragungsfunktion ( arg(F(jw)) ) iiber
der Frequenz aufgetragen, dem Phasengang entsprechend.

Falls alle Pole und Nullstellen reell sind, kann die Ubertragungsfunktion in folgende
Form umgewandelt werden:

py D)) (£2) (48) (12520
@R ) () (1)
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Die Frequenzen wy, wi, wa, w3, * * * Wy—m1 und Qq, 4, s, Q3, - -+ Q,_,1 sind positiv reell.
Im Z&hler gilt das positive Vorzeichen, falls die Nullstelle negativ ist und umgekehrt. Der
Betrag wird logarithmisch in Dezibel [dB], gemé8 nachfolgender Definition, dargestellt.

|E(jw)las = 20 logyo |F(jw)].

Entsprechend der Rechenregeln fiir die logarthmische Funktion konnen sowohl Betrag
als auch Phase als Summe von linearen Termen dargestellt werden:
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

|E(jw)lap

arg F'(jw)

Fi(jw) =

o\
v wo dB
E1(]w) N——
Ez(jw)
+‘in) +@i”) +w%0i]w>
w w Wm—m
N L/ ldB 2/ laB 1/ ldB
F,(jw)
1 1 1
* ANE W
&) |0+5) )
Qo dB 01/ |4p " B
F3(jw) Fy(jw)

= arg(K) —l—arg(

mi
]w> + arg <
Wo

1+ 2%

>+~~~—|—arg<1:t ad )
wm—ml

1 1 1
0 n—nj

Es reicht, die folgenden 5 charakteristischen Terme eingehend zu behandeln:

. log() 0°

@)

Bw = ()" Eaw) - ( (

1
F:(jw) = .
) 75(1“1) <1+£j)

arg(F,(jw)) = 0°

arg( Eqj )
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

mi
. w
[F5(jw)]ap = 201log ()
Wo

= 20logw™ —20logw;"™ =
= my 20 logw — my 20 log wy

E2( )l
dBA m,=2
m1=1
40
20
[l [l [l |0\g( )

10

Gerade mit einer Steigung von m, mal 20 dB
je Dekade. Bei w = wy ist Fy(jw) = 0dB.

o F3(jw):

. Qo \™
|E3(]W>|d8 = 20log U

= 201log Q25* —20logw™ =
= ny 20 log 2y — n1 20 logw

n1:1

dB n1:2

Gerade mit einer Steigung von ny mal -20 dB
je Dekade. Bei w = g ist F3(jw) = 0dB.
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—180° < arg(F,(jw)) < 180°

arg( Eo(j )
A
180° my=2
900 Iﬂlzl
0H————+—+ |O>g( )
0.1 1 10 100 1000

arg(F;(jw)) = ny - (=90°)
—180° < arg(F5(jw)) < 180°

arg( Es(j )
OO“ 0.1 1 10 100 1000
I I I I I |0’
909 -, 9( )
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

2

, w
|Fy(jw)|ap = 20log 4| 1 + () arg(F,(jw)) = arctauni
Wi

Néherung fir w < wy: Néherung fiir w < wy:

2
1+<w> ~1= 20log1=0dB w
w1 arctan — ~ (°

W1
Néherung fiir w > wy: Naherung fiir w > wy:

w\® W
w1 w1 arctan — ~ 90°
w1

= 20log = = 20logw — 20logwi|an
Wi

W= w: W= w:
w 2
1+ () = V2
0 arctan g arctan 1 = 45°
#2010g\/§:1010g2z3|d3 w1
|E4( ) arg( E4(j )
dBA A
90°
20
450
3 ,109(") ) log( )
10 01 1 10

Anstelle der genauen Kurven werden Ndherungen durch Geradenstiicke verwendet. Dies
erleichtert die Addition der Kurven wesentlich.
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

o Fy(jw):

. 1
Fs(j)las = 20log ———

2

w

= =201 1 —
0log +<Q1>

Néherung fiir w < :

2
1+ (“) ~1= —20log1 = 0dB
0

Néherung fiir w > Qq:

(@Y @
) T

= —201log Qi = 201log Qy — 20log w|ap

1

w = Q:

= —20log V2 = —10log2 ~ —3|45

V2

|Es( )l
dB A 10 log( )

-3

-20 \
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arg(Fs(jw)) = —arctan “
0

Néaherung fiir w < €2;:

W
—arctan — =~ 0°
0

Néherung fiir w > Qq:

w
— arctan — ~ —90°
1

w = Qli
w
—arctan — = — arctan 1 = —45°
1
arg( Es(j )
0° 0.1 1I 10 S

log(')

-45 ﬂ x
-90°




8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

Vertiefendes Beispiel:

a) Mit den Bauteilen R, = 102 und L = 100 mH soll ein Tiefpass entworfen werden
(lasst vorzugsweise tiefe Frequenzen durch). Finden Sie die Ubertragungsfunktion und
zeichnen Sie das Bode-Diagramm.

b) In einem zweiten Schritt soll mit den Bauelementen Ry = 102 und C' = 10 mF ein
Hochpass gefunden werden. Finden Sie auch fiir diesen die Schaltung entwickeln Sie die

Ubertragungsfunktion.

ad a) Tiefpass:

U R 1
F(jw) = F=5——F=
U Ri+jwl 144
T
B 1 0 _ R 10
1+ 2 L 1
Q, = 100[s7]
[EG )l
dB A 10° 101 102 10®  10*  10°
: : : % > log( )
-20
arg(E( )
A 109 10t 108 108 104 10°
} ' f f > log( )
-45
-90

Bode-Diagramm fiir den Tiefpass, angendhert durch Geradenstiicke.
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

ad b) Hochpass:

\ Qa R2 jowC
Qe RQ + jwC 14 R2 ij
AN S N1
_ p,o ) (jw)
1+ 4= 1+
RyC 2
=K = =10-0.01 =0.1 20 log(O.l) = —20dB
. w _
(jw)t = (]> wo=1[s"", m; =1
Wo
1 1
0, = = 10[s~*
2 R,C 10-0.01 [5 ]
Jw 1
il iQ Wo i?) 1 + %
[EGw)|
dB A f,
20 ;fﬁfs
101 1%1 102 10®  10*
-20 / \ IZI.
s / fy
arg( E(jw)
A
90 arg( f,)
45 \ arg( f;+fr+13)
10 10° 10} 210 104
: ' t t > log(w)
arg( f;)=0
-45
arg(f3)
-90
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8 Die Frequenzabhéngigkeit passiver Schaltungen

8.3 Beispiele

Stellen Sie die Ubertragungsfunktionen nachfolgend abgebildeter Schaltungen auf. Zeich-
nen Sie dazu jeweils Amplituden- und Phasengang auf. Durch die Hintereinanderschal-
tung welcher Schaltungen kann man einen Bandpafl bzw. eine Bandsperre erreichen?
Folgende Bauteilwerte sind gegeben:

R=109Q, L=159155mH, C =15.9155ukF.
1. R und L Schaltung 2. L und R Schaltung

o—{—1 o o IYYY Lo °

R L
Y \\% 7 v
© O o ° )
3. R und C Schaltung 4. C und R Schaltung
o—{ 1 ¢ o) o ” o
R
C
U u
Ue L c u, U, R u,
Y Y v v
e, L O fe} o
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9 Messung elektrischer GroBBen

9.1 Die Messung von Strom, Spannung und Leistung

Ein Mefgerét, welches zur Messung elektrischer Strome geeignet ist, bezeichnet man als
Strommesser oder Amperemeter, jene Instrumente zur Messung elektrischer Spannun-
gen werden als Spannungsmesser oder Voltmeter, Instrumente zur Messung elektrischer
Leistung als Leistungsmesser oder Wattmeter bezeichnet. Die prinzipielle Wirkungs-
weise eines Strom-, Spannungs- bzw. Leistungsmessers beruht in der Kraftwirkung eines
stromdurchflossenen Leiters in einem Magnetfeld. Im Allgemeinen miissen sowohl Gleich-
als auch Wechselgroen gemessen werden. Fiir die unterschiedlichen GroBen (Gleich-
wert, zeitlicher Mittelwert, Effektivwert, Scheitelwert) miissen verschiedene Bauarten
von Meflgerdten herangezogen werden.

9.1.1 Drehspul- und DreheisenmeBwerk

In der nachfolgenden Abbildung ist die prinzipielle Anordnung eines Drehspul- und ei-
nes Dreheisenmefwerkes dargestellt. Beim Drehspulmefwerk erfolgt die Erzeugung eines

Abbildung 9.1: a) DrehspulmeBwerk  b) DreheisenmeBwerk.

magnetischen Gleichfeldes mittels eines Dauermagneten (1) im ansonsten weichmagne-
tischen Eisenkreis. Zwischen Eisenkern (2) und den Polschuhen (2) befindet sich eine
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9 Messung elektrischer Gréfien

drehbar gelagerte Spule (3). Diese ist mit einem Zeiger (4) fest verbunden. Erfolgt nun
ein Stromfluf§ (der Mefistrom) durch die Drehspule, so ergibt sich, abhéngig von des-
sen Stromflufirichtung ein Ausschlag auf der Skala (5). Der Drehwinkel ist, da die ma-
gnetische Induktion B konstant ist (Dauermagnet), proportional dem durch die Spule
flieBenden Strom.

an~ I (9.1)

Infolge der Stromrichtungsabhéingigkeit des Zeigerausschlages kann auch die Stromfluf-
richtung in einem Netzwerk ermittelt werden. Dieses Mefiwerk ist fiir die Messung von
Wechselgréfien ungeeignet.

Beim Dreheisenmefiwerk wird eine Zylinderspule (8) von einem Mefstrom durchflossen.
Durch das entstehende Magnetfeld im inneren der Spule werden die beiden Eisenteile (8
und 9) gleichsinnig magnetisiert. Es kommt zu einer abstoBenden Kraftwirkung zwischen
diesen beiden Eisenteilen. Das Eisenblech (9) ist drehbar gelagert und mit einem Zeiger
verbunden. Der Drehwinkel ist vom Magnetfeld B und vom Strom [ abhéngig. Da das
erzeugte Magnetfeld B jedoch auch dem Strom I proportional ist, ist der Drehwinkel
diesem quadratisch proportional.

an~ I (9.2)

Das Magnetfeld und der Mefistrom werden bei Wechselgroflen dabei immer in gleich-
bleibender Weise ihre Richtung dndern, sodafl die abstoflende Wirkung immer gleichge-
richtet sein wird. Mit diesem Meflwerk kénnen demgeméfl auch Wechselgrofien gemessen
werden.

9.1.2 Elektrodynamisches MeBwerk

Ein elektrodynamisches Me3werk besteht aus zwei Spulen unterschiedlicher Gréflen. In-
nerhalb einer grofien, ortsfesten Spule (1) kann sich eine kleinere Spule (2) drehend
bewegen. Durch die Spule (1) flieBt ein Strom /; und erzeugt ein, diesem Strom propor-
tionales Magnetfeld B;. Die Kraftwirkung aufgrund des Stromes I5 in diesem Magnetfeld
B; bestimmt den Drehwinkel des Zeigers und damit den Ausschlag auf einer Skala.

o~ Il ]2. (93)
9.2 Schaltung von MeBgeraten

Die Messung elektrischer Grofien kann meistens nur durch einen Eingriff in die Schaltung
selbst erfolgen. Meflinstrumente miissen deshalb so beschaffen sein, dal durch diesen
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9 Messung elektrischer Gréfien

Abbildung 9.2: Elektrodynamisches Me3werk.

Eingriff der Charakter der Schaltung nicht oder moglichst wenig verdndert wird. Dies
bedeutet, dal z.B. der Innenwiderstand eines Voltmeters sehr grof3 sein sollte. Je mehr
die Instrumente von diesen Eigenschaften abweichen, umso ungenauer ist die Messung.

9.2.1 Schaltung eines Strommessers

Zum Messen mufl der Strom durch das MeSinstrument flieBen. Man trennt dazu den
Stromkreis auf und schaltet den Strommesser in den Stromkreis. Man fiihrt also den
zum Verbraucher gehenden Strom durch das Meflgerét hindurch.

Abbildung 9.3: Schaltung eines Strommessers

9.2.2 Schaltung eines Spannungsmessers

Der Spannungsmesser mufl zur Messung an die zu messende Spannung angelegt sein.
Man mifit z.B. die Spannung an einem Verbraucher durch Verbinden der Klemmen des
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9 Messung elektrischer Gréfien

Verbrauchers mit den Klemmen des Spannungsmessers.

O

. o

i |

Abbildung 9.4: Schaltung eines Spannungsmessers

9.2.3 Bestimmung eines Widerstandes aus gleichzeitiger Messung
von Strom und Spannung

Es gibt zwei Schaltungsmoglichkeiten.

Strommesser zwischen Quelle und Voltmeter (spannungsrichtige Schaltung)

<
<

Abbildung 9.5: Spannungsrichtige Schaltung

R unbekannter Widerstand Q]
R;y Innenwiderstand des Voltmeters Q]
R;4 Innenwiderstand des Strommessers [€2]
Ir  Strom im Widerstand R [A]
Ur Spannung am Widerstand R V]
Iy Strom im Voltmeter [A]
I Gesamtstrom [A]
U Quellenspannung V]
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9 Messung elektrischer Gréfien

Es gelten die Beziehungen:

U
R=7
Ip=1—-1y
=
daraus folgt:
U
R= I—I;V

Bei dieser Schaltung wird die Spannung Upg richtig, der Strom [Ig jedoch verfélscht
gemessen. Ohne Beriicksichtigung der Korrektur wiirde man einen zu kleinen Widerstand
R erhalten.

Strommesser zwischen Voltmeter und Last (stromrichtige Schaltung)

<
<

Abbildung 9.6: Stromrichtige Schaltung

Es gilt:
_u
R=7
Up =U — IrRia
und es gilt:

_ U-IgR;
R = ==
Bei dieser Schaltung wird der Strom [y richtig, die Spannung Upg jedoch verfilscht
gemessen. Ohne Beriicksichtigung der Korrektur wiirde man einen zu grofien Widerstand
R erhalten.

Regel: Bei niederohmigen Lastwiderstinden verwendet man die Schaltung nach Ab-
bildung ?7, bei hochohmigen Lastwidersdnden die Schaltung nach Abbildung ?? (immer
bezogen auf die Innenwiderstédnde der verwendeten Mefgeriite!).
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9 Messung elektrischer Gréfien

9.2.4 Schaltung eines Leistungsmessers

Beim Leistungsmesser wird der Strompfad wie ein Strommesser angeschlossen, der Span-
nungspfad wie ein Spannungsmesser (sieche Abbildung ?7).

Abbildung 9.7: Mefischaltung zur Leistungsmessung

Spannungspfad

Strompfad

O O

Abbildung 9.8: Schaltung eines Leistungsmessers mit vereinfachter Innenschaltung

Ein in den Spannungspfad geschalteter Vorwiderstand Ry muf} zwischen den Punkten
c und d liegen (Abbildung ??). Die unmittelbar zu verbindenden Anschluflklemmen a
und b sind héufig mit einem Stern * oder Pfeil | gekennzeichnet. Durch diese Verbin-
dung wird eine zu hohe Spannung zwischen Strom- und Spannungsspule vermieden. Bei
Gleichstrom ist der Wattmeterausschlag vom Produkt der Spannung und dem Strom,
bei Wechselspannung vom Produkt der Spannung, Strom und Leistungsfaktor (cos(y))
abhéngig. In beiden Fillen wird also die Wirkleistung gemessen. Bei Wechselstrom kann
der Leistungsfaktor sehr klein oder aber auch Null werden. Im letzen Fall zeigt das Gerit
keinen Ausschlag, auch wenn ihm volle Spannung und voller Strom zugefiithrt werden.
Wiéhrend bei Geréten fiir Strom- und Spannungsmessung bei kleinem Ausschlag stets der
néchst kleinere Mefibereich gewéhlt werden darf, um einen moglichst grofien Ausschlag
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9 Messung elektrischer Gréfien

zu erhalten, trifft dies beim Leistungsmesser nicht zu. Die Stromstérke ist daher stets
durch einen Strommesser und die Spannung durch einen Spannungsmesser zu iiberwa-
chen und nur der ihren Anzeigen entsprechende Mef3bereich fiir die Strom und Spannung
am Leistungsmesser zu benutzen. Nur Sondergerite zur Messung von Leistungen mit
sehr kleinem Leistungsfaktor besitzen Endausschlag bei cos(p)=0,1 oder 0,3. Spannung
und Strom diirfen aber auch hier nicht die angegebenen Hochstwerte iiberschreiten.

Die Wattmeterkonstante ¢y, berechnet sich zu:

_ Nennspannung(Upy)*Nennstroms(In)*cos(pn)
o Gesamtskalenanteil [W/Skt]

Cw

cos(pn) ist in der Regel, wenn nicht anders angeben = 1. Bei Verwendung von Strom-
und Spannungswandlern sind deren Ubersetzungsverhéltnisse entsprechend zu beriick-
sichtigen.

_ UnxIn*cos(pn) = >
CW = ~ Skalenteile * UU * UI

9.2.5 Zusammenhang zwischen Wattmeterausschlag und
EnergiefluBrichtung

b)

Abbildung 9.9: Wattmeterschaltungen bei unterschiedlicher Energieflufrichtung

Das Mefigeréit in Abbildung ?7a zeigt positiven Ausschlag, wenn die Energie in Rich-
tung Verbraucher (Moter, ...) flieit. Bei Umkehr der Stromrichtung im Strom- Spa-
nungspfad schlégt der Zeiger des Gerétes entgegengesetzt aus. Dies ist z.B. dann der
Fall, wenn der Verbraucher zum Erzeuger (Generator) wird. Der Energieflufl &ndert so-
mit seine Richtung und das Wattmeter ist entsprechend Abbildung ??b zu schalten.
Erfolgt der Wechsel der Energierichtung wiahrend des Betriebes, darf in der Regel der
Stromkreis nicht unterbrochen werden. Ein positiver Ausschlag des Wattmeters kann
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9 Messung elektrischer Gréfien

aber durch umpolen des Spannungspfades erzielt werden (In Abbildung ??c¢ gestrichelt
eingezeichnet). Die Forderung, die gekennzeichneten Klemmen zu verbinden, wird dabei
nicht eingehalten. Deshalb ist eine Kommutierung des Spannungspfades nur in unkriti-

schen Fillen zuléssig.

9.3 Zusammenstellung der wichtigsten MeBgerate

In der folgendenTabelle 7?7 sind die wichtigsten Mef3gerite aufgefiihrt.

[ MeBgeratetyp [ Symbol [ Verwendungszweck | Stromart [ Schaltzeichen Bereichserweiterung |
St ™
rommesser Gleichstrom Nebenwiderstand
Drehspulmef3werk (DCI) (Shunt)
Spannungsmesser Vorwiderstand
Anzapfung an
Strommesser Gleich- und der Spule (kein

‘Wechselstrom-
strom
Spannungsmesser (AC2/DC)

Dreheisenmef3werk

Shunt) Strom-
wandler nur bei
Wechselstrom
(AC)
Vorwiderstdnde

L) Al | - |

0| | 99 |99

Elektrodynamischeg Gleich- und Stromwandler
: . ‘Wechselstrom-

MeBwerk (eisen- Leistungsmesser strom Spannungswandler

los) (AC/DC) Vorwiderstinde
Strommesser Gleich- und

VielfachmeBgerét Wechselstrom- N§1>e11— Nund Vor-

strom widerstdnde

Spannungsmesser (AC/DCQC)

Tabelle 9.1: Zusammenstellung der wichtigsten Mef3geréte

9.4 Klasseneinteilung

Die Fehler der Mefgeridte werden durch Klassenzeichen angegeben, die meistens
der Skala aufgedruckt sind. Die verschiedenen Klassen sind genormt und werden

folgenden Zahlen bezeichnet:
Klasse: 0,1 /0,2 /0,5 /10/15 /25 /5,0

IDirect Current
2 Alternate Current
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9 Messung elektrischer Gréfien

Diese Zahlen geben den maximalen zulédssigen Fehler in Prozenten an, sowohl im positi-
ven als auch im negativen Sinn. Ein Gerit, z.B. der Klasse 1,0 kann einen Anzeigefehler
bis zu + 1% aufweisen. Bei Instrumenten beziehen sich diese Prozentwerte auf den End-
wert, bei Ziéhlern auf den Sollwert. Es ist deshalb falsch, eine Messung, wenn nicht
notwendig, im unteren Skalenbereich durchzufiihren. Bei einem Instrument der Klasse
1,0 und einem Bereich von 300 Volt kann der relative Fehler bei einer Spannung von 30
Volt bereits £10% des Sollwertes betragen.

’ Klasse ‘Verwendungszweck ‘

0,1 Kalibreier- und Eichinstrumente
0,2 Prézisionsinstrumente

0,5 / 1,0 | Laborinstrumente
1,5 Schalttafelinstrumente

2,5 / 5,0 | Kontrollinstrumente

Tabelle 9.2: Einteilung nach Klassengenauigkeit
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10 Elektrische Schwingkreise und
Resonanz

Lineare Netzwerke werden in der Praxis sehr haufig bei unterschiedlichen Frequenzen
betrieben. Beispielsweise finden in der Elektroakustik Netwzerke Anwendung, welche zu-
mindest {iber den horbaren Frequenzbereich (etwa 20 Hz bis 20 kHz) betrieben werden.
Die Frequenzabhéngigkeit entsprechender elektrischer Netzwerke bei zeitharmonischer
Anregung wird in diesem Abschnitt diskutiert. Im Besonderen werden anhand der elek-
trischen Schwingkreise die Erscheinungen der Resonanz erldutert.

10.1 Der verlustbehaftete Reihenschwingkreis

An eine Spannungsquelle werden die Elemente R, L und C seriell, entsprechend Abb.
7?7 zusammengeschlossen.

| R L
—>  —
Ugr U,

0]

Abbildung 10.1: RLC-Serienresonanzkreis.

c

(@)

<
|
llo

Die Impedanz Z ergibt sich dabei zu:

1
Z = | wL — —; 10.1
o R+]<w wC’) (10.1)

Aus 7?7 erkennt man die Frequenzabhéngigkeit des Imaginérteiles und die Frequenz-
unabhéngigkeit des Realteiles der Impedanz.
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10 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

R{Z} ist frequenzunabhéngig
3{Z} ist frequenzabhingig
Betrag und Phase errechnen sich aus:

s ¢Rz+(wL_1)2
wC

wl — =

wC
R

p, = arctan

Der, sich bei eingepréagter Spannung U einstellende Strom I durch die Schaltung folgt
Zu:

I~
I
NS
I
Il
<
=<

Der Strom erreicht sein Maximum, wenn ${Z} Null wird. Dies ist genau dann der
Fall, wenn w = wy ist. Darin wird wy als Resonanz-Kreisfrequenz bezeichnet. Damit gilt:

(WOL—wOlC) = 0 (10.2)

1
\/; = wp. (10.3)

Es liegt Stromresonanz vor (Z = Min., Y = Max.). Bei der Resonanz-Kreisfrequenz
wp wird die Gesamtimpedanz reell, Strom [ und Spannung U sind in Phase!

Resonanz: Z =72y =R, Iy= %

— 1 2,2 __ 1
wlL = e = W =wj = 7e
Wo = 45 Resonanzkreisfrequenz

Wi
Jo=1352 Resonanzfrequenz
wolL = 1 = /£ = X, Resonanzblindwiderstand, Schwingungswiderstand
woC C )

Der Verlauf des Stromes, abhingig von der Frequenz ist fiir unterschiedliche Wi-
dersténde R in Abb. 7?7 (a), den sogenannten Resonanzkurven, dargestellt. Die Kurven
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10 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

1[A] 1N
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 12
oF 1 0.9f
8f 1 0.8} R=10Q {
T 4 0.7 B
R=1Q
6 : . 0.6f \%5\ E
= R=4
5F R=20 1 0.5F \ —
_ 3Q
R =3Q
4t ‘ 1 0.4f E
R=4Q
3t - 1 osf S~ |
2k R =109 0.2f E
R=1Q T
1+ . 0.1 . E W "
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 T o e ' ‘ Y5
% 100 200 309, 400 500 600 700 800 0 100 200 300 400 500 600 700 800
0 w[1/s] w[1/s]

(a) (b)

Abbildung 10.2: (a) Resonanzkurven und (b) Normierte Resonanzkurve beim
Reihenschwingkreis

gelten bei einer eingeprégten Spannung von 10V, fiir L = 10mH, C' = 1 mF'. Es ist deut-
lich zu erkennen, dass sich bei Andern des Widerstandes R die Resonanz-Kreisfrequenz
wp nicht verdndert. Die Maximalwerte des Stromes bei Resonanz nehmen mit zuneh-
menden Widerstandswerten entsprechend ab. Zudem werden die Kurven breiter, dh. die
Maxima werden immer weniger ausgepragt.

Ein Maf} fiir die Qualitdt eines Schwingkreises ist nun grafisch aus der Breite der
Resonanzkurven bei den unterschiedlichen Widerstdnden ablesbar. Um einen eindeutigen
visuellen Vergleich der Kurven durchfiihren zu kénnen, normiert man jede Kurve fiir
sich auf den Maximalwert Eins. Das heisst, jeder Funktionswert der Kurve wird auf
den Stromwert [y im Resonanzpunkt bezogen. Man erhélt hernach die in Abb. 7?7 (b)
dargestellten normierten Resonanzkurven.

Aus dem Verlauf dieser Kurven kann nun deutlich erkannt werden, welche Resonanz-
kurve schméler und welche breiter ist. Fiir die Resonanzkurven bei R =1 und R = 52
sind bereits die spéter beschriebenen Grenzfrequenzen w;, w| bzw. ws, ws mit eingezeich-
net.

Aus der Diskussion der Impedanzbeziehung (?7?) kénnen die Verldufe der Phasenver-
schiebungen der unterschiedlichen Resonanzkurven dargestellt werden:

Man erkennt, dass bei Frequenzen unterhalb der Resonanzfrequenz ein ohmsch-kapazitives
Verhalten (Phasenwinkel der Impedanz ¢ ist negativ)vorliegt. Bei Frequenzen iiber der
Resonanzfrequenz iiberwiegt hingegen der induktive Blindanteil. Aus dem Verlauf der
Kurven erkennt man auch, dass mit zunehmendem ohmschen Widerstand die Kurven
immer flacher werden.
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Phasenwinkel [Grad]
100 T T

80

60

401

20

ol

0 100 200 300 400 500 600 700 800
w[1/s]

Abbildung 10.3: Phasenverldufe beim Reihenschwingkreis.

10.1.1 Resonanzscharfe oder Giitefaktor Q

Die Resonanzschérfe oder der Giitefaktor, kurz die Giite Q eines Schwingkreises ist iiber
die gespeicherte Energie und die Verlustenergie, wie folgt, definiert:

2m x gesamte Speicherenergie

Q =

Verlustenergie je Periode

bei Resonanz
wg X gesamte Speicherenergie

Verlustleistung bei Resonanz

Die Energien Wy und Wg sind gleich groff. Durch Elnsetzten der bekannten Begriffe
folgt:

Cwo(W +We)  woll® X,

©= P RI> R (104)

Die Giite  ergibt sich somit aus dem Verhéltnis des Blindwiderstandes X, bei Reso-
nanz zum ohmschen Widerstand R des Schwingkreises. Die Inverse der Giite wird als
Damfungsfaktor d bezeichnet:

1 R C
dzézzz \/Z (10.5)

10.1.2 Grenzfrequenzen und Bandbreite

.. . . . . / 17
Fiir den Resonanzkreis sind eine untere und eine obere Grenzfrequenz w bzw. w genau

dort definiert, wo der Strom auf das %—fache des Maximalwertes (=Strom I, bei der
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10 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

Resonanz-Kreisfrequenz wy) zuriickgegangen ist. Damit gilt:

Z = V2R =+V2Z,

;U Uk

Z- V2, V2

Der Strom ist gegeniiber dem Hochstwert I bei Resonanz auf das %—fache, dh. um 3dB
abgesunken:

1 1
—| =20log2 2 =—-10log2 ~ —3dB
V2|45

Die Differenz w” —w’ entspricht der Bandbreite des Schwingkreises. Es ldsst sich zeigen,
dass sich diese durch

W—w' == (10.6)

berechnen lasst.Ducrh Erweitern mit wq folgt:

W’ — R C R 1
0 —LVLC—Rﬁ—XO—d—Q

Misst man im Labor die Resonanzfrequenz und die beiden Grenzfrequenzen w’ und
w”, so hat man damit die Moglichkeit, die Giite des Reihenschwingkreises messtechnisch
zu ermitteln.

10.2 Der verlustbehaftete Parallelresonanzkreis

Der nachfolgend dargestellte Parallelschwingkreis ist in seinem Verhalten dual zum Rei-
henschwingkreis zu beschreiben.

Anstelle der Impedanz wird die Admittanz betrachtet:

1
Y =G+j(wC-—). 10.7
Y=G+j(wl-— (10.7)
Wiederum ist der Realteil der Admittanz R{Y} frequenzunabhéngig und der Ima-
ginirteil S{Y} frequenzabhéngig. Betrag und Phase folgen zu:

Y = \/G2+ (wC—1)2
wlL

1

wC — ==

G

py = arctan
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10 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

Abbildung 10.4: RLC-Parallelresonanzkreis.

Bei eingepréigtem Strom I der Stromquelle stellt sich die Spannung mit

1

I I
u = Y Gj(wC— )

1z

a

I
\/G2+ (we -4

ein. Die Spannung erreicht ihr Maximum, wenn S{Y} Null wird. Es liegt dann Span-
nungsresonanz vor (Y = Min., Z = Max.). Dies wird wieder erreicht, wenn die Kreis-
frequenz gleich wy = 7 ist (vgl. (77)).

_ 1 2,2 _ 1
CL)C = oL = W™ =Wy = c
_ 1 ;
Wo = Trg Resonanzkreisfrequenz
Jo=352 Resonanzfrequenz
woC' =+ =,/ = By. Resonanzblindleitwert
wolL L

In der Praxis lassen sich die Schwingkreise mit den idealen Netwerkelementen nicht rea-
lisieren, da die realen Bauelemente immer verlustbehaftet sind. Die technischen Blind-
widerstdnde sehen folgend aus:

Um
|
|
O

2=

Der praktische Parallelresonanzkreis kann nachfolgendes Aussehen haben.
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10 Elektrische Schwingkreise und Resonanz

L 4
L
=C []Gc
U R,
Y
(e, @

Bei dieser Schaltung wurde angenommen, dass das Dielektrikum des Kondensators
nicht ideal, dh. kein vollkommener Isolator ist. Es muss somit ein zu C), paralleler Wi-
derstand Rc bzw. dessen Leitwert G¢ mitberiicksichtigt werden.

1
V(i _ . _ B
Y (jw) Gc+jw0+7RL+ij G+

Ry : wlL
- G o_ Wb
TR e (“’ R%er?L?)

Bei Resonanz gilt: Im{Y (jw)} = 0:

o — W (fi) W (Bey
PV \rn) V7 \L)°
Die Kreisfrequenz w,, bei welcher hier Resonanz vorherrscht, ist von wy unterschiedlich!
Abhéngig vom ohmschen Widerstandes R; der Spule wird es zu einer Verschiebung
der Resonanz-Kreisfrequenz w, kommen. Dies ist aus den Resonanzkurven in Abb. ??

deutlich ersichtlich. Die dargestellten Resonanzkurven wurden bei nachfolgenden Schal-
tungselementen ermittelt. R = 100082, L = 10mH, C' =1mF, I =10 A.
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Abbildung 10.5: Resonanzkurve eines praktischen Parallelschwingkreises.
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11 Schaltvorgange

11.1 Einleitung

Bisher wurden nur stationdre Vorgidnge betrachtet: Strome und Spannungen existieren
seit beliebig langer Zeit, im Netzwerk wurden keine Anderungen vollzogen. In diesem
Kapitel soll untersucht werden, wie die Spannungen und Strome in einem Netzwerk rea-
gieren, wenn Quellen plotzlich ein- oder ausgeschaltet werden oder passive Netzwerkele-
mente ihr Verhalten plétzlich verandern. Man spricht dann vom Ubergangsverhalten oder
vom transienten Verhalten des Netzwerkes. Dieses Verhalten wird durch die Energiespei-
cher (Spulen, gekoppelte Spulen und Kondensatoren) des Netzwerkes verursacht. Es ist
nun aber eine physikalische Tatsache, daf} sich die gespeicherte Energie W (t)(sowohl in
einem Kondensator als auch in einer Spule) nur stetig &ndern kann, da ansonsten eine
unendlich grofie Leistung p(t) notig wére.

p(t) = dmgt(t)

Wenn aber die Energiefunktion stetig ist, dann koénnen sich auch jene elektrischen
Groflen, aus denen sich die Energie in einer Spule oder in einem Kondensator ableiten,
nur stetig d&ndern. Wird also in einem Netzwerk zum Schaltzeitpunkt ¢g etwas verandert,
so erhélt man folgende stetige Gréflen, wobei tg den Zeitpunkt unmittelbar vor dem
Schaltvorgang und t{ den Zeitpunkt unmittelbar nach dem Schaltvorgang bezeichnen.

Spule Kondensator
Lig(t)? Cuc(t)?
W(t)Spule - A W(t)Kondensator - A
2 2
Strom iz, (t) muB stetig sein Spannung uc(t) muf stetig sein
ir(ts) = ir(td) uc(ty) = uc(ts)

Es konnen sich also der Strom 7y, der iiber eine Spule flieft und die Spannung u¢, die
an einem Kondensator abfillt, nicht sprunghaft verdndern.
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11 Schaltvorgénge

Das Verhalten der einzelnen Strome und Spannungen im Netzwerk wird durch Diffe-
rentialgleichungen beschrieben, die in den néchsten Abschnitten ndher untersucht wer-
den.

11.2 Schaltvorgange mit Gleichspannungsquellen

11.2.1 Einschalten einer RL-Reihenschaltung
Aufstellen der Differentialgleichung

Gegeben sei eine Reihenschaltung eines ohmschen Widerstandes R mit einer Spule der
Induktivitdt L, die zum Zeitpunkt tg = 0 an eine Gleichspannungsquelle u,(t) = Uy
geschaltet wird. Gesucht ist der Verlauf des Stromes i(t).

Abbildung 11.1: Einschaltvorgang einer RL-Reihenschaltung.
Um die Differentialgleichung fiir den Strom i(t) aufzustellen, wendet man die Kirch-
hoffsche Maschenregel an und ersetzt dann die Spannungen an den passiven Elementen

durch die entsprechenden Strom/Spannungsbezichungen. Man erhélt

ur +ur, = Uy

di

R+ L— = U,

LI+ o 05
beziehungsweise nachdem man den Koeffizienten bei der hochsten Ableitung zu Eins
gemacht hat und die Zeitableitung %(2 durch ein ,,’ “kennzeichnet.

, R Uy

"+ == —. 11.1

v+ 7i=7 (11.1)
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11 Schaltvorgénge

Gleichung (?7?) ist eine lineare, inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Die Losung dieser Gleichung ist eine Zeitfunktion i(t), die
sich aus der homogenen Losung i, (t) und einer speziellen =(partikuldren) Losung i, (1)
zusammensetzt.

i(t) = in(t) + ip(t) (11.2)

Man erhilt ij,(¢) als Losung der homogenen Differentialgleichung

R
i+ 2 in =0, (11.3)

withrend ,(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung darstellt.

, R U
t+ Th = T (11.4)
Setzt man i(t) = i5(t) + i,(¢) in die Differentialgleichung (?7), so erhélt man
) R : NV .
() + 7 i) = (@t) +3(1) + 7 (n(t) +1p(8)) =
y R ) R U
() + Fin(t) + 1y (1) + Tip(t) = fo (11.5)

0 Yo

L

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie man i, (t), i,(f) und letztendlich i(¢)
erhélt.

Bestimmen der homogenen Losung

Um die Losung der homogenen Differentialgleichung i) + %ih = 0 zu erhalten, wéhlt

man folgenden Ansatz

ina = Ke™, (11.6)
differenziert ihn einmal

i =—AKe ™, (11.7)

und setzt beides in die homogene Differentialgleichung ein. Es folgt:

—AKe M+ fKeM = Ke M=\ + f) =0 (11.8)
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11 Schaltvorgénge

Gleichung (?7) ist dann nichitrivial erfillt, falls die charakteristische Gleichung

(_AJFfL%):O (11.9)

erfiillt ist, was fiir A = % der Fall ist. Die Losung der homogenen Gleichung ist demzufolge
. R
in=Ke 1! (11.10)

wobei K eine noch zu bestimmende Konstante ist. Haufig verwendet man auch den
Kehrwert von A und bezeichnet diese Grofle als Zeitkonstante T

1 L
= _ == 11.11
TTAT R (11.11)
und erhalt fiir (?7)
. _t . L
in=Ke 7 mit T=5 (11.12)

Dieser Anteil der Losung wird fiir zunehmendes ¢ immer kleiner und verschwindet fiir
t — oo vollkommen. Daher bezeichnet man diesen auch als den transienten oder fliichti-
gen Teil der Gesamtlosung i(t).

Bestimmen einer speziellen Lésung

Um eine spezielle Losung der Differentialgleichung (?7) zu bestimmen, gibt es verschie-
den Moglichkeiten. Eine davon ist die Variation der Konstanten, eine andere die Methode
des Ansatzes, die hier kurz erklirt werden soll.

Die rechte Seite, die Erregung von (??) ist ein konstanter Wert, sodal man davon
ausgehen kann, dafl alle Spannungen und Strome im Netzwerk ebenfalls einen konstanten
Wert annehmen werden, nachdem die transienten Vorgénge abgeklungen sind. Es liegt
also nahe, als Ansatz zur Bestimmung einer speziellen Losung eine Konstante zu wéahlen.

ip4 = Iy = konstant, (11.13)
bzw. einmal differenziert

4 =0. (11.14)
Setzt man (?77) und (?7?) in (??) ein, so erhdlt man

R U
0+ I = (11.15)
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11 Schaltvorgénge

Daraus ergibt sich [y = %. Das ist also genau jener Strom, der nach Abklingen aller
transienten Vorgénge als stationdre Grofe iiber die Spule fliet. Die Gesamtlosung i(t)
lautet daher:

(11.16)

¢ L
'l(t) :K6_7+§ mit T:E.

Bestimmen der unabhangigen Konstanten

Abschliefend mufl noch die Konstante K so gewahlt werden, daf i(t) die Anfangsbedin-
gungen erfiillt. Nachdem sich die Energie W (t)spue = Li(;)2, die in der Spule gespeichert
ist, stetig verhélt, muff auch der Strom i(¢) ein stetiges Verhalten zeigen. Das bedeutet,
daB i(t) unmittelbar vor dem Schalten ¢ = 0~ und unmittelbar nach dem Schalten ¢t = 0"

gleich grof} sein mufl. Da der Stromkreis vor ¢t = 0 offen war, muf} gelten:

Stetigkeit: it=0")=0=i(t=0%) =i(t=0) Up
Dl it =0) K42 =0 (11.17)

t t L
i(t) = —%%—f + %0 - %’(1 —e ) mit r=7 (11.18)
Der Spannungsabfall uy(t) an der Spule lautet
_t . L
ur(t) = Upe = mit =75 (11.19)

Abbildung 77?7 zeigt den Zeitverlauf des Stromes i(¢), der durch die Spule flieit und
den zugehorigen Spannungsabfall uy,(t), wobei Uy = 100V, R = 1002 und L = 10H
gewahlt wurden. Man erkennt, dafl der Strom innerhalb der Zeit 7 = % = 0.1s auf
etwa 63%(= e~ *100%) des Endwertes angestiegen ist, wihrend die Spannung auf etwa
37%(= (1 — e™') * 100%) des Anfangswertes abgesunken ist.

11.3 Schaltvorgiange mit Wechselstromquellen

Gegeben sei wieder die RL-Reihenschaltung aus Abbildung 7?7, wobei als Quellenspan-
nung u,(t) eine Wechselspannung U sin(wt) gewihlt wird. Damit verdndert sich die
Differentialgleichung (?7?) zu

, R U .
i+ gi= sin(wt). (11.20)
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—— Strom i(t)
0.8r Spannung u, (t)
0.6F ‘\
~63%

[A],[100V]

~37%
0.4r

0.2r

=L/R
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Abbildung 11.2: Einschaltvorgang einer Gleichspannungsquelle, RL-Reihenschaltung.
Die Losung der homogene Differentialgleichung ist bereits bekannt und lautet
ih:Ke_ﬁ mit T=—.

Bestimmen einer speziellen Lésung

Um eine spezielle Losung der Differentialgleichung (??7) zu bestimmen, wird wieder die
Methode des Ansatzes verwendet.

Die rechte Seite, die Erregung von (7?) ist ein harmonische Zeitfunktion mit der
Kreisfrequenz w, sodal man davon ausgehen kann, dafl alle Spannungen und Stréme im
Netzwerk ebenfalls harmonische Funktionen mit mit der Kreisfrequenz w sein werden,
nachdem die transienten Vorgédnge abgeklungen sind. Es liegt also nahe, als Ansatz zur
Bestimmung einer speziellen Losung folgenden Ansatz zu wihlen.

ipa = Asin(wt) + B cos(wt), (11.21)
bzw. einmal differenziert
i, 4 = Aw cos(wt) — Bw sin(wt), (11.22)

wobei A und B noch zu bestimmende Konstanten sind. Setzt man (??) und (??) in (?7)
ein, so erhilt man

(Aw cos(wt) — Bwsin(wt)) + 71_(A sin(wt) + B cos(wt)) = lio sin(wt), (11.23)
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11 Schaltvorgénge

beziehungsweise

sin(wt)(—Bw + j_l) + cos(wt)(Aw + f) = (20 sin(wt). (11.24)

Vergleicht man nun die Koeffizienten bei den beiden Winkelfunktionen, so erhélt man
zwei Gleichungen zur Bestimmung von A und B.

A U,
- B g
w—l—T I
B
Av+ —=0
T

Daraus ergibt sich

Lor
A= L (11.25)
Yo )72
_ L

Sind die beiden Konstanten A und B der partikuldren Losung bestimmt, so 148t sich
die Gesamtlosung wieder als Summe der homogenen Losung und einer speziellen Losung
darstellen.

i(t) = Ke 7 + Asin(wt) + B cos(wt) mit T = (11.27)

L
R
oder

i(t) = Ke = + I sin(wt + ¢7) mit T = (11.28)

mit
Iy = VA% + B? (11.29)

@y = arctan( (11.30)

A

Da der Anteil Ijsin(wt + ;) wieder genau jenen Strom darstellt, der nach Abklingen
aller transienten Vorgéinge als stationare Grofle iiber die Spule fliefit, gibt es noch einen
einfacheren Weg, Iy und ¢; zu ermitteln. Dafiir kann nédmlich die komplexe Rechnung

herangezogen werden. Transformiert man zunéchst u(t), R und L in den Bildbreich, so
erhilt man U = Upe’¥V, R und j X = jwL. Dann lautet der Gesamtstrom [

Jjeu )
I= }gfw = [ye*1, (11.31)
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11 Schaltvorgénge

und die Riicktransformation ergibt die gesuchte Zeitfunktion des Stromes. Als Beispiel
soll eine Wechselspannung mit einem Scheitelwert von Uy = 100V und einer Frequenz
von f =10Hz auf eine Reihenschaltung von R = 1002 und L = 10H geschaltet werden.
Dann ergibt der Strom i(t) mit

i(t) = Ke~ 15 + 0.1572A sin(wt — 80.9569°). (11.32)

Bestimmen der unabhangigen Konstanten

Abschlielend wird noch die Konstante K aus 7?7 so gewihlt werden, daf i(¢) die Anfangs-
bedingungen erfiillt. Wie im Beispiel zuvor, muf3 dieser Strom sich zum Schaltzeitpunkt
t = 0 stetig verhalten und den Wert 0 annehmen. Daher gilt

i(t=0) = Ke " + Iysin(¢r) = 0, (11.33)
beziehungsweise
K = —Iysin(pr). (11.34)

Die Gesamtlosung lautet daher
i(t = 0) = —Iysin(pr)e " + Iosin(pg). (11.35)

Fiir das Beispiel erhélt man K = —0.1552 und somit fiir i(¢)

i(t = 0) = 0.155Ae~ 71 + +0.1572A sin(wt — 80.9569°). (11.36)

Abbildung ?? zeigt den Schaltvorgang und eine Dauer von fiinf Zeitkonstanten (=1s).
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0.31

- - partikulére Lésung
homogene Ldsung
—— Gesamtlosung

A

Abbildung 11.3: Einschaltvorgang einer Wechselspannungsquelle, RL-Reihenschaltung.
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