MEASO05
F1

Einfithrung in die Messtechnik
Die ISO/BIPM-GUM Sicht:
Schatzwert & Messunsicherheit

Wolfgang Kessel
Braunschweig

Expeﬂmer!i':;ilg:iy:;jlz

Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig UNCO02.PPT/F1/2004-11-10/Ke

ﬁ Messfehler/Einfiihrung in die Messtechnik (VO 511.075/511.106/511.108)
TUG Institut fur Experimentalphysik WS 2004/05



ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05

Moderne Sichtweise F 2

Moderne Sichtweise

In der Sicht der maximal zulassigen Messabweichung werden Intervallgrenzen fur
die moglichen, aber nicht bekannten Werte miteinander kombiniert.

Dabei wird nicht berlcksichtigt, dass den moglichen Werten aufgrund der
Zusammenhange in der Messung unterschiedliche Verwirklichungsgewichte
(Wahrscheinlichkeiten) der Realisierung bei der Beurteilung zugeordnet werden
mussen.

Die moderne Sichtweise des ISO/BIPM-GUM stellt das in Rechnung, indem sie zur
Beurteilung die Technik der Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet.

Sie beschreibt dazu die nicht ausreichenden Kenntnisse tUber den Wert der
relevanten GrofRen durch Wahrscheinlichkeiten der moglichen Werte und nutzt die
sich ergebenden Erwartungen als Aussagen im Sinne der Messtechnik.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05

Moderne Sichtweise F3

Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement (1993)

Internationale Organisationen BIPM - International Bureau of
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 4

Was ist Wahrscheinlichkeit?

Es gibt stets Falle, bei denen die Kenntnisse, die man besitzt, nicht ausreichen, um
eindeutig vorher- oder aussagen zu konnen, ob eine bestimmte Aussage zutrifft
wird oder zutreffen konnte.

BEISPIEL Spielwurfel

Auch wenn man weiss oder annehmen kann,

- dass ein Spielwurfel ideal ist,
d.h. seine 6 Flachen durch nichts von einander zu unterscheiden sind als durch
die angebrachte Augenzahl, und

- dass er ideal geworfen wird,

reicht diese Kenntnis nicht aus, sicher vorherzusagen, welche Augenzahl der

Wirfel beim nachsten Wurf zeigen wird.

Es kann jede der Augenzahlen 1,2,3,4,5,6 auftreten.

Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig UNCO02.PPT/F4/2004-11-10/Ke

ﬁ Messfehler/Einfiihrung in die Messtechnik (VO 511.075/511.106/511.108)
TUG Institut fur Experimentalphysik WS 2004/05



ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F5

Man bendtigt in diesen Fallen ein Mal} fur das Zutreffen einer Aussage, d.h. die
Wahrscheinlichkeit fur die betreffende Aussage.

Haufig wird der Begriff der Wahrscheinlichkeit einer Aussage als Grenzwert der
Haufigkeit eingefuhrt, mit der die betreffende Aussage bei Wiederholung des

Versuchs zutrifft.

BEISPIEL Waurfel
Wird ein Wirfel wiederholt geworfen, so ist die Haufigkeit der Augenzahl i

n;
fi=—"
_ n
mit
n; — Anzahl der Wurfe, bei denen die betreffende Augezahl aufgetreten ist;
n - Anzahl der Wurfe.

Als Wahrscheinlichkeit wird der Grenzwert fur grol3e Versuchszahlen angesehen

° ° n ’
P. =lim f, =lim —
n—oo n—o n
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F6

KRITIK

- der Grenzwert-Prozess kann in der Realitat nicht durchgefuhrt werden, da
a) zwar eine grol3e, jedoch immer nur endliche Anzahl von Versuchen sind,
b) die Bedingungen wahrend der Durchfuhrung der grol3e Anzahl der Versuche

gleich bleiben mussen (Reproduzierbarkeit);

- der Schluss aus endlich vielen Versuchen auf eine unendliche Folge voraus
setzt, dass aus der endlichen Anzahl der Versuche die waltende GesetzmalRigkeit
erkannt werden kann (Schlufd vom Einzelnen auf das Ganze).

Man definiert daher
Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit (engl.: probabiliy) Pr(A4|H) ist das Gewicht,
das dem Zutreffen der Aussage A zugeschrieben wird, wenn man weiss oder
annehmen kann, dass die Grundaussage (Hypothese) H zutrifft.

Die Hypothese H umfasst die Kenntnisse, die man besitzt, die aber nicht
ausreichen, zu entscheiden, ob A4 wirklich zutreffen wird oder zutreffen kann.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F7

BEISPIEL Spielwurfel

Die (meist unausgesprochne) Hypothese

Hp;..: "der Wiirfel ist ideal und wird ideal geworfen";
Elementaraussagen
D.: "das Ergebnis des Wurfs ist die Augenzahl i";
Pr(D,| Hp;.o) - Wahrscheinlichkeit,
dass die Aussage "das Ergebnis des Waurfs ist die Augenzahl i fur einen Versuch
mit dem idealen Wurfel zutrifft.

Damit ist jeder Aussage D, ein Verwirklichungsgewicht zugeordnet:
Aussage | D, | D, | ... D
Wahrscheinlichkeit | Pr(D;|Hpice) | Pr(D2|Hpice) | .« | Pr(Ds|Hbice)
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 8

REGELN und EIGENSCHAFTEN

(1) Die Wahrscheinlichkeit ist ein (positives) Gewicht
0<Pr(4A|H)<1

(2) Sind zwei Aussagen aquivalent, d.h. sie sind unterschiedliche Formulierungen
des gleichen Inhalts, so besitzen sie die gleiche Wahrscheinlichkeit

(A, = A4,) = Pr(4,|H)=Pr(4,|H)

BEISPIEL Gerade Augenzahl beim Spielwurfel
Die Aussage
Deg,., : "das Ergebnis eines Wurfs ist eine gerade Augenzahl"
und die Aussage
D,v D,v D : "das Ergebnis eines Wurfs ist die Augenzahl 2 oder 4 oder 6"
sind aquivalent, also
1)r(DEvenlleice) = Pr(D2VD4VD6lHDice)
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit FO

BEISPIEL Wert einer GroRe
Die Aussagen

A, : “das Quadrat der GroRe X ist kleiner als 2", d.h  X* <2
A, : “der Betrag der GroRRe X ist kleiner als V2", dh. ‘X‘ <2

A : “der Wert der Groke X liegt im Bereich -2...2", d.h. — /2 < X <~/2
sind aquivalent, also

Pr(X* <2|H)=Pr(X <V2|H)=Pr(—/2< X <+J2| H)

Die (nicht explizit erwahnte) Grundhypothese: die Rede ist von einer Grolde, die
den Rechenregeln der reellen Zahlen genugt.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 10

(3) Trifft eine Aussage A unter der Hypothese H immer (mit Sicherheit) zu, so ist
ihre Wahrscheinlichkeit EINS (Sicherheit)

(H=A) = Pr(4|H)=1

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Die Aussage

D : "das Ergebnis eines Wurfs ist eine Augenzahl"
Ist eine sichere Aussage, die zur Aussage

D,v D,v D;v D,v D:;v D, : "das Ergebnis des Wurfs ist die Augenzahl

1 oder 2 oder ... oder 6"
aquivalent ist, also

Pr(D,v D,V ...v D Hp,..) = Pr(D|Hp;..) =1
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 11

(4) Trifft eine Aussage A unter der Hypothese H nie zu (Widerspruch zur
Grundhypothese), so ist ihre Wahrscheinlichkeit NULL (Unvereinbarkeit)

(H=—-4) = Pr(4|H)=0

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Die Aussage

D, ¢ : "das Ergebnis eines Wurfs ist eine Augenzahl i > 6"
ist ein Widerspruch zur Hypothese des idealen Wirfels, also

l)r(Di>6|fIDice) =0
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F12

(5) Impliziert eine Aussage A, eine andere Aussage A4, so gilt
(A, =>A4,) = Pr(A |H)<Pr(A4,|H)

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel

Die Aussagen D, impliziert die Aussage D, , dass die Augenzahl gerade ist,
also

Pl’( DZ |HDice) < l)r(l)Evenlleice)

Diese Regel macht keine unmittelbare Aussage uber die Werte der
Wahrscheinlichkeiten, sondern nur uber die Relation, in der sie zueinander stehen.
Sie liefert eine wichtige Kosistenzbedingung zur Uberpriifung von Folgerungen, die
sich aus komplexen logischen Zusammenhangen ergeben.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F13

(6) Schliessen sich zwei Aussagen A, und 4, unter der Hypothese H gegenseitig

aus (A, steht im Widerspruch zu 4, und umgekehrt), so gilt
(H=—(A,AA,)) = Pr(A,vA|H)=Pr(A |H)+Pr(A4,| H)
BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Die beiden Aussagen D1 und D2 schliessen sich gegenseitig aus, also
Pr(Dv D, |Hp;ce) = Pr(D,|Hp;ce) + Pr(D, |Hp;c,)
(6a) Schliessen sich die (endliche) Anzahl von Aussagen 4,,4,,...,4

unter der Hypothese H wechselseitig aus (Widerspruch), so gilt
Pr(A, v A,v..v Ay |H)= ) Pr(4;|H)
1<i<N

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Die Aussagen D,,D,,...,D schliessen sich gegenseitig aus, also

gr(DllHDice) T Pl‘(Dz |HDice) Tt Pr(D6|HDice) - Pr(DlHDice) =1
un

PI‘(D 2|H che) + PI'(D 4 |Hche) + Pr(D6|HDice) - Pr(DEven|HDJI$C,%2,PPT/F13/2004-11-10/Ke
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 14

(7) Die Aussagen A und ihre Negation

—A4: "die Aussage A trifft nicht zu"
- schliessen sich unter jeder Grundhypothese gegenseitig aus (Kontradiktion)
- ergeben zusammen eine sichere Aussage (Tautologie).
Daher gilt
Pr(A|H)+Pr(—4|H)=1

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Die Aussage
Dg,.,: "das Ergebnis eines Wurfs ist eine gerade Augenzahl”
und die Aussage

D, 4: "das Ergebnis eines Wurfs ist eine ungerade Augenzahl"
schliessen sich gegenseitig aus und ergeben zusammen eine sichere Aussage,
also

Pr(DoyqlHpice) = 1- Pr(Dgyen|Hpice)
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 15

(8) Prinzip des unzureichenden Grundes (F.Bacon 1605)

Sind unter der gleichen Hypothese H mehrere Aussagen A4,,A4,,...,4, mdglich,
die sich wechselseitig ausschliesen, so ist ihnen die gleiche Wahrscheinlich-
keit zu zuordnen, wenn es keinen ausreichenden Grund gibt, unterschiedliche
Gewichte der Verwirklichung anzunehmen.

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Bei einem idealen Waurfel gibt es keinen Grund eine der Augenzahlen vor
irgendeiner anderen zu bevorzugen.

Daher sind die Wahrscheinlichkeiten fir die Aussagen D,,D,,....D gleich, also

Pr(D,|Hp;ce) = Pr(D, |Hp;ce) P
=ooo= Pr(D6|HDice) — P 0’4 7]
= P=1/6 024
Ebenso ergibtsich [ [[] ][] |
Pr(DogqlHpice) = Pr(DgyenlHpice) = 1/2 01234567,
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 16

(9) Bayessche (Schluss-)Regel (T.Bayes 1761)
Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Aussagen 4, und A, unter der Hypothese

H zugleich zutreffen, ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeit, dass die
Aussage A, unter der Hypothese H zutrifft und der Wahrscheinlichkeit, dass

die Aussage A1 unter der simultanen Hypothese von H/\A2 zutrifft.
Pr(A, AnA,|H)=Pr(A, |H,A4,) -Pr(A,|H)

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Wahrscheinlichkeit die Augenzahl 2 oder 6 gewiirfelt zu haben, wenn eine gerade
Augenzahl gewdrfelt wurde
Pr(DZV D6 |HDice’ DEven) - Pr(DZ A D6 |HDice) / Pr(DEven |HDice)
= (1/6+1/6)/(1/2) = 2/3
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F17

(9a) Bayessche Formel
Die Aussagen AI/\A2 ist ein symmetrischer Ausdruck (die beiden Aussagen

A ~A, und A,AA, sind zu einander &quivalent) daher gilt
Pr(Al | HaAz)' PI‘(A2 |H) = Pr(Az | HaAl)' Pr(Al | H)

(9b) Die beiden Aussagen 4, und A, sind voneinander unabhéngig, wenn die
Wahrscheinlichkeit, dass die Aussage A1 unter der simultanen Hypothese
von H und A, zutrifft, gleich der Wahrscheinlichkeit ist, dass die Aussage 4,
schon unter der Hypothese von H allein zutrifft, d.h

Pr(A4,|H,A4,)=Pr(A, | H)
Es gilt dann auch
Pr(A, |H,A)=Pr(A,|H)
Das ist z.B. der Fall, wenn Aussage 4, oder 4, aus der Hypothese H folgt.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Wahrscheinlichkeit F 18

BEISPIEL Augenzahl beim Spielwurfel
Beim Doppelwurf eines Spielwdurfels ist aufgrund des idealen Wurfels und des
idealen Wurfes

a) die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten einer bestimmten Augenzahl beim
2. Wurf gleich der Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten dieser Augenzahl
uberhaupt, d.h.

1)r(D6|I{Dice, Dz) = Pr(D6|HDice)
= Pr(Dy4|Hpice) = Pr(D,ADg|Hp;ce) = (1/6) +(1/6) = 1/36

b) die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten einer bestimmten Augenzahl-Summe
$,(5) : "das Ergebnis eines Doppelwurfes ist die Augenzahl-Summe 5"
Pr(S,(5)|Hpjce) = l)1'(1)1,4”{ Dice) T PT(D2,3|H Dice)
+ Pr(D;,|Hpice) + Pr(D|Hpice)
=4 +«(1/36)=1/9
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ISO/BIPM-GUM Sicht
Wahrscheinlichkeit

MEASO05
F19

Augenzahlen und Moglichkeiten beim Doppelwurf mit einem Whurfel

Summe der Moglichkeiten der Anzahl
Augenzahlen Verwirklichung
2 (1,1) 1
3 2,1) (1,2) 2
4 (3,1) (2,2) (1,3) 3
S “,1) 3,2) (2,3) (1,4) 4
6 .1 4,2) 3.3) 2.4) A,5) S
7 (6,1) (3,2) (4,3) 3,4) 2(,5) (1,6) 6
8 (6,2) 5,3) 4.4) 3,5) (2,6) S
9 (6,3) 5.4) (4,5) (3,0) 4
10 (6,4) (5,5) (4,6) 3
11 (6,5) (5,6) 2
12 (6,6) 1
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Erwartung F 20

Wie entsteht die Erwartung?

In den Fallen, in denen die in der Hypothese H ausgedriickten Kenntnisse nicht
ausreichen, eindeutig vorherzusagen, ob eine bestimmte Aussage zutrifft, kann
man ein (endliches) Basisaussagen-System (vollstandiges System, sich

wechselseitig ausschliessender Aussagen) B,,B,,...,B angeben, das die

(verschiedenen) Zustédnde kennzeichnet, die unter der Hypothese H mdglich
sind H = B, vB,v..vB, (Vollstandigkeit)

H =— (il -+ i2 — _,(Bi A B. ) (wechselseitiger Ausschluss))

Wird jeder Basisaussage B; ein (Grofen-)Wert & zugeordnet, wird eine
Zufallsgrofte X generiert.

Basisaussage B; B, By
Wahrscheinlichkeit Pr(B,|H) | Pr(B,|H) Pr(BnyH)
Wert der Zufallsgrof3e X fl 52 fN
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Erwartung F 21

BEISPIEL Spielwurfel

Beim Spielwirfel bildet die Aussagen D1,D,,...,D, mit denen die verschiedenen
Zustande (Wurfelflachen) identifiziert werde, ein Basisaussagen-System.

Die Augenzahl ist zugleich eine Zufallsgro3e, wenn die Augenzahl als Wert
auffasst.

Basisaussage D, D, Dy

Wahrscheinlichkeit 1/6 1/6 1/6

Augenzahl 1 2 6
.......... \\\\\\’

Bei vielen Wurfelspielen wird den einzelnen Augenzahlen auch ein Gewinn resp.
Verlust zugeordnet; dieser Gewinn jedes Spielers ist eine Zufallsgrole.
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Erwartung F 22

Erwartung einer Funktion f der Zufallsgroe X
ELf(X)|Hl= 2, f(5) Pr(B, | H)
1<iSN
Genauer betrachtet ist der Wert &; die Erwartung der GroRe X unter der simultanen
Bedingung
- die Hypothese H trifft zu und

- die Basisaussage B,; trifft zu,

also
gi =E[X | HaBi]

d.h. unter Grundhypothese H reicht die Kenntnis, dass die Basisaussage Bi zutrifft

(vollstandig) aus, um einen eindeutig bestimmten Wert der Zufallsgrofie X
anzugeben (sichere Erwartung).
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Erwartung F 23

BEISPIEL Erwartung beim Wurfel
a) Funktion f(i) = a (= konst)

E[alHDice]:a
b) Funktion f{i) = i
Eli| Hy |1=1-Pr(D, | Hy,..)+2-Pr(D, | Hy, ) +...+6-Pr(D, | Hp..)
6 2

c) Funktion f(i) = 2

e .
Eli" |Hpo |1=1-Pr(D, | Hp,.o ) +4-Pr(D, | Hpi ) +...+36-Pr(D, | Hp,.. )
91 27
6 2
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05

Kontinuierliche Zufallsgrof3e F 24

Kontinuierliche ZufallsgroRe X
- Unterteilung des Variationsbereiches x

Bereiche der Weite d&

min*=*Xmax der Grofde X in infinitesimale

die ein Basisaussagen-System bilden.
- Ubergang zur Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die ZufallsgroRe X

Pr(c < X <g+do)=py(c|H)-dg

- Ersetzen der Summen durch Integrale
E[f(X)|H]= [ f(&)-px(&| H)-dé
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ISO/BIPM-GUM Sicht MEASO05
Kontinuierliche Zufallsgrofie/Rechteck-formige Verteilung F 25

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichte
(1) Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist eine nicht negative Funktion

ox(5[H)=0
(2) Wahrscheinlichkeit, dass der Wert der ZufallsgréRe X im Bereich x;...x, liegt

Pr(x, < X < x,)= jcox(ﬂH) dé

(3) Normlerung

l—jqax(ﬂH) d¢

BEISPIEL Rechteck-formlge Verteilung
Hypothese Hgoct(Xmin*Xmax ):

"Die méglichen Werte der ZufallsgroRe X liegen im Bereich X i -+~Xmax
und besitzen dort fur jedes Teilintervall der gleichen Weite die gleiche
Wahrscheinlichkeit"
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Es ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdiche A
»
(DX (5 | HRect (xmin9xmax) =D

Wahrscheinlichkeitsdichte ¢ der
moglichen Werten der Grolle X

Uber dem jeweiligen Wert &. o .
xmin xmax X

Aquivalente Hypothese Hpg¢ (X, AX) :
"Die moglichen Werte der ZufallsgroRe X liegen im Bereich £Ax (Halbweite,
AX = (X max-Xmin)/2) UM X = (X a5 Xmin)/2 (Mittelpunkt) und besitzen dort
far jedes Teilintervall der gleichen Weite die gleiche Wahrscheinlichkeit"

Normierung:

X+Ax 1
1= [pdé = p=-—
o 2-Ax
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a) Funktion f(X) = a (= konst)

1 X+Ax

Ela| H X, Ax)|=——- |la-dé=a
[ | Rect( )] 2Ax x_ij é:
b) Funktion f(X) =X
X4+ Ax é:z xX+Ax
E|X |H x,Ax =
[X | Hgeor (x,A%)] = jé d¢ = Mx(zjw
1 (x+Ax) (=)'
2-Ax 2 2
c) Funktion fIX) = X?
Y+ Ax 1 53 X+Ax (Ax)
2
E[X* | Hgoet(X,A%)] = jf é—z.Ax-(B,jm—x +
ﬁ Messfehler/Einfuhrung in die Messtechnik (VO 511.075/511.106/511.108) |
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EIGENSCHAFTEN
1) Die Erwartung einer Konstanten a ist die Konstante selbst (Normierung)
X=a = Ela]l=a

2) Wird zu einer GroRe X eine Konstante a addiert, so ist die Erwartung der
Summe gleich der Summe der Erwartung einer GroRe X und der Konstanter a

(Verschiebungssatz)
E[X +a]=E|X]+a

3) Ergibt sich eine GroRRe als Produkt einer Konstanten a und einer Grofde X,
so ist die Erwartung des Produktes gleich dem Produkt aus der Konstanten a
und der Erwartungen der GroRe X (Homogenitat)

Ela- X]|=a -E[X]
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BEISPIEL Radius eines Kreises

Die Erwartung des Durchmessers d eines kreiszylindrischen Stabes kann durch
Messen des Abstandes diametral gegenuberliegender Punkte auf dem Umfang
direkt ermittelt werden.

Die Erwartung des Radius r der kreisformigen Querschnittsflache kann nicht
direkt ermittelt werden. Sie ergibt sich aus der geometrischen Beziehung

1
r=—-d
2
Erwartung des Durchmessers: E|d]= 4,8 cm
Erwartung des Radius: E[r]=2,4 cm
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BEISPIEL Bogen eines Kreises
Die Zahlenwert eines Winkels @ eines Kreisbogens gemessen in rad ist mit dem
Zahlenwert in Grad verknipft durch die numerische Beziehung
p T @
lrad 180 1°

Erwartung des Winkels in rad : E[l_(po] =2.4

Erwartung des Winkels in Grad: E|[ v ]=0,048 879
1rad
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4) Ergibt sich eine Groe X als Summe zweier GroRen X, und X, so ist die

Erwartung der Summe gleich der Summe der Erwartungen
ElX, + X,|=E[X,| ]|+ E[X,]

5) Ergibt sich eine GroRe X als Produkt zweier GroRen X, und X, und sind die
Beobachtungen der beiden Gré3en von einander unabhéangig, so ist die
Erwartung des Produktes gleich dem Produkt der Erwartungen

E[X, - X,|=E[X,]-E[X,]
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Steinerscher*) Satz
Die Erwartung des Quadrates des Abstandes einer ZufallsgroRe X von einer
Konstanten a (Quadrat des mittleren Abstand der ZufallsgroRe X von @) nimmt mit
dem Quadrat der Differenz aus der Erwartung x der ZufallsgroRe X und der
Konstanten a zu. & A

E[(X —a)’|=E[(X - x)*]+(a - x)’

mit x = E[X] El(X-ay’]

Quadrat des mittleren Abstandes der
ZufallsgrofRe X von der Konstanten a
aufgetragen uber dem Abstand der
Konstanten a von der Erwartung

x = E[X].
0 a

*) Jakob Steiner (1796-1863), Schweizer Mathematiker und Physiker. E [ X]
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Kovarianz

Die Kovarianz zweier Zufallsgréfe X, und X ist die Erwartung des Produktes
der Abweichungen der jeweiligen Grofde von ihrer Erwartung.

Cov[ X, X,|=E[(X, -E[X,|]) (X, -E[X,]]

Eigenschaften

1) Sind die Kenntnisse Uber die beiden ZufallsgroRen Zufallsgréfie X; und X,
voneinander unabhéangig, so verschwindet inre Kovarianz.

E[X, - X,|=E[X,]-E[X,] = Cov[X,,X,]=0

2) Die Kovarianz ist symmetrisch in den ArgumentgréfRen X, und X,.
CovlX,,X,]|=Cov[X,,X,]

3) Die Kovarianz einer Konstanten a und einer Zufallsgréfie X verschwindet

Cov|a,X]=0
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4) Ist eine GroRe eine Summe aus einer ZufallsgroRe X, und einer Konstanten a
so ist die Kovarianz der Summe und einer weiteren GroRe X, ist gleich der
Kovarianz der GrofRen X; und X, .

Cov[X, +a,X,]=Cov][X,,X,]

5) Die Kovarianz eines Produktes, aus einer Konstanten a und einer Zufallsgrofe
X;, und einer weiteren Grofie X, ist gleich dem Produkt der Konstanten @ und
Kovarianz der Grofen X; und X, .

Covla-X,,X,]|=a-Cov[X,,X,]
6) Die Kovarianz der Summe zweier ZufallsgroRe X, und X, und einer weiteren

ZufallsgrofRe X ist gleich der Summe der einzelnen Kovarianzen der beiden

ZufallsgroRe X, und X, mit der ZufallsgrofRe X.
CovlX, + X,,X]=Cov[X,, X]+Cov][X,, X]
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Varianz

Die Varianz einer Zufallsgrofie X ist die Kovarianz der Grof3e mit sich selbst.
Var[X]=Cov][ X, X]

Eigenschaften
1) Die Varianz einer Konstanten a verschwindet.
Varfa]=0
2) Die Varianz der Summe einer ZufallsgroRe X und einer Konstanten a ist
gleich der Varianz der Grolde selbst.

Var[X +a] = Var| X]

3) Die Varianz eines Produktes aus einer Konstanten a und einer Zufallsgrof3e

X ist gleich dem Produkt des Quadrates der Konstanten @ und Varianz der
Zufallsgrolden selbst.

Var[a- X]=a’ - Var[X]
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4) Die Varianz der Summe zweier Zufallsgréfe X, und X, ist gleich der Summe

der einzelnen Varianzen der beiden Zufallsgrofie X, und X, vermehrt um ihre

doppelte Kovarianz.
Var[X, + X,]|=Var| X, |+ Var[X,]+2-Cov][X,, X, ]

Sind uber die beiden ZufallsgréRe X, und X, unabhédngige Kenntnisse
vorhanden, ist die Varianz ihrer Summe gleich der Summe ihrer Varianzen.

E[X1 | le — E[X1] E[X2]
= Var|X, + X,|=Var|X, ]+ Var|X,]
BEISPIEL Steinerscher Satz
Der Steinersche Satz kann mit der Varianz geschrieben werden

E[(X —a)*]= Var[X]+(a - E[X])
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BEISPIEL Trapez-formige Verteilung
Hypothese H-,-rapezoid:

" - Die GroRe X ist die Summe/Differenz zweier ZufallsgréRen X und X,
d.h. X=X+ X,;
- die beiden ZufallsgréRen X, und X, sind rechteckférmig verteilt;
- die Kenntnisse Uber die beiden ZufallsgroRen X, und X, sind voneinander

unabhangig.”
ZufallsgroBe X, X,
. Variationsbereich Ximin* X1.max | X2.min*=* X2.max
) A X Schatzvyert X X5
: Halbweite Axq Ax,
| -
2AX; X,
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Wahrscheinlichkeitsdichte flir die moglichen Werte der ZufallsgroRe X
(Faltung der beiden rechteckformigen Wahrscheinlichkeitsdichten):

- ey
2A¢ X, j> /—\
| N
, > 2A=2(AxHAY) X=X 1 X
2AX; X,
Die moglichen Werte der ZufallsgroRe X sind trapez-férmig verteilt mit
ZufallsgroBe XX,
Variationsbereich X1.minEX2.min-=X1.maxEX2.max
Schatzwert XX,
Halbweite Ax;+Ax,
Knickpunkt-Parameter L= |Ax1-Ax,|/(Ax+Ax,)
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Was sind die Ursachen der Unsicherheit?

Ergebnisse von Messungen sind, nach Ausweis der experimentellen Erfahrung,
stets durch Messabweichungen verfalscht (Abweichungen vom gewunschten,
idealen Verhalten). Um die GrolRe der Abweichungen einzuschatzen und damit die
Unsicherheit der Messergebnisse zu beurteilen, umfasst jede Auswertung einer
Messung eine Unsicherheitsanalyse.

Die Ursachen der Abweichungen und damit der Unsicherheit beim Messen liegen in
den Unzulanglichkeiten bei der Realisierung der Messung. Daher besteht eine
Unsicherheitsanalyse in der Evaluierung der Realisierung, d.h. in einer
Zusammenstellung der relevanten Abweichung und der Einschatzung ihres
Beitrags. Als wesentliche Ursachen sind zu nennen:

- Unklares Ziel der Messung, unzureichende Prazisierung der Messaufgabe;
speziell eine nicht richtig erkannte Aufgabengrol3e oder eine falsch gewahlte
Messgrole fuhren zu schwer erkennbaren Abweichungen .
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- Beitrage durch das Verhalten des Messobjektes; bestimmte Objekt-
eigenschaften wie Elastizitat, Oberflachenbeschaffenheit, Verunreinigungen,
Innenwiderstande, Kontaktspannungen u.a. bewirken Abweichungen der
Messgrolde von der realisierten Grolde.

- Beitrage aufgrund der Ruckwirkung;

- Beitrage, die auf das Messverfahren zurickzufihren sind; sie bewirken
Abweichungen, falls der ausgenutzte physikalische Effekt durch andere Effekte
oder Einflisse Uberlagert ist, die in der Auswertung nicht bericksichtigt sind
oder nicht berucksichtigt werden konnten, oder wenn bei der Realisierung des
Messverfahrens Vernachlassigungen vorgenommen wurden.

- Beitrage durch die Malyverkorperungen; die Einheiten, mit denen die Mess-
oder Abbildungsgrof’e beim Messen verglichen wird, sind direkt oder indirekt
iIm Messmittel realisiert. Da auch die Einheiten nicht exakt realisiert werden
konnen, tragt die Unkenntnis des genauer Wertes zur Abweichungen bei.
Hinzu kommt eine mogliche Veranderung des Wertes der Malverkorperung
im Laufe des Gebrauchs (Alterung, Drift).
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- Beitrage von den Messmitteln; aus Fertigungsungenauigkeiten, Verschleiss,
Alterung von Bauelementen und anderen technischen Unzulanglichkeiten
resultierenn Abweichungen, die als Hauptanteile anzusehen sind.

- Beitrage aus der Bedienung; Abweichungen beim Ablesen der Anzeige auf-
grund der Quantisierung, Abweichungen aufgrund unzureichender Hand-
(Durchfuhrung der Justierung, von Ausgleichsvorgange, Beurteilung von
Storungen, Rundung beim Maschinenrechnen) u.a..

- Beitrage, die auf Einflussgrof’en zurtckzufuhren sind; Einflussgrof3en sind alle
Grolden, die auf ein Messmittel wirken. Ist die Beeintrachtigung ungewollt, liegt
eine Storung vor, die das Messergebnis mehr oder weniger verfalscht.
Wesentlichen Einflisse sind

* klimatische (Temperatur, Luftdruck, Feuchte, Sonneneinstrahlung, Luftzug),
* mechanische (Lageabhangigkeiten, Schwingungen und Stole),

* elektrische (Uber Stromversorgungen oder aul3ere Felder),

* ionisierende Strahlung.
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Was ist die GUM-Methode?

« Ziel der Messung:
Aussage uber die moglichen Werte der zu messenden Grolie,
d.h. Uber diejenigen Werte, die der mehr oder weniger vollstandigen Kenntnis
uber die Messgrofe nicht widersprechen (Konsistenz).

 Losungswegq:
— klare Darstellung der Kenntnisse,
— eindeutige Schlussfolgerungen.

Kenntnisse

« Uber das Messverfahren: Beschreibung der Kenntnisse Uber das
Messverfahren durch ein Modell der Auswertung:

« Uber die Daten: Umsetzung der Kenntnisse Uber die fur die Messung als
relevant angesehenen GrolRen in Verteilungen ihrer Werte.
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Kenntnisse uber das Messverfahren

—- X
— X,

Y — Suodel

—— X,

Y - Messgrofde, deren Wert ermittelt werden soll,

X:X5,...,.Xy - Einflussgrofien, deren Werte flr die Ermittlung als
relevant angesehen werden,
N - Anzahl der Einflussgrof3en.

Modell der Auswertung, Funktion oder Funktionen mit der (denen) die
numerische Auswertung durchgefuhrt wird

Y = fuodet (X15 X355 X )
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BEISPIEL Direkte Messung einer elektrischen Gleichspannung
« Messaufgabe (Definition der Messgrole)
Ermittlung des Wertes einer elektrischen Gleichspannung von etwa 1,5 V.

« Messmethode
Ausschlagmethode (digitales Spannungsmessgerat).

 Messverfahren
Ermittlung der elektrischen Spannung aus der Anzeige des
Spannungsmessgerates.

Messaufbau (schematisch)

Vi | wm %
Vx - zu messende Spannung, T @ Ind
Vinq - @Ngezeigte Spannung.
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Realisierung in der Messung (Response-Funktion )

Schematischer Messaufbau Ursache-Wirkung-Diagramm
(Schaltbild)
ROut V. v V
. X In Ind
1 SRC |—pw— TRANS @

VX —_— Rln I/In @ I/Ind

Vyx -zu messende Spannung,

R, - Ausgangswiderstand,

R;, - Eingangswiderstand,

Vingq - @ngezeigte Spannung.

Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig
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Einfluss des Eingangswiderstandes des Spannungsmessgerates
Aufbau (Reihenschaltung, schematisch)

ROut

Vy - zu messende Spannung;
Ry, - INnnenwiderstand der Quelle;
n Vi, - Spannung am Eingangswiderstand,
R, - Eingangswiderstand des Spannungsmessgerates.

VX Rln I/|

Response-Funktion

R 1 r - Widerstandsverhaltnis von Innen-
VIn — In Vx = . VX widerstand der Spannungsquelle
R, + R, 1+r zu Eingangswiderstand des
Spannungsmessgerates
ROut ROut,max
r= 0[R —)oo] —
R " R
In In,min
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Anzeige mit dem Spannungsmessgerat

Vin Vind AV,,4 - Messabweichung der Anzeige
OVing» OVingo - MOgliche, jedoch unbekannte
V4 Abweichungen aufgrund der endlichen

f OV digitalen Auflosung (Skalenteilung) bei
AV ind der Anzeige/Nullpunktsuberprufung.
Ind

Modell der Werteskala einer Grofte X
Diskrete Menge von (meist aquidistanten) Werten zusammen mit einem

Verfahren, wie die Menge der kontinuierlichen Werte der GroRe X abzubilden
sind. l.Allg. ist ein Skalenwerte x;,4 der Mittelpunkt des Intervalles der Werte der

GrofRe X, die auf den Skalenwert (Anzeige) abgebildet werden. Die Abbildung ist
nicht 1-1-deutig, und die Kenntnis der 1-deutigen Anzeige nicht ausreichend den
wirklichen Wert zu charakterisieren. GroRe X wird zur Zufallsgrofie.
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wirkliche Werte
Definition Messabweichung o¢, _ s &
Xjng =6 + 06 — o676 o
also &1 &2
Xind.2 ~ Xind.1 LIS ST FEPROTE S RIS farees I CTRT foeeens e
X X X
=£ ¢ I=nd,1 I?d,2
+0&, — 6&, . Xind2™Xind1
Kenntnisse

Zusammenhang zwischen angezeigten und
moglichen (wirklichen) Werten einer Grofde X.
Xind,1 XInd,2 - @angezeigte Werte;

Response-Funktion fur
das anzeigende Messgerat

Vied =Vin ¥ AV g £, &, - mbgliche Werte:
+oV..=08V. 0&,, 0& , - Abweichungen zwischen mdglichen
| Ina Indo und angezeigten Werten.
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Modell der Auswertung
VX = (1 + I")’ I/In
I/In = I/Ind o AI/Ind o é‘I/Ind + 5I/Ind0

Relevante GrofRen der Auswertung
Vyx - (zu ermittelnder) elektrische Spannung (Messgrolde);
r =Rq /R, - Widerstandsverhaltnis von Ausgangswiderstand der
Spannungsquelle zu Eingangswiderstand des Spannungsmessgerates;
Vi, - Eingangsspannung am Spannungsmessgerat (Zwischengrofie);
Vina - (vom Spannungsmessgerat) angezeigte elektrische Spannung;
AV,,4 - Messabweichung des Spannungsmessgerates (bei der angezeigten Spannung);
OVind» OVingo - MOgliche Messabweichung des Spannungsmessgerates
bei der angezeigten Spannung bzw. der Nullpunkt-Uberpriifung
aufgrund der endlichen Aufldsung der Anzeige.
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BEISPIEL Indirekte Messung eines elektrischen Gleichsstromes
« Messaufgabe (Definition der Messgrole)

Ermittlung der Starke eines elektrischen Gleichstromes von etwa 10 A.
 Messmethode
Ausschlagmethode (Umformung in eine elektrische Spannung).

« Messverfahren
Ermittlung der elektrischen Spannung, die der Strom an den Enden eines
Messwiderstandes erzeugt. ‘Ix

Messaufbau (schematisch)

I, - zu messender Strom, R,, le Vg
R,, - Messwiderstand,

Vi, - Spannung am Messwiderstand,
Vingq - @ngezeigte Spannung,
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Realisierung in der Messung (Response-Funktion )
Ursache-Wirkung-Diagramm

IX I/In I/Ind
SRC |—— TRANS
*RM,eff *AI/Ind

Response-Funktion
(effektiver Strom-Spannung-Messumformer)

Vln — RM,eff -1 X

mit
Ry, o - effektiver Messwiderstand
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Eingangswiderstand des Spannungsmessgerates
Aufbau (Nebenschluss, schematisch)
RM,eff - RM Rln
1 1 1 1
=+ —=—(1+r)
Ry, o5 - effektiver Messwiderstand, RM,eff R, R, R,
R,, - Messwiderstand, r - Widerstandsverhaltnis von Mess-
R, - Eingangswiderstand zu Eingangswiderstand des
des Spannungsmessgerates Spannungsmessgerates
RM ) _ RM
r=R—°0[R,n—>oo] cFmax = R
_ _ In In,min
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Einfluss der Temperatur

Temperaturabhangigkeit des Widerstandswertes des Messwiderstandes
R,=R,, (1+a-ASY)
mit
Ry, - Wert des Messwiderstandes bei der Referenztemperatur ,,
a - Temperaturkoeffizient (TK) des Widerstandsmaterials,
A§ - Abweichung der Messtemperatur von der Referenztemperatur 9,
(in der elektrischen Messtechnik 9,= 23°C, in der Langenmesstechnik $,=20°C).
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Modell der Auswertung Relevante Grol3en der Auswertung
I. — Vi I, - (zu ermittelnder) elektrischer Strom
X" R (Messgrofie);
M.eff Ving - @ngezeigte elektrische Spannung;
Ind
R _ R, AV,,q4- Messabweichung des Spannungs-
Meff 145 messgerétes;
OVing» OVingo - Abweichung, Skalenteilung;
Ry, = RMO(I +a- A:9) r =Rw/R,, - Verhaltnis von Mess- zu Eingangs-
widerstand des Spannungsmessgerates;
Vln = Vlnd o AVlnd R - Wert des Messwiderstandes bei der
Mo
—SV. .+ 5V, Referenztemperatur 9,
Ind Ind0 a - Temperaturkoeffizient des Mess-

widerstandes;
A8 - Abweichung der Messtemperatur von
der Referenztemperatur 39,.
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Kenntnissen uber die Daten

(Kenntnisse/Ermittlungsmethode Typ B)
Wissenschaftlich fundierte Beurteilung der Variabilitat der moglichen Werte,

die unmittelbar in eine Verteilung der moglichen Werte ubersetzt werden kann:
- Daten aus vorhergehenden Messungen,

- Erfahrungen/allgemeine Kenntnis Uber das Verhalten/Eigenschaften
von Messgeraten/Materialien,

- Hersteller-Spezifikationen,
- Angaben in Kalibrierscheinen und/oder anderen Zertifikaten,
- Werteangaben in Handbucher u.a.
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Mehr oder weniger genaue Kenntnisse Uber vertragliche Werte einer messbaren
Grofe X werden durch Verteilungen der moglichen Werte & beschrieben.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte @y (&|H') bestimmt das Gewicht, das einem

Wert £ der GréRe X aufgrund der vorhandenen Kenntnisse (Hypothese H)
beigemessen wird.

Normierung I(DX (5 | H)- dé =1
Erwartung x=E[X|H]: jfgoX(ﬂH)df
Varianz u’(x)= Var[X |H|= j goX(f | H)-d&

[die Varianz ist das Quadrat der mlttleren Abweichung
(Weite, Standardabweichung) der Werte von der Erwartung]
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Kenntnisse, Parameter Bester Standard- | Erweiterungs-
Verteilungsform der Verteilung Schatzwert messuns. faktor
X u(x) ko 95
Wert innerhalb der Halbweite
Grenzen XminyXmax Ax = (xmax - xmin)/z X = (xmax + xmin)/2 AX/\/3 1,65
rechteck-formig
X=XxX,
beide rechteckformig Halbweite
gleiche Halbweite Ax; = Ax; Ax = Ax; + Ax;, X =x1+x; Ax/\6 1,91
unabhangig,
dreieck-formig
X = Xamp *cos(@)
Phase unbestimmit, Halbweite AX = Xamp x=0 Ax/IN2 1,34
U-formig
Schatzwert
Standardabweichung, Standardabweichung o, Erwartung 1 o 2
normal
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(Kenntnisse/Ermittlungsmethode Typ A)
Kenntnisse fur die keine wissenschaftlich fundierte Beurteilung der Variabilitat
der moglichen Werte bekannt ist, sondern unmittelbar aus wahrend der
Messung gemachten Beobachtungen erschlossen werden muss:
Wiederholte Beobachtungen der GréRe Q zeigen aufgrund der grof3en
Empfindlichkeit des Messverfahrens eine Streuung.

arithmetischer Mittelwert

21t u=q=-Y4,
q n 1<J<n
——— . empirische Standardabweichung
) der Einzelbeobachtung
o=s@)= -~ 2 (4;-9)
1<J<n
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Statistische Auswertung der Daten
(1) Beurteilung der einzelnen Beobachtungen

Die Kenntnis der Erwartung 4 und der Varianz ¢ % wird umgesetzt in eine
glocken-formige Normal-(Gaul3-)Verteilung*) (Prinzip der maximalen Entropie);

Wahrscheinlichkeitsdichte
@\ (& | Hygrma (150)) Abweichungen von der Erwartung

_ 1 _E-py “F
_m-anp( 2.0, ] T

0,3
Erwartung : / \
_ — *0,2F
E[Q | HNormaI(:uao-)] —H=q L n / \ .
- N u .
Varianz 0.1F 7 \\ :
Var[Q | H ( 0)] : 02 : S2( ) 0’0 M L1 1.1 L1 1.1l L1 1.1 L1 1.1 M‘
Normal L£s Q 20 -15 -1.0 05 00 05 1.0 1.5 2.0
*) Carl Friederich GauB (1777-1855), deutscher Mathematiker und Astronom. 5&/(2 *G) )
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(2) Beurteilung der Gesamtheit der Beobachtungen:
Jede Beobachtung hat das gleiche Gewicht in der Verwirklichung.
Daher ist der arithmetische Mittelwert zugleich das Verfahren,

das die Kenntnisse Uber die unabhangig beobachteten Gréen Q,,Q,,...,Q,,
geeignet zusammenfasst (Modell der Auswertung).

1 .
0 = _Z 0. bester Schitzwert
! q=E|Q |H]=
beigeordnete Standardmessunsicherheit

u(g) = [ Var[Q | H] = 5%)

Wiederholte Beobachtungen sind somit eine Form der Evaluation (Beurteilung),
bei der die benotigten (speziellen) Kenntnisse Uber die Messung erst in der

Messung selbst gewonnen werden.
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Wie wird ausgewertet?
(1) Kenntnisse uber das Messverfahren: (Messtechnische Zusammenhange)
Modell der Auswertung

Y = firodet (X sX,5---sXy) Y- Ergebnisgroe der Auswertung
X X5, Xy - Eingangsgroflen der Auswertung

(2) Kenntnisse uber die Daten: (Verteilungen der Werte der Eingangsgrof3en)
(bester Schatz-)Wert, der einer EingangsgrofRe zugeordnet wird

x =E[X]
Standardmessunsicherheit, die dem Wert beigeordnet ist
u(x)=./Var[X]

(3) Messwert (bester Schatzwert fur den Wert der Messgrofie)

Y = fuodel (X15 X355 Xy ) V- Messergeb.nis,
X1,X5,...Xy - EINgangswerte.
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(4) Standardmessunsicherheit, die dem Messwert beigeordnet wird
Sensitivitatskoeffizienten

0 0
Cl — gw;del — fa;VIOdel Xl Xz eoe XN
i IX=x X,=%, ... X y=xy Xi X1 1,0 ry» coo riny
Unsicherheitsbeitrage X, | | 1,0 ran
u,(y)=c; u(x;) : : : :
Standardmessunsicherheit Xvlrm | rva | ... | 1,0
N
u(y)= | 2 u,(P)r(x;,x,)u (y) Quadratisches Schema
o der Korrelationskoeffizienten
Korrelationskoeffizienten (der Kenntnisse) Allgemeine Eigenschaften
P X, ) = CovlX,, X, ] ‘r(xl.,xk)‘SI
i"Vk
JVar[X,]-\/Var[X,] F(x;,x,)=1
r(xl.,xk) — r(xk,x,.)
Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig UNCO02.PPT/F62/2004-11-10/Ke
ﬁ Messfehler/Einfuhrung in die Messtechnik (VO 511.075/511.106/511.108)

TUG Institut fur Experimentalphysik WS 2004/05



ISO/BIPM-GUM Measurement Uncertainty MEASO05

The GUM View - Standard Uncertainty of Measurement F 63
Nicht korrellierte Kenntnisse uber die Eingangsgrofen
(meist vorliegender Fall bei Messungen) X1 X .. Xy

L #i, = r(x;,x;)=0 X110 0 [...] O

2 2 2 5 X 0 | 1,0 0
uw (y)=u,(y)+u,(y)+...+uy(p) . . . . .

xvlo]ol..[10

Die Kenntnisse uber zwei Eingangsgrofien Schema der Korrelationskoeffizienten
X; und X, kdnnen als unkorrelliert gelten, bei unabhangigen Kenntnissen tber
wenn [GUM F.1.2] die Eingangsgrofen

die Eingangsgrolden wiederholt, jedoch nicht gleichzeitig in verschiedenen
Experimenten beobachtet werden oder wurden,

« die EingangsgrofRen Ergebnisgroflen zweier Auswertungen sind, die
unabhangig voneinander ausgefuhrt werden oder wurden,

« eine den Grofken bezuglich der anderen als konstant angesehen wird, oder

« es keinen (wissenschaftlich fundierten oder fundierbaren) Hinweis auf eine
wechselseitige Abhangigkeit gibt.
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Unsicherheitsintervall

Halbweite eines Intervalles,
das die vertraglichen Werte
umfasst

I, =|y-U,y+U]
Erweiterte Messunsicherheit
yxU
« erweiterte Messunsicherheit

 Messergebnis

unvertragliche vertragliche

unvertragliche

Werte Werte Werte
y Y
Messwert
y-U y+U
untere obere
Grenze Grenze
U=kpu(y)

- Wahl eines Erweiterungsfaktors (coverage factor) kp,, so dass das Intervall
I, den gewiinschten hohen Anteil P (Uberdeckungswahrscheinlichkeit,

coverage probability), i. Allg. 0,95, iberdeckt.
« FUr eine nahezu glocken-formige Normalverteilung der moglichen Werte der

Messgrole ist & g5 =
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Effektiver Freiheitsgrad

Zuverlassigkeit der Einschatzung der Standardmessunsicherheit wird
ausgedruckt durch den effektiven Freiheitsgrad

4 4
Lo u(y) _ u(y)
ff = —
Tow () w0, uy Q) ZN:u? (»)
V1 v, VN i-1 Y

* Freiheitsgrad eines Unsicherheitsbeitrages

« Ermittlungsmethode A mit n Beobachtungen v=n-1
* Ermittlungsmethode B V=00

« Erweiterungsfaktoren fur verschieden effektive Freiheitsgrade [EA-4/02]
Verr | 1 2 3 4 6 8 | 10 | 20 | 50 | o

k, o |14.0(4,533,31(2,87(2,522,37(2,28 (2,13 |2,05(2,00
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Spezialfall

Die Kenntnisse fur eine Eingangsgrof3e der Auswertung bestehen in
wiederholten Beobachtungen; die statistische Auswertung nach der
Ermittlungsmethode A liefert den Unsicherheitsbeitrag u,(y).

Die Ubrigen Eingangsgrofien werden nach der Ermittlungsmethode B
ausgewertet mit dem Unsicherheitsbeitrag

u ()= Y i, (y)

Der effektive Freiheitsgrad fur die Kenntnisse Uber das vollstandige
Messergebnis ergibt sich in diesem Fall zu
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Hier gilt die Abschatzung

) 2
ug; ()
Veii 2 Va ’(1 + Z E; ) ZVa '(1+ NuB(y)ZuA(.V))Z

us (1oa () Un (D)

d.h. ist die Anzahl der Eingangsgrolden, deren nach der Ermittlungsmethode B
berechneter Unsicherheitsbeitrag nicht kleiner ist als der (einzige) nach der
Ermittlungsmethode A berechnete Unsicherheitsbeitrag, grofder oder gleich 4
und die Anzahl der wiederholten Beobachtungen nicht kleiner als 3,

N i zun(n) =4 Va 23
so ist der effektive Freiheitsgrad
Ve = S0

und der Erweiterungsfaktor gleich dem Erweiterungsfaktor, der sich allein aus
dominierenden Unsicherheitsbeitragen nach der Ermittlungsmethode B ergibt

(.Allg. Ky g5 = 2).
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BEISPIEL Indirekte Messung eines elektrischen Gleichstroms

(Modell der Auswertung MEASO05F48...52)
Die Aufgabe besteht in einem Laboratorium darin, einen elektrischen Gleichstrom
von etwa 10 A zu messen, mit dem fiir eine umfassendere Messung in einer Spule
ein magnetisches Feld erzeugt wird:

- zur Verfigung steht ein 4Y4-stelliges Digitalvoltmeter;

- ein kalibrierter Messwiderstand mit dem Nennwert 10 mQ;
- aus dem Datenblatt des Digitalvoltmeters ergibt sich, dass sein Eingangs-

widerstand des Digitalvoltmeters groRer als 1 MQQ ist.

- Die Raumtemperatur wird wahrend der Messung im Bereich (23+2)°C
gehalten.
Der Messwiderstand wird benutzt, um den wertmafig nicht genau bekannten
elektrischen Strom in eine elektrische Spannung umzuformen. Ihr Wert wird mit
dem Digitalvoltmeter ermittelt
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Bewertung der Kenntnisse
O Ig,. : Leckstrome innerhalb 0,0 ...-1,0 mA
Ving : 12 Beobachtungen (Erfassen von Rauscheinflissen)
AV g : maximal zuldssige Messabweichung (MPE)
0,25:103%xV},,4 10,10 -10-3x VRange
(Herstellerangabe fiir den Temperaturbereich 15...25 °C)
Anzeige 100 mV, Messbereich 0...200 V

Abweichung innerhalb + 0,045 mV
OVind» OVnd,0 : digitale Auflésung (4"2-stelliges DVM, 200 mV-Bereich,)
0,01 mV, Abweichung innerhalb +0,005 mV

r=Ro /R, : Widerstandsverhaltnis
Ausgangswiderstand Ry<10 m<2, Eingangswiderstand R;,>1 M)
0,0...10-10-°
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Bewertung der Kenntnisse
Ry, : Widerstandwert des Messwiderstandes bei der Referenztemperatur

t, = 23 °C (Kalibrierschein, k = 2) 10,0180-(1+£0,6-10-3) mQ
o : Temperaturkoeffizient, Messwiderstand 50,0-10¢ K-1
At : Temperaturabweichung innerhalb +2 K
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Ablesungen der Anzeige (da keine Vorverarbeitung der Ablesungen vorgenommen
wird, sind die Beobachtungen gleich den Ablesungen):

Lfd.Nr. Wert
100,13 mV
99,98 mV
99,94 mV
100,09 mV
100,20 mV
99,93 mV
99,98 mV
99,90 mV
100,06 mV
100,15 mV
100,06 mV
99,94 mV

—_— ] —
o 1= D=l BN =Y o B S S

[
(\©)
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Auswertung
Grolde Wert Standard- | Ver- | Freiheits-| Sensitivitats- | Unsicherheits-
messuns. |teilung| grad koeffizient beitrag
X, X; u(x;) V; C; u,(y)
Vin 100,0300 mV | 0,0387 mV
Ryesr | 10,0180 mQ | 3,06:10° mQ
O Iy -0,5 mA 0,289-10~ A rectang 00 -1,0 -0,29-10~ A
Via | 100,0300 mV | 0,0284 mV |normal 11 0,10 mQ" 2,810 A
AVing 0,0 mV 0,0260 mV |rectang o0 0,10 mQ’" 2,6:107 A
S Ving 0,0 mV 2,89-10° mV |rectang e 0,10 mQ"' | -0,29:10° A
S Vindo 0,0 mV 2,89-10° mV |rectang e 0,10 mQ’" -0,29:10° A
Ry 10,01800 mQ | 3,06:10” mQ
r 0,5-10” 0,289-107 |rectang 0 10 A 2,9-107 A
Ryo | 10,01800 mQ | 3,01:10” mQ | normal 50 -1,0 AmQY’" -3,0:107 A
o 50,0-10° K™
At 0,0 K 1,15K |rectang 0 -0,5-10° AK™'| -0,58:10" A
Iy 9,9855 A 4,93-10° A 78
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Vollstandiges Messergebnis
Messergebnis Iy =9,986 A
erweiterte Messunsicherheit (P = 0,95; k = 2) U=10 mA
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Runden

« Wahrscheinlichkeiten 0<P<1

« nur Angaben mit einer Prazision grof3er als 3-5% sind sinnvoll

« Unsicherheitsangaben resultieren aus Wahrscheinlichkeit-Einschatzungen

* Angabe der Messunsicherheit mathematisch runden
auf nicht mehr als 2 signifikante Stellen

« weicht der gerundete Wert um mehr als 5% vom berechneten Wert ab,

aufrunden.
« Messwert auf die signifikanten Stellen der Messunsicherheit mathematisch
runden.
BEISPIEL Runden bester Erweiterte
Schatzwert Messunsicherheit
Rechnung 9,985 538 A 9,4647 mA
Rundung 9,9855 A 9,5 mA
praktisch 9,986 A 10 mA
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Vollstandiges Messergebnis
 Die bei einer Temperatur von 23 °C gemessene Starke des elektrischen
Gleichstroms, der in der Spule das magnetische Feld erzeugt, betragt

(9,986 +0,010) A ,
9,986 A £ 10 mA
oder 9,986 A (1 +1,0-10°%)
« Angegeben ist die erweiterte Messunsicherheit, die sich aus der Standard-

messunsicherheit durch Multiplikation mit dem Erweiterungsfaktor k = 2
ergibt. Sie entspricht im Normalfall einer Uberdeckungswahrscheinlichkeit
von 95%.

» Die Standardmessunsicherheit ist in Ubereinstimmung mit der Richtlinie
EA-4/02(DKD-3) ermittelt worden.
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Messaufbau

BEISPIEL Kalibrierung eines Thermometers (schematisch)

Messaufgabe (Definition der Messgrol3e)
Ermittlung der Messabweichung eines
Quecksilber-Glasthermometers bei 20°C.

Messmethode:

Ausschlagmethode.

Messverfahren:

—

Vergleich der Anzeigen des zu kalibrierenden \

Quecksilber-Glasthermometers (Kalibrierobjekt) —
mit einem bekannten Quecksilber-Glasther-
mometer im geruhrten Wasserbad. —

Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig
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Ursache-Wirkung-Ausbreitung _ _
Ursache-Wirkung-Ausbreitung

o)
B> lndx 2
[
-
@ 5t|nd,X _,8
SRC [
=
@ O ltinas _GCJ
®)
t 2
. = Ind,S :C)
Ursache-Wirkung-Ausbreitung
Aty - (zu ermittelnde) Messabweichung des zu kalibrierenden Thermometers
(Kalibrierobjekt) bei der Temperatur von 20°C,
hinax - Vvom Kalibrierobjekt angezeigte Temperatur,
0 tihq.x - Unbekannte , jedoch mégliche Abweichung aufgrund der endlichen
Auflosung der Anzeige des Kalibrierobjektes,
Iy - Temperatur im gerthrten Bad am Ort des Kalibrierobjektes,
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ts - Temperatur im gerthrten Bad am Ort des Gebrauchsnormals,

O tg4n - Unbekannte, jedoch mdgliche Abweichung zwischen den Temperaturen
im geruhrten Bad am Ort des Gebrauchsnormals und am Ort des
Kalibrierobjektes,

tnas - Vom Gebrauchsnormal angezeigte Temperatur,

Oting,s - Unbekannte , jedoch mogliche Abweichung aufgrund der endlichen
Auflosung der Anzeige des Gebrauchsnormals,

At 45 - Messabweichung der Anzeige des Gebrauchsnormals zur Zeit der
letzten Kalibrierung,

O tprif s - Unbekannte, jedoch mogliche Abweichung der Messabweichung des

Gebrauchsnormals vom Wert bei der letzten Kalibrierung (Drift).

Modell der Auswertung Aty = tigx —(tx + 0t 4x)
ty =15 —Olgyy,

ls = tlnd,S — ot IndS AtlndS 5tDrift,s
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« Messgeratedrift (drift) [VIM 5.16]
Langsame Anderung eines metrologischen Merkmals eines Messgerates.

©
£
2
<T
2 :
S e Motrvviier e X’
._CC_J “‘x “Dunn
2
3 0 ......... " ...............................................................................................
8 X
Die Drift ist nicht allein 3
eine Gerateeigenschaft; = 1994 1996 1998 2000 2002
sie ist abhangig vom Zeitpunkt ¢
« konstruktiven Entwurf und Ausfuhrung des Messgerates,
« der Alterung des Messgerates, aber auch
« dem Umgang mit dem Messgerat.
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Bewertung der Kenntnisse
: 9 Ablesungen der am Kalibrierobjekt angezeigten Temperatur

lind, X
. 5t|nd,x : Skalenteilungswert des Kalibrierobjektes 0,1 K; Abweichung
aufgrund der digitalen Auflésung innerhalb + (0,05 K

* Olgyy : aus friiheren (detaillierteren) Untersuchungen ist bekannt,
dass der Temperaturgradient in dem geruhrten Bad

dem Betrage nach nicht groReristals 0,5 Km™!.
Abstand der Thermometer im Bad 60 mm;
resultierende Temperaturdifferenz innerhalb +30 mK

nds - 10 Ablesungen am Gebrauchsnormal angezeigten Temperatur

* Oljhgs - Skalenteilungswert des Gebrauchsnormals 0,05 K; Abweichung
aufgrund der digitalen Auflésung innerhalb + (0,025 K
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* Athqs : Anzeige des Gebrauchsnormals 20,0°C
zugeordnete richtige Temperatur
laut Kalibrierschein 19,96°C £ 30 mK (kK =2)
resultierende Messabweichung 0,04°C £ 30 mK (kK =2)

. 5tDrift,S : aus der Kalibrierhistorie des Gebrauchsnormals ist bekannt,
dass die Messabweichung von Kalibrierung zu Kalibrierung
ihren Wert zufallig &ndert und dass diese Anderung dem
Betrage nach nicht groRer ist als 40 mKa-l.

Das Gebrauchsnormal wurde zuletzt vor einem halben Jahr
kalibriert.
resultierende Abweichung aufgrund der Drift

innerhalb + 20 mK
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Ablesungen der angezeigten Temperaturen (da keine Vorverarbeitung
durchgefuhrt wird, sind die Ablesungen gleich den Beobachtungen)

lind,x lind,s
Lfd.Nr. Wert "fdl'Nr' 2(\)’\:)2:0
1 19,8 °C .
2 19,95°C
2 19,9 °C
3 20,05°C
3 19,9 °C
4 20,10°C
4 20,0 °C 5 20,00°C
fo) 9
2 13’2 og 6 20,10°C
- T, 7 20,05°C
S 19’8 o0 8 19,95°C
5 19’9 5C 9 20,15°C
2 10 20,10°C
Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig UNCO02.PPT/F82/2004-11-10/Ke
ﬁ Messfehler/Einfuhrung in die Messtechnik (VO 511.075/511.106/511.108)

TUG Institut flir Experimentalphysik WS 2004/05



ISO/BIPM-GUM Verfahren MEASO05
Auswertung F 83
GrolRe Wert Standard- | Form | Freiheits- | Sensitivitats-| Unsicher-
messuns. grad koeffizient |heitsbeitrag
X, X; u(x;) Vi C; u,(y)
tmax | 19,867°C | 23,6 mK |normal 8 1,0 24 mK
O ind.x 0,0 K 28,9 mK |rectang 0 -1,0 -29 mK
O tgath 0,0 K 17,3 mK Jrectang 00 1.0 17 mK
tnas | 20,050°C | 21,1 mK |normal 9 -1,0 -21 mK
O lind.s 0,0 K 14,4 mK |rectang o0 1,0 14 mK
Atngas | 0,040 K 15,0 mK |normal 50 1,0 15 mK
O orift,s 0,0 K 11,5 mK Jrectang 00 1,0 12 mK
Atiax | -0,143 K 52 mK 120

Vollstandiges Messergebnis

Messergebnis
erweiterte Messunsicherheit (P = 0,95; k = 2)

Copyright © 2004 Dr.Wolfgang Kessel, Braunschweig
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Erweiterte Messunsicherheit und Konformitat

Grenze
Wert liegt

|

rechts

-1

1
|yt
1

indifferent

1 1
Fr-o-i |
1 1

links

4

-

Bereich der Bereich der Q
linksseitigen rechtsseitigen
Werte Bereichder  Werte
indifferenten
Werte
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Spezifikationen [ISO DIN 14 253]
Spezifikation

untere
Spezificationsgrenze

obere
Spezifikationsgrenze

Spezifikationsbereich

-

| |

zunehmende
Mess-
unsicherheit

¥ : i :
u H o
o l t ]
. | | .

:

untere Grenze der obere Grenze der
Ubereinstimmung  {(Jbereinstimmung

=] =

_>

Bereich der Nicht-
Ubereinstimmung

-
Bereich der Nicht-
Ubereinstimmung

. Bereich der
Ubereinstimmung

- -
Unsicherheits- Unsicherheits-
Bereich Bereich
Messergebnis
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Wie kann der Einengung des
Spezifikationsbereichs
begegnet werden?

« Re-Evaluation (Verbreiterung)
des Spezifikationsbereichs,

* Verringerung des
Unsicherheitsbereichs

— Erhohung der Genauigkeit
der Messung,

— realistischere Ermittlung
der Messunsicherheit.
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In der modernen Wirtschaftsstruktur besteht die

Notwendigkeit, das Ergebnis einer Messung in Bezug auf richtige Werte
darzustellen, um internationales Vertrauen und Akzeptanz zu erreichen
- far Mess- und Prufergebnisse

- fur Hersteller-Spezifikationen
- fur Werteangaben in Normen

Das fordert
e einen Handel, frei von technischen Hemmnissen,

« die Vergabe von Auftragen an Subunternehmen und Zulieferfirmen,
« eine effiziente Nutzung materieller Ressourcen

» die Verbesserung des Gesundheitssystems, die Herabsetzung der
Umweltbelastung und die Verringerung des Sicherheitsrisikos

« die technische und wissenschaftliche Entwicklung

« die Qualitatssicherung, die Akkreditierung und die Zertifizierung von
Produkten und Systemen.

[R. Kaarls (1992), Chairman WECC, Vice-Chair EA]
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Das erfordert
+ (messtechnische) Ruckverfolgbarkeit,

Ruckfuhrung (traceability) [VIM 6.10]

Eigenschaft eines Messergebnisses oder des Wertes eines Normals,
durch eine ununterbrochene Kette von Vergleichsmessungen

mit angegebenen Messunsicherheiten auf geeignete Normale,

im Allgemeinen internationale oder nationale Normale, bezogen zu sein.

Osterreichischer
Kalibrierdienst - y European
r co-operation for
p:/lwww.bmwa.gv.at/BMWA/ a1 Accreditation
Themen/Unternehmen/

http//: www.european-accreditation.orq

TechnikAkkreditierung/
Metrologie/metrologieokd
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Ruckfuhrungskette (Ruckfuhrungshierarchie)

Internationales

Fundamental-Labor
(Meter-Konvention)

Nationales
Primarlabor

BIPM

v

Physikal.-experimentelle
Primarnormale

Nationaler
Kalibrierdienst

Industrielles
Kalibrierlabor

g

Bewahrungs-
Bezugs- Normale
Sekundar-

Transfer-
Industrie- Normale
Gebrauchs-

Definition/Realisierung

Ubertragung

v Anwendung
. Messinstrumente
Industrielle spezielle Normale
Produktion des Anwenders
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Messunsicherheit, definiert in einer
international anerkannten Form,

ist das Mal}, mit dem das Vertrauen

in das Ergebnis einer Messung quantitativ

N OKD Osterreichischer
Kalibrierdienst

p://lwww.bmwa.qv.at/BMWA/

. . Themen/Unternehmen/
ausged ruckt wird. TechnikAkkreditierung/
. . . . Metrologie/metrologieokd
Vertrauen in die Rickfiihrung - : r°E‘:°::fp:;r° e
grundet sich rrl co-operation for
auf die realistische Angabe der - Accreditation
. . http//: www.european-accreditation.orq
Messunsicherheit

DIN EN ISO/IEC 17 025

 Messunsicherheit (uncertainty of measurement)
[VIM 3.9, GUM 2.2.3, DIN V ENV 13005, DIN 1319-T1 3.6]

Kennwert, der dem Messergebnis beigeordnet ist und

den Bereich der Werte charakterisiert, die der Messgrole
(aufgrund der Uber die Messung vorhandenen Kenntnisse)
vernunftigerweise zugeordnet werden konnen.
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Griechische Schriftzeichen
GroRbuchstabe |A B I A E Z H )
Kleinbuchstabe | B Y g g 4 /] J
Name alpha  |beta gamma |delta epsilon |zeta eta theta
GroRRbuchstabe |/ K A M N =) 0] 7
Kleinbuchstabe | g A 7 1% £ o T
Name iota kappa |lambda |my ny Xi omikron | pi
GroRbuchstabe |P 2 T Y D X b 0
Kleinbuchstabe |p o T v @ y4 |4 @
Name rho sigma _ [tau ypsilon [phi chi psi omega
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