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Abstract

The aim of this bachelor thesis is the expansion of an existing code which is used to
solve a system of statically determined beams. The existing code was written by Michael
Gfrerer at the University of Technology Graz and includes the solving of beam systems and
displaying the internal forces. The beams are variable and the loads are integrated in the
code. The expansion includes four variable and definable load classes, which can represent
every possible load. Implementing the load classes in python was the biggest challenge of
this thesis and the written part covers the mechanical and mathematical principles which
were used to write the code. The main point was the transformation between coordinates to
get from global defined loads to local ones so the program can integrate them correctly. The
mechanical and mathematical details of this transformation will be explained in detail. The
workings of the code and the four different loads get explained. In order to demonstrate the
function of the code, a possible system gets dissected and the different parts are explained
individual.

Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit wird die Erweiterung eines Programmes zur symbolischen Losung
von mechanischen Stabproblemen behandelt. Der bestehende Code wurde von Michael
Gfrerer am Mechanik Institut der TU Graz geschrieben und umfasste die Losung und Dar-
stellung von variierbaren Stabsystemen mit fix im Code definierten Lasten. Dieser wurde
um die Berechnung von Stabproblemen mit variablen und definierbaren Belastungen er-
weitert. Der schriftliche Teil dieser Bachelorarbeit beschiftigt sich mit der mathematischen
und mechanischen Berechnung der Probleme, der Hauptbestandteil war die Implementie-
rung der Erweiterung in Python. Ein Hauptpunkt bei der Implementierung war die Koor-
dinatentransformation der verschiedenen Lasten auf die lokalen Stabkoordinaten. Dieser
Aspekt wird mechanisch und mathematisch genauer betrachtet. Allgemein wird die Funk-
tionsweise des bestehenden Codes beschrieben und auf die Auswirkungen der vier Be-
lastungsarten nédher eingegangen. Anschlieend wird ein mogliches Hausiibungsbeispiel,
welches mit diesem Code erstellt wurde, durchgerechnet und auf einige Besonderheiten
und deren Auswirkungen auf den Losungsweg niher eingegangen.
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1. EINLEITUNG

Das gesamte Programm baut auf der Annahme eines Stabsystems auf. Dabei werden alle
Bauteile als einachsige Balken oder Kreisbogen modelliert, welche punktweise starr oder
gelenkig miteinander verbunden sind. Der Zusammenhang mit der Umgebung wird durch
einen Freischnitt des gesamten Systems und den dadurch entstehenden Auflagerreaktionen
dargestellt. Der Unterschied, im Vergleich mit bereits am Institut verwendeten Program-
men zur Losung von Stabsystemen, ist die Moglichkeit das definierte System analytisch
und mit variablen Parametern berechnen zu lassen. Der Code wurde objektorientiert in
Python implementiert.






2. MECHANISCHE GRUNDIDEE

2.1 Zusammenhang zwischen Belastung und Schnittgrofie

Bei einem Balken besteht ein Zusammenhang zwischen Belastungsfunktion und den resul-
tierenden SchnittgroBen. Dafiir wird ein infinitesimal kleines Element mit der Linge d&
aus einem beliebig belasteten Balken herausgeschnitten. Durch die Bedingung, dass die
kleine Linge dé — 0 geht, kann von einer konstanten Last ¢ ausgegangen werden. Aus
diesen Zusammenhéngen ergeben sich die Gleichungen fiir die Querkraft Q

do

= 2.1
und fiir das Moment M

dM

— = 2.2

dE 0, (2.2)
wobei ¢ die Belastung normal auf den Stab ist. Die Normalkraft N kann mit der Formel

dN

L 2.3

G- (2.3)

hergeleitet werden.
vgl. Gross, Schroder u. a., Technische Mechanik 1: Statik, S.181-184

2.2 Schnittkrifte am geraden Balken

Durch Integration der Gleichungen 2.3 und 2.1 von Beginn des Stabes bis zu einem belie-
bigen Punkt x, ergibt sich fiir die Querkraft sowie die Normalkraft

X

N(x) = / —ndé +Cy, (2.4)
0

0w = [~qds+Cy 23)
0

und fiir das Moment aus Gleichung 2.2

X

M(x) = / QdE +Cs. 2.6)

0
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Die Integrationskonstanten Cy, C; und C3 spielen in der Funktionsweise des Programmes
eine wichtige Rolle.
vgl. Gross, Schroder u. a., Technische Mechanik 1: Statik, S.181-184

2.3 Schnittkrifte am Bogen

Ein Bogen wird definiert durch seine Bogenlinge s und dem Kriimmungsradius . Um von
einem linienhaften Korper ausgehen zu konnen, muss der Kriimmungsradius deutlich gro-
Ber als die Querschnittsabmessungen des Bogens sein. Die Gleichgewichtsbedingungen
werden am differentiell kleinen Element aufgestellt und dann daraus die SchnittgroBBen
durch Integration ermittelt. Hierzu wird ein Element mit der Lénge ds und den Schnittgro-
Ben n und g betrachtet. Die Bogenlinge s wird durch den Radius und den Offnungswinkel
definiert und ergibt sich zu ds = rd ¢. Da d ¢ infinitesimal klein ist, konnen die Winkelfunk-
tionen vereinfacht werden. Daraus ergeben sich die gekoppelten Differentialgleichungen
zu

Qo 1
99 Inig=o, 2.7)
ds r
AN 1
—~ 4+ -Q+n=0. (2.8)
ds r

Das Momentengleichgewicht um den Mittelpunkt ergibt

s 0=0. (2.9)

Fiir einen unbelasteten Stab mit ¢ = 0 und n = 0 ergibt das Losen der homogenen Diffe-
rentialgleichung

N =Asin(¢) — Bcos(9), (2.10)
Q =Acos(¢)+ Bsin(9), (2.11)
M = (Asin(¢) —Bcos(¢))R+C. (2.12)

Durch Freischnitt an einer beliebigen Stelle konnen die Belastungen als resultierende Kraf-
te beriicksichtigt werden. vgl. Gross, Wriggers und Hauger, Technische Mechanik 4: Hy-
dromechanik, Elemente der Hoheren Mechanik, Numerische Methoden, S.168-170



3. FUNKTIONSWEISE DES PROGRAMMES

3.1 Die lokale Matrix

Jeder Stab im System wird, wie in Kapitel 2.1 beschrieben, mit der jeweiligen verteilten
Belastung im lokalen Koordinatensystem integriert. Die dadurch entstehenden Funktionen
werden am Anfang und am Ende des Stabes ausgewertet und in einer lokalen Matrix dar-
gestellt. Fiir ein einfaches System, wie beispielsweise einen Kragarmtrédger ersichtlich in
Abbildung 3.1, sieht diese Funktionsweise wie folgt aus:

L

q(z1) =¢q

Abbildung 3.1: Kragarmtrdger mit konstanter Belastung

Die Belastung ¢g(&) = g wird wie bereits beschrieben integriert und es entstehen folgende
Integrale

X X
N(x):/—ndéj :/OdézCl, 3.1)
0 0
0w = [ ~q(&)dE = [ ~qdE = ~gx+C. (3.2)
0 0
X X
.
M) = [0(E)dE = [ g+ Crdl = 2= o (3:3)
0 0
Die Schnittkrifte in Matrixschreibweise sehen wie folgt aus
N 1 0 0] [C) 0
ol=10 1 0f |G| + |—gx]|- (3.4)
M| o x 1] |c| |2
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3.2 Knotengleichgewicht

In jedem Anfangs- und Endknoten des Stabes wird ein Gleichgewicht aufgestellt. Da-
bei miissen alle Krifte und Momente in globalen Koordinaten gleich Null sein. Im Falle
des Kragarmtrigers sind die Richtungen der z;- und y- Koordinaten vertauscht, bei schri-
gen Stidben miissen die lokal aufgestellten SchnittgroBen mit Hilfe des Winkels in globale
Krifte umgerechnet werden. Wie in Abbildung 3.2 zu sehen erfolgt das Einzeichnen der
Schnittkréfte nach der Schnittgrofenkonvention der Mechanik, wobei positive Krifte am
positiven Schnittufer im lokalen Koordinatensystem in die positive Richtung zeigen. Mo-
mente werden rechtsdrehend positiv angenommen.

Abbildung 3.2: Knotengleichgewicht am eingespanntem Ende

Bei einem Gleichgewicht um A bei x = 0 ergibt sich

N(x=0) A, 0
—Q(x=0)|+ |[-A,| = |0] - (3.5)
M(x=0) Ay 0

Das Einsetzen fiir die SchnittgroBen der zuvor integrierten lokalen Matrix ergibt

I 0 0] |G 0 1 0 0] |A, 0
0 -1 0| |G|+ |0]|+]|0 =1 O] [A,]=10]- (3.6)
0 0 1| |G 0 0 0 1| |Am 0

Ebenso wird das freie Ende B bei x = L betrachtet. Siehe Abbildung 3.3.
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Abbildung 3.3: Knotengleichgewicht am freiem Ende

Das Kriftegleichgewicht in globalen Koordinaten ergibt

—N(x=L) 0
O(x=L) | = |0f- (3.7)
—M(x=1L) 0

Wie zuvor werden die errechneten Schnittgroen eingesetzt und man erhélt

-1 0 o]llc 0 0
0 1 0| |G|+ |—gL|=1|0]|- (3.8)
0 —L —1]|a] %] o

3.3 Die globale Matrix

Die Gleichungen aus 3.6 und 3.8 werden kombiniert, wobei die Randbedingungen in die
Schnittgroen-Matrix aufgenommen werden und der Belastungsvektor auf die andere Seite
subtrahiert wird. Das ergibt fiir den Fall des Kragarmtrigers ein Gleichungssystem mit
einer 6 X 6 Matrix

10 0 1 0 0]|c 0
0 -1 0 0 -1 0||C 0
0 0 1 0 0 1||c 0
- (3.9)
1.0 0 0 0 0|4, 0
0 1 0 0 0 of|a, gL
0 —L -1 0 0 of [Ay| [-E¢



8 3 Funktionsweise des Programmes

Allgemein betrachtet setzt sich die n x n Matrix aus der Anzahl der Stibe und den Aufla-
gerunbekannten zusammen, wobei

n = 3-Anzahl der Stibe + Anzahl der Auflagerunbekannten (3.10)

gilt. Damit ein System auf diese Weise 10sbar ist, muss es statisch und kinematisch be-
stimmt sein. Die kinematische Bestimmtheit sagt, dass es zu keinen infinitesimal gro3en
oder tatsdchlichen Verschiebungen oder Verdrehungen kommen kann. Die mechanische
Bestimmtheit bezieht sich auf die Losbarkeit mittels den drei Gleichgewichtsbedingungen
und besagt, dass ein System I6sbar ist, wenn

3-Anzahl der Scheiben = Anzahl der Unbekannten (3.11)

gilt, wobei eine Scheibe aus mehreren Stdben bestehen kann, solang diese steif miteinan-
der verbunden sind. Zu beachten ist, dass die zwei gesperrten Gelenksfreiheiten zu den
Unbekannten dazuzihlen.

3.4 Rechte-Seite-Vektor

In der globalen Matrix 3.9 ist zu erkennen, dass alle belastungsrelevanten Eintrige auf der
rechten Seite der Gleichung stehen. Somit féllt in die linke Matrix nur der geometrische
Anschluss der Stibe an die Knoten. Im Programm wird die geometrische Matrix noch vor
der Berechnung der Belastungen aufgestellt und auf statische und kinematische Bestimmt-
heit gepriift.

3.5 Einzelkrifte

Einzelkrifte greifen mit einem x-, y- und Momentenanteil an einem Knoten an und sind
durch die globalen Koordinaten definiert. Der belastete Kragarmtréger ist in Abbildung 3.4
dargestellt.

Die Einzelkrifte haben keinen Einfluss auf das Integral des Stabes und beeinflussen so-
mit nicht die linke Matrix. Ihren Einfluss erkennt man nur im Knotengleichgewicht. Die
Auswertung des Knotens B bei x = L ist in Abbildung 3.5 dargestellt.
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> /< 7
N @ 45.0
M

N - n
Yy 21
P

Abbildung 3.4: Kragarmtriger mit Einzellasten

F
Q(x=L)
yan
N(x=L) %) Fy
y
t M(x=L) Mo

X

Abbildung 3.5: Knotengleichgewicht am freien Ende mit Einzellast

Die Matrix fiir diesen Freischnitt lautet folglich

~N(x=L) —F, 0
Ox=L) |+ |-F|=0]. (3.12)
~M(x=L) M 0

Das Umrechnen in eine globale Matrix mit den gleichen Randbedingungen fiir A wie in
Matrix 3.6 ergibt

1 0 0 1 0 ofl|c 0
0 -1 0 0 —1 0| |C 0
0 0 1 0 0 1||G 0
- (3.13)
-1 0 0 0 0 0]|A, F,
0 1 0 0 0 0|4, F,
0 —L -1 0 0 0| |Ay| |-Mo

Hier ist gut zu erkennen, dass die Einzelkrifte nur den rechten Vektor beeinflussen und
getrennt betrachtet werden konnen.
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3.6 Verteilte Lasten

Wie zuvor erwihnt, haben die verteilten Lasten nur einen Einfluss auf den rechten Vektor
mit der integrierten Belastungsfunktion ohne Integrationskonstanten. Je nach Wirkungs-
richtung und Abhéngigkeit, miissen die drei verschiedenen Arten der Belastung umgerech-
net werden. Um die Belastungen integrieren zu konnen, miissen diese in den Normal- und
Tangentialanteil aufgeteilt werden. Fiir einen gebogenen Stab entspricht der Normalanteil
dem Radialanteil.

3.6.1 Lokale Lasten

Die lokale Last wird mit den lokalen Koordinaten definiert und wirkt normal und tangential
auf den Stab. Daher erfolgt keine Umrechnung und die Lasten konnen wie in Abbildung
3.6 dargestellt direkt integriert werden.

Abbildung 3.6: Lokale Belastung auf Stab und Bogen

3.6.2 Globale Lasten

Die globalen Lasten wirken wie in Abbildung 3.7 ersichtlich in globalen x- und y- Koordi-
naten und sind in Abhingigkeit von & entlang der Stabrichtung definiert. Da die Belastung
fiir eine lokale Integration in den lokalen Koordinaten gegeben sein muss, werden diese
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umgewandelt. Die Orientierung des Stabes im globalen System wird dabei mit dem Nor-
malvektor n(£) und dem Tangentialvektor t(&) definiert

q(5) = an(&) () +4:(5) t(S)- (3.14)
Die globale Last q,(&) wird in den globalen Koordinaten x und y angegeben
Qg(é) :‘Ix(g)ex‘f'%(é)ey' (3.15)

Wenn die globale Last qz(&) in die lokale Last q;(&) umgerechnet wird, muss Folgendes

gelten
q(3) = q4(S),
an(&)n(8) +a:(E)HS) = qx(S) ex+qy(S) ey

Werden beide Seiten mit dem Normalvektor n(&) multipliziert folgt aus der Tatsache, dass
Normal- und Tangentialvektor normiert und zueinander normal sind

(3.16)

n(€)-n(é) =1,
t(&) t(&) =1, (3.17)
n(§)-t(&) =0,

folgende Identitit

an(&)n(S) -n(8) +q:(8) (&) -n(8) = qu(5) ex-n(8) +4y(5) ey n(S), (3.18)
an(8) = qx(&) ex-n(§) +qy(5) ey -n(&). '
Ebenso wird mit dem Tangentialvektor t(&) verfahren und es folgt
an(E)n(S) - t(8) +a:i(5)t(8) - t(S) = gx(E) ex - () +ay(S) ey - E(S), (3.19)
:(8) = qx(S) ex-t(E) +qy(5) ey - t(S). '

Abbildung 3.7: Positive globale Last auf Stab und Bogen
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3.6.3 Projizierte Lasten

Die projizierten Lasten beziehen sich auf die Projektion des Stabes in vertikaler oder hori-
zontaler Richtung. Dies ist in Abbildung 3.8 grafisch verdeutlicht. Die horizontal projizier-
ten Lasten, also in x-Richtung werden in Abhéngigkeit von s, und die vertikal projizierten
Lasten, also in y-Richtung, in Abhéngigkeit von s, angegeben,

qp(s) = qu(sy) €x +qy(sx) ey. (3.20)

Das Einsetzten der Abhingigkeit s,(&) und s, (&) ergibt

45(§)dE = qp,(5y(8)) dsy(§,dS) ex+qp, (5:(§)) dsx(S,dS ) ey (3.21)
Nach Ableitung der Gleichung nach & ergibt sich der Zusammenhang
d dsy
40(8) = . (55(8)) 3 €4, ((8)) G e (3.22)

Der Zusammenhang der im Stab laufenden Variablen & und der beiden Variablen s, und
sy sieht wie folgt aus, wobei x(0) die x-Koordinaten des Stabursprunges und x(§) die
aktuellen Koordinaten in Abhingigkeit von & beschreibt

5x(§) = |(x(§) —x(0)) - e,
(3.23)
5y(&) = [(x(5) —x(0)) - &|.
Durch Einsetzten in die Ableitung folgt
fl—? =cos(at) =t-ey, (3.24)
fl—sg =sin(o) =t-e,. (3.25)
was wiederum in Gleichung 3.22 eingesetzt wird
Qg(S) = ap.(5y(5)) (t-ey) ex+qp,(5x(5)) (t-er) €y (3.26)

Die Gesamtbelastung g, wird in die summierte Belastung aus ¢,(§) und ¢,(§) zerlegt

an(&)N(5) +a:(5)US) = qp, (5y(§)) (t-&y) ex+qp, (5:(5)) (t-ex) €y, (3.27)
welche mit Hilfe von n(&) und t(&) in die gesuchten Belastungen

an(8) = qp.(5y(8)) (t-€y) (ex-m) +gp, (5x(&)) (t-€x) (ey-m), (3.28)

q:(&) = qp.(sy(&)) (t-ey) (ex-t) +p, (5x(5)) (t-€x) (ey-1), (3.29)

zerlegt wird. Die Belastungen ¢, (&) und ¢,(§) konnen nun als lokale Lasten integriert
werden.
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L\ qm, (5y1)

|
|
|
|
|
|
| —p
|
1
1
|
|
|
|

—
n

Abbildung 3.8: Projizierte Last auf Stab und Bogen






4. HAUSUBUNGSBEISPIEL

Die Vorgehensweise zum Aufstellen des Gleichungssystemes wird anhand eines mogli-
chen Hausiibungsbeispieles demonstriert. Es wird vor allem auf die Verdnderung der Ma-
trix durch die geometrischen Bedingungen eingegangen.

4.1 Angabe

Das Stabsystem besteht aus vier geraden Stidben und einem Viertelkreisbogen. Die Stibe
2, 3 und 5 sind im Punkt C steif miteinander verbunden. Im Punkt B befindet sich ein Voll-
gelenk, an dem die Stidbe 1 und 2, sowie der Bogen 4 gelenkig angeschlossen sind. Die
Auflager bestehen aus einer zweiwertigen Parallelfithrung in Punkt E sowie drei einwerti-
ge Loslager in den Punkten A, D und F. Die Belastung besteht aus einer konstanten proji-
zierten Belastung auf Stab 3, einer konstanten, radial wirkenden konstanten Belastung auf
den Bogen 4 und einer linearen globalen Belastung auf Stab 5. Weiters wirkt eine schrig
angreifende Einzellast im Punkt B.

15
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4.2 Darstellung Angabe

ot~
o[t

L(v3+2)

%
L(;A:ﬁ)

Abbildung 4.1: Mogliches Stabsystem mit 4 Stiben und einem Bogen

Die gegebenen Belastungsfunktionen lauten:

Fg=V2Lq
qv;(s3) =¢q
g, (04) =¢q

gxs
qH;s (x5) = I
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4.3 Matrix

Die Matrix setzt sich aus den fiinf Staben mit jeweils drei Gleichgewichten sowie den fiinf
Lagerwertigkeiten zusammen. Dies ergibt eine 20 x 20 Matrix und einen 1 x 20 Rechte-
Seite-Vektor.

1’2 =8 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00000 0 |[c] 0
2|E8 1 9 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0O 0 0 1000 0 |]|Cn 0
31f@ 0 1 0 0 0 0 0 0O 0O 0 0 O 0 00000 0/||Cs 0
4= 8 9 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0O 0 000000 ||C —21q
s{2 L 0 0 -1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 000O0O0O0/||C 0
6/f6 =L -1 0 0 I 0o 0 0O L 0 -1 0 0 00000 0 |]|Cs ~I2g
700 0 o =1 0 0 1 ¥ 0o 0 0o o 1 ¥ 00000 0] L
g8l o 0o o/0 1 0 ¥ -1 0o 0 0o 0 -% -1 00000 0||C 0
9l 0 0 0 0 -L -1 0 0 1 0 0 0 0 —L -10 0 00 0 ||Cs V3Lg
of o 0o 0o 0 0 0 -1 -3 0 0 0 0 0 0 00-1000||ca| | O
| o o o 0o 0 0o -3 1 0o 0 0 0 0 0 000000 ||l |-%
2l 0 0 0 0 0 0 0 —L -1 0 0 0 0 0 000 00 0]||[Cs Ly
B3l 0 0o 0o 0 0 0 0 0 0O -0 0 0O 0 000000 ||C 0
4/ 0 0o 0 0 0 0O 0O 0 0 0 1 0 0 0 000 10 0/||C 0
5 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0O L 1 0 0 00001 0|]|Cs 0
6| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -+ ¥ 000 00 —1]][4, 0
7l o o 0o 0 0o o o o 0o 0 0o 0o ¥ L1 00000 0 ’ 0
8/ 0 0o 0 0 0 0 O 0 0 0O 0 0 O 0 100000 ||E 0
9/ 0 o 00 0 I 0 0 0 0 0 0 0 0 00000 0/||E 0
20[0 o 0 0 0 0 0 0 0 -LO I 0 0 000000 /||F] 1%
' 4.1)

In der globalen Matrix sind deutlich die vielen lokalen 3 x 3 Matrizen der Stdbe erkenn-
bar und farblich gekennzeichnet. Die Eintrdge von Stab 1 sind blau, die von Stab 2 rot,
die von Stab 3 dunkelgelb, die von Bogen 4 griin und die von Stab 5 kommend oran-
ge gekennzeichnet. Man erkennt etwa an Zeilen 4 bis 6, dass hier die Stidbe 1, 2 und 4
einen gemeinsamen Knoten haben. Die erste Ziffer der FuBlnote der Integrationskonstante
beschreibt den Stab, die zweite Ziffer ist die Durchnummerierung im Stab selbst.
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4.3.1 Stab 1 und 2

Fiir die zwei unbelasteten Stibe 1 und 2 ergeben sich aus der Integration entlang des un-
belasteten Balkens folgende Schnittkrifte

X1/2 X1/2

Niplap) = [ -n(&)dg = [0a=ci, 4.2)
0 0
X1/2 X1/2

Oiptaip) = [ —al&)ds = [o0ds=c, @3
0 0
x1/2 X1/2

Miplap) = [ Q@)= [ CGag=Comp+C 4.4)
0 0

4.3.2 Stab 3

Um den projiziert belasteten Stab 3 integrieren zu konnen, muss die Belastung erst in eine
lokal wirkende Normal- und Tangentialbelastung umgewandelt werden. Die Wirkungs-
richtung ist dabei durch das lokale Stabsystem vorgegeben. Die Normal- und Tangential-
vektoren bleiben iiber den Stab konstant und ergeben sich aus der Geometrie zu

V3 1
n(x;) = i ts) = | 4.5)
2 2

Die konstante Belastung gy3(s3) = ¢, = g wird mit den Gleichungen 3.28 und 3.29 umge-
rechnet und ergibt die Belastungen

() fof |2
%@ﬁ=0+q(¢§- ) ( 1%
Blojol (1] -2 (4.6)
qn(x3):_%>
e =o+a| 2"l 2]
qi\X3) = q : 3
2ol 1] |4 @.7)

qr(x3) = ——.
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Durch Integration der lokalen Belastungen erhélt man die Schnittkrifte

M) = [-nE)ag= [V g = Y3 0, @9
0 0
0s(x3) = / £)dE = /q ag =22 1 cp, 4.9)
s gx3?
)C3 /Q / +Cy d& = T + Cypx3 + Ca3. (4.10)

4.3.3 Bogen 4

Der Viertelkreisbogen ist bereits lokal belastet. Da sich durch die Kriimmung des Bogens
die Normal- und Tangentialvektoren verdndern, werden diese in Abhingigkeit von ¢ an-
gegeben

no) = | O | oy = [, @.11)

—sin(¢) cos(9)

Fiir die Integration werden die Belastungen in einen globalen, horizontalen x-Anteil und
einen global vertikalen y-Anteil getrennt. Daraus ergeben sich die Resultierenden in glo-
balen Koordinaten zu

Re(o4) = [ (qn(9) (n-ex) +q:(9) (t-€))RdY, (4.12)

Ry(0u)

St ~—gs “T—n

(qn(¢) (n-ey) +q:(9)(t-ey))RdY, (4.13)

wobei R der Radius und « der Offnungswinkel des Kreisbogens ist.
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Abbildung 4.2: Lokale Belastungen auf einem Bogen

Mit einer Belastung von ¢g,, = g und ¢; = 0 und einem Radius R = L ergeben sich R, und
Ry zu

v = [(al| ™ | °) +orao

o [eos(9)] [I (4.14)
= gR(sin(oy) — sin(0))
Ry (a4) = gRsin(oy),

rya) = (| | vora
b L] |
= qR(cos((X4) — COS(()))
Ry(a4) = qR(cos(0y) —1).

<

(4.15)

Die integrierte Belastung aus 4.15 und die Gleichungen fiir die Schnittkréifte am Bogen
2.10 und 2.11 werden kombiniert und ergeben

Ni(oy) = Asin(oy) — Beos(0s) — (R (t-ex) +Ry (t-ey)), (4.16)
Qs(0u) =Acos(0u) + Bsin(ay) — (Re(n-ex) + R, (n-ey)). (4.17)

Betrachtet man das Moment der Belastungen um den Keismittelpunkt erkennt man, dass
die normale Last g, immer durch den Mittelpunkt zeigt und somit kein Moment erzeugt.
Wenn die tangentiale Belastung integriert wird, ergibt sich eine Resultierende mit einem
Normalabstand zum Mittelpunkt von Radius R. Somit ergibt sich das Gleichgewicht fiir
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das Moment zu
oy
My(oy) =N(au)R+C— /q,Rd(p -R. (4.18)
0

Durch Einsetzen von A = —Cy1, B = —C4 und C = (43, wobei die Vorzeichen auf die
Richtung des Koordinatensystems im Bogens zuriickzufiihren sind, sowie Umrechnen der
Resultierenden R, und R, ergeben sich die Schnittkrifte zu

Ni(ay) = —Cyysin(ay) + Capcos(0) — gL(sin(ay) - sin(0t) + (cos(aq) — 1) - cos(0u)),

Na(oy) = —Cyysin(ay) + Capcos(0tg) — gL(1 — cos(au)).
(4.19)

O4(ay) = —Cyysin(ay) — Capcos(0ty) — gL(sin(0y) - cos(0) + (cos(aq) — 1) - —sin(0y)),

Q4(O£4) = —C41Sil’l(064) — C42COS(OC4) — qL(sin(Oc4).
(4.20)

M4(OC4) = (—C41Sil’l(064) —|—C42COS(OC4) — qL(l — COS(OC4>))L+C43 —0. 4.21)
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4.3.4 Stab 5

Der Stab 5 ist mit einer horizontalen, linearen, globalen Last belastet. Die Umrechnung in
die benotigten lokalen Lasten erfolgt wie in 3.18 und 3.19 beschrieben. Die Normal- und
Tangentialvektoren bleiben iiber den Stab konstant und ergeben sich aus der Geometrie

Zu

V3 _1
2
= t = 4.22
n(xs) NE (xs5) s (4.22)
2 2
Aus der Umrechnung folgen die lokalen Belastungen
axs |1 |2
qnlxs)==~(| |- 1 )+0,
0] L2 (4.23)
(x5) = V3qxs
qnlXs 2L 5
axs 1] |2
Qr(XS):T( )+0,
o |£ (4.24)
__95

Durch Integration iiber die Stabvariable & erhilt man die Schnittkrifte fiir den Stab 5 mit

X5

x5 2
N(es) = [n(@ag = [Bag =5 c, (4.25)
0 0
7 T3 302
Ostos) = [ —a(&)dg = [~ g = V385, @20
0 0
- - 3 2 3 3
Ms(xs) = [ 0(&)ag = | —cf +C2d5=—\/;;1z5 L st Cs. (427)

0
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4.3.5 Knotengleichgewicht in A

An den Knoten A schlieBt nur der nicht belastetet Stab 1 und ein einwertiges Loslager
an. Weiters beginnt das lokale Koordinatensystem im Knoten A, das bedeutet x; = 0. Die
Schnittkrifte aus 4.2, 4.3 und 4.4 werden in die globalen Koordinaten umgerechnet und
aus der Geometrie ergibt sich

1 3
N](xl :0)-5+Q1(X1 :0)-—\/7_:0, (4.28)
V3 1
Ny (x; =0)~—7+Q1(X1 ZO)-—E—FA”:O, (4.29)
M (x :O) =0. (4.30)

Die Gleichungen werden als Matrix dargestellt und konnen in die Systemmatrix 4.1 ein-
gegliedert werden.

) I SV} [ P ¥ o (o
2|3 L o] |Cin| T4 |1| = |0]- (4.31)
300 0 1] |G o] |0

4.3.6 Knotengleichgewicht in B

Im Knoten B treffen drei Stibe zusammen. Zusitzlich greift hier eine Einzellast mit ho-
rizontaler und vertikaler Komponente an. Der Stab 2 greift ebenso wie der Bogen 4 in
horizontaler Richtung an und es ist nur auf die Orientierung der Kréfte nach der Schnitt-
kraftkonvention zu achten. Die Krifte von Stab 1 werden in das globale Koordinatensy-
stem umgerechnet und zum Knotengleichgewicht addiert. Die horizontale Kréiftesumme
ergibt

1 V3 T
Ny (x1 IL)'—§+Q1(X1 =L)- 7+N2(x2 =0) —Ny(ay = §)+qL=0,
1 3
Cii-—5+C \/7— +Co1 — (—C41 —qL) +qL =0, (4.32)
1

3
_ECH + gclz +Cy1 +Cy41 = —2¢L.
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Die vertikale Kriftesumme wird analog zur horizontalen aufgestellt. Die Einzelkraft wird
als einzelne Komponente hinzugefiigt und auf hat einen Einfluss auf den Rechte-Seite-
Vektor

V3 1 T
Ni(x1 =L)'7+Q1(X1 =L)'§—Q2(X2 =0)+ Qa0 = 5)+¢1L=0,
3 1
Ci- \/7_+C12 5 Cnt (=Ca2—qL)+qL =0, (4.33)
V3

1
—C —C12 —Cr —Cyr = 0.
5 11+2 12 22 42

Die Stibe werden alle im Knoten geschnitten, sodass die Normal- und Querkrifte keinen
Hebelarm besitzen. Es werden nur die Momente in linksdrehender Richtung aufgestellt
und summiert -
—Mi(x) = L)+ Mz (x2 = 0) = My(0s = ) =0,
—(C1aL+C13) + Caz — (—C41 L+ Cy3 — qL?) = 0, (4.34)
—LCip—Ci134+Cx3+LCy —Cy3 = —qu.

Die Darstellung in Vektorform ergibt wieder die Zeilen 4, 5 und 6 der Systemmatrix 4.1.

al-4 B ol leu] |-t o of|ca| [1 0o of|cu| |-24L

519 L o |cal+]|0 -1 of|cal+|0 =1 0 |Cal=] o0

6|10 —L —1||C; 0 0 1| |Cx L 0 —1||Cs —qL?
(4.35)

Die Gleichung 4.34 besagt, dass die Momentensumme um den Knoten B erfiillt ist. Das
Gelenk im Knoten B wurde damit noch nicht beriicksichtigt. Erst die Aussage

M =0)=0,
202 =0) (4.36)
C23 — 07
und
14
M4(OC4 = 5) = O7

—LCyy +Cy3 = gL,

sorgen dafiir, dass das Moment im Knoten B fiir alle drei Stibe Null ist. Nach Umwandlung
in Vektorform konnen die Zeile 19 und 20 in die Systemmatrix 4.1 eingegliedert werden

(o Cy
19(0 0 1 0 00 0

Co|+ Cp| = : (4.38)
20(0 0 0 ~L 0 1 gL?

(3 Cy3
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4.3.7 Knotengleichgewicht in C

Im Knoten C sind die Stidbe 2, 3 und 5 steif angeschlossen. Die Umrechnung der Krifte
ergibt sich wieder durch die Geometrie. Die horizontale Kraftesumme um Knoten C ergibt
die Gleichung

1 V3 1 V3
N2 =L) +N3(x3 =0) - 5 +Q3(x3 =0)- = +Ns(xs =L) - 5+ Qs(xs = L) —— =0,
1 V3 qL. 1 V3gL V3
G+ G5+ G+ (G + ) 5 + (2= — ) == =0,
1 V3 1 V3 V/qL
—Crt 506G+ 5Ot 50— ="
(4.39)
Analog dazu wird die vertikale Kriftesumme aufgestellt und errechnet sich zu
V3 1 V3 1
Ox(x2 =L)+N3(x3=0)- > +03(x3=0)- ) +Ns(xs =L)- _7+Q5(x5 =L)- —5=0
V3 1 L. V3 V3qL, 1
C22+C31-7+C32~—5+(C51+%)'—7+(C52—Tq)~—§:O,

V3 1 V3 1
—Co+ —-C31 — 56— —-Cs; — §C52 =0.

2 2 2
(4.40)

Die Momentensumme wird um den Knoten C gebildet und setzt sich aus den Momenten
der drei angeschlossenen Stiben zusammen

—Mz()Cz = L) +M3(X3 = 0) +M5(X5 :L) =0,

V3qL?
—(CaL+Ca3) +C33 + (CsoL +Cs3 — 13 ) =0, (4.41)

V3qL?
—LCy — Cy3+C33+LCsp +Cs3 = lg :

Fiir die Berechnung eines steifen Zusammenschluss mehrere Stibe werden keine weiteren
Gleichungen benotigt und die Zeilen 7, 8 und 9 konnen in die Systemmatrix 4.1 eingeglie-
dert werden

7|=1 0 0| |Cy L2 o] o L N e &
810 1 0f|Cn|+|L L of|cn|+|-% -1 ofl|cn|=] 0
olo —L —1||Cx 0 0 1||Csy 0 L —1||cs V3L’

(4.42)
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4.3.8 Knotengleichgewicht in D

Im Vergleich zu Knoten A ist am Knoten D der Stab 5 an der Stelle x; = L am Ende
angeschlossen. Somit fillt die projizierte Belastung in das Knotengleichgewicht hinein
und erzeugt einen Rechte-Seite-Vektor. Das horizontale Gleichgewicht ergibt

1 V3
N3(X3 :L) : —E +Q3(x3 = L) . —7 —Dn = O,
V3qL 1 qL V3
B At o W =, _ V7 p — (4.43)
(& 1 ) 2+(C32+4) 5 n=0,
1 V3
——Cij—~—ZCxr— D, =
2C31 7 C32—Dp, =0
Ebenso ergibt sich das vertikale Gleichgewicht zu
V3 1
N3<X3 :L)-—7+Q3(X3 :L)~§ =0,
V/3qL V3 qL. 1
Car — L C 2 =0 (4.44)
(G 4) 2+(32+4)2 :
V3 1 qL
——~C —C3p=——.
> 31+2 32 5

Durch die gelenkige Lagerung greift im Auflager kein Moment an und die dazugehorige
Gleichung kann einfach mit

M3(X3 :L):O,
L2
qL?
—C3L—C33+ = 3
formuliert werden
0] -1 -2 o |cs -1 0
1= L o |Ca|+Da|o0|=|-%]. (4.46)

o L —1]|cs 0 al?

4.3.9 Knotengleichgewicht in E und F

Fiir die Knoten E und F erfolgt die Umrechnung gleich wie fiir den Knoten A. Dabei
werden die Schnittkréfte Ny(04 = 0), Na(aq = 0) und M4 (04 = 0) in globale Koordinaten
umgewandelt und in den Zeilen 13-15 in die Matrix eingesetzt. Die Schnittkrifte Ns5(xs5 =
0), Os(xs = 0) und Ms(xs = 0) werden mit den lokalen Vektoren in globale SchnittgroBen
umgerechnet und in die Zeilen 16-18 in die Matrix eingegliedert.



4.3 Matrix 27
4.3.10 Losungsvektor
Das symbolische Losen des linearen Gleichungssystem 4.1 ergibt den Losungsvektor
| 0
Cn2 0
Ci3 0
Ca —2Lq
2 -4
Cr3 0
Cs) Lq(—2(;—£17\/§)
Ca Lq(3;§0\/§)
Cas qu(—i§20\/§)
cu 0 (4.47)
Cp %
Ca3 L*q
s, 7Lq(5\4{§+]6)
Cor Lq(]Sislé\/g)
Cs3 0
Ay 0
5Lq(4—/3)
n —a
E, L
En ~3L
F | i Lq(5ﬁ+16)

Die in Matrix 4.47 berechneten Integrationskonstanten werden in die zuvor definierten
Schnittkraftverldufe eingesetzt und ausgewertet. AnschlieBend erfolgt eine grafische Dar-

stellung der Verldufe mit dem urspriinglichen Code von Michael Gfrerer.






LITERATUR

Gross, Dietmar, Jorg Schroder u. a. Technische Mechanik 1: Statik. Springer, 2019.
Gross, Dietmar, Peter Wriggers und Werner Hauger. Technische Mechanik 4: Hydrome-
chanik, Elemente der Hoheren Mechanik, Numerische Methoden. Springer, 2018.

29



