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Abstract

The aim of this bachelor thesis is to derive and solve the equations of motion for free and
forced vibrations of a single-span bridge, taking into account dynamic effects resulting,
for example, from the speed of the vehicle. Subsequently, visualisations are created and
interpreted on the basis of specific examples. In addition, an analysis of the failure case
due to a resonance catastrophe is carried out.

Zusammenfassung

Das Ziel der vorliegenden Bachelorarbeit ist die Herleitung und Losung der Bewegungs-
gleichungen fiir freie und erzwungene Schwingungen einer einfeldrigen Briicke unter Be-
riicksichtigung dynamischer Effekte, die beispielsweise aus der Geschwindigkeit des Fahr-
zeuges resultieren. Im Anschluss werden Visualisierungen anhand konkreter Beispiele er-
stellt und interpretiert. Zudem erfolgt eine Analyse des Versagensfalls infolge einer Reso-
nanzkatastrophe.
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1. EINLEITUNG

Fiir die Bestimmung des Schwingungsverhaltens einer Briicke bei der Uberfahrt eines
Fahrzeuges werden zunichst folgende Vereinfachungen getroffen:

* Als mechanisches System wird ein Einfeldtrager gewahlt.
* Die Achslast des Fahrzeuges wirkt als punktuelle Einzellast auf den Balken.

* Eine Dampfung des Systems bleibt unberiicksichtigt.

Das daraus resultierende mechanische System, welches fiir die weiterfiihrende Herleitung
der Bewegungsgleichung verwendet wird, ist in Abbildung 1.1 dargestellt.

vt

lF(vt)

%f ) 7

Abbildung 1.1: Mechanisches System - Einfeldtriger

Der Einfeldtriager weist eine Balkenldnge ¢ auf und wird im Knoten A durch ein Festla-
ger und im Knoten B durch ein Loslager gehalten. Der Angriffspunkt der Kraft F(vt) am
Balken ist veridnderlich und abhingig von der Geschwindigkeit v und der Fahrdauer ¢ des
Fahrzeuges.

Dariiber hinaus besitzt der Balken die Dichte p, die Querschnittsfliche A und die Biege-
steifigkeit E1y, welche sich aus dem Elastizitdtsmodul £ und dem Flichentriagheitsmoment
I, zusammensetzt.

Im Zuge der nachfolgenden Kapitel wird das Anfangs-Randwertproblem fiir das vorlie-
gende mechanische System fiir freie sowie erzwungene Schwingungen gelost.



2 1 Einleitung

Die dazugehorige Bewegungsgleichung wird in Kapitel 2 hergeleitet und ergibt sich zu

o*w(x,1) d?w(x,1)
El, P +pA ro q(x,t) , (1.1)
mit den Randbedingungen
w(0,t1) =0, w(l,t)=0, M(0,t)=0, M({,t)=0 V >0 (1.2)
und den Anfangsbedingungen
w(x,0) =wp(x) und w(x,0) =vp(x) V¥V x€]0,4]. (1.3)

Die in Kapitel 2 dargestellte Herleitung und die in Kapitel 3 behandelten Losungen der
freien und erzwungenen Schwingungen basieren auf den Grundlagen sowie Ansétzen aus
[1] und [2].



2. HERLEITUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNG

Wie in Abbildung 2.1 zu sehen ist, wird zunéchst die Kinematik eines Balkenelements
betrachtet, bei dem infolge der Belastung der Balkenquerschnitt eine Verschiebung w(x, )
in z-Richtung sowie eine Drehung y/(x,7) um die y-Achse erfihrt.

(b)
Abbildung 2.1: Kinematik (a) und Kinetik (b) eines Balkenelements

Bildet man nun den Schwerpunktsatz mit Hilfe der Kinetik aus Abbildung 2.1 an einem
infinitesimalen Balkenelement, so ldsst sich die Bewegungsgleichung unter Verwendung
der Euler-Bernoulli Theorie (Balken verhilt sich schubstarr, Querschnitte bleiben eben)
und der Annahme eines gleichbleibenden Querschnittes wie folgt herleiten.

Der Schwerpunktsatz eines infinitesimalen Balkenelements in die positive z-Richtung

x+Ax x+Ax
pA /W(T,t)d”r:—Q(x,t)+Q(x+Ax,t)+ / q(t,t)dt , (2.1)

lasst sich durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung vereinfachen zu

PAAXW(T* 1) = —0(x,1) + O (x + Ax,1) + Axq(t",t) mit T° € [(x,1),(x+ Ax,1)] .
(2.2)

Durch Bildung des Differenzenquotienten und des Grenziibergangs Ax — 0

O (x4 Ax,t) — O(x,1)
Ax

A lim w(t*,7) = li li Tt it T t Ax,t
pA lim w(7",1) = lim + lim g(c*,0)  mit T € (1), (x+Ax0)]

(2.3)



4 2 Herleitung der Bewegungsgleichung

ergibt sich die Gleichung

2
pA d-w(x,1) _ 20(x,1)

P 5> +q(x,1) . (2.4)

Der Drallsatz des Balkenelements um den Koordinatenursprung
x+Ax Ax
pl, / y(t,t)dt=—M(x,t)+M (x+ Ax,t) — 5 (Q(x,1) + QO (x+ Ax,1)) +
T=X

x+Ax (2.5)

/ ((x+Ax) — 7) g(7,1) dt

T=x

lasst sich analog zum Schwerpunktsatz durch Umformung und Vereinfachung wie folgt
darstellen

pry(e) = 200 o) 6)
Nach dem Elastizitdtsgesetz gilt fiir das Biegemoment
M(x,t) = EI, w (2.7)
und fiir die Querkraft
O(x,1) = GA (w + I//(x,t)) . (2.8)

Unter der Annahme eines schubstarren Verhaltens (GA; — o) sowie einer vernachldssigbar
kleinen Rotationstrigheit (pl, — 0), vereinfachen sich die Gleichungen (2.6) und (2.8)
Zu

OM (x,1)
ox

Durch zusammenfiihren der Gleichungen (2.9) und der Gleichung (2.7), resultiert der Zu-
sammenhang

=Q(x,t) und y(x,t)= _8wa();,t) ) (2.9)

d0(x,t) (94w(x,t)
ox - EhToa

(2.10)

Schlussendlich ergibt sich durch einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (2.4) die Bewe-
gungsgleichung
d*w(x,1) d?w(x,1)
EI ’ A = t) . 2.11
YT o +p o2 q (x ) ) ( )




3. LOSEN DER BEWEGUNGSGLEICHUNG

3.1 Freie Schwingungen

Die Bewegungsgleichung fiir die homogene Losung gemif Gleichung (2.11) mit g(x) =0
lautet
I*w(x,1) n pA *w(x,t)

od TEL o U G-1)

Gesucht wird eine Wellengleichung fiir harmonische Schwingungen mit Hilfe des Produk-
tansatzes der Form
w(x,t) =W (x)T(z) . (3.2)

Durch einsetzen dieses Ansatzes in die Gleichung (3.1), ergibt sich die Gleichung

I*W (x) pA T (t)
T(t)+ — =0 33
welche sich durch umformen und Trennung der Variablen wie folgt darstellen lédsst
1 9*'W(x) 1 pAJ*T(r) 3.4)
W(x) ox*  T(t)EIL, 02 '

Die linke Seite der Gleichung (3.4) hingt nun von x und die rechte Seite von t ab. Daraus
lasst sich schlieBen, dass die Gleichung nur fiir alle x und t erfiillt sein kann, wenn beide
Seiten einer Konstanten entsprechen, welche mit k* angesetzt wird.

Durch Einsetzen der zuvor beschriebenen Bedingung ergibt sich die Gleichung

1 dWe

Daraus folgt die Differentialgleichung fiir den ortsabhingigen Teil

I*W (x)

5 —k*W(x) =0 (3.6)

mit der allgemeinen Losung
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W (x) = A cos (kx) + B sin (kx) + C cosh (kx) 4+ D sinh (kx) . 3.7)

Analog zu den vorangegangenen Schritten folgt fiir den zeitabhiingigen Teil die Differen-
tialgleichung

’T(t)  LEI
— —T(t)=0. 3.8
o2 K A (7) (3.8)
Fiihrt man nun die Kreisfrequenz
EI
o=,/ (3.9
PA
ein, resultiert die Darstellung
I’T(t)
o°T(t)=0. 3.10
S+ T (D) (3.10)

Die dazugehorige allgemeine Losung lautet

T(t) =E cos(wt)+F sin(wr) . (3.11)

Zur Ermittlung der speziellen Losung des ortsabhingigen Teils sind nun die Randbedin-
gungen des beidseitig frei drehbar gelagerten Balkens in der Wellengleichung zu beriick-
sichtigen, wodurch die Konstanten A, B, C und D aus Gleichung (3.7) bestimmt werden
konnen.

Mit Hilfe des differentiellen Zusammenhangs aus Gleichung (2.7)
d*w(x,1)
ox2

und einsetzen der Randbedingungen des mechanischen Systems aus Abbildung 1.1 erge-
ben sich die Beziehungen

M(x,t) = —EI, (3.12)

W(0) =0 A+C=0
W) =0 Acos(kl)+ Bsin(k¢) + Ccosh(x/) + Dsinh(k¢) =0
W"(0)=0: “A+C=0
W"()=0: —Acos(xl)—Bsin(k¢)+ Ccosh(xf)+ Dsinh(k¢) =0

Unter Beriicksichtigung von sinh(x/) # 0, kénnen die Konstanten A = C = D = 0 bestimmt
werden und erhélt mit B # 0 die charakteristische Gleichung

sin(k0) =0 . (3.13)
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Fiir die Eigenwerte bzw. fiir die Eigenkreisfrequenzen folgt somit der Zusammenhang

Kl =k . (3.14)

Durch Umformung von Gleichung (3.9) nach k und einsetzen in Gleichung (3.14), ergibt
sich die Eigenkreisfrequenz

| EI
o, = k*m? 1724 mit k=1,2,... (3.15)

Wk(x) =B sin(ka) =By sin (/%C) . (316)

und die Eigenfunktion

Die Konstante By in der Eigenfunktion kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit By = 1
gesetzt werden.

Anhand der Eigenfunktion aus Gleichung (3.16) werden Beispielhaft in Abbildung 3.1,
Abbildung 3.2 und Abbildung 3.3 die Eigenformen der Grundschwingung sowie der er-
sten und zweiten Oberschwingung des vorliegenden mechanischen Systems dargestellt.

£
z
Abbildung 3.1: Grundschwingung W (x)
* 7 )

Abbildung 3.2: 1. Oberschwingung W, (x)
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Abbildung 3.3: 2. Oberschwingung W3 (x)

Eine Eigenschwingung aus Gleichung (3.2) mit der zuvor hergeleiteten Eigenfunktion lau-

tet somit

kmx

w(x,1) = sin <7> (Ex cos (ayt) + Fy sin (ayt)) . (3.17)

Wie bereits aus Gleichung (3.15) hervor geht, gibt es unendlich viele Eigenschwingungen
(k=1,2,...), die die Randbedingungen erfiillen. Da es sich bei der Differentialgleichung
3.1 um eine lineare Gleichung handelt, kann das Superpositionsprinzip angewendet wer-
den.

Demnach ergibt sich durch Uberlagerung aller Eigenschwingungen die Losung

wixr.t) = Y sin (k%) (B, cos(ant) + Fisin(at)) (3.18)
k=1

mit den unbekannten Koeffizienten Ej und F;, welche mit den Anfangsbedingungen

w(x,0) =wo(x) und Ww(x,0) =vo(x) (3.19)

bestimmt werden konnen.

Durch einsetzen der Anfangsbedingungen aus (3.50) in Gleichung (3.18), resultieren die
Gleichungen

w(x,0) = wp(x) : i E} sin (kT?x) =wo(x) , (3.20)
k=1

und
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W(x,0) = vo(x) : Z Fi @y sin <k7gx> = vo(x) . (3.21)

k=1

Die Losung lédsst sich nun unter Anwendung der Orthogonalitétsrelation der Eigenfunktio-
nen bestimmen. Hierzu werden die Gleichungen (3.20) und (3.21) mit

”M) (3.22)

W, (x) = sin (7

multipliziert und iiber die Linge des Balkens integriert. Es folgen die Gleichungen

1

/Ek sin (”T’fx) sin (%) dx = /éwo(x) sin (”%) dx (3.23)

0 0

und

4 4
/kak sin ("fo) sin (k—;”) dx / vo(x )sm(’”gx) dx | (3.24)

0 0

Unter Beriicksichtigung der Eigenschaft (=Orthogonalitétsrelation)

l L
. (nmx\ . [knx 0 firn#k
O/Wn(X) Wi(x)dx = O/sm (7) sin (7) dx = {% fir n — & (3.25)

konnen die Konstanten E; und F; eindeutig bestimmt werden. Diese ergeben sich zu

NIN

4
/ sin ””x> dx (3.26)
0

und

= j vo(x) sin (”—m) dx . (3.27)
0
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Die Substitution von Gleichung (3.26) und Gleichung (3.27) in Gleichung (3.18) liefert
die Wellengleichung fiir harmonische Schwingungen

14
n7rx 2cos(@,
i l d
W rei(X,1) Z sm( 7 [ /wo sm ) x

n=1 0

l
251n (w,t . nn’x . EI
i / vo(x sm > dx mit , = n*r? J

0

(3.28)
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3.2 Erzwungene Schwingungen

Fiir die Beschreibung der erzwungenen Schwingungen des Ausgangssystems aus Kapitel 1
wird die Bewegungsgleichung (2.11)

o*w(x,1) d?w(x,1)
El, e +pA 3 =q(x,t) . (3.29)

herangezogen.

Dartiiber hinaus gelten weiterhin die Randbedingungen aus Kapitel 3.1

w(0,6) =0, w(l,t)=0, M(0,)=0, und M({,r)=0 (3.30)

sowie die Anfangsbedingungen

w(x,0) =0, und w(x,0)=0 . (3.31)

Es werden die Eigenfunktionen W (x) aus Gleichung (3.16) fiir den Ansatz zur Losung der
Bewegungsgleichung

= Y W) Tilt) (3.32)
k=1

verwendet.

Aus dem Einsetzen des Ansatzes (3.32) in die Bewegungsgleichung (3.29) folgt die Glei-
chung

ZEI Ti (1) + pPAWL(x) Ti(1) = q(x,1) (3.33)

Durch Anwendung der Orthogonalidtsrelation (Muliplikation mit W,,(x) und Integration
iber die Balkenlinge)

L

E [ee)
/ ) Y (ELWY (0 T(t) + pAW(x )T'k(t))dx:/vvn(x)q(x,z)dx (3.34)
0 k= 0

—

und Substitution von

Wl (x) = sin (?) (%)4 = W (x) (%”)4 , (3.35)
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ergibt sich Gleichung (3.34) zu

l - 4 l
/ Y. EL W, (x) We(x) ("%) Tot) + PAW, (x) Wi () T (1) dx = / W, (x) g(x, ) dox .
o k=1 0

(3.36)

Unter Verwendung der Eigenschaft aus Gleichung (3.25) folgt die Darstellung der Diffe-
rentialgleichung

l
Al .. ELC jnmn4
pTTn(r)+Ty (%) T,(1) = /Wn(x)q(x,t)dx . (3.37)
0

Die Funktion ¢(x,¢) beriicksichtigt dabei die Belastung F(v¢) am Ausgangssystem. Sie
lasst sich mit Hilfe der Diracschen Delta-Funktion mit der Eigenschaft

/ F(x)8(x—a)dx = f(a) (3.38)

beschreiben.
Daraus ergibt sich fiir die Belastung am Ausgangssystem

(3.39)

.. Vi
q(x,t):{FOS(x_w) fir0<t<: '
0 sonst

Wendet man nun die Eigenschaft aus Gleichung (3.38) auf den rechten Term der Glei-
chung (3.37) an und setzt die Funktion g(x,¢) gemi Gleichung (3.39) ein, so ergibt sich

L

FoW,(vt) fir0<r<’
/Wn(x)q(x,t)dx:{ oWa(vr) fir0<r<s (3.40)
sonst
0
Dementsprechend lésst sich Gleichung (3.37) durch
Al . EL/ 4 t
’%mn%(%) To(t) = FoWu(vt) mit  Wy(vt) = sin (%) (3.41)
darstellen.

Durch Umformung folgt die Differentialgleichung
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. 2F nivt EL, rnm\4
2 =20 gn (222 i 2_Z (22
T,(t)+ 0, T,(t) = Al sin ( 7 ) mit  @; oA ( i ) . (3.42)

Ziel ist die Losung fiir alle n ¢ N.
Die allgemeine Losung zu Gleichung (3.42) setzt sich aus der homogenen Losung

T (t) = G, cos (wnt) + H,, sin (o,t) (3.43)

und der partikulidren Losung

14 . .
0| orre ey sin (M) fir @, £ 22
T, (1) = 2o ; v Gad)
_pAEwntCOS(wnt) fir o, ="2%
zusammen.
Dies fiihrt zur allgemeinen Losung
2Kyl . /nvTt '
Ta(t) = pA(P? — 272 sin < ;i ) + Gy, cos (@) + Hy, sin (wyt) . (3.45)

Fiir die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten G, und H, werden die Anfangsbe-
dingungen aus Gleichung (3.31) in Gleichung (3.32) eingesetzt und erhélt mit dem selben
Losungsweg wie in Kapitel 3.1 die Beziehungen

wx,0)=0: 0=Y7 Wu(x) Z"n(t) = Z’n(O) =0
Wwx,0)=0: 0=Y7 W,(x)T,(r) = T,(0)=0
Daraus resultieren fiir die allgemeine Losung die Gleichungen
G,=0 (3.46)
und 2Fyl nvw
= O.pA(2 w2 —n2v272) ( l ) ' (347)

Die spezielle Losung fiir den Bereich 0 <t < é folgt somit zu

2k . (nvTt niw .
T,(t) = A7 — i) (Esm <T> Y sm(a),,t)) : (3.48)
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Fiir den Bereich r > é gilt der zeitabhiingige Teil der Gleichung (3.28)

l l
T,(t) = ZCOS / wo(x) sin nnx) 2sm w" / vo(x sm )dx (3.49)
0 0
mit l l
wo(X) = Wep, (x, ;) und vy = Weps. (x, ;) . (3.50)

Durch Substitution von Gleichung (3.16) und Gleichung (3.48) in Gleichung (3.32) resul-
tiert fiir den Bereich 0 <t < é die Wellengleichung

i 2Fsin (“) ( nvmt\ nvm )
Werz. (X,1) = Esin(—)——sm , +w(x,t
ore (51) ; Tt S ) =2 sin (@) ) + )
n# ‘Ely
ey
(3.51)
mit
)
F()\/ A Sln(ﬁ) 7 X i
o P P2 sin | = | —# cos | L wenn _ e N
w(x,1) = pay ' o i 7\ o




4. ANWENDUNG UND ERGEBNISDARSTELLUNG

In diesem Kapitel werden die zuvor hergeleiteten Gleichungen auf konkrete Beispiele an-
gewendet, um Riickschliisse ziehen zu konnen, wie sich verschiedene Parameter wie Ge-
schwindigkeit, Lange etc. auf das Schwingungsverhalten der Briicke auswirken.

4.1 Material- und Querschnittswerte

Die Material- und Querschnittswerte aus Abbildung 4.1 sowie Tabelle 4.1 werden fiir simt-
liche weiteren Berechnungen und Visualisierungen herangezogen.

| 5.0m |
) ) =
)
(@]
| 1S e
<
E .
g |
710 X
~ 10m  05m 2.0m 05m  10m  °
Abbildung 4.1: Querschnitt
Querschnittsfliche: A=1,75m?
Fliachentrigheitsmoment: I, =6715020 cm* =6.71502-1072 m*
Rohdichte: p =2500 X%
Elastizititsmodul: E =30000 X, =3.0-1010 N
mim m

Tabelle 4.1: Material- und Querschnittswerte

15
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4.2 Vergleich von statischer und dynamischer Berechnung

Das Schwingungsverhalten einer Briicke mit der Liange ¢ = 20 m infolge einer Achslast
eines Fahrzeuges von F' = 200 kN wird in Abbildung 4.2 dargestellt. Die Animation ist fiir
den Bereich 0 <r < é mit einer Uberfahrtsgeschwindigkeit von v = 160 ]% giiltig.

— w(x,t) zum Zeitpunkt t=0
— Ww(x,t) infolge statischer Berechnung
—10 4 — w(x,t) infolge dynamischer Berechnung

F(vt)

10 1

w(x,t) in mm

20 4

30 4

0.‘0 2:5 5‘0 7.‘5 16.0 12‘.5 15I.0 l').5 26 o
Position x am Balken in m

(= )+
Abbildung 4.2: Animation

Aus Abbildung 4.2 folgt, dass wihrend bei der dynamischen Analyse Verschiebungen so-
wohl in die positive als auch in die negative z-Richtung auftreten, die statische Betrachtung
lediglich eine einseitige Auslenkung aufweist. Zudem kehrt das mechanische System im
statischen Fall nach der Uberfahrt in seine urspriingliche Ausgangslage zum Zeitpunkt
t = 0 zuriick. Im Gegensatz dazu verbleibt bei der dynamischen Berechnung nach der
Uberfahrt eine Restauslenkung, was auf ein Nachschwingen des Systems fiir ¢ > é deutet.
Dabei ist jedoch zu beachten, dass in den zuvor hergeleiteten Gleichungen aus Kapitel 3
keine Dampfung beriicksichtigt wurde.

Dariiberhinaus ist auch der Einfluss von Geschwindigkeit und Briickenlidnge von Interesse.
Hierfiir wird in den Abbildungen 4.3 bis 4.5 die Verschiebung in z-Richtung an der Stelle
x= % infolge unterschiedlicher Uberfahrtgeschwindigkeiten von 40, 100, 160 und 220 l%
bei Briicken mit Langen von £ =5, 12 und 20 m verglichen.
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0.00 0.00
—— dyn. Berechnung
0.05 —— stat. Berechnung 0.05
€ o.10 € 0.10
C C
= 015 = 015
-~ -
<IN 0.20 <IN 0.20
0.25 0.25
0.30 0.30
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40
tins
km
a)v=40 ="
(a) v =40 ko
0.00 0.00
—— dyn. Berechnung
c 0.05 —— stat. Berechnung € 0.05
€ 0.104 € 0.10
£ £
S~ 015 S~ 015
= =
3020 020
2 2
0.25 0.25
0.301 0.30
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
tins
km
(c)v=160 =%
h
. . ¢ .
Abbildung 4.3: w (%,) infolge
0.00 —— dyn. Berechnung 0.00
£ 050 —— stat. Berechnung £ 050
€ 1S
< 1.00 < 1.00
150 150
500 200
2.50 2.50
3.00 3.00
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80
tins
km
(a)v=40
h
0.00 —— dyn. Berechnung 0.00
£ 050 —— stat. Berechnung £ 050
€ S
c 1.00 c 1.00
S 1.50 o 1.50
<IN <IN
< 2.00 < 2.00
2.50 2.50
3.00 3.00
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
tins

km
(c) v =160 km

—— dyn. Berechnung
—— stat. Berechnung

0.00 003 005 008 010 013 015 0.18
tins

(b) v = 100 &

—— dyn. Berechnung
—— stat. Berechnung

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
tins

(d)v =220 kn

vund / =5m

—— dyn. Berechnung
—— stat. Berechnung

0.00 005 010 015 020 025 030 035
tins

(b) v =100 kn

—— dyn. Berechnung
—— stat. Berechnung

0.00 002 004 006 008 010 012 014 016
tins

km
(d) v =220 ko

Abbildung 4.4: w (4,¢) infolge vund £ = 10 m
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Abbildung 4.5: w (,¢) infolge v und £ =20 m

Aus den Abbildungen 4.3 bis 4.5 lisst sich folgende Erkenntnis zum Einfluss der Uber-
fahrtsgeschwindigkeit auf das Schwingungsverhalten ableiten:

* So zeigt Abbildung 4.4, dass eine hohere Geschwindigkeit nicht zwangsldufig zu
einer groBeren Auslenkung fiihrt. Die maximale Verschiebung in Abbildung 4.4b ist
beispielsweise grofer als in Abbildung 4.4c, obwohl letztere eine hohere Geschwin-
digkeit aufweist.

Weitere aussagekriftige Schlussfolgerungen konnen in Bezug auf die zuvor genannten
Abbildungen nicht getroffen werden.
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4.3 Resonanzkatastrophe

Aus Gleichung (3.51) geht hervor, dass der Ausdruck im Nenner

EL, /nmy4
pA(C @} V) mit o} =% (%) @.1)

eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit einer moglichen Resonanzkatastrophe spielt.
Insbesondere darf der Fall

PA(l*0? —n*v*r?) =0 (4.2)

nicht eintreten.

Eine Resonanzkatastrophe des betrachteten mechanischen Systems héngt somit im We-
sentlichen von den Material- und Querschnittswerten, der Linge der Briicke sowie der
Uberfahrtsgeschwindigkeit ab. Die Belastung F (vt) hat hingegen keinen Einfluss auf das
Auftreten dieses Zustands.

Setzt man die Eigenfrequenz @, in Gleichung (4.2) ein und formt nach der Geschwindig-
keit v um, ergibt sich

E Iyn2 2
pAL2

(4.3)

Vkrit. =

In Bezug auf die Material- und Querschnittswerte aus Abschnitt 4.1, einer Briickenldnge
von ¢ = 20m sowie der ersten Eigenform (n = 1, da sie den groften Einfluss auf das
Schwingungsverhalten hat), ergibt sich eine kritische Uberfahrtsgeschwindigkeit von

k
Vit = 106,59 ? — 383,72 Tm . (4.4)

Durch Substitution von vy in Gleichung (3.51) wiichst gemidfl Abbildung 4.6 die Ver-
schiebung in z-Richtung nahe diesem Bereichs gegen unendlich. Aus diesem Grund ist
auch eine gesonderte Betrachtung, unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.52), fiir die-
sen speziellen Fall erforderlich.
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Wmax (%)

v
Abbildung 4.6: wyax im Bereich von vy geméll Gleichung (3.51)
Aus Abbildung 4.7 folgt, dass durch die korrekte Anwendung von Gleichung (3.51) und

Gleichung (3.52) eine einzelne Uberfahrt mit der kritischen Geschwindigkeit vy, keine
Gefahr fiir das mechanische System aus Abbildung 1.1 darstellt.

284
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Abbildung 4.7: Wmax(%) infolge von unterschiedlichen Geschwindigkeiten v
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Lediglich im idealisierten Fall bei der Uberfahrt eines langen Giiterzugs mit der Geschwin-
digkeit vy wéchst die Verschiebung in z-Richtung weiter an, wenn die durch die Achs-
folgen erzeugte Anregung die Eigenfrequenz der Briicke trifft. Der Achsabstand miisste
somit mit der Periodendauer iibereinstimmen, damit sich die Beitrdge bis hin zu einer Re-
sonanzkatastrophe addieren.

Die Periodendauer T lisst sich mit der Gleichung

27 nvm
o, mi h = 4.5)

bestimmen.

Durch Multiplikation mit der Uberfahrtsgeschwindigkeit ergibt sich fiir das vorliegen-
de Beispiel ein Achsabstand von 40 m, welcher stark von realitdtsnahen Abstinden ab-
weicht.






5. FAZIT

Im Rahmen dieser Arbeit wurden die Bewegungsgleichungen einer einfeldrigen Briicke fiir
freie und erzwungene Schwingungen hergeleitet und gelost. Auf dieser Grundlage konn-
te das Schwingungsverhalten infolge einer Fahrzeugiiberfahrt untersucht und wesentliche
Unterschiede beziiglich des Verformungsverhaltens sowie der maximalen Verschiebung
zwischen statischer und dynamischer Betrachtung aufgezeigt werden.

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass Faktoren wie z.B. Geschwindigkeit und Briicken-
lange das Schwingungsverhalten wesentlich beeinflussen konnen. Dabei ist insbesondere
der Resonanzfall von Bedeutung, bei dem sich Anregung und Eigenfrequenz iiberlagern
und unter speziellen Umstidnden zu stark erhohten Auslenkungen fithren konnen. Auch
wenn dieser Fall in der Praxis selten auftritt, verdeutlicht er die Notwendigkeit einer dyna-
mischen Betrachtung.

Zusammenfassend lédsst sich festhalten, dass dynamische Effekte einen wesentlichen Ein-
fluss auf das Tragverhalten von Briicken haben. Fiir weiterfiihrende Untersuchungen er-
scheint es zudem sinnvoll, die Dimpfung des Systems zu beriicksichtigen, um realititsna-
here Aussagen iiber das Schwingungsverhalten treffen zu konnen.
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