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Abstract

The aim of this scientific study is to investigate the forces in ropes within a structural
system, focusing on a streetlamp suspended by two cables attached to upright supports.
The research objectives encompass the calculation of rope forces, both when dealing with
a rigid and when dealing with an elastic rope. Additionally, the study wants to establish
a cost estimation model for the streetlamp, considering factors such as rope surface area,
tension and sag. The overarching goal of this investigation is the optimization of costs
(minimization).

The methodology employed in this work involves the formulation of a mathematical model
and comprehensive calculations with several plots for a better visualization, aided by the
web-based calculation platform Jupyter Notebook and the programming language Python.
This enables the user to interact with the model directly.

The results of the study indicate that when dealing with rigid ropes, the solutions are rel-
atively straightforward. However, even minor changes in the case of elastic ropes signifi-
cantly complicate the calculations, leading to a substantial increase in computational com-
plexity. The cost optimization shows that only if the weight if the lamp is high enough,
there are significant changes in the costs.

Zusammenfassung

Die vorliegende wissenschaftliche Arbeit widmet sich der Berechnung und Analyse von
Seilkriften in einem strukturellen System. Konkret geht es um eine Straenlaterne, die
symmetrisch von zwei Seilen gehalten wird, welche an Stiitzen befestigt sind. Ziel dieser
Forschung ist die Berechnung der auf die Seile wirkenden Krifte, zum einen wenn es sich
um ein starres, zum anderen, wenn es ich um ein dehnbares Seil handelt. Dariiber hinaus
befasst sich die Arbeit mit der Entwicklung eines Kostenmodells fiir die StraBenlaterne,
das die Faktoren Seilfliche, Seilkraft und Seildurchhang berticksichtigt. Das tibergeordne-
te Ziel dieser Untersuchung besteht in der Optimierung der Kosten, in Form einer Mini-
mierung.

Die angewandte Methodik dieser Arbeit besteht in der Formulierung eines mathematischen
Modells sowie umfassenden Berechnungen und Visualisierungen der Ergebnisse auf der
webbasierten, Online-Rechenplattform Jupyter Notebook mithilfe der Programmierspra-
che Python. Dadurch wird ein interaktiver Umgang mit dem Modell moglich.

Die Ergebnisse der Untersuchung zeigen, dass die Berechnung der Seilkrifte bei starren
Seilen ein vergleichsweise einfaches Modell darstellt, wihrend bei dehnbaren Seilen selbst
geringfiigige Anderungen eine erhebliche Komplexitiit in den Berechnungen hervorrufen,
was massive Auswirkungen auf den erforderlichen Rechenaufwand hat. Aus den Ergeb-
nissen der Kostenoptimierung ist zu erkennen, dass das Kosteneinsparungspotential erst
bei groBem Eigengewicht des Beleuchtungskorpers ausgeschopft wird.
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1. EINLEITUNG

Modellbildung und -beschreibung

Das System besteht aus zwei Stehern gleicher Hohe, zwei Seilen und einem Beleuchtungs-
korper, der symmetrisch aufgehiingt ist. Es wird angenommen, dass die Steher durch ein
dreiwertiges Auflager starr mit dem Untergrund verbunden sind. Die Lampe wird ideali-
siert als Massepunkt dargestellt. Das Seil wird zuerst als starr, in weiterer Folge als dehnbar
angenommen.

Der horizontale Abstand des Mittelpunktes der Lampe zur Symmetrieachse der Steher
wird als a, die Ursprungslidnge der Seile als [y, der Winkel als o und der Durchhang als
d bezeichnet. Ist das Seil dehnbar ergibt sich die Seilldnge zu /y + Al und der sich daraus
ergebende Winkel zu o. Die Variablen S und S, beschreiben die Seilkraft (siehe Abbil-
dung [L.Ta).

Wihrend fiir die Berechnung der Seilkraft mit einem starren Seil ein Knotenfreischnitt um
den Massepunkt des Beleuchtungskorpers (vgl. Abbildung und zwei Kriftegleichge-
wichte (horizontal und vertikal) ausreichen, wird beim dehnbaren Seil durch die zusitzli-
che Unbekannte Al eine neue Gleichung benétigt. Dazu wird das Hookesche Gesetz heran-
gezogen, das einen linearen Zusammenhang zwischen Spannung (o) und Dehnung (Ver-
zerrung) (¢) mithilfe des E-Modul beschreibt. Die Spannung wird dabei als Kraft/Fliche,
die Dehnung als %, das heif3t als relative Lingeninderung des Seils im Vergleich zur Ur-
sprungsldnge, dargestellt werden. Der Winkel ¢ wird durch einen trigonometrischen Zu-
sammenhang nédher bestimmt. Dadurch kann die Seilkraft des dehnbaren Seiles, wenn auch
nur in impliziter Form, ausgedriickt werden.

S>

a a
I L
f r

(a) Schematische Darstellung (b) Freischnitt

Abbildung 1.1: Modell Straenaterne



2 1 Einleitung

Jupyter Notebook

Jupyter Notebook ist eine kostenlose webbasierte interaktive Rechenplattform. Das Beson-
dere daran ist, dass Code und Output direkt untereinander einsehbar sind. Der Output ist
interaktiv und leicht zu teilen. Der Code kann damit einfach online getffnet und angepasst
werden. Die Anderungen sind dabei unmittelbar einsehbar. Durch sogenannte Markdown-
Zellen, die nur Text enthalten, ist es moglich den Code ausfiihrlich und anschaulich zu
beschreiben und dadurch die Nachvollziehbarkeit zu erhdhen.

Als Programmiersprache wird Python verwendet.



2. LOSUNGSMETHODEN

Nachfolgend sind die beiden Jupyter Notebooks eingefiigt. Im ersten werden die Glei-
chungen zur Berechnung der Seilkrifte des starren und des dehnbaren Seils aufgestellt,
gelost und die Ergebnisse visualisiert. Das zweite beinhaltet die Kostenrechnung und -
minimierung.

Die Informationen iiber das Freischneiden der Lampe und das Aufstellen der Kréftebilan-
zen konnen [2f], [3]] und [[8] entnommen werden. Fiir das Differenzieren und Anwenden
von diversen mathematischen Aussagen wie dem Satz der impliziten Funktionen oder dem
Satz von Schwarz wurden die Quellen [1] und [6]] herangezogen. Die Anwendungsmog-
lichkeiten und der Jupyter Notebook Bibliotheken NumPy, Matplotlib, Sympy und SciPy
sind in [4], [5]], [7] und [9] beschrieben.



[2]:

[3]:

[4]:

1 Berechnung der Seilkrifte - Vergleich starres mit dehnbarem Seil

1.1 starres Seil:

Kriftegleichgewicht in horizontaler Richtung:
YF,=0:5 =25

Kriéftegleichgewicht in vertikaler Richtung:
YF,=0:G—28;sin(a) =0

daraus folgt:

Sy = 25%@ mit a = arccos(j})

1.2 dehnbares Seil:

Hookesches Gesetz: 0 = Fe = ElA—nl mit 0 = %

daraus folgt: Al = %

Trigonometrie: oy = arccos({x7)

umgeformt und Al eingesetzt ergibt sich fiir S eine implizite Gleichung: S; =

mit sin(arccos(x)) = 1/(1 — z2) erhilt man: S; =

import sympy as sp

import numpy as np

import scipy as sc

from scipy import optimize
import matplotlib.pyplot as plt

G
2sin (arccos(

a )
1o+ 2k)
2v/1—22 lo(1+31)

AE

G = sp.Symbol('G') #Eigengewicht Lampe
S_1 = sp.Symbol('S_1') #Seilkraft
a = sp.Symbol('a') #horizontaler Abstand Lampe Steher
1.0 = sp. Symbol('1_0') #urspringliche Seilldnge
A = sp.Symbol('A') #Querschnittsfldche Seil
E = sp.Symbol('E') #E-MNodul Seil
X = sp.Symbol('x') #Variable
implizite_funktion=sp.lambdify([x,G,a,A,E,1_0],x-G/(2*(1-(a/(1_0*(1+x/A/
SE)))*x2) %% (1/2)))
explizite_funktion_starr=sp.lambdify([x,G,a,1_0],x-G/(2*(1-(a/(1_0))**2)**(1/2)))
= 10%9.81 #W
=4 #m
0 = 4.001 #m

= 200000 * 10%*6 #N/m~2

G
a
1_
E
A = 0.002%*2%np.pi/4 #m~2




[8]:

Die Schwierigkeit beim Ermitteln der Seilkraft des dehnbaren Seils besteht darin, dass Sp nicht
explizit ermittelt werden kann (d.h. die Gleichung kann nicht nach S; umgeformt werden) und sich
die Funktion damit nur in impliziter Form darstellen 1asst.

Um diese implizite Gleichung zu lésen, miissen die Nullstellen der Funktionen gefunden werden.

Dehnbares Seil: F(S1) = S1 — 2\/% =0 mit z = ﬁ
o(1+75

Um das dehnbare mit dem starren Seil vergleichen zu kénnen, werden auch von der Funktion des
starren Seils die Nullstellen ermittelt, wobei hier eine explizite Darstellung der Seilkraft moglich ist.

Starres Seil: F(S;) =8, — —%— =0

Als Eingabewerte fiir die weiteren Berechnungen werden hier beispielshaft die Materialkennwerte
eines Stahlseils eingesetzt. Der Steherabstand betrégt 8m, die Masse des Beleuchtungskoérpers 10kg
und der Seildurchmesser 2mm.

sol = optimize.root(implizite_funktion, [0], args=(G,a,A,E,1_0), jac=False)
sol2 = optimize.root(explizite_funktion_starr, [0], args=(G,a,1_0), jac=False)
x1 = np.linspace(0*s0l2.x,1.5%s0l2.x, 100)

y1 = x1-G/(2x(1-(a/(1_0*(1+x1/A/E))) **2)*x(1/2))
y2 = x1-G/(2x(1-(a/(1.0))**2)**(1/2))

plt.figure()

plt.plot(xl, yi, 'c')
plt.plot(x1l, y2, 'm')
plt.plot(sol.x, 0, 'k+')
plt.plot(sol2.x, 0, 'k+')

plt.grid(which='major', color='gray', alpha=0.6, linestyle='dashdot', lw=1.5)
plt.minorticks_on()

plt.grid(which='minor', color='beige', alpha=0.8, 1ls='-', lw=1)
plt.title('Nullstellen der Funktion $F(S_1)$')

plt.xlabel('$S_1 [N1$')

plt.ylabel('$F(S_1) [NI$")

plt.legend([r'$dehnbares$ $Seil$', r'$starres$ $Seil$'], loc='best')

plt.show()




Mullstellen der Funktion F(51)

3000 1 + +
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] =—— starres seil
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1.3 Seilkraft S; in Abhiingigkeit der Seilléinge [,

Mithilfe einer for-Schleife wird die Seilldnge {y variabel gehalten und erlaubt so eine Darstellung der
Seilkraft S in Abhéngigkeit von .

Aufgrund der Tatsache, dass die Lange des starren Seils nicht kleiner als der horizontale Abstand
zwischen der Lampe und der Stiitze a werden kann, muss die Schleife des starren Seils bei lp = a
abgebrochen werden, um einen negativen Radikand (Ausdruck unter der Wurzel) zu vermeiden.
Im Gegensatz dazu kann das dehnbare Seil {iber seine urspriingliche Lénge hinaus gedehnt/gestreckt
d.h. vorgespannt werden. Der Wert, dem sich die Funktion unendlich ann&hert (die Asymptote),
ist 0.

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die Seilkraft sowohl fiir das starre, als auch fiir das dehnbare
Seil mit Abnahme der Seillinge zunimmt - das heifst: Je kleiner der Winkel zwischen dem Seil und
der Horizontalen bzw. je grofer das Verhiltnis % ist, desto grofer ist die Seilkraft.

Geht Iy gegen 0, dann steigt der Wert der Seilkraft des dehnbaren Seils rechnerisch ins Unendliche.
Weiters ist die Vorspannung des dehnbaren Seils gut erkennbar. Durch das Einbauen eines zu kurzen

Seils, wird schon vor dem Einbau des Seils Spannung bzw. Kraft in das System eingebracht.




[6]: i = sp.Symbol('i') #% entspricht 1_0
s013=[]
sold = []
11 = np.linspace(3.95,4.1,100) #Bereich, iber den tteriert wird
114=[]

for i in 11:
s013.append(optimize.root (implizite_funktion, [max(E*A*(a/i-1)#*1.001, O.
—001)],args=(G,a,A,E,i), jac=False).x)

if i<=a:

continue
5014 .append (G/ (2% (1-(a/(i*(1)))**2)**(1/2)))
114 .append (i)

plt.plot(1l, sol3, 'c-')
plt.plot (114, sol4, 'm-')

plt.grid(which='major', color='gray', alpha=0.6, linestyle='dashdot', lw=1.5)
plt.minorticks_on()

plt.grid(which:'minor', color='beige', alpha=0.8, 1ls='-', 1lw=1)
plt.title('Seilkraft $S_1$ in Abhéngigkeit von $1_0$')

plt.xlabel('$1_0 [ml$')

plt.ylabel('$S_1(1_0) [NI$')

plt.legend([r'$dehnbares$ $Seil$', r'$starres$ $Seil$'], loc='best')

plt.show()




Seilkraft 51 in Abhangigkeit von Iy

—— dehnbares seil
— starres Seil

S1fp)IN]

LA L L B AL B B
3.96 3.98 4.00 4.02 4.04 4.06 4.08 4.10
Ip[m]

1.4 Ermitteln des Durchhangs d in Abhingigkeit der Seillinge [,

Mithilfe des Satz des Pythagoras kann der Durchhang d des Seils berechnet werden. Beim dehnbaren
Seil verldngert sich die urspriingliche Seilldnge lp um Al.

Grundsétzlich gilt: Je grofer [y ist, desto grofer ist auch der Durchhang d. Wahrend das starre Seil
bei lp = a den minimalen Durchhang erreicht, kann lp beim dehnbaren Seil auch kleinere Werte als
a annehmen. Der minimale Durchhang wird dann bei einem unendlich kleinen [y erreicht.

[71:]j = sp.Symbol('j') #5 entspricht 1_0
d_dehnbar = []
d_starr = []
115 = np.linspace(3.95,4.05,30)
116 = []

for j in 115:

sol5 = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExAx(a/j-1)*1.001, 0.
~001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False)

1 = (1+s0l15.x/A/E) * j #delta 1_0




d_dehnbar.append ((1**2-ax*2)**(1/2)) #d_dehnbarr...Durchhang dehnbares Seil

if j<=a:

continue
d_starr.append( (j**2-a**2)*x*(1/2)) #d_starr...Durchhang starres Seil
116.append(j)

plt.plot (115, d_dehnbar, 'c-')
plt.plot (116, d_starr, 'm-')

plt.grid(which='major', color='gray', alpha=0.6, linestyle='dashdot', lw=1.5)
plt.minorticks_on()

plt.grid(which='minor', color='beige', alpha=0.8, 1ls='-', lw=1)
plt.title('Durchhang $d$ in Abhéngigkeit der Seilldnge $1_0%')
plt.xlabel('$1_0 [ml$')

plt.ylabel('Durchhang $d [m]$')

plt.legend([r'$dehnbares$ $Seil$’', r'$starres$ $Seil$'], loc='best')

plt.show()

Durchhang d in Abhangigkeit der Seillange Iy

—— dehnbares Seil
—— stamres Seil
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Durchhang d[m]
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[1]:

[2]:

2 Kostenfunktion des dehnbaren Seils

import sympy as sp

import numpy as np

from scipy import optimize
import matplotlib.pyplot as plt

Fiir die Berechnung werden verschiedene erweiternde Module eingebunden, die auf der Program-
miersprache Python basieren.

Das Modul “SymPy” wird verwendet um symbolische (algebraische) Berechnungen durchzufiihren,
“NumPy” steht fiir Numeric Python und ermdglicht effizientes (numerisches) Rechnen mit math-
ematischen Funktionalititen und grofen Matrizen, “SciPy” stellt fundamentale Algorithmen fiir
wissenschaftliches Arbeiten zur Verfiigung und “Matplotlib” ist eine Bibliothek zur Visualisierung
von Daten.

2.1 Ermitteln der Ableitungen

Alle nachfolgenden Berechnungen basieren auf einer Funktion, die sich aus dem Seilvolumen (Quer-
schnitt und Ursprungsénge des Seils), der Seilkraft und dem Durchhang (Berechnung siehe zuvor)
zusammensetzt. Konstanten ermdglichen eine unterschiedliche Gewichtung der einzelnen Kompo-
nenten. In weiterer Folge wird diese Funktion Kostenfunktion genannt und lasst folgendermafen
darstellen: K =c¢;-A-lg+co-S1+c3-d.

Es ist anzumerken, dass das Ziel dieser Berechnungen nicht ist, die “realen” Kosten einer Strafken-
beleuchtungskonstruktion abzubilden. Es geht vielmehr um die mathematische Vorgehensweise und
die Anschaulichkeit der Ergebnisse.

Die Zustandsgleichung ist die homogene Form der Gleichung zur Berechnung der Seilkraft.

= sp.Symbol('G') #Eigengewicht Lampe

= sp.Symbol('a') #horizontaler Abstand Lampe Steher

0 = sp.Symbol('1_0') #urspringliche Seillange

= sp.Function('S')(1_0) #Seilkraft abhangig von 1_0 (Funktion)
1 = sp.Symbol('S_1') #Seilkraft (symbolisch)

= sp.Symbol('A') #Querschnittsfliche Seil

E = sp.Symbol('E') #E-MNodul Seil

cl = sp.Symbol('cl') #Konstante

sp.Symbol('c2') #Konstante

sp.Symbol('c3') #Konstante

[N e)
w N
nonu

Kostenfunktion = cl*A*1_0+c2*S_1+c3*(((1+S_1/A/E) * 1_0)**2-a**2)**(1/2)
kosten_funktion=sp.lambdify([cl, ¢c2, ¢3, a, A, E, 1.0, S_1], Kostenfunktion)
—#lambdify: SymPy -> NumPy d.h. symbolisch -> numerisch

Zustandsgleichung = S_1-G/(2%(1-(a/(1_0*(1+S_1/A/E)))**2)**(1/2))
implizite_funktion=sp.lambdify([S_1,G,a,A,E,1_0],Zustandsgleichung)




Fiir die Kostenoptimierung ist es notwendig die Nullstellen der Ableitung der Kostenfunktion zu
suchen. Ziel ist es, eine Seilldnge [y zu finden, fiir die die Kosten minimal werden. Da die Kosten-
funktion jedoch von der Seilkraft abhéngt, die ihrerseits ebenfalls von der Seillinge abhéngig ist,
wird zuerst von dieser gesondert die Ableitung berechnet. Die Grofen a, E, A werden als konstant
angenommen.

. ) _ _ G _ B _ a
Zustandsgleichung: f(lo, S1(lp)) = S1 =y = Omitz = pNerEa (1+f
Ableiten und Nullsetzen der Zustandsgleichung: CZ{) = g{; + ggl ‘fllu 0 (Kettenregel)
Umgeformt ergibt dies die erste Ableitung der Seilkraft: ((ii% = (a—f) (Satz der impliziten

Funktionen)

[3]: f = Zustandsgleichung.subs(S_1,S)
dS_10 = sp.solve(sp.diff(f,1_0),sp.diff(5,1_0))[0].simplify() #erste Ableitung,
—~der Zustandsgleichung nach 1_0

dS_10
[31: AE*Ga® (AE + 5(lo))
- J. 2\ 1.5 .
lo <A2E2ca2 + 2008 (-l ) T (AB + S(lo))“)

Anstatt solve kdnnte hier auch eine einfache Division verwendet werden. Ist S jedoch kein Skalar
sondern ein Vektor (mehrere Seilkréfte in einem System), ergibt die Ableitung eine Matrix. Um
eine solche 16sen zu kénnen, wird der Befehl solve bendtigt.

Durch das Substituieren von S; (Variable) durch S (Funktion, abhéingig von ly) wird die symbolische
Rechenfdhigkeit von SymPy ausgenutzt. Dadurch wird in weiterer Folge z.B. beim Ableiten die
Kettenregel automatisch angewandt.

Die zweite Ableitung der Zustandsgleichung f berechnet sich héndisch wie folgt:

dF\ 9% of dSi . af dSi  Of (dSi\? of S
dlo (dlo> =22 T 95,00 diy T 91008, dly | 25, (dTO) * 95 &
0% of dsy | 9*f (dSi\?  of &*S
=2, oS Ay T oS, ( dly ) 95, &l

=0

_of _dsy dsy - .
Fiir die Vereinfachung von 5,00 dlo und dlodS d wird der Satz von Schwarz angewandt. Er

besagt, dass die Reihenfolge, in der die partiellen Differentiationen nach den einzelnen Variablen
durchgefiihrt werden, nicht entscheidend fiir das Ergebnis ist und somit vertauscht werden kénnen.

Somit kann man diese zu 2 5581’(;10 % zusammenfassen.

Die zweite Ableitung der Seilkraft ergibt sich damit zu:

Es (N[, o1 dsi @ (45’
d2ly 051 921y 0510l dly ~ 9251 \ dly




[4]: ddS_10 = sp.solve(sp.diff(f,1.0,1_0),sp.diff(S,1_0,1_0))[0].subs(sp.
—diff(S,1_0),dS_10) #zwette Ableitung der Zustandsgleichung nach 1_0
#ddS_10.subs(5,5_1) (dufgrund der Ldnge des Ausdrucks nicht dargestellt)

Nun wird die Kostenfunktion nach Iy abgeleitet, wobei die zuvor berechnete Ableitung der Seilkraft
darin eingesetzt wird. Durch nochmaliges Differenzieren und Einsetzten der ersten und zweiten
Ableitung der Seilkraft ergibt sich dann die zweite Ableitung der Kostenfunktion.

[6]: dK_1l0=sp.diff(Kostenfunktion.subs(S_1,S),1_0).subs(sp.diff(S,1_0),dS_10).
—subs(S,S_1) #erste Ableitung der Kostenfunktion nach 1_0

[6]: ddK_10=sp.diff (Kostenfunktion.subs(S_1,S),1_0,1_0).subs(sp.-
—diff(5,1_0,1_0),ddS_10) .subs(sp.diff(S,1_0),dS_10) .subs(S,S_1)
#zwette Ableitung der Kostenfunktion nach 1_0

Im néchsten Schritt werden zwei Funktionen definiert, die die erste und zweite Ableitung der Kosten-
funktion darstellen. Durch den Befehl lambdify werden die symbolischen Variablen aus SymPy in
die numerische Bibliothek von NumPy verschoben. Es sind dadurch numerische Berechnungen
moglich.

[7]: fun=sp.lambdify([A, E, G, S_1, a, cl, c2, c3, 1.0],dK_10) #erste Ableitung der,
—Kostenfunktion
fun_second_derivative_K=sp.lambdify([A, E, G, S_1, a, c1, c2, ¢3, 1_0],ddK_10),
—#zweite Ablettung der Kostenfunktion

2.2 Kostenverteilung

Nun sollen Plots erzeugt werden, die sowohl die Teil- als auch die Gesamtkosten in Abhéngigkeit
von der Seillédnge [y darstellen. Es werden zwei Abbildungen (Plot A und Plot B) geplottet, deren
Eingangsdaten sich nur in der Gewichtskraft des Beleuchtungskorpers unterscheiden. Den Konstan-
ten ¢, ¢, c3 sind beliebige Werte zugewiesen.

Die “implizite Funktion” wurde bereits zu Beginn definiert und entspricht der Zustandsgleichung
fiir die Berechnung der Seilkraft.

[8]: def plotKosten():

intervall=np.linspace(a*0.9,a*1.1,100)

ges=[]

ki1=[]

k2=[]

k3=[]

for j in intervall: #j7 entspricht 1_0
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(E*Ax(a/j-1)*1.01, O.

—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False,tol=10%*-9,method="'1m")

soll=soll.x #Seilkraft
ges.append(kosten_funktion(cl, c2, c3, a, A, E, j, soll)) #Gesamtkosten
kl.append(cl*A*xj) #4Anteil der Kosten abhdngig von der Setlfliche
k2.append(c2*s0ll) #4nteil der Kosten abhingig von der Seilkraft
d = (((1+s011/A/E) * j)**2-a**2)x**(1/2) #Durchhang




[9]:

k3.append (c3*(((1+s0l1/A/E) * j)*x2-a**2)*x(1/2)) #Anteil der Kosten,
—abhdngig vom Durchhang

plt.plot(intervall, ges, 'm-')
plt.plot(intervall, ki, 'b-')
plt.plot(intervall, k2, 'g-')
plt.plot(intervall,k3, 'r-')

plt.grid(which='major', color='gray', alpha=0.6, linestyle='dashdot', lw=1.5)

plt.minorticks_on()

plt.grid(which="minor', color='beige', alpha=0.8, 1ls='-', lw=1)

plt.title('Kostenverteilung')

plt.xlabel('$Seillénge$ $1_0 [ml$')

plt.ylabel('Kosten $K [GE]$')

plt.legend([r'$Gesamtkosten$', r'$Anteil$ $d.$ $Kosten$ $abh.$ $von$,
—$Seilfléache$’, r'$Anteil$ $d.$ $Kosten$ $abh.$ $von$ $Seilkraft$', r'$Anteil$,
—$d.$ $Kosten$ $abh.$ $vom$ $Durchhang$'], loc='best');

2.2.1 Plot A:

#Plot 4

G = 10x9.81 # ¥

a=10 #m

10=4.14#m

E = 200000 * 10*x6 # N/m~2
A = 0.002*x2*np.pi/4 # m~2

cl = 0.1 #Konstante fir die Seilfldche

c2 = 0.0000000002 #Konstante fir die Setlkraft
c3 = 0.000005 #Konstante fir den Durchhang
plotKosten()

<lambdifygenerated-2>:2: RuntimeWarning: invalid value encountered in power
return -1/2%Gx(-a**2/(1_0%*2%(1 + S_1/(A*E))*%2) + 1)*x(-0.5) + S_1
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2.2.2 Plot B:
[10]:  #Plot B: die Gewichtskraft der Lampe ist im Vergleich zu Plot A um den Faktor 10,
—grofier
G = 100%9.81 # N
a=10 #m
1.0=4.14#m
E = 200000 * 10**6 # N/m~2
A = 0.002%*2*np.pi/4 # m~2
c1=0.1
¢2=0.0000000002
¢3=0.000005

plotKosten()
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Den geplotteten Graphen A und B kann entnommen werden, dass das Minimum der Gesamtkosten
etwas unter dem horizontalen Abstand von Lampe zu Steher etwa bei 9.8 liegt (a = 10). Das
heift, um die Kosten zu minimieren ist es sinnvoll ein etwas kiirzeres Seil einzubauen und dieses
vorzuspannen. Je kiirzer die Ursprungslénge des verwendeten Seils ist, desto dominanter ist jedoch
der Kostenanteil aus der Seilkraft und desto ausschlaggebender somit die Seilgiite. Wird ein ldngeres
Seil eingebaut, geht der Kostenanteil aus der Seilkraft gegen 0, da das Seil keine Vorspannkrifte
aufnehmen muss. Dafiir werden dann hier die Kosten abhéngig vom Durchhang sehr relevant. Bei
lp > a entstehen durch die grofere Seillinge hohere Kosten. Der Anteil resultierend aus der Seilfiche
hat einen relativ konstanten Einfluss auf die Gesamtkosten. Die Form der Gesamtkostenfunktion
wird also mafigeblich von den Kostenanteilen aus Seilkraft und Durchhang bestimmt.

Werden Plot A und Plot B miteinander verglichen, fillt auf, dass sich der Tiefpunkt der
Gesamtkosten von Plot B weiter rechts befindet. Das bedeutet, je schwerer die Lampe ist, desto
mehr sollte das Seil vorgespannt werden.

Die Grofe der jeweiligen Teilkosteneinfliisse kann durch die Kontanten ¢y, c2, c3 geregelt werden.




2.3 Minimieren der Kostenfunktion

[11]: intervall=np.linspace(ax0.9,a*1.1,200)
first_deriv = []
second_deriv = []

for j in intervall: #j entspricht 1_0
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExAx(a/j-1)*1.01, O.
—001)] ,args=(G,a,A,E,j), jac=False, tol=10**-9,method='1lm').x #Seilkraft
first_deriv.append(fun(A,E,G,so0ll,a,cl,c2,c3,j))
second_deriv.append(fun_second_derivative_K(A,E,G,soll,a,c1,c2,c3,j))

plt.plot(intervall, first_deriv, 'm-')
plt.plot(intervall, second_deriv, 'c-')

plt.grid(which='major', color='gray', alpha=0.6, linestyle='dashdot', lw=1.5)
plt.minorticks_on()

plt.grid(which='minor', color='beige', alpha=0.8, ls='-', lw=1)
plt.title('Minimieren der Kostenfunktion')

plt.xlabel('$1_0$"')

plt.ylabel('$dK/d1_0$ bzw. $d°2K/d~21_0$')

plt.legend([r'$erste$ $Ableitung$', r'$zweite$ $Ableitung$']l, loc='best');

Minimieren der Kostenfunktion

0.00020 4 ; . : - r— —— erste Ableitung
) — zweite Ableitung
0.00015
- :
3 :
= 0.00010
2 ]
[}
o] 4
= i
=)
o 0.00005 A
X ]
0.00000 ~

9.00 9.25 9.50 9.75 10.00 10.25 10.50 10.75 11.00
Io




Die Abbildung “Minimieren der Kostenfunktion” zeigt, dass die Nullstelle der ersten Ableitung
wie zuvor beschrieben etwas keiner als der horizontale Abstand zwischen Lampe und Steher ist.
Die Kosten sind hier minimal. Die zweite Ableitung nimmt an dieser Stelle einen Extremwert an
(Maximum).

Nachfolgend wird mit verschiedenen Methoden die kosteneffizienteste Seilldinge [y rechnerisch er-
mittelt. Dazu werden drei verschiedene Varianten verwendet und miteinander verglichen. Die dazu
verwendeten Funktionen stammen aus dem SciPy Modul optimize. Wéhrend optimize.root die
Nullstellen einer Funktion ermittelt, wird optimize.minimize verwendet, um das Minimum einer
Funktion zu finden. Mithilfe von optimize.root kann so von der Ableitung der Kostenfunktion
(k_diff) die Nullstelle und damit die kostenffizienteste Seillinge gefunden werden. Diese kann
ebenfalls durch das Ermitteln des Minimum der Kostenfunktion (k fun) unter Zuhilfenahme von
optimize.minimize gefunden werden. Dazu sind sieben Iterationsschritte (nit) und 26 Auswer-
tungen der Zielfunktion (=Kostenfunktion) (nfev) notwendig, um eine Genauigkeit (tol) von 107!
zu erreichen. Wird jedoch der Funktion die Ableitung in Form der Jacobi-Matrix (jac=k diff)
bereits als Argument iibergeben, wird das Ergebnis mit der erforderlichen Toleranz bereits nach
13 Auswertungen der Zielfunktion erreicht. Alle drei Varianten fithren so mit unterschiedlichen
Herangehensweisen und Rechenaufwand zum gefragten Ergebnis.

[12]: def k_fun(j,cl, c2, c3, a, A, E,G): #Kostenfunktion
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExA*(a/j-1)*1.01, O.
—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False).x
return kosten_funktion(cl, c2, c3, a, A, E, j, soll)
def k_diff(j,cl, c2, c3, a, A, E,G): #erste Ableitung der Kostenfunktion
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExA*(a/j-1)#*1.001, O.
—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False).x
return fun(A,E,G,soll,a,cl,c2,c3,j)[0]
def k_diff2(j,cl, c2, c3, a, A, E,G): #zweite Ableitung der Kostenfunktion
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(E+Ax*(a/j-1)*1.001, 0.
—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False).x
return fun_second_derivative_K(A,E,G,soll,a,cl,c2,c3,j) [0]
def callbackF(Xi):
print (Xi)

print('root-Funktion:')

print(optimize.root(k_diff, a, args=(c1l, c2, c3, a, A, E,G)).x)

print('minimize-Funktion: ')

print (optimize.minimize(k_fun, a, args=(cl, c2, c3, a, A,
—E,G),tol=1e-11,callback=callbackF))

print('minimize-Funktion mit Ableitungsinformation:"')

print (optimize .minimize(k_fun, a, args=(cl, c2, c3, a, A,,
~E,G),tol=1e-11,jac=k_diff,callback=callbackF))




root-Funktion:
[9.83360523]
minimize-Funktion:
[9.96553716]
[9.89106896]
[9.84041987]
[9.83523095]
[9.83366255]
[9.83360556]
[9.83360521]
fun: 7.5213433558742635e-06
hess_inv: array([[8305.6231689811)
jac: array([1.70530257e-12])
message: 'Optimization terminated successfully.'
nfev: 26
nit: 7
njev: 13
status: 0
success: True
x: array([9.83360521])
minimize-Funktion mit Ableitungsinformation:
[9.96553715]
[9.8910689]
[9.84041984]
[9.83523096]
[9.83366243]
[9.83360572]
[9.83360523]
fun: 7.521343355874389¢-06
hess_inv: array([[8324.56852086]11)
jac: array([1.77707665e-14])
message: 'Optimization terminated successfully.'
nfev: 13
nit: 7
njev: 13
status: O
success: True
x: array([9.83360523])




Eine weitere Methode die Kostenfunktion zu minimieren ist das Anwenden der Newton-Methode.
Diese ist ein iteratives Verfahren zur Naherungslosung von Gleichungen, um die Nullstellen einer
Funktion zu finden. Ausgehend von einem beliebigen Funktionswert wird die Ableitung der Funktion
an dieser Stelle als Tangente dargestellt. Die Nullstelle der Ableitung wird dann als Néherung fiir
die Nullstelle der Funktion angesehen und dient als Ausgangspunkt fiir die néchste Interation.

Die Iterationsvorschrift fiir die Newton-Methode lautet: z,41 = =, — Jf,((z:))

dabei ist:

Zp. . - aktueller Schitzwert

Zp+1- .. néchster Schitzwert

f(zp). .. Funktionswert an der Stelle z,

J'(zy). .. Ableitung der Funktion an der Stelle z,,

Voraussetzung fiir die Anwendung der Newton-Methode ist, dass die Ableitung der Funktion bekannt
ist und nicht null sein darf (sonst Division durch 0). Weiters ist die Konvergenz der Methode stark
vom gewéhlten Startwert und der Form der Funktion abhéngig.

In dem Fall der Minimierung der Kostenfunktion ist die Nullstelle der Ableitung der Kostenfunktion
gesucht. Deshalb wird diese als Basisfunktion f(z) verwendet. Anstelle des Funktionswertes f(x,)
ist deshalb die erste Ableitung und anstelle von f’(z,,) die zweite Ableitung in die Iterationsvorschrift
einzusetzen.

Zur Konvergenz dieser Methode ist zu sagen, dass die Wahl des Startwertes sehr entscheidend
ist. Dieser muss sehr nahe an der tatséchlichen Nullstelle der Funktion liegen (z.B. Startwert 9.75
bei tats. Lsg. 9.83). Der Grund dafiir liegt in der natiirlichen Form der Funktion (siehe Abb.
“Minimieren der Kostenfunktion”). Da diese im Allgemeinen relativ flach ist, ist auch die Steigung
der Tangente sehr gering. Das fithrt dazu, dass die Stelle, an der die Tangente die Abszisse schneidet,
weit vom dezeitigen x, entfernt ist. Der neue Schitzwert x4 entfernt sich dadurch immer weiter
von der eigentlich gesuchten Nullstelle. Das Verfahren ist damit nicht robust.

[13]1: def k_diff(j): #j entspricht 1_0, Ableitung der Kostenfunktion
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExA*(a/j-1)#*1.001, O.
—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False).x
return fun(A,E,G,soll,a,cl,c2,c3,j)[0]
def k_diff2(j): #zweite Ableitung der Kostenfunktion
soll = optimize.root(implizite_funktion, [max(ExAx(a/j-1)*1.001, 0.
—001)],args=(G,a,A,E,j), jac=False).x
return fun_second_derivative_K(A,E,G,soll,a,cl,c2,c3,j) [0]

def newtonMethod(x0,iterationNumber, f,df):
x=x0

for i in range(iterationNumber) :
print(f'Iteration {i}: 1.0 = {x}')
print(f'Ableitung der Kostenfunktion: {f(x)}')
print(f'zweite Ableitung der Kostenfunktion: {df(x)}')
x=x-f(x)/df (x) #Iterationsvorschrift




residual=np.abs(f(x))
return x, residual

solution, residual = newtonMethod(9.75,6,k_diff,k_diff2)

print ('
print(f'Ergebnis:"')
print(£f'1_0 = {solution}')
print(£f'K(1_0) = {residuall}')

Iteration 0: 1.0 = 9.75

Ableitung der Kostenfunktion: -6.62816201931516e-06

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 4.963740497371312e-05
Iteration 1: 1_0 = 9.883531598253883

Ableitung der Kostenfunktion: 7.689033170046583e-06

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 0.00018711352351807582
Iteration 2: 1_0 = 9.842438720382319

Ableitung der Kostenfunktion: 1.111434205693368e-06

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 0.00013166686904064265
Iteration 3: 1.0 = 9.833997460908378

Ableitung der Kostenfunktion: 4.72010347471308e-08

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 0.00012058853072961475
Iteration 4: 1_0 = 9.833606038652368

Ableitung der Kostenfunktion: 9.74724077120522e-11

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 0.00012009073913968958
Iteration 5: 1_0 = 9.833605226996045

Ableitung der Kostenfunktion: 4.1835465484658246e-16

zweite Ableitung der Kostenfunktion: 0.00012008970847937495

Ergebnis:
1_0 = 9.833605226992562
K(1_0) = 1.700842158086635e-18

D)




3. FAZIT

Bei der einfachsten Modellierung (starres Seil) kann die Losung relativ einfach ermittelt
werden. Mithilfe eines Freischnittes, Kréftebilanzen und einem geometrischen Zusammen-
hang kann die gesuchte Seilkraft ermittelt werden.

Wird die Komplexitit der Modellierung erhoht, indem eine Dehnung des Seils zugelassen
wird, erhoht sich der Rechenaufwand drastisch, da die Seilkraft nun nur noch in impliziter
Form ausgedriickt werden kann. Infolgedessen ergeben sich Abhingigkeiten zwischen den
Variablen, wodurch beim Differenzieren unter anderem die Kettenregel angewandt werden
muss. Dieser erhohte Rechenaufwand ist fiir diese Problemstellung jedoch nicht unbedingt
sichtbar, da zur Berechnung viele Standardfunktionen von Bibliotheken von Jupyter Note-
book verwendet werden konnen. Dass diese ausreichend genaue Ergebnisse liefern, liegt
daran, dass das Modell nur eine Variable, d.h. eine Seilkraft beinhaltet.

Weiters ist anzumerken, dass das Programm sehr feinfiihlig auf Anderungen der Eingabe-
werte reagiert. Sind beispielsweise die Startwerte bei der numerischen Seilkraftberechnung
nicht bedacht gewihlt, stoB3t Jupyter Notebook schnell an die Laufzeitgrenzen.

Zu den Ergebnissen der Kostenoptimierung muss gesagt werden, dass die Relevanz dieser
fiir die Realitét eher gering ist, da eine signifikante Kostenreduktion erst bei sehr groSem
Eigengewicht der Lampe auftritt. Allerdings konnte dieses Modell eine Annédherung fiir
komplexere Problemstellungen, Krifte in Tragseilen betreffend, wie Hénge- oder Schréig-
seilbriicken sein. Dort wire es sowohl notwendig mehrere verschiedene Seilkrifte vekto-
riell als auch das Eigengewicht des Seils (Kettenlinie) zu berticksichtigen. Ist diese Anné-
herung tatsdchlich ausreichend gut, bringt diese Modellierung wirtschaftliches und nach-
haltiges Einsparungs- und Optimierungspotential (Materialgiite, Seillange) mit sich.
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